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LA ENCICLOPEDIA 2012 [ac] TRIGONOMETRIA 


1 constituye un nuevo aporte 
desarrollo de la preparación preuniversitaria. Resultado de diferentes 

: uestro colegas y de nuestra humilde experiencia , motivado por el 

lelicada labor de esta línea de acción educativa , tan interesante, y 
s de lodas las regiones del Perú . Este texto de Trigonometría describe 
nun curso de Trigonometría plana y esférica (espacial) de nivel pre- 
ране del estudiante, de los principios básicos de Geometría Elemental 


hemos sentido agudamente todos los que rios avocar б а 1а 
La experiencia nos һа demostrado que el xe las 


no teóricos, sino fundamentalmente € T 


cuenta las sugerencias planteadas у. 


Еп cuanto a su estructura, el libro se des ‹ п 

la cual se da en forma de tabla o cuadro: óptico | un resumen de ШШ ecuador estrechamente 
relacionados . Una larga experiencia ha convencido a los autores де“ que 'para los estudiantes es una gran 
ayuda el uso de tales resumenes ya que res 1,0 inicios, un tanto difícil el manejo sistemático de todas 


еПаѕ * 
Cada capítulo contiene problemas resueltos у RSS. los cuales estan dosificados de menora та yor 
grado de dificultad , los primeros son ejercicios de aplicación directa , dados con la intención de afianzar el uso 
de los conceptos teóricos, los siguientes problemas son preguntas de examenes de admisión planteadas en 
las diversas universidades del medio (UNI, UN. h ..elc.) ylos últimos restantesson de 
mayor grado de dificultad que requieren еп alg asos de algunos conceptos de Álgebra o Geometría: De 
esta manera el libro se hace didáctico y m 'al alumno los deseos de aprender yendo de lo más simple a 
lomás complejo. % 
Este texto ha surgido con el propósito de. 
a la adquisición de nuevos сопосіті 
complemente lo estudiado, yc шуа еп for 
De esta manera, te ofrecemos un te jjetivo principal es enseñar al estudiante а resolver problemas 
y darle los conocimientos para elio. Para estructurar y dosificar los contenidos del texto, se han 
analizado pruebas de ii e ES а 


ceptos más importantes, соп el propósito de doli | 
a ‚саба! enseñanza. Los estudiantes deben analizar con. larnayor 
rar precisión y rapidez en sus respuestas. Después de todo, las 


con figuras que facilitan captar en forma grata y adecuada las relaciones 
a parte del contenido. Esto te permitirá desarrollar tu capacidad de 
iil. hará muy ameno el desarrollo de esta línea de 
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А diferencia de la Aritmética, el álgebra y la Geometría, 
que como se sabe alcanzaron gran desarrollo desde la 
época de los babilonios, los egipcios y los griegos. 

La Trigonometría solo logra su madurez en los últimos 
siglos de nuestra era, y esto es muy explicable, pues para 
desenvolverse plenamente necesita de una geometría ya 
razonada, y sobre todo un álgebra sistematizada, para 
darle toda la flexibilidad y desarrollo, 


En principio es la rama de la matemática que estudia las 
relaciones entre los ángulos y los lados de un triángulo y 
la solución analítica de ellos .. Para esto se vale de las 
razones trigonométricas, las cuales son utilizadas 
frecuentemente en cálculos técnicos. En términos 
generales, la trigonometría es el estudio de las funciones 
seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante, 
Interviene directa o indirectamente en las demás ramas 
de la matemática y se aplica en todos aquellos ámbitos 
donde se requieren medidas de precisión. La trigonometría 
se aplica a otras ramas de la geometría, como es el caso 
del estudio de las esferas en la geometría del espacio. 


Trigonometría proviene de los vocablos griegos TRIGON 
„que significa triángulo y METRON , cuyo significado es 


Gracias a la trigonometria se pueden hacer cálculos 
de longitudes inaccecibles , tales como el ancho de un 
río o la altura de una torre . Además de longitudes , 
permite calcular tiempos , como la hora en que pasará 
un satélite por determinado lugar . 


Las primeras aplicaciones de la trigonometría se 
hicieron en los campos de la navegación, la geodesia y 
la astronomía, en los que el principal problema era 
determinar una distancia inaccesible, es decir, una 
distancia que no podía ser medida de forma directa, 
como la distaneia entre la Tierra y la Luna. Se 
encuentran notables aplicaciones de las funciones 
trigonométricas en la física y en casi todas las ramas 
dela ingeniería, sobre todo en el estudio de fenómenos 
periódicos, como el flujo de corriente alterna. 


La trigonometría se divide en plana y esférica , segün 
los triángulos que se trate : planos o esféricos . 


ORIGEN: 


Desde el punto de vista etimológico la trigonometría 
trató de la «Resolución de Triángulos», lo cual quiere 
decir que dados ciertos elementos convenientes de 
un triángulo se deben hallar sus elementos 
restantes. 

En realidad nadie pudo sospechar antiguamente que 
de tan modesto origen pudiese surgir en el devenir 
del tiempo una ciencia de tanta importancia como 
la trigonometria (y que hoy еп día es una 
herramienta fundamental del análisis matemático) 
que en un comienzo fue solo un simple capítulo de 
la Astronomía. 

Pero gracias a su aplicación a las distintas ramas de 
la matemática y de la física, y sobre todo al empleo 
invalorable que de ella hacen la Astronomía y la 
Geodesia, es que su progreso fue rápido y que pudo 
llegar tan lejos. 

Las dos ramas fundamentales de la trigonometría 
son la trigonometría plana y la trigonometría esférica. 


TRIGONOMETRÍA PLANA 


Se ocupa fundamentalmente de la resolución de 
triángulos planos. Para ello , se definen las razones 
trigonométricas de los ángulos y se estudian las 
relaciones entre ellas. 


La base de la trigonometría está en las razones 


INTRODUCCION 5 
rigonométricas , valores numéricos asociados a cada 
ángu , que permiten relationar operativamente los 
os y lados de los triángulos. Las más importantes 


son seno , coseno y tangente , que se definen más 
adelante. 


TRIGONOMETRIA ESFERICA 


La trigonometría esférica , que se usa sobre todo en 
navegación y astronomía , estudia triángulos esféricos, 
es decir, figuras formadas por arcos de circunferencias 
máximas contenidos en la superficie de una esfera. El 
triángulo esférico, al igual que el triángulo plano, tiene 
seis elementos: los tres lados a , b „с, y los tres ángulos 
A,B y C. Sin embargo , los lados de un triángulo 
esférico son magnitudes angulares en vez de lineales, 
y dado que son arcos de cireunferencias máximas de 
una esfera, su medida viene dada por el ángulo central 
correspondiente. Un triángulo esférico queda definido 
dando tres elementos cualesquiera de los seis, pues, al 
igual que en la geometría plana, hay fórmulas que 
relacionan las distintas partes de un triángulo, que se 
pueden utilizar para calcular los elementos 
desconocidos. 


Por ejemplo, el teorema del seno adopta la siguiente 
forma para triángulos esféricos: 

Sena. Senb _ Бепо 

SenA  SenB  SenC 
La trigonometría esférica es de gran importancia para 
lateoría de la proyección estereográfica y en geodesia. 
Es también el fundamento de los cálculos 
astronómicos. Por ejemplo, la solución del llamado 
triángulo astronómico se utiliza para encontrar la 


latitud y longitud de un punto, la hora del día, la 
posición de una estrella y otras magnitudes. 


TRIANGULO ESFERICO : 


Esun triángulo dibujado sobre una superficie esférica 
con tres arcos de circunferencia máxima. Todo 
triángulo esférico. se obtiene mediante la intersección 
de un triedro con la superficie de la esfera. 
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Los lados a, b, e del triángulo (arcos de circunferencia 
máxima) se corresponden con las caras del triedro. Los 
ángulos del triángulo son los correspondientes diedros 
del triedro. 


El estudio trigonométrico del triángulo esférico da 
lugar a la trigonometría esférica. 


HIPARCO (190 - 120 a.C.) nació en 
a colonia griega de Nicea en Bitinia (en 
a actualidad territorio turco) y se 


- luna en 386 100 Km valor muy 

cercano al real y para elaborar sus 

mapas estelares en los que traslada sus 

observaciones a planos. Antes de 

Hiparco, las tablas astronómicas 

" basadas sobre métodos geométricos no 
existían. 


También se le atribuye la invención del astrolabio, instrumento 
que permitía fijar la altura de los astros. 

Ptolomeo (85 - 165) reconoce en la obra de Hiparco la más 
valiosa fuente para el desarrollo de su teoría geocéntrica, 


INTRODUCCION 
A LA TRIGONOMETRIA 


La trigonometría fue iniciada por Hiparco , 
aproximadamente el año 150 a.C. Tiempo después 
Tolomeo siguió con estos estudios, basandose en sus 
estudios y de otros personajes de la Astronomía, para 
crear su síntaxis Matemática llamada Almagesto. 


En el curso Comenzamos por tratar el uso de las 
unidades angulares, y sus equivalencias, para poder 
aplicarlas al cálculo de una longitud de arco de 
circunferencia , como también el área de un sector 
circular y algunos casos más , como es la determinación 
de la cantidad de vueltas que gira una rueda o dos 
poleas o más que estan trabajando en un sistema 


Después , nos introducimos a la columna vertebral de 
la Trigonometría que es el estudio de las razones 
trigonométricas , primero para un ángulo agudo y luego 
para un ángulo que posea cualquier medida , 
determinaremos dentro de ellos los valores de cada 
una de ellas por medio del estudio analítico y su 
representacion mediante segmentos de recta idos 
en la circunferencia trigonométrica . 2 
Esta parte es fundamental ya que los temas 
trataran sobre las diversas identidades ue las 
relacionan , las cuales por cierto son muy nui 
que solo con la constancia en la practica £ 
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dominar, porque un mal entendimiento de los primeros 
temas conducira , inevitablemente , a dificultades 
continuas en las partes más avanzadas. 


Dentro de las identidades, clasificaremos a aquellas 
que son imprescindibles , a las cuales llamaremos, 
identidades básicas, y otras que son menos 
importantes; pero se dan con el fin que nos permita 
resolver situaciones matemáticas de un modo mucho 
más breve. 


Seguidamente, le daremos uso a todo el bloque de las 
identidades en el estudio de las funciones 
trigonométricas ya sea en las funciones directas e 
inversas , al hacer el caleulo de sus dominios y rangos 
,alresolver una ecuación e inecuación trigonométrica 
o al resolver problemas de figuras geométricas, tan 
solo con el uso de las razones trigonométricas que 
relacionan sus elementos . Finalmente, culminaremos 
con los temas de: límites , derivadas e integrales 
trigonométricos , traslación y rotación , números 
complejos y trigonometría esférica . 


Tenga presente que el objetivo, en el estudio de las 
Matemáticas no es mecanizarse, sino en saber aplicar 
correcta y logicamente una determinada definicion , 
propiedad o teorema a cada problema que se está 
resolviendo. Solo así , el estudiante encontrará en las 
Matemáticas una recreación amena y ágil . 


Hoy en día , los ingenieros y los físicos ocupan muchas 

de estas herramientas trigonométricas en su diario 
actuar , sin quizas conocer quien las crea y cual es su 
historia , la cual vamos a presentar a continuación. 


HISTORIA 


La historia de la trigonometría se remonta a las 
primeras matemáticas conocidas, en Egipto y 
Babilonia. Los egipcios establecieron la medida de los 
ángulos en grados , minutos y segundos . Sin embargo, 
hasta los tiempos de la Grecia clásica no empezó a 
haber trigonometría en las matemáticas. En el siglo 
II a.C. el astrónomo Hiparco de Nicea compiló una 
tabla trigonométrica para resolver triángulos. 
Comenzando con un ángulo de 7,6” y yendo hasta 180* 
con incrementos de 7,5”, la tabla daba la longitud de 
la cuerda delimitada por los lados del ángulo central 
dado que corta a una circunferencia de radio r. Esta 
tabla es similar a la moderna tabla del seno. No se 
sabe con certeza el valor de г utilizado por Hiparco , 
pero sí se sabe que 300 años más tarde el astrónomo 
Tolomeo utilizó r=60 , pues los griegos adoptaron el 
sistema numérico sexagesimal (base 60) de los 
babilonios. 


Tolomeo incorporó en su gran libro de astronomía 


el Almagesto, una tabla de cuerdas con incrementos 
angulares de 0,5”, desde 0? hasta 180°, con un error 
menor que 


1/3600 de unidad . También explicó su método para 
compilar esta tabla de cuerdas , y a lo largo del libro 
dio bastantes ejemplos de cómo utilizar la tabla para 
calcular los elementos desconocidos de un triángulo a 
partir de los conocidos. Tolomeo fue el autor del que 
hoy se conoce como teorema de Menelao para resolver 
triángulos esféricos, y durante muchos siglos su 
trigonometría fue la introducción básica para los 
astrónomos. Quizás al mismo tiempo que Tolomeo, los 
astrónomos de la India habían desarrollado también 
un sistema trigonométrico basado en la función seno 
en vez de cuerdas como los griegos. Esta función seno, 
al contrario que el seno utilizado en la actualidad , no 
era una proporción , sino la longitud del lado opuesto 
a un ángulo en un triángulo rectángulo де hipotenusa 
дада ‚ Los matemáticos indios utilizaron diversos 
valores para ésta en sus tablas. 


A finales del siglo VIII los astrónomos árabes 
habían recibido la herencia de las tradiciones de Grecia 
y de la India , y prefirieron trabajar con la función 
seno. En las últimas décadas del siglo X ya habían 
completado la función seno y las otras cinco funciones 
y habían descubierto y demostrado varios teoremas 
fundamentales de la trigonometría tanto para 
triángulos planos como esféricos. Varios matemáticos 
sugirieron el uso del valor r = 1 еп vezde r= 60, lo 
que dio lugar a los valores modernos de las funciones 
trigonométricas . Los árabes también incorporaron el 
triángulo polar en los triángulos esféricos. Todos estos 
descubrimientos se aplicaron a la astronomía y 
también se utilizaron para medir el tiempo 
astronómico y para encontrar la dirección de la Meca , 
lo que era necesario para las cinco oraciones diarias 
requeridas por la ley islámica . Los científicos árabes 
también compilaron tablas de gran exactitud. Por 
ejemplo , las tablas del seno y de la tangente, 
construidas con intervalos de 1/60 de grado (1 minuto) 
tenían un error menor que 1 dividido por 700 millones. 
Además, el gran astrónomo Nasir al-Din al-Tusi 
escribió el Libro de la figura transversal, el primer 
estudio de las trigonometrías plana y esférica como 
ciencias matemáticas independientes. 

El occidente latino se familiarizó соп 1а 
trigonometría árabe a través de traducciones de libros 
de astronomía arábigos, que comenzaron a aparecer 
en el siglo XII. El primer trabajo importante en esta 
materia en Europa fue escrito por el matemático y 
astrónomo alemán Johann Müller, llamado 
Regiomontano. Durante el siguiente siglo, el también 


о alemán Georges Joachim, conocido como 
Rético, introdujo el concepto moderno de funciones 
Érlgonométricas como proporciones en vez de 
longitudes de ciertas líneas. El matemático francés 
Francois Viéte incorporó el triángulo polar en la 
trigonometría esférica y encontró fórmulas para 
expresar las funciones de ángulos múltiples, senn бу 
cosn 0, en función de potencias де sen 9 y cos& 


Los cálculos trigonométricos recibieron un gran 
empuje gracias al matemático escocés John Napier, 
quien inventó los logaritmos a principios del siglo ХУД. 
También encontró reglas mnemotécnicas para resolver 
triángulos esféricos, y algunas proporciones (llamadas 
analogías de Napier) para resolver triángulos esféricos 
oblicuos. 

Casi exactamente medio siglo después de la 
publicación de los logaritmos de Napier, Isaac Newton 
inventó el cálculo diferencial e integral. Uno de los 
fundamentos del trabajo de Newton fue la 
representación de muchas funciones matemáticas 
utilizando series infinitas de potencias de la variable 
x. Newton encontró la serie para el senx y series 
similares para el cosx y la (их. Соп la invención del 
cálculo las funciones trigonométricas fueron 
incorporadas al análisis, donde todavía hoy 
desempeñan un importante papel tanto en las 
matemáticas puras como en las aplicadas. 


Por último, en el siglo XVIII, el matemático suizo 
Leonhard Euler definió las funciones trigonométricas 
utilizando expresiones con exponenciales de números 
complejos. Esto convirtió a la trigonometría en sólo 
una de las muchas aplicaciones de los números 
complejos ; además , Euler demostró que las 
propiedades básicas de la trigonometría eran 
simplemente producto de la aritmética de los números 
complejos. 


LA TRIGONOMETRÍA EGIPCIA 


El documento más antiguo con procedimientos 
matemáticos de que se tenga noticia, es el papiro del 
Rhind. En el se encuentran los rudimentos de la de la 
rama de las matemáticas que más tarde se llamaría 

En la construcción de las pirámides 
un problema fundamental era mantener una 


pendiente (inclinación) uniforme en cada сага y la 
misma en las cuatro caras. Este problema llevó a los 
egipcios a introducir un concepto equivalente al de 
cotangente de un ángulo. 


LA TRIGONOMETRÍA BABILÓNICA 


Se ha creído que toda la matemática que 
se desarrolló antes de la civilización griega 
tenía un carácter netamente utilitarista. 
E Sin embargo, en tablillas de escritura 

* cuneiforme de los babilonios se encontró 
5 una prototrigonometría donde ве 
!* presentan listas con ternas de números 


- pitagóricos. 
LA TRIGONOMETRÍA GRIEGA 


La trigonometría al igual que cualquier otra rama de 
las matemáticas no es el fruto de la inteligencia de un 
sólo hombre, ni aún de una sola civilización. Con los 
griegos , se presentan por primera vez el estudio 
sistemático de las ralaciones entre los ángulos centrales 
de una circunferencia y la longitud de las cuerdas que 
subtienden . En los «Elementos de Euclides» no 
aparece la trigonometría , en el sentido estricto del 
término. 


Pero se presentan teoremas 
relativos a la razón entre los lados de 
un triángulo rectángulo y problemas 
concretos como el teorema del coseno! 
para un triángulo obtusángulo. 


La astronomía exigió a los científicos de la época la 
medición de arcos y ángulos cada vez con mayor exactitud 
. De esta forma todo el progreso de la trigonometría 
durante la civilización griega se produjo al lado del 
desarrollo de la astronomía. Se puede afirmar que la 
trigonometría fue nodriza de la astronomía. 


Aristarco de Samos, según cuentan Arquímedes y 
Plutarco , propuso un sistema astronómico heliocéntrico 
anticipándoce a Copérnico еп más de mil 
años. Aristarco medió al ángulo entre la visual dirigida al 
centro del Sol y la visual dirigida al centro de la Luna 
cuando se encuentra medio llena y descubrió que este 
ángulo es menor en de ;, cuadrante. Esto significa que la 
razón entre la distancia de la Tierra a la luna y de la 


STRIGONOAETRIAS 60 — — LA ESGICLOPEDI 2018) 


distancia real de la Tierra al Sol y de la Tierra a la 
Luna a partir del radio terrestre. 


Hiparco de Nicea , Menelao de Alejandría y finalmente 
Ptolomeo desarrollaron casi toda la trigonometría que 
se conoce hasta la época. 


EL ALMAGESTO PTOLOMEO 


Claudio Ptolomeo vivió y trabajó en Alejandría alrededor 
del 150 d.c. En su principal obra , llamada Almagesto 
que en árabe significa el más grande, Ptolomeo desarrolló 
, no sólo los modelos astronómicos geocéntricos que 
perduraron hasta Copérnico , sino también las 
herramientas matemáticas que además de la geometría 
elemental incluyen la trigonometría. El Almagesto es 
una obra maestra , en ella jamás presentó Ptolomeo una 
tabla trigonométrica sin explicar previamente la forma 
de obtenerla y como calcularla. 

Ptolomeo fue el último gran representante de la cultura 
helenística y con él , el desarrollo de la cultura y los 
progresos de la ciencia termina para Occidente. El eje de 
desarrollo en el mundo se traslada al Oriente , a la India y 
Arabia. 


LA TRIGONOMETRIA INDIA 


Los indios adquidieron los conocimientos de los 
alejandrinos , pero la transformaron a la forma como se 
trabaja en la actualidad . Mientras que la trigonometría 
de Ptolomeo se base en la ralción funcional, a los arcos o 
ángulos centrales en una circunferencia y las cuerdas 
que ellos subtienden , los matemáticos indios 
transformaron esta relación y la convirtieron en el 
estudio de la correspondecia entre la mitad de la cuerda 
y la mitad del arco o ángulo central subtendido por la 
cuerda total . Así fue como nació , aparentemente еп la 
India el antepasado de la función trigonométrica que 
conocemos como seno. 


LA TRIGONOMETRIA ARABE 


Así como los árabes tuvieron que definirse entre el sistema 
de numeración indio y el griego ; también en los cálculos 
astronómicos , hubo en Arabia al principio , dos 
trigonometrías . Una la geometría griega de las cuerdas 
tal como se encuentra en el Almagesto de Ptolomeo ; y 
la otra, basada en la tabla india de los senos. Así como 
en el sistema de numeración el triunfo correspondío a la 
matemática india , la trigonometría árabe adopto una 
forma más sistemática; en ella se demuestran algunos 
teoremas y se presentan las identidades para las funciones 
trigonométricas del ángulo doble y el ángulo mitad . Las 
funciones trigonométricas como coseno, tangente, secante 
cosecante y cotangente se estudiaron através de las 
sombras que proyecta una varilla vertical sobre el piso y 
sobre una pared vertical, 


La trigonometría se independiza de la astronomía por 


primera vez en el tratado del árabe Nasir Eddin (1201 
- 1274) . Desgraciadamente , la obra de este 
matemático tuvo muy poca influencia en el desarrollo 
de esta ciencia posteriormente. 


Pero es aquí donde propiamente se puede hablar de la 
trigonometría como una rama independiente de las 
matemáticas. 


LA TRIGONOMETRÍA ЕХ 
EUROPA MEDIEVAL 


Asícomo el álgebra llega a Europa, gracias a los árabes 
, lo mismo sucede con la trigonometria. 


Los romanos nunca se interesaron por la 
trigonometría griega , a pesar de lo elemental y lo 
relativamente útil que ега, Solo hasta el siglo ХИ los 
intelectuales latinos aprendieron la trigonometría 
árabe tal como aparecía en los tratados de astronomía. 


Roberto de Chester, al traducir del árabe la palabra 
jiba le asigno el término de sinus que es el nombre 
latino de la palabra bahía o ensenada. 


La 


_ LA TRIGONOMETRÍA 
RENACENTISTA 


El matemático que retomó la trigonometría en Europa 
es Johann Múller (1436 - 1476) más conocido como 
Regiomontano, quien fundamentalmente se preocupó 
por traducir al latín las grandes obras de los griegos 
„ Regiomontano escribió el libro «De triangulis» en 
el cual siguió los pasos de Nasir Eddin y sistematizó 
todos los conocimientos de la trigonometría como 
ciencia independiente de la astronomía . Sus 
manuscritos eran conocidos en el círculo donde se 
desempeñaba como instructor en la ciudad de 
Nuremberg , que se convertiría en un importante 
centro del saber, de las artes y de la invención ; además 
de ser el centro de la impresión de libros. En esta ciudad 
se publicaron algunas de los más grandes clásicos 
científicos que iniciaron el Renacimiento. 

Durante la época que vivió Regiomontano , Polonia 
atravesó una verdadera edad de oro cultural y la 
universidad de Cracovia en la que se matriculó 
Copérnico gozaba de gran prestigio en matemáticas 


y astronomía . En el famoso libro que cambió toda la 
concepción sobre el universo «De las revoluciones 
y las órbitas celestes» , se encuentran importantes 
secciones de trigonometría que Copernico desarrolló 
con amplio dominio de la materia. 


A finales del siglo XVI se desarrolló un entusiasmo 
considerable por la trigonometría , el cual se 
materializó básicamente en la publicación de síntesis 
y libros de texto . Durante este período se le dio por 
primera vez el nombre detrigonometría a esta rama 
del saber. 


LA TRIGONOMETRÍA 


EN LA REVOLUCIÓN CIENTÍFICA 


Los momentos estelares de la humanidad se presentan 
durante las grandes crisis, cuando la aritmética, la 
geometría y el álgebra no pueden responder a los 
requirimientos del desarrollo de la ciencia ; una gran 
cantidad de nuevas ramas de las matemáticas surgen 
para dar respuestas a los interrogantes que la época 
requiere . La geometría analítica , el cálculo, los 
logaritmos y el estudio en general del movimiento 
producen lo que se llama la gran revolución científica. 
En ella, la trigonometría es la principal aliada de los 
científicos que con las largas y precisas observaciones 
del movimiento de los planetas pueden fundamentar 
, con Newton a la cabeza , una nueva concepción del 
universo regido por leyes mecánicas de una asombrosa 
precisión. 


¿Sabías que ... 
el matemático francés Jean Baptiste 
= Joseph Fourier (1768-1830) fue el 
2 descubridor de las aplicaciones más 
sorprendentes de las funciones 
trigonométricas?. 


Utilizó las sumas de estas funciones para describir 
fenómenos físicos como la transmisión del sonido y el flujo 
del calor. Sus investigaciones sobre este último tema le 
llevaron a introducir unas series trigonométricas conocidas 
hoy como Series de Fourier. 

Una aplicación moderna de los descubrimiento de Fourier 
es la codificación digital del sonido en los discos compactos 
(CD). 


Fourier quedó huérfano a corta edad, por lo que recibió 
su educación en una escuela militar, de donde se 
convirtió en maestro de matemática cuando tenía 20 
años. Más tarde rechazó ser designado profesor de la 
École Polytechnique para acompañar a Napoleón en 
su expedición a Egipto de donde Fourier fue 


gobernador. 


Cuando regresó a Francia empezó a hacer 
experimentos relacionados con el calor, pero la 
Academia francesa no publicó sus primeros trabajos 
por falta de rigor. Años más tarde, cuando Fourier fue 
secretario de la Academia logró publicarlos en la forma 
original. 


Quizá debido a sus años de estudio sobre el calor y a 
los años que pasó en el desierto de Egipto, Fourier 
estaba obsesionado por mantenerse caliente, usaba 
varias ropas encimadas, incluso en el verano, y 
mantenía sus habitaciones incómodamente calientes. 
Evidentemente éstos hábitos, sobrecargaron su 
corazón y contribuyeron a su muerte a la edad de 62 
años. 


La TRIGONOMETRÍA no se limita a la aplicación de 
resolución de triángulos a la geometría, astronomía, 
navegación y agrimensura sino que también se aplica 
en física. Así la vemos en el estudio de movimientos 
ondulatorios, vibraciones , sonido , corriente alterna, 
termodinámica, etc, Para lograr esto, se debe ampliar 
el concepto de razones trigonométricas al de funciones 
trigonométricas. 

SITUACIÓN PROBLEMÁTICA 

Una fuerte ráfaga de aire impacta sobre un rascacielos, 
lo que ocasiona que la construcción ве mueva de un 
lado a otro según un movimiento armónico 
amortiguado . La frecuencia de la oscilación es 0,5 
ciclos por segundo y la constante de amortiguamiento 
es e= 0,9. Calcule una ecuación que describe el 
movimiento del rascacielos. (Suponga k = 1 y t=0 
instante cuando la ráfaga de aire golpea al rascacielos). 


APLICAIONES HISTORICAS 


«El rasgo más importante de la matemática árabe fue 
la formación de la trigonometría, teniendo lugar la 
síntesis de diversos elementos trigonométricos: el 
cálculo de cuerdas y las tablas de los antiguos, en 
particular los resultados de Ptolomeo y. Menelao, las 
operaciones de los antiguos hindúes, la acumulación 
de experiencias de mediciones astronómicas. | 


Sobre la base de este material heterogéneo los 
matemáticos de los países del Medio Oriente y el Asia 
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oeste (las áreas entre las cadenas de dejaron para más 
tarde) y se necesitaron décadas para completarla. 

En 1843 Andrew Scott Waugh se encargó del proyecto 
como Inspector General y puso especial atención a las 


Central introdujeron todas las líneas trigonométricas 
fundamentales. En relación con los problemas de 
astronomía, confeccionaron tablas de las funciones 
trigonométricas con gran frecuencia y alto grado de 
exactitud. Los datos acumulados fueron tantos que 
resultó posible estudiar las propiedades de los 
triángulos planos y esféricos, y los métodos de su 
resolución. Se obtuvo un sistema de trigonometría 
armonioso, rico en hechos, tanto plana como 


«. „Еп el año 1461, apareció la obra «Cinco libros sobre 
triángulos de cualquier género», en la cual la trigonometría 
fue separada de la astronomía y tratada como una parte 
independiente de las matemáticas. La escribió el matemático 
alemán Johannes Müller (1436-1476), más conocido por 
Regiomontano...» 

Pero los hechos más famoso de la antigüedad fueron medir 
la altura de la gran piramide, para ello Thales sólo uso su 
bastón y las sombras de la piramide y el bastón y la medición 
del radio de la Tierra por Eratostenes. 

«La trigonometria ha sido una herramienta útil desde la 
antigúedad, el famoso historiador griego Herodoto, describió 
tres hazañas de la ingeniería griega en la isala de Samos. 
Una de ellas era un túnel que trasladaba el agua a través del 
monte Castro a Samos, la capital. Este se descubrió en 1882, 
2500 años después de su construcción y tenía 1 Km. de 
longitud y más de dos metros tanto en altura como en 
anchura... 

Lo más notable del túnel es que los equipos de excavación, 
que comenzaron a cada uno de los lados, se encontraron en 
el centro con un error de solamente 10 metros 
horizontalmente y 3 metros verticalmente. Sabemos esto 
porque en el centro del túnel hay un recodo de este tamaño 
que hace que los dos túneles se unan.... 

Herón describió el posible método que utilizaron, desde su 
punto de vista usaron la semejanza de triángulos.» 


LA TRIGONOMETRÍA y EL EVEREST 
Una aplicación histórica de la trigonometría 


Un gran proyecto de reconocimiento de los 1800s fue la 
"Gran Planimetría Trigonométrica” de la India británica, 
Se construyeron para el proyecto los mayores teodolitos, 
monstruos con escalas circulares de 363 de ancho, cuyas 
lecturas se hacían con extraordinaria precisión con 5 
microscopios. Cada uno con su caja pesaba media 
tonelada y se necesitaban 12 hombres para trasladarlo. 
Usándolos el proyecto cubrió el país con múltiples 
cadenas de triángulos en las direcciones norte-sur y este- 


montañas del Himalaya del norte de la India. Debido a 
las nubes y a la niebla, esas montañas se ven raramente 
desde las tierras bajas, y hasta 1847 no se consiguieron 
varias mediciones. Después de haberse hecho, los 
resultados necesitaron ser analizados laboriosamente 
por “computadores” en las oficinas de inspección; no 
eran máquinas sino personas que efectuaban los 
cálculos trigonométricos. 


La historia dice que en 1852 el jefe de los "computadores" 
fue hacla el director y le dijo: “Señor, hemos descubierto la 
mayor montaña del mundo”. Desde una distancia de más 
де 100 millas (160 km), se observó la montaña desde seis 
estaciones diferentes, y "no dio lugar a que el observador 
sospechara que estaba viendo a través de su telescopio el 
punto más alto de la Tierra”. Al principio se la designó como 
"Pico XV" por la inspección, pero еп 1856 Waugh la denominó 
en memoria de Sir George Everest, su predecesor en la oficina 
de jefe de inspectores. El Everest fue el primero en registrarse 
y en usar los teodolitos gigantes; ahora están expuestos en 
el "Museum of the Survey of India" en Dehra Dum. 


Como dato adicional: para topografiar una 
tierra los topógrafos la dividen en 
triángulos y marcan cada ángulo con un 
"punto de referencia", que hoy en día es, 
a menudo, una placa de latón redonda 
fijada en el suelo con un agujero en el 
centro, sobre el que ponen sus varillas y 
teodolitos (George Washington hizo este 
trabajo cuando era un adolescente). 
Después de medir la base, como la AB 
en el ejemplo del río, e! topógrafo medirá 
(de la forma descrita aquí) los ángulos 
que se forman con el punto C y usar la 
trigonometría para calcular las distancias 
AC y BC. Estas pueden servir como base 
de 2 nuevos triángulos, que a su vez 
suministrarán bases para dos más ... y 
de esta forma construirá más y más 
triángulos hasta que se cubra la tierra al 
completo con una red que tiene distancias 
conocidas. Posteriormente se puede 
añadir una red secundaria, subdividiendo 
los triángulos grandes y marcando sus 
puntos con estacas de hierro, que 
proporcionarán distancias conocidas 
adicionales en las que se pueden basar 
los mapas o los planos. 


Hoy en día la posición sobre la Tierra 
se puede localizar de forma muy-precisa 
usando el sistema de posicionamiento 
global (GPS) de 24 satélites en órbita 
exacta, que están difundiendo 
constantemente su posición. Un 
pequeño instrumento electrónico de 
mano recibe sus señales y nos devuelve 
nuestra posición con un error de 10-20 
metros ( aún es más preciso para usos 
militares, los patrocinadores del 
sistema). Se usa una gran cantidad de 
trigonometría, pero lo hace todo la 
computadora que está dentro de su 
aparato, lo único que usted necesita es 
pulsar los botones apropiados. 


1 RESUMEN 2 


La época que al nacimiento de la 
trigonometria se quiera atribuir 
depende en realidad de la aceptación 
que a dicho término se le dé, vale decir, 
de la amplitud que a su significado se 
le quiere encontrar, 
Así, tomada en su estricto significado 
etimológico de «medida de los 
triángulos», la encontramos ya en las 
lejanas épocas de los babilonios, los 
egipcios y los hindúes, allá por los tres 
y dos mil años antes de nuestra era. 
Si la consideramos a la trigonometría 
como ese capítulo de la Astronomía, 
donde clertas funciones del ángulo eran 
ya conocidas y empleadas, la 
encontramos a partir de los trabajos de 
Hiparco allá por el año 140 a.C. 
Pero la trigonometría como disciplina 
autónoma y sistemática, como esa 
ciencia analítica que es ahora, solo 
surgió y se desarrolló en el siglo XVII, 
después que el gran matemático Vieta 
perfeccionara admirablemente el 
simbolismo algebraico, sin el cual jamás 
hubiera podido consolidar esta ciencia. 
Históricamente fueron los geómetras y 
astrónomos griegos quienes, entre los 
años 180 y 125 а.).С. encontraron los 
principales fundamentos de la 
trigonometria plana. y esférica, 
deducidos de la geometría y los 
aplicaron a los problemas astronómicos. 
Según Theon, de Alejandría, entre los 
citados astrónomos. griegos, es a 
Hiparco, especialmente, a quien se le 
puede considerar como el verdadero 
creador de la trigonometría (Padre de 
la Trigonometría), pues sobre los 
fundamentos debidos a éste, Ptolomeo 
publicó en el primer libro de su 
almagesto, una tabla de valores de las 
razones trigonométricas, para ser 
usados en los cálculos astronómicos. 
Para resolver los triángulos rectángulos, 
los griegos (ап así: calculaban los 
lados ja el Teorema de 
ју los ángulos mediante un 
de Ptolomeo; la resolución de 


triángulos cualesquiera la hacían 
descomponiendo en triángulos 
rectángulos (trazando altura). 

Es a Regiomontano (1436 - 1476), al 
que se debe el renacimiento de la 
trigonometría, pues fue él quien, 
valiéndose de traducciones del griego, 
escribió un notable tratado de 
trigonometría rectilínea y esférica, que 
puede considerarse como el primer 
tratado de trigonometría europea. 


стен sa 


Copérnico (1473 - 1543), fue el 
primero que demostró en forma sencilla 
las fórmulas trigonométricas de la 
trigonometría esférica. 


Viete (1540 - 1603), no era 
matemático de profesión, sino 
jurisconsulto que se ocupaba como 
abogado de asuntos de estado, pero su 
amor por la ciencia matemática fue tan 
grande que dedicaba la mayor parte del 
tiempo necesario para su descanso al 
estudio y a la investigación matemática. 
De posición económica desahogado, su 
espíritu noble y generoso lo llevó a 
proteger económicamente aun a sus 
contrarios científicos. 
— 
OTERA 
MATHEMATICA. 


Como contribución a la trigonometría, 
en 1579 estableció las fórmulas que 
determinan las funciones 
trigonométricas de múltiplos de un 
ángulo, cuando se conocen las 
funciones trigonométricas del mismo, 
y por primera vez еп occidente expone 
los métodos que permiten resolver 
triángulos planos o esféricas aplicando 
las 6 funciones trigonométricas, pues 
Regiomontano solo utilizaba el seno. 


| 12 ( à EDITORIAL RUBISOS) 


Neper (1550 - 1617), con la creación 
de los logaritmos, al notablemente 
los cálculos trigonométricos, aunque en 
realidad su nombre en la historia de la 
trigonometría se destaca por las 
analogías que llevan su nombre, así 
como por la conocida regla del 
pentágono de Neper, de tanta aplicación 
en la Resolución de Triángulos Esféricos. 


Es sólo en el siglo XVII que 
_ а trigonometria comienza 
a formar su carácter 
analítico, y es Euler (1707 
- 1783) el primero que еп 
realidad hace progresar 
"dicha ата де la 
8 matemática en este nuevo 
aspecto analítico, hasta 
darle forma que conserva 
actualmente. 


Completa los siguientes textos con 
los datos correctos que 
correspondan a los espacios en 
blanco. 

65 La Trigonometría aparece en 
Babilonia, ligada al estudio de la 


di& Los astrónomos babilónicos 
de los siglos V y IV a. de C. 
acumularon datos 


— y 
. que permitieron 
más tarde a los matemáticos 
griegos construir gradualmente la 


5 ............... T s.. que vivió 
entre 310 y 230 a. de C., en una 
pequeña obra titulada ASobre la 
dimensión y las distancias del Sol 
a la Luna , establece algunas 


trigonométricas. 


2% Hiparco de Niceo vivió entre 
a. de C., vivió 


en 
considerado el 
de la Trigonometría, 

65 Ptolomeo escribió una 958 


muy significativa par: 
trigonometría, que los. 


significaba 


ай 


PROPORCION GEOMETRICA 
Esla igualdad entre dos razones geométricas; siendo una 


razón geométrica la comparación mediante la división 
de dos magnitudes. 

Por ejemplo: 

$ = razón geométrica = r, 

5 = razón geométrica = r, 

n=.” > E ésta es una proporción geométrica. 


Esta última relación se entiende como: "a" es a “b”, como 
"с" es a “А” se cumple: 


p enne € m 


СООО 


К 


ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO 
Forma general: 
ах +х+с=0; а»г0 
tiene dos raíces "x," ^ "х," que se pueden obtener 
por: 
Fórmula 


De la ecuación: duke 0 


Las ecuaciones de segundo grado presentan dos raíces 
"x A "x" que cumplen las siguientes propiedades: 


Por ejemplo, si la ecuación es: 
2х? -3х-6=0(а=2;Ь = -3;с = -6) 


с_ 6 
KiKa 2 == Y Хо =-3 
dx a 2 por 


TRIÁNGULO RECTÁNGULO : 
[о 


a; b : Catetos 

с : Hipotenusa 

h : Altura relativa a la hipotenusa. f 
m  : Proyecciónortogonal del cateto "a" sobre "c". 
n : Proyección ortogonal del cateto "b" зођге "с". 


F; 


Relaciones: К. 
* Cada cateto es media proporcional entre la hipotenusa 
y su proyección sobre ella. 


* La altura es media proporcional entre las proyecciones 
de los catetos sobre la hipotenusa. 


ЖЕ producto de los os es igual al producto de la 
;lilpotenusa por tiva a ella. 


"Teorema de Pit : La surna de los cuadrados de 
-los ЕЕ эс кини 
~ RINA 


AREA DE REGIONES GEOMETRICAS 


* Sector circular : 


* Corona circular : 


20 26 
9 19 е) 19 
Resolución: 
m_3 3 
Del dato: "-1r = m2 
por proporciones: 
2n+m 2243 
2n-m 22-3 
25 
А = 5 


[5—4 


A si: А. А+В=10. Calcular: “В - A”. 


a) 1 b) 2 с) 3 
d) 4 e) 5 
Resolución: 
LU Br рве 
Del Dato: 2-3 BEC 
Luego reemplazamos en: 
А + В= 10 
+ + 
2k+3k=10 > k=2 
=> А=4 y B=6 
B-A=2 
Ф% Reducir: C = a^ b? a^ 3a? p?........ a^ b? 
30 términos 
sefiale la suma de los exponentes finales de "a" y 
"р" 
а) 35 Ы) 55 с) 75 
а) 85 е) 95 
Resolución: 
En la expresión: 
C- a? b! a? p?.....2^ p? 
30 términos. 
ordenando: 
C - (2a? a... a?) (p b3..b?) 
5 términos | 15 términos 
tenemos que: 
(а?а?. а?) = (ај = а 
15 términos 
(Ь?.Ь?....Ь?) = (b?) = Бе 
15 términos 
Luego: C 7 a". b** 
2 30 + 45 = 75 


Q$ Factorizar: Pzx'-9x*14 


a) (x- 7) b) (x-2) с) (x-2) (х- 7) 
d) (x-5) е) (x- 2) (x-5) 
Resolución: 
Por aspa simple: 
Р=х? -9х +14 
х 2 = 2x + Р=(х-7) (x-2) 
-9х 
«$ Resolver: x - 5x 85 0 
5+у5 5-25 4+5 
и AMA ul 9 ^ 
Resolución: 


“Por fórmula: x 55 25- 465) 
сня 
d 
US Calcular x. 
x-2 x-9 


X 
Resolución: 
Por el teorema de Pitágoras: 
(x-2? + (x-9? = х? 


х2 -22х + 85 = 0 
х -17 х= 17 
х -5 х = 5 (No cumple) 


% Un terreno tiene forma rectangular y se sabe que 
su perímetro mide 46 m, siendo su diagonal igual a 17 m. 
¿Cuál es el área del terreno? 

Resolución: 


2а + 2b = 46 
a+b=23 

T. Pitágoras: a? + b? = 17? 
(a + b? = 23? 


a? +b? + 2ађ = 23? 
a rb, 


17? + 2ab = 23? 
2ab = 240 
ар = 120 


y 
Área = 120 


é$ Calcular'el área de un círculo inscrito en un 


cuadrado de perímetro 16 cm. 
Resolución: 


LA ENCICLOPEDIA 2012 


* Del gráfico: К =2 ст 
* Luego: Ag- т (2* 


a 3 a+b 
Si: = = =; calcular: M = 2 
4% 8 b-a 


5 11 11 
а) 1 Bs °з; 
7 11 
d) и е) 7 
A-B 
4% Sabiendo que: 3. ы Calcular: P = 2-5 
9 9 9 
а) 7 b) 5 c) 19 
5 7 
d) 9 е) 9 
хау 7 aX» 
4%, Бі: X-y 3: Hallar: Y 
a) 1,5 b) 2,5 c) 3,5 
d) 5,5 e) 7,5 


d$ Si la suma de dos nümeros es a su diferencia 


como 11 es a 5. ¿Cuál es la relación entre los 
nümeros? (mayor a menor) 


ә b) $ 95 
d) z e) 5 
4% Reducir: А = (a + b)? + (а - b)? 
a) 2ab b)?(s?*b?) с) a?+b? 
d) 4ab e) a?-b? 
d$ Simplificar: B = (a + b)? - (a - b)? 
a) 4ab b) 2ab c) a?-b? 
d)2(a^*b) e) 0 
И: 
LD Reducir: С = by) 2 Y 
1 
а) 2 b) 4 с) 2 
d) 4 е) 3 


у (x + а)? – 2ха 
D= 
4% Reducir: OA 5 


b) 0,3 ejos t 


a) 02 
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e Spog (8%, El perímetro de un triángulo equilátero es 36 u. 
09 Factorizar : 1=x!+2x'+3x" Сага área de región 
а) х? b) x? (х +2) 2 
с) x! (5d +х +2) d) x? (x2) а) 143 uè b) 1643 с) 1843 
e) xx-2) _ d 24/3 е) 36/3 
a 2 -9жа% өні ү M ; ¿a Calcular el perímetro de un cuadrado, si el área de 
a) аб(а: + b) аБ(а? + 2 1 
c) ab(a? + b? + 2) d) a(a * b) m prediis Ар v^ n 
SEO) d) 72 e) 80 
2. 
e» Resolver; x*-2x*1 «0 ёў Hallar el área de un círculo, sabiendo que el 
a) қад, b) хаа. ©) х=3 diámetro de dicho círculo mide 12:m. 
a: SRR a) l44xm2 b) 72x c) 36x 
&5 Resolver: xt-3x «120 d) 48x e) 24x 
NE СЕ А Calcularelradio de un círculo, si el área de su región 
33245 b) ^ 9:25 mide 1961. 
а) 12 Ъ) 13 с) 14 
eS Resolver: х?-5х-2=0 d) 15 e) 16 
Calcular el área de un sector circular de 60* de 
: 5 + 445 ё 
а) 5+ 3/5 b) 5 = с) 5 ángulo central y 12 u de radio. 
а) 12x и? b) 24x c) 16x 
eS Calcular "x". 4 9 32я е) 18x 
| ев Un sector circular tiene un ángulo central de 45%у 
х, Eo У suárea es 2х из, Calcular el radio. 
2 | a)2u b)3 c)4 
-$ d) 5 e) 6 
25 En el cuadrante AOB, АО = ОВ = 4 u. Calcular el 
área de la región sombreada. 
о 


a)(x-2)u* ) 208-2) с) 4(x-2) 
d)2x-1 е) 4-1) 


5 Calcular el área de la región sombreada, si "ABCD" 


es un cuadrado de 2 u de lado. 
x A B 

a) 20 b) 10 c) 12 

d) 13 e) 15 
Ed Los catetos de un triángulo rectángulo son entre sí 
como 3 es a 4. Si el área de su región es 54 из, ¿cuánto D c 
mide su hipotenusa? 

а) 5и b) 10 c) 13 a)(s-Du'  b)Q-z) с) (4-я) 


d) 15 е) 20 d) (x-4) e) 2(4- x) 


TRIGONOMÉTRICO 


OBJETIVOS : 


* Entender el porqué de la diferencia entre el ángulo 
definido en geometría y trigonometría ( el ángulo 
generado por la rotación de un rayo alrededor de un 
punto fijo (vértice), todo ello en un mismo plano). 


* Reconocer la características fundamentales de los 
ángulos trigonométricos en cuanto a su generación y 
tipo de rotación : horario y antihorario . 


INTRODUCCIÓN: 


Atravéz de la historia los avances que se producen en 
todos los campos de la ciencia son el producto de 
satisfacer las necesidades . La trigonometría no es 
ajena a este proceso y establece una definición de 
ángulo diferente a la definición clásica planteada en 
geometría . «intersección de dos rayos con un vértice 
común», 


Con el objeto de introducir en nuestro campo de 
estudio a los ángulos mayores a una vuelta , así como 
también , luego de establecer alguna conversión 
ángulos en el plano generadas en un sentido u otro 
(diferencias en el signo ). 


Se tienen desniveles en el terreno, y con la ayuda de la 
topografía se encuentran ángulos que luego se 
consiguen, tenemos planos horizontales para la 
construcción civil. Asimismo , en lo que respecta a la 
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recreación , se tiene deportes como el windsurfing en 
el que se hace uso del ángulo óptimo de estabilidad en 
la tabla para resistir no solo a las olas sino inclusive a 
la fuerza del viento que arrecia sobre la vela . 
Asimismo, los aviones , cohetes , balas tienen un ángulo 
de salida para llegar al destino, los ingenieros hacen 
los cáleulos necesarios para encontrar el ángulo 
adecuado. 


Lola: 


Los ángulos pueden ser medidos con una regla 
graduada llamada transportador. 


GENERACIÓN Y CARACTERÍSTICAS 


DEL ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 


Es aquel que se genera por la rotación de un rayo (en 
un mismo plano) , alrededor de un punto fijo llamado 
vértice, desde una posición inicial hasta una posición 
final.Consideramos un ángulo positivo cuando la 
rotación del rayo sea contraria al movimiento de las 
manecillas de un reloj (antihorario); cuando la rotación 
sea en el mismo sentido del movimiento (horario) el 
ángulos se considera negativo. 


¡by 
nc Posición inici 
ación inicial 
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> Los ángulos trigonométricos serán medidos en tres 
sistemas que estudiaremos a continuación , pero es 
bueno mencionar una convención a cerca de la rotación 
que genera un ángulo trigonométrico y su medida. 


јеси | Medida | 
МЕ селе: М 

horario negativa 

Sentido Medida 

antihorario positiva 
EJEMPLO : E 

0 < | lar 

Nótese en la figura : A 


*“g”es un ángulo trigonométrico de medidas positiva, 
* “х” es ип ángulo trigonométrico de una medida 
negativa. 
=se cumple : х--0 

раб тб: 

Si el rayo no gira , la medida del ángulo será cero. 


"Angulo de una vuolla: 
PEI 0 oes 


Se genera por la rotación completa de un rayo, es decir 
su lado final coincide con su lado inicial por primera 
vez. 


1V -1V 
== > 


MEDICIÓN DE UN ÁNGULO 


Cuando medimos un ángulo , tratamos de asignarle 
un número que indique la magnitud de este . Se debe 
tener presente para un ángulo positivo , que cuando 
sea mayor la rotación , mayor será el ángulo. 


ÁNGULO DE UNA VUELTA 


Es aquel que se genera , cuando el lado final e inicial 
coinciden por primera vez luego de cierta rotación . 
Podríamos asignarle a este ángulo el número 1 y decir 
que ángulo de una vuelta es: 1V. 


La forma más lógica para medir el ángulo es el número 


de vueltas o llamado también número de revoluciones 
, así podemos obtener de manera natural los ángulos y 
sus asignaciones numéricas , como se muestra en la 
figura. 


Лу «3609 


Sin embargo , estos no son los números que la mayoría 
de nosotros estamos acostumbrados a utilizar, cuando 


medimos los ángulos. 


CARACTERÍSTICAS 


I) La medida del ángulo trigonométrico no se encuentra 
sujeto a restricciones pudiendo ser un ángulo de 
cualquier magnitud. 


Fig. 1 


a 
Fig. 


En la figura (1), el ángulo trigonométrico mide *3 
vueltas", en la figura (2) el ángulo trigonométrico mide 
4-2 vueltas", 


II) Si se cambia el sentido de la rotación de un ángulo, 
entonces su medida cambiará de signo. 


аа 7266 


OBSERVACIÓN : 


Para realizar operaciones con ángulos trigonométricos 
estos deberán estar en el mismo sentido. 
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* De la figura se tiene : 


a+(-0)= т Vuelta 


1 
-0==Vv 
>a-0 2 


PROBLEMA 1 : 
Del gráfico siguiente: 


Indicar cuál(es) de las proposiciones son verdaderas 
(V) o falsa (F): 


DEs: a=0 

П) а+В = 180° 

Ш) 0 es un ángulo positivo у аев un ángulo negativo 
A) VVF B) VFF C) VFV D)FFV 
RESOLUCIÓN: 


* Para relacionar ángulos trigonométricos estos deben 
de tener el mismo sentido. Luego, en el gráfico: 


B 


I) FALSA , puesto que: -a=0 
П) FALSA , puesto que: а + В = 180^ 


Ш) VERDADERA , puesto que 9 tiene sentido 
antihorario y а sentido horario . 


RPTA: "D" 
PROBLEMA 2 : 
Interpretar "x" en función de "a" y "д" 
ара А B 
B)B-a 
С)-В-а В 
D)j2a- 8 
Eja-28 0 с 
RESOLUCIÓN : 


* En primer lugar se debe tratar que los ángulos 


presentes aparezcan en el mismo sentido, de 
preferencia sentido antihorario . Por lo tanto el gráfico 
queda así: A B 


в 


*Donde se aprecia que : 0 с 


=x=-Pra>x=P-a 
RPTA: “В” 
PROBLEMA 3: 


Del gráfico , se cumple : 6 


P 


А) 0+В= vuelta B) B-0= 1vuelta 


C) B-0= vuelta D)0-fp = ¿vuelta 
RESOLUCIÓN : 
* Colocando todo en sentido antihorario : 


1 
4 (-0)+8 = vuelta 


B >0-0- vuelta 


RPTA: “С” 
PROBLEMA 4: 


Calcular “x”, en función de "a", "А" y "0". 


А)х=а+8+0 
Bljx=a-fP-0 
Cjx=a+B-0 
Р)х=а- В+е 
E)x--a-f40 


RESOLUCIÓN : 


* Begün las recomendaciones anteriores, trataremos 
de colocar los ángulos en sentido antihorario : 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 5: 


Calcular "x" 
230? A)- 90° 
B)- 190° 
С) – 196° 
320°  D)-80 
Е) - 180° 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando en un mismo sentido : 


* Del gráfico : 

280° + x + 320" = 360° => x ——190^ 
ЕРТА: "B" 

PROBLEMA 6: 

Indicar la relación que se cumple 

entre "4^ y" 

ntre "g" y "^g" B 

A)ý + B = 90° 

B)é- В = 90* 

С)#+ B =-90” B 

Dj-$-p-9* 2 

RESOLUCIÓN : 

* Ordenando el gráfico : 


z2 
0 A 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 7: 
Calcular "x". 
A) 30* 
B) -30° 


С) 15° 39. 6x 

D) 10° 

Е)-10% 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando en un mismo sentido : 


Зх + 30° 


90 
6x - 30°, 


3х+30° 


* De la figura : 

Зх+30°+90°+6х — 30-180 => x = 10° 
RPTA: "D" 

PROBLEMA 8 : 

El gráfico mostrado, indicar la 

relación que existe entre 

"а", "В'у "0". 


В AJB-a+0=180" 
p B)f*a«6- 1807 
C)f-a-8- 1807 
D [] А Dja- 8-6 = 180* 


RESOLUCIÓN : 


*Replanteando el gráfico a nuestra 
conveniencia : 


D 0 A 
* Рог lo tanto i£ – а –0 = 1809 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 9 : 
Calcular “x”, en función de 
"wy". 


Aja4 В 
Bja- 8 
C)ja - 28 
D)f-a 
E)-a- B 


RESOLUCIÓN : 


* Como "x" está en sentido 
antihorario ; vamos a procurar que 
todos los ángulos aparezcan en el 
mismo sentido ; para ello sólo 


cambiamos "д"; quedando : 


Se aprecia: 
x а+(-8)=> 
2x-a-f 


ЕРТА: “В” 


2012 


PROBLEMA 10 : 


En el gráfico mostrado, ¿cuál es el 
valor de “y”? 


Ајх = 4507 0 

В)х = 270 +0 

ж C)x = 540%-0 

6 D)x = 450° +0 

с Ех = 440^ -0 


RESOLUCIÓN : 
*Graficando o 5 


“Рог tanto:  x-90% 1-50 
-8 + х -90° = 360° A 
=> х = 450°+0 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 11: 
Calcular "x" del gráfico : 


АЛ vuelta -a— 8 
B)! vuelta +а- В 


[3 5 СЛ vuelta -a f 
= 1 
D), vuelta -a-f 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando todos los ángulos en 
sentido antihorario ; tenemos: 


4 


a+(-B)+x=1 vuelta 
а-В+х=1 vuelta 
>x=1vuelta-a+ В 
RPTA: "C" 
PROBLEMA 18: 
Calcular “х”, en función de 
"an "В" у "m 


Aja* 8+0 
Bja- B0 
C)a- 8-6 
D)f-a-6 
EJB-a+0 


RESOLUCIÓN : 
* Note que el ángulo pedido está en 
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sentido horario, así que vamos a colocar todo en dicho 
sentido ; así : 


x -(-0) В+ (-a) 


Ordenando: 
m ener 
RPTA: "D" 
PROBLEMA 13: 
Del gráfico , se cumple : 
Ада + B = vuelta 
1 
Ва-В- gelta B У 
C) -a= vuelta а 
D)a* 8 =0" 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando todo en sentido antihorario : 


(-a)* B = —vuelta 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 14 : 


- Del gráfico , se cumple : 0 
Aja + 0 = 1 vuelta 
Вја -0 = 1 vuelta a 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico , colocamos todas las rotaciones en sentido 


C)Ja* 0 - 0° 
D)ð -a= 1 vuelta 
antihorario : 


a+(-0)=1 vuelta 
>a-0=1 vuelta 


RPTA: "B" 
PROBLEMA 15: 

Del gráfico mostrado calcular el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 

Da+pro0=lo ma-pro=lo Ш)р-а-0-1; 
& NES 2 22 


21=-10-0 


A) VVF S 
B) FFF B 

C) FFV 8 a 

D) VFV 

E) VVV 0 
RESOLUCIÓN : 

* Colocando en un solo.sentido : 


(ај B+(-0)=h0=>-a+p-0=hv 
24-a-0- 3v 


* Porlotanto:J)F ; ШЕ y ПУ 


RPTA: “С” 
PROBLEMA 16 : 


En el gráfico mostrado ¿cuál es el valor de *x" ? 


А) Sv t 0 
B) 4-0 


С) Goto 


D) 5:-0 


RESOLUCIÓN : 
* De la figura: 


1 1 
+|-0–=у |= –0-=0о= 
x (+ 1.) lv>x-0 4" То 


x 


1 
>x-0=104+= 
х v 2" 


> »- деби: =52+0 


PROBLEMA 17: 
En el gráfico mostrado. calcular “ac”, 


А-0 
Bilv+0 С 2 
08-25 кис 
D)-10-0 
RESOLUCIÓN : 


* Dela figura: Iv +x — —0 


N ПЕВА 2 


PROBLEMA 18: 
En el gráfico mostrado. Calcular “x”, 


А)5о-0 
в)52-0 
a+. 
Dj3v-0 
во 


RESOLUCIÓN : 
* De la figura : 


{Эн =й 
4 
=0= Lo 
* Despejando : „= бод 
ВРТА: "C" 


PRACTICAR 


(CD Indicar verdadero (У) o falso (F) : | 
D М. а — “o” es negativo (-) 
п) 


а  —“«”espositivo( ) 


пр A “а” es negativo [ ) 
a 


AJVVV B)FFF  C)VVF D)FVV  E)VFV 


^ vuelta — 0 


D vuelta – 20 


1 
С); vuelta +0 0 


1 СД 
D оше == 

1 8 
+ vuelta * 


A)90? a 0 
В)180°+а-0 x 
С)270°+а-0 0 a 
0)180°+0-а [2] 
63) Determinar "x": 

P 
ET x 
C)90* 
D)10* -3х 
E)50* 0 с 
(63) Determinar “х” : 
A) 50° -100° 
B) -50° 
С) 30° 150° X 
D)-30*' Е)-45° 


(69 Determinar “х” 


A) 1 vuelta -а-В a 

B) 1 vuelta +а-В 

C) 1 vuelta -a-f В х 
D) 5 vuelta +а-В 

E) 1 vuelta -а+ В 


62) Indicar la relación correcta , dado el siguiente 


gráfico : 
x 
a 
B 


А) 360°+а+ B 
(69 Indicar el valor de “х”, si OM es bisectríz de 


В) 360°+а- B 
чАОВ. А 
20°- х M 
3x-40* 
B 


С) 360^-a- B 
D) 180°+а- В 
E) 360°-a+ В 
А) 5° 

В) 10° 

С) 15° 

D) 20° 

Е) 30° 
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69 Calcular ^ х” del gráfico : 


А) 10° 

В) 15° 

С) 20° 

D) 25° 
Е) 30° 


@ Si: т, 


L; || L; , calcular : “х” 


A) 10° 
B) 20* 
C) 80° 
D) 40° 
Е) 50° 


(O) De la figura, hallar "x" 


E 


(3) Hallar “х” en función de “a” y “ ө ", además: OF 
es bisectríz del ángulo AOB: 


а+е 
A) 3 
Bie em 
az 
3 a—3x 
a+0 
D- 
mss 


(13) Del gráfico mostrado , ¿cuál es 5 valor de “x”? 


А1 vuelta - 0 
nt vuelta - 9 
5 
e vuelta +0 ~ 
Dz vuelta +0 0 


BŽ vuelta -0 - 
. @Del gráfico mostrado, indicar verdadero (V) o falso 


(F) según corresponda : 
э 


A vuelta 
D vuelta 
oz vuelta 


D vuelta 


Da«f ny vuelta 
IDa-8- 1 vuelta 


прр-а = vuelta 


A)VVV B)FFV 


C)FFF РУКУ ЕРУУ. 
(13) Indicar verdadero (V) o falso (F) segün 
corresponda: 


I) Al sumar ángulos en diferentes sentidos ; resulta 
una ángulo negativo emmm .(/) 


ПА! sumar dos ángulos negativos resulta un ángulo 


negativo ses. sees PS] 
III) Los ángulos negativos tienen sentido antihorario 


А) УУУ B)FVV C)FVF  D)VFV | E)FFF 
49 Hallar la relación correcta : 


Аја + В = > vuelta 


O Ere la relación correcta : 


В)а+ В = — 5 vuelta 
С)а- B = M ad 
Dja-B==% 2 vuelta: 


E)-a-— 5 vuelta 


Aa- f 

A у 

Cja-p=2 22 
Р)а-В= SA 

Eja-38 = 20 


{Л L, 
A) -40" В) -50° L; 
С) 60° р) 70° X^ 04 50° 
E) 75° 


АЭПеветтілаг "x": 


Aja +0 
Bja-0 
C)-a 
D)-a-8 
E)2a- 0 


Ed)Determinar "x" del gráfico 


IP ARIA 


өзе acuerdo al gráfico , señale lo correcto respecto 
a los ángulos trigonométricos mostrados. 
А)а+0-5- =1 vuelta 
В)а+0+5- B =1 vuelta 
С)а+0+5+ В =1 vuelta 
D)ó*8—-a-0-1 vuelta 
E)ó +В+а-60= 1 vuelta 
@ Del — sefiale lo correcto : 


pra 


@Del = ico , señale lo correcto : 


D)j6-p- имена T 


Galla ^ ж” en función de los ángulos mostrados. 


АЈВ+а=— 2 vuelta 
B)B-a- 1 vuelta 


С)В+а= 1 vuelta 


D)f-a- 1 vuelta 


АЈВ-д=— 3 vuelta 
4 
В)0-В= 4 vuelta 


С)в-ө = vuelta 


Аја – f – 90“ x 

Вја + В =90° ap 
C)B - а + 90* 

D)B + а + 90° 

Е)90°-а- В 


(03) Hallar "x" en función de los ángulos mostrados. 


A)B*ta-0 
B)B-a+0 
С)8-а-0 
D)B+a+0 
'Еја- B6 
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7 
@DDe acuerdo al gráfico; señale lo correcto respecto a 
los ángulos trigonométricos mostrados. 


Аја + B - 0 — 1 vuelta 
Вја + 8-0 =1 vuelta 
C)a -$ +0 2 1 vuelta B 


Рја– 8-0 - 1 vuelta 2%; 


Еп este caso , Calcular “x” en función de los 
ángulos mostrados. 


Eja « 8-6 = ошена 


Ајда А B 
B)0-a 

C) a-0 2 
D)-0-a о с 


63) Con ayuda de la figura mostrada, luego el valor de 
“a” será: 


A)5* 
C) 18° 
Е) 30° 


@ De la figura ; calcular “х”: 


A) a+ B = 90^ 
B) В-а=90° 
C) B-a = -180° 
D) a- p = 90° 
E) a+ f = 180" 


B)10° 


D) 20° 8x 


-2x 


(03) De la figura; calcular “х”: 


69 De la figura ; calcular “х”: 


A)9o* -2 
2 


B)90^ ne 
2 


[4 
С)180° -— 
2 2 


о А O D 
2 


B C 


D)180* + 
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ФЭ Бі en el gráfico OX y OY son bisectrices 
del ¿COB У <АОВ respectivamente ; señale lo 


B 


correcto. 

Аја - 25 = 90° 
Вја - В = 270° 
Cja - 28 = 180° 
Р)а - 28 = 360° 


@ Del gráfico , se cumple : 


АЈВ+а = 4 vuelta 
B)B-a- 1 vuelta 
C)28*a- vuelta 


@ De la figura : 


AJa+c=b 
Bja-c=b e 
Сја+ђ=е 
Dja-b-c 


а 
5 


(En la figura mostrada, calcular el valor de “х”. 


A) 18 
B) 18,5 
C) 19,0 
D) 19,5 
E) 20 


(O) Calcular el valor де "a" y" g". Si : а +  — 90" 


3(x42)* 


А)а=0°; B = 360? 

Вја = 225°; p = 135? B 

С)а = 240°; В =—150° а 

Dja-135?; В=-225° 

Еја = 150^; B=-240" 

(3) Indicar la verdad de las proposiciones: 

I) a = 430° y В = 30" entonces a y В son coterminales. 
Il)a = 5 vueltas y р = 4vueltas , entonces a y £ son 
coterminales. 

Ша=120° у 8 — 840" entonces a y В son coterminales 
АЈЕҰУ B)VFV  C)VVV D)FFF  E)VFF 

(Э ов ángulos coterminales a y 2 cumplen que : 


2-8, 0 < В;600° <a + В <1900° , luego un valor de 


EDITORIAL RUBIVOS 
"а" será: 


А) 600° В) 700° С)720% D)1440*  E)980* 


x 
«Фе la figura mostrada , el valor de y Será: 


- я 


100 
2: 
я 


A) 


л 
E)- 
Ms 


c 

л 
((3)Del gráfico, señale la relación correcta entre "а" y 
Рја + B =-90* 


"д". 
а B 
Е)В — a = 90° 


A)a + B = 180° 
В) -a = 180? 

((9)De acuerdo al gráfico ; señale lo correcto respecto 
a los ángulos trigonométricos mostrados. 


Сја + В = 90? 
Аја + 8-0 = 1 vuelta 
B 
0 a 


Bla - 8-0 темена 
Сја B - 0 = vuelta 
Dja - 8-0 = 1 vuelta 
Eja48-0- vuelta 


а Пе la figura ; calcular “x”: 


7 


Aja- 8 

BJ0-a 

C)*a 
D)-a-0 

EJN.A 

(GS Calcular “ж”. 


в — ж — 
(x | PE 
wii i pa: 
SE A ee 
Бан У 


Los instrumentos de medición que fue creando el 
científico para ayudarse en la investigación 
permitieron recoger los datos sobre los que se basarían 
los posteriores cálculos que procesarían la información 
tomada de los hechos . 


Expresar la medida de los ángulos en términos del 


ángulo de una vuelta no es muy común y poco práctica 
, para ello utilizamos los sistemas de medidas 


Los sistemas de medición angular fueron inventados 
con la finalidad de medir con exactitud y precisión al 
ángulo , siendo tres los sistemas más conocidos , los 
cuales son : seragesimal , centesimal y radial, siendo 
el primero muy utilizado en aplicaciones de ingeniería 
, topografía y navegación . 


SISTEMA SEXAGESIMAL 
O INGLÉS (S) 


Es el sistema más utilizado en las aplicaciones de 
ingeniería , navegación ,ete 

Es aquel sistema cuya unidad de medida es el grado 
sexagesimal (1°) , el cual resulta de dividir el ángulo 
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Ж” Se divide en 360 


ЖӘ Лаа 
Ж ЖЕ partes iguales 


19—7 960 


1 vuelta 


* Unidad : 1 (grado sexagesimal) 


=> [t vuelta =360"| 


tal que: 
* Sub unidades : 
2=60' ......... (1' : minuto sexagesimal) 
1'=60”.......... (1" : segundo sexagesimal) 
* En consecuencia : 1°=3600” 


* Además debemos tomar en cuenta que : 


o 
A (а да E ) 


EJEMPLO : 


28° 24' 3" =28"+24'+3" 
NOTA: 


El sistema sexagesimal es un sistema de numeración 
posicional que emplea la base sesenta. Tuvo su origen en la 
antigua Babilonia. También fue empleado, en una forma más 
moderna, por los árabes durante el califato omeya. El sistema 
sexagesimal se usa para medir tiempos (horas, minutos y 
segundos) y ángulos (grados, minutos y segundos). En dicho 
sistema, 60 unidades de un orden forman una unidad de 
orden superior. 

El número 60 tiene la ventaja de tener muchos divisores (1, 
2;3;4;5;6;10;12;15;20;30 y 60), con lo que se facilita el 
cálculo con fracciones. Nótese que 60 es el número más 
pequeño que es divisible por 1; 2;3; 4;5 y 6. 

Al contrario que la mayoría de los demás sistemas de 
numeración, el sexagesimal no se usa mucho en la 
computación general ni en la lógica, pero sí en la medición 
de ángulos y coordenadas geométricas. La unidad estándar 
en sexagesimal es el grado. Una circunferencia se divide en 
360 grados. Las divisiones sucesivas del grado dan lugar a 
los minutos de arco (1/60 de grado) y segundos de arco 
(1/60 de minuto). 

El uso del número sesenta como base para la medición de 
ángulos, coordenadas y medidas de tiempo se vincula a la 
vieja astronomía y a la trigonometría. Era común medir el 
ángulo de elevación de un astro y la trigonometría utiliza 
triángulos rectángulos. 


ASISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES ^ 


El primer sistema sexagesimal conocido en la historia fue el 
creado en la antigua Mesopotamia entre los años 2000 y 3000 
в. C. Este sistema usaba la cuña y para representar unidades 
del 1al 10 y la cuña horizontal < para representar las decenas. 
A partir del número 59, usaba un criterio posicional. 


<< 


1 XAF 12260 23 ХЕЙ = 4341 

La supervivencia actual del sistema sexagesimal en la 
medida de los ángulos y el tiempo se debe a su adopción 
por los griegos para los desarrollos aritméticos. 
OBSERVACIÓN : 

Los ángulos se miden en grados, minutos y segundos 
sexagesimales. El grado sexagesimal es el ángulo que 
se obtiene al dividir la circunferencia en 360 partes 
iguales, 


* Un grado sexagesimal tiene 60 minutos: 1° = 60' 
* Un minuto sexagesimal tiene 60 segundos: 1' = 60" 


minutos 


EJERCICIOS : 


grados segundos 


Pasa a minutos las siguientes medidas de ángulos. 


7-7х60-420 ЗФ 12 = 34 x 60 + 12= 
15 = 267 = 
28 = 40 51'= 
3 = 52° 26= 


2; Pasa а segundos las siguientes medidas de ángulos. 


12-12 х60- 82 19" = 32 х 60 + 19 = 
28 = 178'= 
5-5 х60х60- 21743 = 
19 = 14? 56" = 


Pasa a segundos las siguientes medidas de ángulos. 
4785 17 = 4х 60х60 + 35x 60 + 17 = 
6957- 
1820 41"= 
2235 19 = 


28 
Bil ашшы O 


180" = 180+60 = 720" = 


300" = 960" = 


5 Pasa a grados las siguientes medidas de ángulos. 
420 = 14400" = 14000+ 60+ 60 = 


650 = 32400" = 


Expresa en grados, minutos y segundos. 


* 24 983" 


A pe 24 983" = 6° 56 23" 


+ 51 092" 


SISTEMA CENTESIMAL 


O FRANCÉS (С) 
Sistema cuya unidad de medida es el grado centesimal 
(1*) , el cual resulta de dividir el ángulo de una vuelta 


en 400 partes iguales .Este sistema es de poco o nula 
aplicación práctica. 


Se divide en 400 


partes iguales ; Lota 


бырга 
1 vuelta... 


* Unidad : 1% (grado centesimal) 


<1 vuelta E 


Tal que: 1' = 
at дие: 200 


* Sub unidades : 
1“=100"........(1” : minuto centesimal) | 


(ктиволонетша,„ || КА ENCKGLOFEDI 3013) 


1" =100/.........(1' : segundo centesimal) 
* En consecuencia : 1*—10000* 


NOTA: 


El grado centesimal admite como submúltiplos el minuto y 
el segundo centesimales. El minuto centesimal es la 
centésima parte del grado centesimal y el segundo centesimal 
es la centésima parte del minuto centesimal. 

Este sistema, que tiene la ventaja de que los múltiplos y 
submúltiplos están vinculados por potencias de 10, pretendió 
reemplazar al sexagesimal, pero no consiguió imponerse 
dado que la casi totalidad de los aparatos para medición de 
ángulos: sextantes, teodolitos, brújulas, etc., están 
graduados según el sistema sexagesimal 


GRADO CENTESIMAL : Cada una de las porciones 
quese consiguen al dividir el ángulo recto en 100 partes 
iguales . 

En el sistema centesimal , la circunferencia se divide 
en 400g , cada grado se divide en 100 minutos y cada 
minuto en 100 segundos . Los segundos se dividen a 
su vez en décimas , centésimas , milésimas ... 


Los grados centesimales se designan añadiendo el 
superíndice « g » a los grados ,« m » а los minutos y ,, 
« 8» a los segundos . 

12% 35" 47,08'= 12 grados , 35 minutos , 47,08 
segundos 

* Además debemos considerar que : 


SISTEMA RADIAL 
O CIRCULAR (R) 


Llamado también internacional, el cual es un sistema 
cuya unidad de medida es el radián (Irad) el cual 
representa la amplitud de un arco , en donde su 
longitud mide igual al radio de la circunferencia que 
lo contiene . 

La medida de un ángulo en radianes (nümero de 


£ 
radianes) viene expresado por :0 = = 


ds 


Lados del SN 
0<) = Ángulo DN 
* El ángulo de una vuelta mide : 


1 vuelta 


(360 = 400° = 2zrad) (y ——- 


EJEMPLO : 


£ _4ст 
* icit 10 = — = —— = 
De la definición :0 T NT 2 


* El número 2 no tiene 
0 unidades , así un ángulo 
de 2 (radianes) significa 
un ángulo que subtiende 
de un arco cuya longitud 
es dos veces la longitud del 
radio (£=2r). 


OBSERVACIÓN : 


* El ángulo de media vuelta mide : 


180° = 200% =xrad 
3 vuelta 


* Aproximaciones de “ж” 


* [23,1416 

+ =] - 
EQUIVALENCIAS FUNDAMENTALES 

т< vta = 360° = 400% = 2xrad| 

S 2rrad = 300 [s rad=107] 

c aerod = юн етай кес 

> 360° = 400* ->|9% = 10*] 


90° = 100 = E rad 


(2x Nur/6 
гл 
Pw А [S 


«Без еп el lenguaje matemático по se escribe 
“radianes” pues ya se sobre entiende, por ejemplo , 


se escribe sen (2) en lugar de sen (5 rad) 5 


tastas QUE. 

паше. ТЯ 
Е 

ns de cm main de en ris e ша 


"€ 
pda y nde oo dea eget cn d еңі тті 


Ен algin istama da medida de dogulos relacionado con el 
Matera decimal? La apuesta. 


ES racián mide el ángulo que ha piado una rueda cuando la 
anta he rodado una distancia igual al radio de la misma. 


Es una práctica usual denotar un ángulo y su medida con la 
misma letra. Asf ве escribe a = 45° =} para indicar el ángulo 
с que mide 45° (өл el sistema. sexagosimal) o Бела. (en el 
sistema ración), 


FACTORES DE CONVERSIÓN 


Son fracciones equivalente a la unidad y se obtienen 
dividiendo dos cantidades equivalentes , colocando en 
el numerador una medida en la unidad deseada y en el 
denominador se coloca su equivalente en la unidad a 
eliminar, 
MAGNITUDES ANGULARES 
EQUIVALENTES 

*<1 vuelta : 1v => 360°= 400*= 2zrad 

*<Llano : 1/25 > 180°= 200* 2zrad 

* Grados : 9 =10% 

*« Recto : 1/4 > 90%- 100* — л/2ғай 
Nola: 


“Para convertir un ángulo de un sistema otro , 
multiplicaremos por el factor de conversión”. 


EJEMPLO 1: 

convertir a radianes la siguiente magnitud angular 
a=12 

ОСЬ У 


EJEMPLO 2: 

Convertir a radianes la siguiente magnitud angular 
5-15 25 ү 

RESOLUCIÓN: | 


lagnitud equivalente 
arad = 200 


x arad _ Зл ra 
2008 каде > 


> б=15# x 


EJEMPLO 3: 


Convertir a sexagesimales la siguiente magnitud 
angular 0= 242 


nitud equivalente | Factor de Coni 


EJEMPLO 4: 
Convertir 36” a radianes. 
RESOLUCIÓN : 


* Como : 


zrad 


zrad = 180" > 


* Ahora : 


лғай 36 


= 8 
xy 180" 180 


xs rad =% rad 


EJEMPLO 5: 
Convertir 90* a radianes. 
RESOLUCIÓN : 


* Como: zrad 


ы 


лягай =200€ => 


* Ahora; 908 = dE S rad 


EJEMPLO 5: 
Convertir a radianes y sexagesimales la magnitud 80*. 
RESOLUCIÓN : 


80D. — 72» 
80: E s 
80*, rad = глад 
20% ^5 
EJEMPLO 6: 


g 
Tt 
RESOLUCIÓN: 

* Recordemos : 1° = 60” 
* Reemplazando en : 


Calcular: E= г, 


15-100" 9 


ATRIGONOMETRIAS 
100" 10% 


БӨ ле а Е = 60 + 100 + 2 = 162 
E T * P * Е > + 
EJEMPLO 7: 
Calcular «a + b»sabiendo que : grad тағы 
RESOLUCIÓN : 
* equivalencia: лгаа = 180° 
x 180 18» 45 4f-l 
Ри гог — 
de 
conversión 
* Luego : $ rad=22 30 
* Comprobando : a =22 ; b=30 
*Entonces : a + b = 52 
Motas: 


*Cuando se escribe grados , se refiere a los 
grados sexagesimales . 

“Para convertir de un ángulo de un sistema a 
otro ; multiplicaremos por el factor de 
conversión”. 

EJEMPLO 8: 


Convertir a sexagesimal y radianes la siguiente 
magnitud angular а= 16 * 
RESOLUCIÓN : 


I) 16 * >sexagesimales (°) 


Factor de conversión — _ 
10* 
* Luego : 
9 144 72 
ш166 === 
a=16' * 10: 10 5 14,4% 
П) 16 * >radianes 
* arad 
Factor de conversión === 
2008 
* Luego : 
arad  l6zrad 2л 
бат“ 
а=16%х 200 ag 
Recuerda ! 


En un sistema de medición dado , para pasar de una 
unidad superior a una inferior se multiplica por la 
equivalencia respectiva . Para pasar de una inferior a 
una superior se divide entre la equivalencia respectiva. 


Por ejemplo , para el sistema sexagesimal se tiene el 


EJEMPLO 1: 
Convierte 15*26'35" a segundos sexagesimales. 
RESOLUCIÓN: 

15” 15x3600""54000" 

26' = 26x60" = 1560" 


*Luego : 
15"26'35" = 54 000" + 1 560" + 35" =55 595" 


EJEMPLO 2: 


Convierte 24,3075? a grados , mínutos y segundos 
sexagesimales. 


RESOLUCIÓN : 
* 24,3075" (se queda con la parte entera) .............24* 
* 0,3075"=0,3075X60' =18,45....(parte entera)...18' 
* 0,45' = 0,45х60 = 27" 
*Luego : 24,3075° = 24*18' 27" 
EJEMPLO 3: 
Convierte 39 864" a grados y minutos sexagesimales. 
RESOLUCIÓN : 

39864 | 60 

39840 664 | 60 _ 

24" 660 11° 
4 

=> 39864" = 117424" 

EJEMPLO 4: 


Hallar el número de mínutos sexagesimales de un 
ángulo positivo , si se sabe que el producto de su 
número de grados y segundos sexagesimales es 32400. 


RESOLUCIÓN: 
* Sea: Mss... (mínutos sexagesimales) 
S : número de grados sexagesimales 
p : número de segundos sexagesimales. 
*Luego: Sxp = 32 400...................(I) 
* Reemplazando equivalencias: S = 3 600p 
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* Reemplazando en (1): (3 600p)p = 32 400 
* resolviendo : p=3 
* entonces : m =60'(3) =180' 


PROBLEMA 1: 

I) Convertir 36° a grados centesimales, 
II) Convertir 157a (rad). 

Ш) Convertir 80% a (тай). 
RESOLUCIÓN : 

I) Utilizamos : 9° = 10%, entonces: 


4 
6610“ gos 


Ў 


П) Utilizamos : 180° = z rad , entonces: 


BO 


RESOL VOI ÓN: 


* Hay que convertir en un mismo sistema para poder 
operar: E 


= тад => sexagesimal 


peu ERU үне 


zrad 

* Reemplazando : P = e =; 
ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 3: 
оо 

Simplificar : ez 
А) 61 B) 72 C)52 D) 41 E) 60 
RESOLUCIÓN a 

2° +2' 


"ро expresión: Pa ZA 


(tenemos que expresar en una misma unidad - 
minutos) 


* Recordar : о =60'=> 2° = 120' 


ЕРТА: “A” 
PROBLEMA 4: 


Del gráfico mostrado, calcular "ж", 


А) 26 А 
Ыз fem 

С)-24 

D)-27 B 160” 

Е)-17 

RESOLUCIÓN : 


* Del gráfico : (5x — 9)? = —160* 
* Transformando el miembro derecho al sistema 


2 9' 
sexagesimal : (&x —9)* = —160* x — 
ge (5x —9) 07 


> (5x-9)”=- 144° > ӧх- 9=-144 
> ӧх=-135 > x=- 27 
RPTA: “р” 
PROBLEMA 5: 
¿Cuántos segundo hay en : д =2%4'5"? 
4)7444 В)7445 С)7446 D)7404 
RESOLUCIÓN : 


„ш 


* Pasaremos а la misma unidad : 5 = 2° +4'+5" 
* Recordar que: 


•|1" =3600"|> 2° = 7200" 
*1'= 60"| > 4' = 240" 


* Luego : # = 7200"+ 240"+5" => f =7 445" 


PROBLEMA 6: | 
¿A cuánto equivale = 
Sistema? ^. 
4)50* 4.608; 5 B 
оз 2х 5 o 
С)72 280“; таа 0)64°; 708 


RESOLUCIÓN : 


* Sistema centesimal: za vuelta) EC 004 


ATHIGONOME TRIAS 


* Sistema radial: ¿a vuelta) = ¿er rad)= E rad 


* Se pide : 72° ; 80* ; 2 rad 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 7: 


Del gráfico, calcular “х”, si ОС es bisectríz. 


4) 17 с ув 
84 y 3 
C) 16 5 
D)i2 Aw 78 9 
E)8 

0 
RESOLUCIÓN : 


* Colocando los ángulos en sentido antihorario; como 


OC es bisectríz, entonces: 
с үле 
(5:+8)' =(бх — 9) % 5/5 
> 6x+8=6x – 9 ANS 
> 8+9=6% - 5x => х=17 
о 
ВРТА : “A” 
PROBLEMA 8 : 
Señale el valor de : быз 
18744 
A1 В)г С)5 D) 4 Е) 6 
RESOLUCIÓN : 


* Como los ángulos están en unidades diferentes; los 
vamos a expresar en las mismas unidades para poder 
operarlos. Todo lo convertimos al sistema sexagesimal; 
sea: 


9 
308: Y = 97^ 
AT 
180* 27423 50° 
d 210. 0 EZ a 
B 18 == 10° >С 10° "act 
RPTA: "C" 


PROBLEMA 9 : 


Enu ün triángulo, .dos de sus ángulos miden fred: y 
rad ¿Cuál es la medida sexagesimal del tercer 
agulo? | 


4)30* В) 340° С)840° 60° E)50* 
RESOLUCIÓN : 

*Graficando , se nota que sólo debemos sumar los 
ángulos e igualar dicha suma a 180”. Pero primero 
convertiremos todo al sistema sexagesimal: 
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x 180° 
Ao 
£u 180° _ * 
3 zrad 
> 90° + 60° + x = 180° 
Saca INIM 
ВРТА: "A" 
PROBLEMA 10 : 


Deltriángulo mostrado, caleular la medida del ángulo 
“B” en radianes. 


RESOLUCIÓN : 


* Transformando todos los ángulos al sistema 
sexagesimal : 


A E ЮК 
B-9x? 

N XE ЖӘЙ и 
Cup У тб 


= А+В+С = 180° = 3x? + 9х" + 6x? = 180° => x = 10 
* Como: 
В=9х° = B - 90° 5794 _ 


= 
180° 2 


RPTA: "C" 
PROBLEMA 11: 


Del gráfico, hallar “w” i аб ызга | 


А)2 "ов DJ12 


B4 - 
RESOLUCIÓN: 


E)18. 


* Colocando los ángulos en sentido antihorario ; como 
OC es bisectríz , entonces ; 


(5x – 3)°=(6х – 9)” 
> 5х-3=6х-9 
> -3+9=6х —5х 
=х=6 


ВРТА : "C" 
PROBLEMA 12: 
Señale el valor de ; С=5 +1 — 
5/44 
4)1 в)? оз DJ4 Е)6 
RESOLUCIÓN: 
ELS 
a-30,x- =2 =>10 = Tap "зр 
104 
>C=2 
180 
=ž radx 180 gg 
ВРТА : “В” 


PROBLEMA 13: 
En un triángulo, dos de sus ángulos miden + rad y = 


rad. ¿Cuál es la medida sexagesimal del tercer ángulo? 
А) 84° B) 74° C)94 р) 64 Е)54° 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando; se nota que sólo debemos sumar los 
ángulos e igualar dicha suma a 180”, pero el primero 
convertiremos todo al sistema sexagesimal: 


ж 180° R 
== = (> 
А 3790 rad 60* 
я 180° 
c = rad 4798" 
* A A, 
Luego + t 


А+В+ С = 180° 
= 60° +х+ 36°=18° => х= 84° 

ВРТА : “А” 
PROBLEMA 14: 
Еп ип triángulo rectángulo, los ángulos miden (40n)! 
y (24n)”. ¿Cuál es el valor de “n”?. 
ал Ву? os D} 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando la situación; note para poder operar los 
ángulos deben estar en las mismas unidades ; 
Convirtiendo : 


3 
E 


9 jo 
С =(40n)% хло c (S60) 


жез 


qe 
<] 
A B 
* Luego , sabemos чие: А + C = 90° 
* Esto es: 
(24п)°+ (36n)* = 90° => 60n = 90 n == 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 15: 
Calcular “х”, en la igualdad : 
grad + (40x) —38* 


1 
D) 3 


А)1 B)2 Ж 25 
RESOLUCIÓN: Ez 
* Para poder operar , convertimos todos al sistema 
sexagesimal ; sea : 
E: zrad < 180% 
9 zrad 


9° > 
B НО TAA = (86х) 


©) з 


= а = 20° 


* Reemplazando : 
20°+(36х)°=38° => (3бх)°=18° => х= 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 16: 


Simplificar : С= E 


А) 36 B) 46 
RESOLUCIÓN : 


C)56 _ D)66 Е)76 


* En la expresión : ç 294.834 x4 
4 4 

* Tenemos que expresar en minutos, para poderoperar 

;como: 1°=60' = 3° = 180 

180 + 4 

- m ae 


* Luego: С = 2156 02d 


PROBLEMA 17: : 
¿Cuántos segundos hay еп: ¿LS жет 
4)4 В) 384 С) 7384 П)794 | 

RESOLUCIÓN: E AE 
+ Pasaremos las unidades a segundos ; así :. Ж. 


0-2 34" = 29 +8 +4" 


E 


* Como: 
1%-3600" > 2°=7200" 
I'260" > 3'=180' 


* Luego : 0= 7200" 4-180" + 4" => 6 = 7384" 

ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 18: 
¿Cuántos minutos centesimales hayen: 0 -3%45” 7 2. 
AJ45 — С) 145 B)245 10) 345 | ЈЕ) 445 
RESOLUCIÓN: 


* Convertimos todos a minutos: 

Ө- 3* 45"= 38 + 45" 
* Сото : тє = 100" = 3* = 800" 
* Luego : @= 300"+ 45" = Ө= 345" 


PROBLEMA 19: 
piro hallar тн 


7. вз Om | 
RESOLUCIÓN: ы 
*Colocando todos los ángulos en sentido antihorario y 
convirtiendo al sistema sexagesimal : 


D23 ова 


8770€ x 53 
104 


70% 


* Luego : 
70g + х°= 90° 
= 63°+ х°=90° > х°=27 > х=27 


RESOLUOIÓN: 
* Sea “а” el ángulo УЏеро :а = (7n+1)” y a-(8n)* 


* Pero para poder igualar y operar , lo expresamos en 
la misma unidades: 


PCI = 7; 
а=(8п)#х- > 2 Ж 


ж ізі e 
Ahora si; igualamos: (таз 
* Operando: 35n + 5 = Збп—п = 5 
*Luego: а = (7п + 1)° = 36° 
*Lo convertimos a radianes: 
- л 
= T == га4 
а АЗЫ 5 


ВРТА: "C" 


RESOL Ui OI ÓN: 


* Graficando ; tenemos: 


А=(7п-2)° y C=(7n+4)", para poder igualar 
convertimos : | B 
Ó 


AD ^c 


$ 9 Е 
= С= (т + VA + 4) 


* Ahora si; igualando : A = С 
* Operando : => (7n — 2)“ = путања) 


70n - 20 = 63n + 36 

=> 70n - 63n = 36 + 20 => 7n 2565 п = 8 
* Luego : 

А = (т-2)° = 54° ; 
* Como: 

А +В + С = 180° 564 + х + 54° = 180° 
= х + 108° = 180 > x = 72° 


С=А = 54 


RESOLUCIÓN : 


* Graficando la situación, note que para poder operar 
los ángulos deben estar en las mismas unidades. 


PROBLEMA 25 : 


Convirtiendo : 


e = PD im =(18п) 


А 
* Luego, sabemos дие: А +С = 90°, esto es: 


2n) +(18n)” = 90° > 30n290 >п = 3 
RPTA : 


“с” 
PROBLEMA 23: 

сс 22152932424 
Simplificar: F ——— — —— — n 
ER 2 IE 28 438448 +....+1008 


4)324  B)412  C)442 р) 4,98  E)502 
RESOLUCIÓN : 
* Para este caso debemos recordar : 
142434... n o PD 
* Que al aplicarla, se obtendrá : 
( sx UE 
E 2 = 402" _ 402" 10% 4020 |, (2 
(40-401 108 108 9° 909 
2 
БРТА : “С” 


PROBLEMA 24: 
Si: б-аб? 56. e7",esel complemento del ángulo de 


medida 14,3925, calcular: H = 2+6. 

4? Bi. бг рз Е)5 
RESOLUCIÓN : 

*Debemos plantear : 

а5° b6' ст" = 90^ – 14,3925 

= ab? b6' с7"=75,6075° = 75°  0,6075* 

= а6>56' с7"=75°+ 0,6075" x «e 

> a5* 56 ст' =75" + 36,450' = 75° + 36'+ 0,45" 


5 a5" b6' с7"=75°+36'+ 0,457 


> а5° 56' c7" «75? + 36'+ 27" 
' => аб“ 56' с7"=75°36'27" 


* Entonces: а-7;5-3ус-2 


RPTA : “E” 


Al simplificar la siguiente expresión: у 
ЕСЕТ ТТ! 
[Е +4х® + 9x во. + E 

Se obtiene en grados sexagesimales: 

10ү эү и 20ү оү 

45) »(5) or о(Ш) 85) 

RESOLUCIÓN: 

* Factorizando “х”, se obtendrá : 


LS 
25 e (1149 n) ais 
x* (1119 n7) xt 
da 


10€ g 
* Transformando : K Es $ шет х— = 


КРТА : “С” 
PROBLEMA 26 : 
Dado al ángulo trigonométrico de la figura, luego 
o ^B cumplen la relación. 


A)112a =38 
В)115а =4В 
C)148a - 68 
D)162a =58 
E)181a = 98 à 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : q” =p" 
P 22 

т TN 
=а"х 700" ^ B х 60" 
МЕЕ БЕА та 

100 108 ' 60 60' 
ы” p? 
62x = 
2 1000 ` 3600 ^ 162== 58 


ВРТА: "D" 


(стисовонетиа, >>> 37 2 IA ENCIGLOPEDI 3013) 


RESOLUCIÓN : 
* De lo obtenido en el problema anterior, se obtendrá: 
5 


162a = =50> T 765 


* Se pide : 
үле -{°. 5. 
4b 162 
PROBLEMA 28 : 


Un ángulo 2, mide en los sistemas sexagesimales y 
centesimal m y п respectivamente, calcular la medida 
de а en grados саен y шаша centesimales, 


se) 

^ n 

4)21€90" B)ó1* C)21:06" D) 21836" E)23:36m 
RESOLUCIÓN : 


25x5 _ 
4х54 


125 5 
216 6 
ВРТА : 


“А” 


Del enunciado : то = пе - ==. D 
n 10 
* Ahora еп : A ,10* 
n' 9 
E 
a „106 аай, пен IE) 
п 9 
* Reemplazando (1) еп (II) : 
ac (0x5) 
RPTA: “B” 


PROBLEMA 89: 


Para un ángulo central en el primer cuadrante sean a 
y 8 sus medidas en los sistemas sexagesimales y 


centesimal respectivamente. Si a S c entonces 
la medida de Bina ángulo en radianes. 
л X 
4% в)5 5 Оле D : 
RESOLUCIÓN : 
* Del enunciado : 
0 =f  =a=9k y B=10k 


* Que al reemplazarlo en la relación dada se obtendrá: 


ЭЁ = 27, 9 got = 


10 * 10k 27h49 


10k?-3k-1-0 A 


5 
> кыс» por negativo 
така 
* Se рїйе: 
"s 2)- «ұлғай ж 
P (1 Б сода — 40794 
ВРТА: "D" 


PROBLEMA ЗО: 

Determine el valor de la sumatoria infinita siguiente: 
Ё=лгай+9?+50* rad 45 425 rade 293] Ен P4... 
А) 600° В) 615° | C) 630° D) 645° Е)660° | 
RESOLUCIÓN : 

* Agrupando adecuadamente : 

Е = кгаа + 90" + 508 + = 2794 + 45" + 25% +... 


tI rad + 22680 + 12550" +...(infinitos términos) 


* Ordenamos: 
аны dejo E tege 
1 
оф зо Ег 


* Recordemos el uso de una progresión geométrica 
decreciente (suma límite): 


а+аг+аг? +...=-©—;0<г<1 
1-r 


5 
* Que al aplicarla en “F”, se obtendrá: 


o £ 
ri аа 90° (080% 
1-1 1-1| 11-4 
2 2 2 
=> F = 2n rad + 180° + 100% = 630% 
360° 90% 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 81: 


Del gráfico siguiente, indicar cuál(es) de las 
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RESOLUCIÓN : 


*Para relacionar ángulos trigonométricos éstos deben 
de tener el mismo sentido. Luego, en el gráfico : 


В 


I) FALSO, puesto que:- a = 8 

II)FALSO, puesto que: 8 —a = 180^ 
HIVERDADERO, puesto que 9 tiene sentido 
antihorario y « sentido horario. 

RPTA: "C" 

PROBLEMA 32 : 


A partir del gráfico , calcular :a -8 
A) 400° 
B) 360* 2 
C) 180° 

D) 470% 9 

E) 450° 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : 


а-0=180°+В+у 
270 


= а– 0 = 450° 
ВРТА : "E" 
PROBLEMA 33 : 


En un triángulo ABC se cumple que: 
AB e 5 rad; В+ С = 195% Dicho triángulo es: 
E B)Escaleno - rectángulo 
C)Isósceles - rectángulo D) Obtusángulo — — 
RESOLUCIÓN : 
* Dado: 

"А+В+С =180".. 


Б САВЕ Е 
“ЭУ n r 


(1) 


180° 
zrad 


ме 


* Reemplazando еп (1): 

135 + С = 180° > С = 45° 

=> В+С = 135° 
* Reemplazando еп (1) : 

135" + А = 180° => А = 45°; В = 90° 

— Se trata de un triángulo isósceles rectángulo 
PROBLEMA 34 : 
Las medidas de los tres ángulos de un triángulo son: 
(% EE ;(x-- I)radianes y (x--2)** 
El mayor de ellos expresado en radianes es; 


100 1007 я Эя ти 
100+я В) 100+х. 9 100*x 2 10%л SE 90x 
RESOLUCIÓN : 


10 10 
* (x2)  -(x--2) x 


*(х+Пгаа 
Como son los ángulos internos de un triángulo. 


“180 ~ 200 


xrad _ @&+2)ятаа 
2004 200 


хл (х%2/л z(2x*2), 200(х+1) 
M LL at ы are =; a I ME A M ui 
200* 200 ы Чыл Ша Бал" БЕЗ 300 ^" 
Bersm t200 tn y => 2(я+100)х+2(100+=)=200х 
2 99x -100 
л+100 
Luego el mayor ángulo será: 
99x - 100 100 ) 
Drad=| rad=| ——— |. 
(x1) ( S EIDO rod S e) E rad. 
RPTA : “В” 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


(01) Expresar en grados : 
а) 5316" 50" = 


b) 170” 36" 50" = 


Rpta : 58,28055556" 
Ера: 170, 6158589 


с)28° 10" = 


(STRGOSOMETRIAS >> jæ) LA ENCICLOPEDE 2013 


d) 45° 36" = 
е)276° 09" 07' = 


(63) Expresar en minutos : 


Rpta : 45,01" 
Rpta : 276,1519444* 


а) 16° 29° 32" = Rpta : 989,5 ^ 

b) 148° 19" 37' = Rpta : 8899,6 * 
с) 45° 10° = Rpta : 2710 

d) 82° 18" = Rpta : 4920,3" 
(03) Expresar en segundos : 

а) 85%19743"- Rpta : 127183" 
b) 72°40°= Rpta : 261600" 
с)180" 19" = Rpta : 496819" 
d) 342° 18" 56" = Rpta : 1232336" 


63 Expresar en grados, minutos y segundos : 


a) 38,466" = Rpta : 38° 27" 57,6" 
b) 126,03334° = Rpta : 126° 02° 

€) 136,44" = Ерла :2 16° 26,4" 
d) 362,62" = Rpta : 6° 02° 37,2" 
е)40436" = Rpta : 11° 13" 56" 
268367" = Rpta :18* 59" 27 
(63) Reducir al sistema circular. Para л = 3,14. 

а) 42?29'36"— Rpta: 0,74 rad 

b) 150° = Rpía : 2,61 rad = (5/6) x rad 
е)36° 18° = Rpta : 0,63 rad 

d) 146° 36" = Rpta : 2,54 rad 

е)184,68° = Rpta : 0,05 rad 

f) 58348" = Rpta :0,28 rad 

8) 270°= , Rpta : 4,71 rad = (3/2)л rad 
(9) Reducir al sistema sexagesimal. 

a) 1,36 rad = Ера: 77 57° 42,42" 
b) 0,28 rad = Rpta : 16° 03° 03,44" 
e)(3/2)x rad = Rpta : 270° 

d) (3/4)л rad = Rpta : 42° 59° 37,07" 
e) (2/5)x rad = Еріп: 72° 

Р (3/7) х rad = Еріп: 77° 08° 34,29" 
g) (5/9)л rad = Rpta :100* 

h) (11/12)z rad = Rpta : 165° 


Se considera para л = 3,14. 
(02 Expresar en el sistema circular un ángulo de: 
a) 18 = Ера: (1/10) z rad 


b) 30 = Rpta : (1/6)x rad 
с)36° = Rpta : (1/5)z rad 

а) 4 = Rpta : 0,75 rad 

е)45° = Rpta : (1/4)x rad 
peo = Rpta :(1/3)x rad 

8) 72° = Rpta ; (2/5) x rad 

h) 75- Rpta : (5/12)x rad 

2) 80° = Rpta : (4/9) s rad 

į) 120° = Rpta : (2/3)x rad 

k) 161° = Rpta : 2,81 rad 

1) 540° = Rpta : Зл rad 

И) 3540'- Rpta : 0,62 rad 
m) 42° 27" 32" = Rpta : 0,74 rad 
п) 42759" 37" = Rpta : 0,75 rad 
n) 46° 20° 30" = Rpta : 0,81 rad 
o) 55-84' = Rpta : 0,98 rad 
p 97725" = Rpta : 1,70 rad 
q) 150703" 24" = Rpta : 2,61 rad 


09 Expresar en el sistema sexagesimal ип 


ángulo de: 


а) (112)л rad = Rpta : 15° 

b) (1/8)z rad = Rpta : 22° 30° 
е)(1/5)л rad = Rpta : 36° 

d) irad = Rpta : 57 19" 29,43" 
e) (3/5)x rad = Ера : 108° 

Р (2/3)x rad = Rpta : 120° 

g) (34) rad = Rpta : 185% 

h) 2,5 rad = Rpta :143° 18° 43,5" 
i) (4/5) x rad = Rpta : 144* 

1)2,7 rad = Rpta : 154° 46° 37,4" 
k) 3,6 rad = Вр : 206° 22" 09,94" 
1) (4/3)x rad = Rpta : 240* 

П) 4,18888 rad = Вр : 240° 07° 36,76" 
m) (7/5)л rad = Rpta : 252° 

n) (5/8)л rad = Rpía : 300° 

ñ) (7/4)x rad = Rpta : 315* 

o) 555555 rad = Rpta : 318° 28” 15,6" 
p) 6rad = Rpta : 343° 56° 56,5" 
q) 6,17222 rad — Еріп: 353° 497 17,5" 
r)(7i3)z rad = Rpta : 420* 
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EJERCICIOS 
(65 Expresar en radianes cada uno de los siguientes 
ángulos: 
А)80° _ B)54* С)185° р)60 Е)22°30° 
(93) Expresar еп radianes cada uno de los siguientes 
ángulos: 
A)25* B)150* C)500* D)50* Е)20 


63) Convertir a grados sexagesimales: 
я я я я я 
АИТ 1724 ВИ ¿rad Олз ¿rad D? ¿rad Е стай 
63) Convertir а grados centesimales. 
я я x л 
eu pud Ж. rad Е)". 
А)3 ¿rad B)29 2 rad C)2. rad D)3x E) ¿rad 
(03 El complemento де 40" en radianes es: 
т т я т л 
A) 8794 ВЗ ¿rad C) TOAD 1 rad ВИ отав 


69 Señale el equivalente de 40* en el sistema 

sexagesimal. 

А)18° B)27 C)36* D)45* Е)54° 

(02) Señale el equivalente de 50° en el sistema 

centesimal. 

A)10€ B)20* C)30* D) 40 E)60* 

(93 Señale el equivalente de 15° en el sistema 

internacional. 
т - л 

А) 75" BAG © 


т л 
2м EE 
D ^s 


(69)Senale el equivalente de 50* en el sistema circular. 


x я я я л 
4) стай By o Ds Bs 
69 Siendo : Grad = (+ 10)* 
Calcular: “х”. 
А) 45 В)35° С)20° D)25° E)10° 
(Siendo : rad =(5x +15) 
Calcular: “х”, 
Ал тай  B)2 С)з D)4 Е)б 
(13) Siendo: (х+4)=2х+10° 
Calcular: “х”. 

35 25 15 52 53 

A- 4 B)- 4 С)- 1 D)- 4 Е)- 


Эше; 


10°—2х° 
Calcular “a”. 
33 35 37 63 145 
az В) F Dy E 
Z rad + 408 
(13) Determinar:g = 3 
8° 
A)10 B)12 C)13 D)14 E)16 
50* + “ғай 
(8) Determinar : k = =. z 
А)4 B)6 C)8 D)10 E)12 


(42) ¿Cuántos segundos sexagesimales hay en: 
0 = 4°30'10"? 
А) 16210 В)16 120 C)16 012 D)4 300 E)43 120 


(13) Determinar :с= qe 


2 
4)41 В)51 


C)61 D)71 
(13) Determinar: с = 


E)81 
x'x" 


д Si: 7 380" = x*y'z" 
Determinar : x - y+z 
AJO В)5 C)-1 


MAREANDOMICIETAR 


¿A cuánto equivale E del ángulo de una vuelta en 
3 


el sistema sexagesimal? 


A)20* В)100° С)120°  D)i40  E)160* 


635i:a- 7 del ángulo de una vuelta del sistema 
centesimal. Calcular el ángulo en radianes. 

- л л л т 
А) 3 rad B) 7 © D) 8 E) 9 


Msi: d rad & (10x) = 40* = 
Calcular “х”. 

14 24 
4/55 в-% 
65 8: Grad - abi 


448 
C)- 2) 55 


БЕ 


34 
25 


z 
Calcular : Ја + 5 
АҺ? 


BN3 см5 DWG ENT 


PRIMERANPRACTICAS 


(93) Convertir a radianes 135°. 


DIRIGIDA) 


я 


x 
4) тай В); 


rad 0% rad руй rad Elxrad 


(03) Convertir a radianes 140". 


Tx 5x 9x lix x 
Ara B rad Oral D) 10772 E) 770% 


@ Convertir a radianes 60°. 
я я x x x 
А) тад В) тоа С) ¿rad р) тоа, Brad 
(03) Convertir a radianes 150", 
Alfred Bi*red C)" rad. Бағай ВА rad 


(63) Con ayuda de la figura mostrada; mg ABC = 40* , 
M«ACB = 75°. Calcular та ВАС 


@ Con ayuda де la figura mostrada т<АВС =50%, 
calcular та BCD: 


A) 120° C 
B) 135° 
C) 150" 
D) 180° 
E) 210* 


D 


LN 
A 


80% +8° 


62) Simplificar : E = 


A)7 B)8 С)4 D)12 E)2 
(03) ¿A cuánto equivale » del ángulo de 1 vuelta, en 
el sistema sexagesimal? 


А)18° B)20* C)36* D)50* Е)40° 
Li 

O Simplificar: K = 57227 

А)90 В)100 С)101 D)87 E)88 


49 En un triángulo rectángulo los ángulos agudos 
miden 50744 y 24п°. ¿Cuánto vale “п”? 


Ай В)2 С)5 р)з Е)8 


Ф En el triángulo, dos de sus ángulos interiores 
miden 70% y 90%. ¿Cuál es la medida sexagesimal del 
tercero? 


A)20* B)30* C)40* D)36* Е)72% 
(42) ¿Cuántos minutos centesimales hay en: 9 = 2445"? 
A)223 B)224 C)331 D)345 E)420 
АҘ Al calcular: ge Газ, se obtiene : 
A)60 B)61 C)62 D)63 E)64 
О кет 
@ А! calcular: W= А, se obtiene 
А)160 В)161 С)162 D)163 Е)164 
(13) Al calcular se obtiene : 
Y LADA A naco 
1rad+2rad+3rad+ 


я 200 я 
AM ВЕ DAS DES 


1° 18 5 
@ Al calcular: Е = т, se obtiene : 
AJ160 B)180 С)190 D)200 Е)240 


(O Si se cumple : 2*62'63" = Q*Q'Q". Calcular Q*. 
A)1 B)4 С)9 D)16 E)25 


(8 Se sabe que la suma de dos ángulos es 374 ysu 
diferencia es 4”. calcular el menor ángulo en 


sexagesimales. 
A)22* B)24* С)26° D)28*  E)30* 
@ Si “a” representa la cantidad de minutos 


sexagesimales de un determinado ángulo y “b” es el 
número de milésimas de radián, contenidos en dicho 


des 
Determinar la relación 7 .- 

1154 54 20 19 x 
Rye Tias > Deu ОЗ 


€) Hallar 5 con ayuda de la figura mostrada : 


(93 En un triángulo dos de sus ángulos miden 


24 y 80%, ¿Cuánto mide el tercer ángulo en el 
sistema sexagesimal? 

A)88* В)89° С)87 D)86* E)78* 
(03) Se tienen dos ángulos cuya suma de medidas es 
14* y su diferencia 10", ¿Cuál es la medida sexagesimal 
del mayor? 


4)942' В)8127 C)915' D)1042' Е)10°18' 
@ Si: a+b=64, calcular: N = a*b'4 5°а'. 
А)64°4’ В)64°54’ С)65°64’ D)654' E)6644" 


6% Si: grad =(3п + 2)*, calcular “л”. 


А)1 в)2 C)3 D)4 E)6 
625і: эт" =а*Б0" Бе" , calcular: [n 
А)1 B)2 C)3 D)4 ЕЈ5 


А)47 В)56 C)58 о D)64 EJ68 
n UE DA с-а 

€» Si: 11774-16 2b'4c ‚ calcular: 2 + 

Ай В)2 С)8 рм E)5 

(9 Si: ^y 2" = 242'487+ 5'29' 34" 

Calcular: J= a 

АЛ B)2 C)3 D)4 Ерб 


El Canadarm 2, un brazo manipulador robótico 
gigantesco de la Estación Espacial 
Internacional. Este manipulador es oj 

controlando los ángulos de sus articulaci 
Calcular la posición final del astronauta en те! 
extremo del brazo requiere ип uso repeti 
de las funciones trigonómetricas d 
ángulos que se forman por los 
movimientos que se realizan. 


LA ENCICLOPEDI 201% 


OBJETIVOS : 


*Reconocer la fórmula de conversión entre los sistemas 
conocidos . 


*Interpretar correctamente los ejercicios que 
involucran a los números de grados sexagesimales , 
centesimales y de radianes de un mismo ángulo. 


LECTURA 


El origen de la palabra trigonometría proviene del 
griego. Es la composición de las palabras griegas 
trigonon: triángulo y metron: medida; trigonometría: 
medida de los triángulos. 

Se considera a Hiparco (180-125 a.C.) como el padre 
de la trigonometría debido principalmente por su 
hallazgo de algunas de las relaciones entre los lados y 
los ángulos de un triángulo. También contribuyeron 
a la consolidación de la trigonometría Claudio 
Ptolomeo y Aristarco de Samos quienes la 
aplicaron en sus estudios astronómicos. En el año 1600, 
el profesor de matemáticas de Heidelberg (la 
universidad más antigua de Alemania) Bartolomé 
Pitiscus (1561-1613), publicó un texto con el título 
de Trigonometría, en el que desarrolla métodos para 
la resolución de triángulos. El matemático francés 
Francois Viéte (1540-1603) hizo importantes aportes 
hallando fórmulas trigonométricas de ángulos 
múltiples. Los cálculos trigonométricos recibieron un 
gran impulso gracias al matemático escocés John 
Neper (1550-1617), quien inventó los logaritmos a 
principios del siglo XVII. En el siglo XVIII, el 
matemático suizo Leonard Euler (1707-1783) hizo 
de la trigonometría una ciencia aparte de la 
astronomía, para convertirla en una nueva rama de 
las matemáticas. 


Originalmente, la trigonometría es la ciencia cuyo 
objeto es la resolución numérica (algebraica) de los 
triángulos. Los seis elementos principales en todo 
triángulo son sus tres lados y sus tres ángulos. Cuando 
se conocen tres de estos elementos, con tal que al 
menos uno de ellos sea un lado, la trigonometría 
enseña a solucionar el triángulo, esto es, a encontrar 
los otros tres elementos. En este estado de la 
trigonometría se definen las funciones trigonométricas 


¡55 coseno, As etc.), de un ángulo agudo en 
un triángulo rectángulo, como las razones entre dos 
de los lados del triángulo; el dominio de definición de 
estas funciones es el conjunto de los valores que puede 
tomar el ángulo [0;180]. 

Sin embargo , el estudio de la trigonometría no limita 
sus aplicaciones a los triángulos: geometría, 
navegación, agrimensura, astronomía; sino también, 
para el tratamiento matemático en el estudio del 
movimiento ondulatorio, las vibraciones, el sonido, la 
corriente alterna, termodinámica, investigación 
atómica, etc. Para lograr esto, se debe ampliar el 
concepto de función trigonométrica a una función de 
una variable real, en vez de limitarse a una función de 
ángulos. 


RELACIÓN ENTRE LOS 
NÜMEROS QUE REPRESENTAN 
LA MEDIDA DE UN ÁNGULO 
Consideremos ahora un ángulo trigonométrico positivo 
como se muestra en la figura : 
„5 
0 Puente e 
~ Rrad 
* Siendo : 
S : Número de grados sexagesimales del ángulo @. 
С : Número de grados centesimales del ángulo 2. 


R : Número de radianes del ángulo ø. 
* 8e cumple : 


* También se cumple : 
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USO DE LA FÓRMULA 


1) PARA CONVERTIR DE UN SISTEMA A 

OTRO 

EJEMPLO 1: 

Convertir 54? al sistema centesimal. 

RESOLUCIÓN : 

* En este caso, tenemos: 

Dato: 8-54 ; incógnita =C. 

* Sabemos: 
5 E в 54 C 
9 10 9 10 
> 54" = 608 


->С-60 


EJEMPLO 2: 
Convertir 36? a radianes. 
RESOLUCIÓN : 
* Ahora tenemos : 

Dato : S=36 ; incógnita =R. 
* Sabemos : 


180 я 18 

= 36" = = 2 rad 
EJEMPLO З : - 
Convertir 1 rad al sistema sexagesimal. 
RESOLUCIÓN : 


lrad=>R=1 

En la fórmula : 

S R 5 1 180 

Ше; = S= = 57,2958 
180 п 180 E T 24 
*Luego : 


1га1=57,2958°=57°+17,748' 
=57+(0,2958X60)'=57"+17,748" 
=5717'+(0,748х60)” 

= lrad=57"17'14,88" 


2) EN PROBLEMAS CONDICIONA 
EJEMPLO 1: 
Hallar la medida de un ángulo en danés ie si su 
nümero de grados centesimales (C) y sexagesimales 
(S) cumplen :C-S=4 
RESOLUCIÓN: 
* En este caso , partimos de un ángulo : 
> 5 
ев R— incógnita 


* En el dato, procuramos colocar todo en función de la 
incógnita ; para ello usamos : 


* Luego : C-8-4- 2007 180% =4 


530 S45 R-* 
л 5 


= el ángulo mide grad. 


Nola: 


Para todo ángulo trigonométrico se tiene que: 


medidas 
m«8-89 -5|Se«» Cf Rrad| жаман 
0<) 0 1m«0 - Cr 
valores numéricos 
m«9- Rrad-»| SCR | diferentes 
* además: 


* Si: m«6 es positiva S C» S» R 
* Si: m«0 es negativa - C« ScR 


PARA TODO ÁNGULO EN EL SISTEMA 
SEXAGESIMAL 


oe mxa =S0 _ = #ае grados =S 
а -- mxa =608' = # йе minutos 2608 
\ mxa =360058”> # de segundos =36005 


РАКА TODO ÁNGULO EN EL SISTEMA | 


CENTESIMAL 
m«a=C0 — =ifdegrados=C _ 
a name = # de minutos =1000 
- bed i 


ATRIGONOHETBIA^ 


COMPLEMENTO Y SUPLEMENTO DE UN 
ÁNGULO 


D) ,;—-m«xa- S? 
ma = С° 


ас--- 


P m« -(100- C = 
ебе) 


Me m« = (180-8)? 


de (—- ш<-(200-С) > 
a mx =(х- R)rad 


BUEMASIRESUELTOS) 


PROBLEMA 1 : 


Senala cuál de las laternativas presenta la equivalencia 
incorrecta . 


т T 
36°<>—гай 15«»— rad 
А) <>5 B) 12 
л 
с) grade 76 D) 97а4<>20° { 


л 
— <>18° 
DET: rad: 


RESOLUCIÓN : 
*Analizando cada una de las alternativas : 
А)36°=36°х 44 рта (VERDADERO) 
лга4 л 

B) e 1 x вр = тга ve (VERDADERO) 

x я 180° 
CJ g,rad = rad» =7,6" «cc. (VERDADERO) 

x я 180° 
D)grad a = ый ‚ө (VERDADERO) 

я л 180" 
£)1 9d 15794* =10°...... (FALSA) 

RPTA : “E” 

PROBLEMA 2: 


Señale la medida centesimal de un ángulo que cumple 
3S -C = 34, siendo “S” y “С” lo conocido. 
А)10:  B)l&* С) 20: D) 5s 
RESOLUCIÓN : 


E) 30 
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* La condición: 3S — С = 34 .....(1), pero : 
S-9K 
* En (I) : 3(9K) - 10K =34 
>17K=34>K=2 
>C=10(2)=20 


> el ángulo mide 20% 
ВРТА: "C" 
PROBLEMA 3: 


Si los nümeros que representan la medida de un 
ángulo en los sistemas sexagesimal y centesimal son 
números consecutivos, ¿cuál es la medida radial del 
ángulo? 

x Ed 
A) 5724 В) 1 с) 
RESOLUCIÓN: 


* En estos casos:se debe interpretar el enunciado . 
Tenemos un ángulo “а” medido еп: 


sexagesimales - S 

centesimales „С 

-R 

* del enunciados: “S” y “C” — consecutivos. 


я 


я 
10 D) 20 E) 


Z 
3 


radianes 
* Es decir, si: 


* Como piden “В”: С -8 =1 
20-180 15 20  - 1 В= 
я x я 


E 
20 
ES 


rad 
20 


= el ángulo mide 
ВРТА: “D” 
PROBLEMA 4: 


Senale la medida circular de un ángulo que verifica : 


S«C« R-9547, siendo “S”, “С” y “R” lo conocido 
por dicho ángulo. 


л я л л x 
A) згаа В) 4 с) 5 D) 3 E) 6 
RESOLUCIÓN: 
* En la condición : 


8+С+Е=^ +95... 


* Como piden la medida circular “R” del ángulo, 
colocaremos todo en función de “R”; para ello 
usaremos 

R 


5-180Ё; c- 200 
л л 


m 1808, 202 p - 954 

RU IUE NO CRM, 
—звоЁ+к-оз5+^ > S80R+AR 580%х 

я 4 я 4 

R(380+x) _380+x В І я 
Еж LAT 

> el ángulo mide Frad 

ВРТА: "B" 


PROBLEMA 5: 
Sea S, C y R la medida de un mismo ángulo en los 
sistemas convencionales , tal que se cumple: 

4R _ 3005 


z(S*C) (9С)? 
Halle la medida del ángulo еп radianes. 


27x 27z 27x Әл Әл 
AY BET С) рт Е) 
RESOLUCIÓN : 
6.1808 
~ 4в_ _ 3008 "y^ ж 
Condición: 28 + С) ^ 1907 c. 200R 
ж 
Reemplazamos: 
зоо , 180R 
4R SE 1 _ 300х180х В хл* 


3795" н 
19 (2098) 95 19х200х200хК 
я 
Luego: 1 3x180z _ 27л 
5 2x200R — К 4 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 6: 


Siendo “8”, “С” y “Е” los números convencionales, 
para un mismo ángulo. 


2 
Calcular el valor де “В”, siendo : E 
я я. я я я 
= А Ж. 05 2 
A 875 С)9- D)1 3 Е)5, 
RESOLUCIÓN : 
* De la relación numérica : 
св R R 
——7—2-2—28-180—;C- a 
O НН 


* Reemplazando en la ecuación inicial , se tiene 


PROBLEMA 7 : 

Halle la medida de un ángulo en radianes que cumple 
E 5276 
710 ж” I8 я 


siendo ^S" y “С” lo convencional. 


АЛ таа Ву? ož 
RESOLUCIÓN : 


3 1 
DJS E 


* Restando miembro a miembro: 


DERN 
ж 


10 -0 


ми 


8 в 
18 x 


18 я я я 
R 5 


1 
=> 20—=--> Е= + => el ángulo mide rad 


z 
2 
ВРТА : "E" 
PROBLEMA 8 : 

La diferencia de las inversas de las medidas de un arco 
en grado sexagesimales y en grados centesimales es 
igual a su medida en radianes dividido por 25. Hallar 
la medida de dicho arco. 


x л 

Алетай B)6* С) гей р)78 Е)108 
RESOLUCIÓN : 

* Sean “S”, “C” y “R” los números de grados 


sexagesimales, centesimales y radianes del ángulo, 
entonces: 


VETE 
e (dato) 
* Sabemos que : 8-10, с-2008 


* Reemplazando en la ecuación se obtiene: 


ATHIGONOMETRIAS 


PROBLEMA 9 : 


El número que representa el valor de un ángulo en el 
sistema centesimal es mayor en 11 unidades al número 
que representa al mismo ángulo en el sistema 
sexagesimal. Entonces, el valor del ángulo, en radianes, 


es:(usar x = 3,14) 
А) 0,172 B)0,727 C)2,750 D)1,727 Е) 3,172 
RESOLUCIÓN : 


* Sabemos que : 
$ : es el número de grados sexagesimales 
C : es el número de grados centesimales 
R : es el número de radianes 


* además: 
B 0 Lm 
180 200 x 
g.180R , ¿_200R 
л л 


C=S+11 


11ғ 11(3,14) 
Sp ccc 


* Entonces el ángulo mide : 1,727 radianes 
ВРТА: "D" 


=>R= =1,727 


PROBLEMA 10: 


La diferencia de los recíprocos de los: números de 
grados sexagesimal y centesimal de un mismo ángulo 
esigual a su número de radianes que contiene el ángulo 
dividido por бл. Halle aproximadamente, el valor de 
dicho ángulo en radianes. ~. 

А) 0,128 В) 0,181 С) 0,256 D)0,362 E) 0,543 
RESOLUCIÓN: 


* Por dato: =- c7 ж PUT 
* Sabemos que : :5- 2. - 5 - 1808 с- 2008 
20 
* Reemplazando en (1) : 
Ad E 
180R 2008 бт 20К\9 10) бт 
xxx =н жЕ Ley Ec 
20R\ 90. 23008 x : Е 
ВРТА : “A” 
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PROBLEMA 11 : 


En el gráfico al medir el ¿pap se obtuvo 20* 20". ¿Cuál 
es su medida en el sistema sexagesimal? 


А) 18,177 В) 18,18° С) 17,16" 
D) 16,15° Е) 16,16° 


RESOLUCIÓN : 
*Se tiene : 

g 
а=208 20" 2208 + 20" x E 90,28 


02 
*convirtiendo al sistema sexagesimal : 
а=20,208 2. > а=18,18 
108 : 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 12: 


S, € y R son los números de grados sexagesimales : 
centesimales y radianes de un mismo ángulo 
respectivamente , donde se cumple que : 


mS+nC=20R +. РИТЕ (1) 
7т 
бт + бп = т (11) 


Determine el valor de n/m 
A) 7/9 B) 4/7 C) 5/9 
RESOLUCIÓN : 


*Sesabe: S___C€__R_ 


180 200 m 
> 8-180К ; C-200K ; R=xK 


*De los datos : 


D)1/10 E) 9/10 


mS + nC = 208 
> m(180K)+n(200K)=20(1K) 


"Luego : 
Эт +10п=т........ 
6m *5n- 72/12. 


*Resolviendo : т=л/18 ^ n=r/20 
*Piden : n/m =9/10 


RPTA : “E” 


Hallareléngulo, enradianes, que satisface la siguiente 
condición: La media geométrica de los números que 
representan la medida de ese ángulo, en grados 
centesimales y sexagesimales multiplicada por la suma 


de las inversas de los mismo, es igual a dog Veces la 


semi diferencia de esos números. 


AJ 10% 0 C)10/x Р)/10х 


RESOLUCIÓN : 


Е)/Пя 


* Del dato se deduce que : VSC (2+ 2)- 28 (2%) 


2 
* Sabemos que : S Ес 180К 
180 x л 
СА ари 
А 200 x л 
* Reemplazando en el dato : 


200R _ 1808 
NA sol cope | 
(елеу зн). зи 


* Bimplificando : VIO =%5 в=-Лох 


ВРТА : "А" 
PROBLEMA 14: 
Calcule la medida de un ángulo ‚еп radianes si S, Су 
R son los números que representan sus medidas en 
los sistemas sexagesimal , centesimal y radial, 
respectivamente ; y además se cumple: 


2С? + 5CS +352 _ 38R 
С?+ 65-25? я 
23x 47a 6x 25x Әл 
= с 
Асет Pus E E 
RESOLUCIÓN : 
Condición 262+55С+35° _ 38R 
С2+$С - 252 я 
Conocemos que: 
Reemplazamos : 
2x100R*+5x90k*+3x81k? _ 38R 
100Е?+90Е? — 2 x 816“ я 
89382 38R _ 19х47 2x19R 47х 
Я 58 = 28 IS EE 
Е фет ЕРТА : “В” 
2 


Si los números que representan la medida de un 
ángulo en los sistemas sexagesimal y centesimal son 
números pares consecutivos, el valor del complemento 
del ángulo, expresado en radianes, es: 

л л Зх 7x 
A) 10 D) 


в)— с) 40 


5 20 
RESOLUCIÓN: 
*Sea: S=2n л С=2п+2, neZ 


2x 
UF, 


* Sabemos que: Le 
* Por propiedades, podemos decir que: 


5-е в 


В |2n-(2n«2) =E> 
180-200 x 


E 
-20 20 
*]uego: R= > 
* El complemento de este ángulo es: 


2 10 10 5 


PROBLEMA 16: 


Sean dos ángulos, el primero mide p grados 
sexagesimales y el segundo q grados centesimales. La 
diferencia numérica de estas medidas es 15 . Si la suma 
de estos ángulos en el sistema sexagesimal es 129 , los 
ángulos, tal como estaban medidos originalmente, son: 


RPTA : “E” 


A) 30 y 15 B) 45 y 30 C) 60 y 45 
D) 75 y 60 E) 90 y 75 
RESOLUCIÓN : 

* Dato : p-q = 15... (1) 


* Si el segundo ángulo mide 4 grados tien end 2 


entonces, su medida en grado sexagesimales , es: 


10 


* Dato: p* 78 = 129. (1) 
* Restamos las igualdades (11) – (1): 


94 199 _ 
129-165 =114 
10 —+9= 156 => —— 10 


= 4 =60 


* Entonces: p=75 


PROBLEMA 17: 


SiS, С УЕ son los números de grados a, 
centesimales y radianes de un mismo ángulo, además 
se cumple: 


5 + С+Е = 76,62832; calcule la medida ‹ 


en radianes (asuma x — 3,1416 ). 


я 
4) 5 в); с)» Dg 225 
RESOLUCIÓN : 
Condición: S+C+R=76,62832 
Conocemos que: 
<-190Е A с-20%Е „190R, 200R «в. =76+х 
я я я я я 
_ (8804ж) (38044) _ x 
ж 5 5 RPTA : “E” 
PROBLEMA 18 : 


Los tres ángulos de un triángulo son (%) grados 


sexagesimales, (x+1)radianes y (х+2) grados 
centesimales. El mayor de ellos, expresado en radianes, 
es: 


100 180 2 1004 я 9 90x 
А от P^ "1005ж 010055 P 100«x 7 10  100«x 
RESOLUCIÓN : 


* Sean a, Ду ф los tres ángulos del triángulo: 
* Por dato: а = (% zy; ; 8 = (2 +Пгад; $-(x2Y 
* Pasamos а y $ al sistema radial: 
эх\( x лх 
(< зто 


#-@ +8 )5% = "ее, аа 


* Observar que: 2>ф>а 
* Además : а + В+ф=л 


(25) «e 042672. 


* De esta igualdad, obtenemos : х = 99и 10 
99x – 100 100x 
EA bte diris 
ВРТА : "C" 


PROBLEMA 19 : 
Sean “S”, “C” y “R” los números que representan la 
medida de un ángulo en los sistemas sexagesimal, 


centesimal y radial respectivamente. Si 
CS* 4 S5 - (C - 8) · Halle В. 

xr я ж я ж 
2750790 В) 30780 © 30770 D) 50760 Е) 30750 
RESOLUCIÓN: 


* En la condición : CS? +53 - (C - S)” 


* Que al reemplazar, ве obtendrá: 
10K (9K)' «(9K)' =(10K-9KY 


1 
КУ +729К? = К? = — 
>810K” + 5 12K 1539 
я я 
* Se pide ЈУ 
+ 
RPTA : "B" 
PROBLEMA 20 : 


SiS y С son los números que representan la cantidad 
de grados sexagesimales y centesimales de la medida 


de un mismo ángulo, calcule: g= 2222 (S* + С)е 


(8° +С )° 
181 181 181 
is "A Ол Ба 
RESOLUCIÓN : 
S cC 
Coi : $=С*#,”^—=—_ 
nocemos que: S9-C ^g 10 
(s.c 9 
EnE: E- 
ы (5°+С®)° 105 
9 (5#+С° 9(84 С° sin 9 с 
z-2( E J- ralis МӨЛ Сета 
-9(9,1,0) q 81,1 far 
25-x(25*2*9]* Же "3037 > E= 777 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 21: 
Si “S” y “C” representan la medida de un mismo 
ángulo en los sistemas sexagesimal y centesimal 
respectivamente, y se cumple que A 
calcule: p = (= +з)х- 8; х>0 


А) 12 B)9 
RESOLUCIÓN : 


* Considerando: y 


* Que al reemplazarlo en : 37 Эсе. d x 


9K-13 10K-2 
2 3 
>27K-39=20K-4>K=5 


ов D) 13 E)6 


* Se obtendrá: 
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* Se pide: к-(4+з)4-з-1з 


PROBLEMA 24 : e 


Un ángulo mide x segundos sexagesimales e y minutos 
centesimales. Calcule el valor de: 


H- x(x- 2. 4у) 
(зу ) 
4)821 В)822 С)824 D)344 | E)424 
RESOLUCIÓN: 


45 х=# de segundos sexagesimales. 
Por condición: у=# de minutos centesimales, 


х=3600з х 368 хо, 9 5.102 
y=100 |y с y 10 y 5 


así:x=162k ^ y=5k 
Ahora en H: 


В = RPTA : “р” 
PROBLEMA 92 : Е 
22 atat : 
Sia RIA , entonces la medida de а en 
janes , es: 

я я я K xr 
А20 В) 20 С) 50 D) 90 Е)5 9 
RESOLUCIÓN: . 

х°+у°+2° Y 1° [х+у+=\\* 
а|---5--- = де | == = 
хё+уё+=& 18 \ х+у+т 
sas 1.207) _10% 
18 “79% 9 
= ^ .10* дғай _ ягаа 
Convertimos а radianes: а = 9 * 2008 ETT) 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 23: 
El ángulo de la figura, cumple la relación: 
S!-Cc*-c* 4c? OA +... 
* Hallar su medida en radianes 

x x я я л 

= paz BE DE E)Z 
a 10 B) 15 ©) 20 ) 95 730 
RESOLUCIÓN : 


* De la condición, se obtendrá: 
Jo TL 1 1 


5 cto С? с 


* Factorizando с: 


>= a + H 
1-8 ан 


* Ahora utilizamos: 
Ў 
* Que al reemplazarlo en (II), se obtendrá: 


Ja PE 
9 9K 


ac" nx See 
ок лок| “әк 


LAA 
а =1 
Ек 


RPTA:"C" 


p=t-24y), 1 0 2,4) 
3y 8(уД» 


аа EJER 1 (22a. cana 


3\ 5 5 5) 315 5 
ЕРТА : "C" 


PROBLEMA 85: 


Caleule el número de radianes de un ángulo diferente 
de cero, para el cual sus nümeros, de grados 
sexagesimales (S) y su nümero de grados centesimales 
(C) verifican la relación: 


ER APA 
Ус 4c S 
я л л л ж 
D, 
А) 50 B 180 C 306 ) 360 БЕТТ) 
RESOLUCIÓN: 
* Operando en la condición : 
S-C БС 5.1.1808 руба к. 
Ya Ye я 180 
ЕРТА: "B" 


PROBLEMA 26 : 
Las medidas de los tres ángulos de un triángulo son: 


(52) „(2 +1)тадјапев y (1+2)% 


El mayor de ellos expresado en radianes es: 


100 1007 я 9x я 
A. Prior С 100+x D) Torr P rr 
RESOLUCIÓN : 


AAN 


(TRIGONOMETRIA — — — — — — OI ENCICEOPEDI X013) 


Convertimos cada uno de los ángulos a radianes 
49x? 9x^ лтай  zrad 

A a ae LE 

10 10 180 200 
arad -(Ұ%2лтай 


*(x*2f =(x+2" х 
(A тат (сіл 
*(x+1)rad 
Como son los ángulos internos de un triángulo. 
xx, (x+2)x » я(2х+2) 200(х+1) _ 
раты 200 HADAS m MU = 
Cue 20042 — => 2014100) +2(100+1)=200% 
_ 991 – 100 
л+100 
Luego el mayor ángulo sera: 
99x - 100 .( 100x 
(ениға-( PST) «ма = (таа 2078. )raa. 
ВРТА : “B” 


PROBLEMA 27: 
Se crea un sistema de medición X, el cual tiene como 


unidad al grado (1*). Si los ángulos 22°30’ y 10% se 


expresan en el sistema X como los menores números 


enteros , halle dichos ángulos , y una fórmula de . 
` conversión entre el sistema X y el sistema radial 


x_R Е-Е ж.ж 
Ағ; MA EG С) 8%; De rm 
Fi t 
D)3*; tz DS; 36325" 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: 1*:un grado x. Supongamos que: А“-т< 


de una vuelta. 


Convertimos los ángulos dados a radianes 
"аза = 4 „к 4100" 1006 ятай _ лтад 
8 6 6 
Аћога ud ángulos los convertimos al sistema “ж” 
Ба А А quad. AD AT 
8 2zrad 16 712 “arad 24 


Рог condición, estos ángulos deben de contener los 
menores números enteros en grados x. 


16 
„ => А=тет(16 ; 24) => A=48 
24 


Asílos ángulos son: ¿rad=3* A rad=2" 


= А= 


También: 48*=2xrad luego 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 28: 

Sabiendo que el námero de grados centesimales de un 
ángulo es al número de grados sexagesimales de otro 
ángulo como б es a 2; halle la diferencia de las medidas 
de estos ángulos en radianes, considerando que son 
complementarios. 


2x Әл Әл бл Зх 
А) 13 В) 29 C) 26 D) 26 Е) 13 
RESOLUCIÓN : 


* Sean los ángulos: “a” y “ £ ”, luego: 


га“ + B? = 90°..........(П) 


* De (I) en (II) : a° + Za =90" 


cat egt ing =90° a а" 90? 


10 
360° 360° 810° 
атау A T 
) 810° 360° 450° xrad 
* . 8° рта 
ти ја “ла 
бл 
әр am 
ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 29 : 


Un alumno al convertir 75% a grados sexagesimales 


utiliza la fórmula S = 296. Halle el error cometido 
por el alumno (en rad). 


13x 15x 171 191 21x 
A, B, C, 
у 10 у 163 2 198 Di 216 Е) 365 
RESOLUCIÓN : 


* Al utilizar la fórmula erróneamente, se obtendrá : 
в _ тув „10° _ 750° 

758 = 758 x 9r 9 

* Donde el error, será : 


Error . lo real - lo erroneo 


> Error = 250" mt 
EE 750' „Zrod _ ук „ятгаа 
9 180° 2008 
19x 
> Error = 316 
ЕРТА: “D” 
PROBLEMA 30: 


Un estudiante observa que las agujas de su reloj forman 
un ángulo, cuyo número de grados sexagesimales y 


B) 6:30 A.M. 
E) 12:30 PM. 


12 


) 3:16 A. €) 6 A.M. 
D) 12 M. 

RESOLUCIÓN : 
* Piden: hora 


8: representa la medida del 
elhorario y minutero. 


S: número de grados sexagesimales. 


ángulo formado por 


C : número de grados centesimales. 
* Por dato: número 9- S - C 
* Por relación numérica: número 9 = 9K = 10K 
* El valor que cumple: Қ - 9 
* Entonces la medida de д = 0° 


* Esto significa que la aguja esta superpuesta, entonces 
existe 12 veces (12 horas) cuando el horario a partido 
de la primera hora hasta las doce horas. 


* Por lo tanto, existe 24 horas una de ellas es 12m ó 
12 p.m. 


ВРТА : “D” 


PROBLEMA 31 : 
Si un grado Shary (154) equivale al 960ауа parte de 


una vuelta, ¿a cuántos grados shary equivale ee rad? 
А) 658 В) 375! 
RESOLUCIÓN : 


* De la condición: m<1 vuelta = 96057 


С) 55" D) 75" E) 5Н 


SH 
* Luego: 2z rad = 9605" = Irad = 490 
* Entonces : 


2сғай- = Za rad)= a 


480 айы 55и 
л 


PROBLEMA 32 : 

Determine el ángulo entre 100° y 220? que sea 
coterminal con 1285“ . 

4) 45° В) 55° С) 65° 
RESOLUCIÓN: 

h importante observar que hay muchos ángulos 
dif ntes que tienen el mismo lado inicial, lado 


D) 75° E) 205° 


al y el mismo vértice. A cualquier par de estos 


92860" |; ушей 


8, a I 
Lado Inicial “o” y 9 воп | 
Боташа 


* Ahora en el problema, se tendrá que : 
1285” – х = 360°п;Упє 2 


> х= 1285° – 360°п 
* Pero : 100° < x < 220° 
=> -1185° < 1285? – 360°п < 220° 


> -1185° < -360° n < -1065? 
1185° > п> 106°” 1065° 
860% 860 

>n=3 А 


> 3,29>п> 2,96. 


* Se pide :x = 1285? — 360° (3) = 205° 

ВРТА: “Е” 
PROBLEMA 33 : 
Secreó un sistema para medir ángulo tal que el nümero 
de grados de un cierto ángulo es equivalente a la quinta 
parte de la diferencia del duplo del número de grados 
sexagesimales y el número de grados centesimales del 
mismo ángulo. ¿A cuántos radianes equivalen 128 
grados del nuevo sistema? 


A)2xrad B)3zrad C)5rad D)5zrad E)4xrad 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : ge 


[o] 
Rrad 
А: 


0< је 


* Condición del problema : А = ¿es -с) 


* Se pide el equivalente del 128" еп radianes. 
* Del gráfico mostrado se tiene : R rad = А“ 
* Convirtiendo 128* a radianes : 
128* (Ez) (128) аа 
A* A 


128R | 


= 128* = 1 
5(25-С) 


* Reemplazando : R= xk; 8 = 1808; С = 200 
* En (1) se obtiene : 128% = 4xrad 


PROBLEMA 34: 


Siendo “S” у “©” los números de sis 
y tinm de un mismo ángulo que 


(XIGUNOMETEIAe 88) — EA ENCICLOFEDI 2012 


Ја Роа 09.5 
Calcular la medida de dicho ángulo en radianes. 


Az B)Z at DE EE 
477 % 7; ) 20 212 
RESOLUCIÓN : 
PRESSE 4 £ 1 
*"De:g76*or*os*g As. © 
* Factorizando 2. en el segundo miembro : 
LI ТЕ 
sre) 
Q3 gu ЖА je$-322 2-525 
8 C t S S 9 S 
1 
“б; 
л 
= ев —rad 
+25 7 
ВРТА : "D" 


PROBLEMA 35: 


Hallar R en:(SR)"=(SC)”.Donde S, C y R 
representan el número de grados sexagesimales, 
número de grados centisimales y el número de radianes 
respectivamente de un ángulo. 


Е =. a Jot 


НИ о 
Condición: (SR) = (SC)" ; 


R=? 


Conocemos que: OUR 


x 
(128, J= „(2808 жону 180" x Е?" 
R = | э----- 


ж n 
л я л 


180" x 200" x Н?" Қ!" 180" х 200" xx" 
> EL ГІ; 180"х E 
= g(2n-2m).. jgg(m-n) X 200" y 4n-2m 


ma ”-Im 
PS m x 200" xa 


180" " х 200" " xx "^ 


ЕРТА ; “A” 
PROBLEMA 36 : 
Siendo S y С los números que expresan la medida de 


un mismo ángulo en los sistemas sexagesimal y 


centesimal que cumple 20 « 3C - 2S « 60. 


Hallela medida del mayor ángulo en radianes ,tal que 
S y € son nümeros enteros. 


Ајж/10 B)Jx/5 C)x/4 D)x!i3 Е)х/2 
RESOLUCIÓN : 
Condición para el ángulo pedido: 20<3С -28«60 
Conocemos que: ОЕ 
я ж 
=>20 < ОЮК O e м едре ње 8. 
- x 1284 


15° Ld 
Comola medida del ángulo en los sistemas sexagesimal 
y como centesimal deben ser representados port, 
enteros y además. 


a=(9k)"=(10k)% => а-36%< 25 rad cuando 

7 ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 37 : 

En la figura mostrada se cumple: 


Che 


Entonces, 22 valor de a-b, es: 
А)-55 В)—4,5 C)-3,5 
RESOLUCIÓN : 


E 


Del gráfico: a? = 


D) [20055200 Тетя] 


Además se nos da que: 95 
abe = 47,5 + 0,1261 > 380k += + 


4 E k=} 
8 8 
luego: а -b=180k- 200k =- 20k 


-6= 20.5 +а-Ь=-2,5 


D)-2,5  E)-L5 


b! -crad => -=_ 


h=(380+x)=( 


ВРТА : “D” 
PROBLEMA 38 : 


Los números que representan la medida de un 
en los sistemas sexagesimal y centesimal son x^? у 


ES! respectivamente. Halle el valor del 

complemento del ángulo , expresado en radianes. 

АХ E 

RESOLUCIÓN: 

* Nos piden el complemento del ángulo en radianes: 

* Tenemos: S=4"%, C=x"%+41 

* Siendo C,S y R los números que representan la 

medida de un mismo ángulo. 

Sabemos : S=180k, C=200k, R= xk 

* Entonces , de los datos : 1 x: 
C-S=1> 2006-1808 = 1 — k-— => R-— 

20 20 
* Piden complemento del ángulo en radianes : x 


RPTA ; “С” 


Ия 
E 


PRIMERANERAGTCANDIRIGIDA: 


(DCalcule el ángulo en radianes que cumple con la 


i OS 
relación : qty 43 
x я х л л 
А) 5 B) 6 с) ? D) 3 E) 4 
С 5-2 
@ Calcule el ángulo que cumple : SAZES. 
А) 27 В) 30° С) 25° Р) 33° E) 22° 
(6) Calcular el ángulo en radianes si: 65+5С=1040 
x x x x 
A) 7 B) 5 с) 3 D) к Е) я 
35-С 
63) Calcular el valor де: TS 


Siendo S y C lo convencional para una medida angular 


А) 18 B)17 С) 16 D) 15 E) 14 
С+5 
Calcular : CERES 6 
S : Nümero de grados sexagesimales 
C : Número de grados centesimales 
4)5 B) -5 C) +5 D)25 E) +25 


68) Señale la medida radial de un ángulo sabiendo 
que “$””у “С” representan lo convencional 2C+S=58 

л л 3x 3x 
Algred B) O D E 


ume 
9 


68 Señale la medida circular de un ángulo que cumple 
que: 28 -C + 4R =40+л. 


x л Li ж 
4% ғай B es Е)— 


я 
Da 60 
63) Señale la medida sexagesimal de un ángulo 


sabiendo que su número de grados sexagesimales y el 
de grados centesimales son enteros consecutivos. 

А) 8° В) 9° С) 10° D) 11° Е) 12° 
Señale la medida centesimal de un ángulo, sabiendo 
que verifica: C--S--2R —286.28 

А) 180: B)200* С)220  D)240* D) 260* 
(O) Señale la medida radial de un ángulo que verifica: 
C-S-4. 


л т Зл 
А) ога 


x 
В)“ es DE Е) 
(Señale la medida sexagesimal de un ángulo que 
verifica : C=n +4 ; S=n-2 
A) 36° B) 48° C) 54° D) 72° E) 81* 
(13) Sabiendo que el número de grados centesimales 
que contiene un ángulo excede a su nümero de grados 
sexagesimales en 8, ¿Cuánto mide el ángulo en 
radianes? 

ж ж 2x 
A) 4 гаа 5 D) r3 
(£3) Señale la medida circular de un ángulo sabiendo 
que le cuádruple de su número de grados sexagesimales 
es mayor en 217 que la mitad de su número de grados 
centesimales. 
А) 30: В) 40: С) 50< D) 60< Е) 70< 
(13) Señale la medida sexagesimal de un ángulo si la 
suma de la novena parte de un número de grados 
sexagesimales con la décima parte de su nümero de 
grados centesimales es igual a 40. - 
А) 120° В) 150° С)180% D) 200: E) 240 
49 Señale la medida centesimal de un ángulo que 

CR S 

ifica: СЕ 85 0,1 у 
verifica : S c? 0,19x 
A)120 В) 18 С)150: р) 90° 


я - 
B С) Е 5 


3100 


(O Señale la medida circular de un апр 
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(13) Halle la medida internacional de un ángulo que 
verifica : JC? + S? + C? — S? = 181+ J19 


я ж 
B 


400 
(3) Hallar la medida circular.de un ángulo que 


cumple: E- [E 


А)угаа в); 


х ж л 
4)1gr24 es D E) 


c) D) 
15 15 E)x 


@ Hallar la medida francesa del ángulo que 
cumple: 5°=С5. 


10ү ө ү оү эү 
4(%) ДЕ) ol y) >%) is 


DIRI 


SEGUNDANERACTICA 


А «е» nem 4 ТЕН. 
(9) Siendo “8” у “С” lo conocido, reducir: J = ET 
А) 8 B)9 C) 12 D) 19 E) 16 


ӨЗ Determinar la medida centesimal de un ángulo que 
cumple : 3S – 2С = 14, siendo “S” у “С” lo conocido. 
A) 10* B) 20* С) 30* D) 40* Е) 50€ 


ӨЗ Determinar la medida circular de un ángulo:que 
cumple: C — 8 + R = 20 + x, siendo ^S", “C” y “R” lo 
conocido. 


A)rrad Ж 


O 
Determinar la medida sexagesimal de un ángulo 
que cumple :20 – 5 = 22, siendo "S" у “С” lo 
conocido. 


A) 20° 


- я я 
B, Di E 


B) 12° C) 18° D) 24° E) 12° 


(03) Sabiendo que “S” y “С” son lo conocido para un 
mismo ángulo no nulo; simplificar: 


20+5 
L= CS +7 
A)1 В) 3 C) 5 D) 6 E)7 


@Determinar la medida de un ángulo en radianes si 
su número de grados centesimales excede a su número 


de grados sexagesimales en 4. 
л я я я 
А) 3 B) 4 с) T D) 5 E) 


@ Determinar el ángulo en radianes, que cumple : 
S =x" +1Y C= x* + 3; Siendo ^S" y "C" lo conocido. 


я я x 
10 с) 2 р) 3 
(3) Sabiendo que ^S", "C" y “Е” son lo conocido para 
un cierto ángulo no nulo; calcular : 

as 2x0 -xS-40R 
2л8-лС-З0Е 
431 B)2 С) з р) 4 Е) 5 
@ Siendo “S” y “С” lo conocido рага un ángulo no 
nulo ; simplificar : 


Ејл 


л 
A) 5 B) 


А) 1 B)2 С) з р) 4 E)5 


(9 Sean lo números "S", “С” y “R” lo convencional 
en la medición de un ángulo, luego al calcular : 


5C-S Ё 
А= Cs e obtiene: 
A) 21 В)68 С)41 


(£3) Sean los números “8” y “С” lo convencional еп 
la medición de un ángulo, luego al calcular : 


D) 71 E) 61 


A e eee , se obtiene: 

A) 19 B) 20 C) 21 D)22 E)23 

(Señala la medida circular de un ángulo que cumple 

80-28 = X , siendo “S”, “С” y “R” lo conocido. 
л л Зл 3x 5х 
-rad В)— — -i =z 

a 4 25 o 4 Y 2 = 4 


(3) Señale la medida radial de un ángulo que 
cumple : 38 — 2С +35R=7,1416, siendo "S", “R” y 
“С” lo conocido para dicho ángulo (я = 3,1416). 

л я я т я 
А) x rad В) 7 с) 35 D) 2I Eo 
(O) Sabiendo que la diferencia de los cuadrados de los 


nümeros de grados centesimales y sexagesimales de 
un ángulo, es al producto de dichos nümeros; como 38 
veces su número de radianes es a 1354, señale la 
medida radial del ángulo. 


AM x ЗЕ Sx 
уа Br Ож ЮР) 27 


(63) Los ángulos interiores de un triángulo son а, ру ө de 
tal manera que se cumple:a-« д = 27 rad; B+0=120". 
Según esto, calcular: E = тезш. 


[SFORMULAS DE CONVERSION 2] 56 | 


Мі -Bs 05 D)7 E)9 
(£9) Un alumno del colegio escribe 60° en lugar de 60*. 
¿Cuál es el error en radianes ? 

a Зя я л x 
А) rad B Оз D Е)% 


(DEl número de grados sexagesimales de un ángulo 
más el número de grados centesimales del mismo 
ángulo es igual a 304. Hallar la medida del ángulo 
referido en radianes. 
x 2x Зл 4x 8л 
A) 5 B) 5 os D) = Е) = 
(13) Si: 7 grados “poker” equivalen а 9 grados “k”, y 
27 grados “k” equivalen a 4 grados “=”, Calcular 84 
grados poker en grados “z”. 
A1 B)4 С) 8 


D) 12 E) 16 


11 (С +8)2 – 208. 


(Calcular el valor de: А = 19 


30R+ zE 
“S”, “C” y “R” son lo convencional. 
4)2 B)4 C) 6 D) 8 E) 10 


г 90 100 x _ 
(0) Calcular la medida del ángulo: о У 


А) 360° В) 400“ C)2xrad D) 1 vuelta ЕЈТА. 
63 Calcular la medida de un ángulo en radianes si: 


5 C C«S 
S = сабы 
л я я я я 
Ағай В)5 o Это E 
С-В S-R. C«S 
Hallar R 210 ов 108 
А) 19 rad B) 18 rad C)17 rad 
D) 16 rad E) 16 rad 
63) Calcular la medida de un ángulo en radianes si: 
(180 я) В? - — r 
1+ 
S-R 


“5” "C" у “Е” son lo convencional. 


2z. p 10% 
Ало: Pg. 


10 9 9 
rad CI Di ox E), red 


“S”, “C” y “R” son lo convencional. 22 
7z „9х lix 7x 10% 
a Brad GT TIRE Dod RASA 


(99) Siendo “S”, “С” y “R” lo convencional, calcular: 


g- +8, [0+28, [c+ 68 
“Үс-в VCES С-5 
4)2 B)3 C)4 D)5 E)6 


@ Determinar un ángulo en radianes, si se cumple : 


сх E ҚЫЗ 
) 5 D) 6 Е) 10 
(03) Si a cinco veces el número que representa los 
grados sexagesimales de un ángulo se le disminuye el 
doble del número de grados centesimales del mismo 
ángulo resulta 25; determine el número de radianes 
del ángulo. 

я л л л л 

BE at бы Et 
a 10 ) 20 2 15 В; 25 р 5 


69) Determine la medida circular de un ángulo que 


1 1 1 с 
is AE zo maS 


п factores 
1 n 
С, 
rad В) 10 ) 


өз Po» 

(O Determine un ángulo en radianes, si: 
«s «ds e 8 = с 

А)1,9лғай В) 2,9 С) 3,9 D) 41 Е) 3,8 


(O) S y C son lo RISE T а y son números enteros, 


además se cumple "Ho-S d6-9^ 1 


E)9n 


Calcule : g = 5-9 _ 66-0 
C)1 


4)9 В)-1 


(9) El símbolo ар indica un número de 2 cifras cuya 
primera cifra es a y la segunda es b. Dos ángulos cuyas 
medidas son x e y son tales que: (х = 1(y — 1) T nes 

2 1980 


equivale a (x+y) grados sexagesimales , 
(180x – 180y) grados sexagesimales equis 1 
radianes. 2 


А „== ГІ 
3 г Е 5 
Entonces - cuando x e y están en grados centesimales 


será igual a: 
А)” Bj-10*z C)-10*—. D)-10 E 
90 90 10 


@ Si el complemento del arco x es - 2% radianes, 


hallar el valor de x en grados centesimales. 
A) 282 g 85 т 71s B) 272g 85 т 715 
С) 262 8 85 в 71s D)25g08m E)l42g 85m 718 


@La conversión de ZE rad en grados 
sexagesimales : 
A) 460° B) 620° 


(6% Sean dos ángulos, El primero mide p grados . 
sexagesimales y el segundo 4 grados centesimales. La 
diferencia numérica de estas medidas es 15. Si la suma 
de estos ángulos en el sistema sexagesimal es 129, los 
ángulos tal como estaban medidos originalmente, son: 
А)30 y 15 В)45 y 30 C)60y 45 D)75y 60 E)90 y 75 
(63) La diferencia de las inversas de las medidas de un 
arco en grados sexagesimales y en grados centesimales 
esigual a su medida en radianes dividido por 27, hallar 
la medida de dicho arco. 


С) 560° Р) 650° Е) 640° 


л 


12774 


zo o 
415 rad B)6 C) 
D)7 grados centesimales. 


E)10 grados centesimales. 


(93) El número que representa el valor de un ángulo 
en el sistema centesimal es mayor еп 11 unidades al 
número que representa al mismo ángulo en el sistema 
sexagesimal. Entonces el valor del ángulo, en radianes, 


es: (Usar z= 3,14 ) 
4)0,172 В)0,727 C)2,750 D)1,727  E)3,172 
@ Si los números que representan la medida de un 
ángulo en los sistemas sexagesimales y centesimales 
son nümeros pares consecutivos, el valor del 
complemento del ángulo, expresado en radianes, es : 
л л Зл 7л гл 
— B)— С) РЭ) Е)-- 
sl 10 ) 5 L 20 3 40 ) 5 
(69 Hallar el ángulo en radianes que satisface la 
siguiente condición: 
La media geométrica de los números que representan 


la medida de ese ángulo,en grados centesimales y 
sexagesimales multiplicada por la suma de las inversas 


de los mismos es igual a 3o veces la semidiferencia 
de esos números. 


/10 


А)-/10х В) си0У/  D)J10x ЕМПя 


(69 Se tiene dos ángulos que se diferencian еп un 
múltiplo de 360”. Se sabe que el cuádruple del menor 


es a la suma del ángulo menor más el triple del mayor 
de los ángulos, como 4 a 5. 

Hallar el menor de los ángulos si se sabe que está 
comprendido entre 1080? y 3240". 

A) 1280” В) 2160” С) 3200° Р) 3210° E) 3230" 


@ Las medidas de un ángulo, en el sistema 
sexagesimal y en el sistema centesimal, son: 


Е СЕ 
S=n 19 * C=n*+ 19 
el valor del ángulo en radianes es : 
л л л л л 
А) 119 d 109 e 10 Dig E190 


(13) Hallar el ángulo que forman las prolongaciones 
de las direcciones AB y ED expresada en radianes en 
donde: а= 60“ , ү= 75° , В= 45° 


`В р 
? 


A C E 
л Зл л Зл л 
A) 3 B) 2 С) 4 D) 4 E) 3 


(13) Según las representaciones numéricas comunes 
C, R, S : Centesimal. Radianes y Sexagesimal, 
respectivamente. 


Hallar un ángulo negativo que cumpla : 


C+S 
СВЕ И 


A)-7 rad B)-6 rad C)-9rad D)-5rad Е)-4 rad 
@ Halle la medida sexagesimal de un ángulo mayor 


de una vuelta, si en la siguiente ecuación R representa 
el número de radianes que mide dicho ángulo. 


4R 9л 
{= +в =5 
А) 390° В) 405° С) 555° Ш) 625° Е) 810° 


@ Del gráfico, calcular: 
с- 10х-9у 
ж%22 


AFORMULAS DE CONVERSION ^ 


22 


A NA күп 
я x я я xr 
(£3) Se crean dos nuevos sistemas de medición angular 
A y B, tales que sus unidades (1* y 18) equivalen a 
1*20' у 1*20" respectivamente. Determine la medida 
circular del tercer ángulo de un triángulo; si dos de 


ellos miden 60^ y 50% 


18s 
90 


17x 


23x 29x 
rad В) 0 "9 с-та D) 


23% 
A) “20 744 E). rad 


(8 Siendo S y С dos números que expresan la medida 
de un mismo ángulo en los sistemas sexagesimal y 
centesimal que cumple: 


Halle: N = Ry- Е, 

Si Ry, y R,, son los números de radianes del mayor y 
menor ángulo, respectivamente, que satisfacen la 
relación anterior y además S y С son números enteros. 


Зя 
B 10 E 9 5 


(O En un triángulo ABC: se cumple que : 
g 
A«C-85xf Г 


л 
10 


Е) 


g 
A-C- 5-75 
(49 Determine la medida circular del ángulo “В” si el 
ángulo «А» toma su menor valor posible. (x e Ж?) 


da бл 2x 7z 
pud О) rad n aus E) rad 
@ Si la diferencia de los números de grados 
centesimales y sexagesimales que contiene un ángulo, 
es iguala: 


AE rad B) 


(nx у)? +(х - ny)* 
(x у)? (xy? 


x;y > 0. Señale el menor valor que toma la medida 
radial de dicho ángulo. 


Ај 5 By(n*s1)77- Om -1)75 
2 UE. 24 
pesto E)n 20 


€D ¿En la igualdad, calcule “K”, si :“9”; «Слу "R^ 
воп lo conocido para un ángulo no nulo? | 


(S4 C)! «(C - R)* + (RS)! -2(S--C-- R)'-KS* 


1800 + 19% 1800 + 197 1800+19x 
=; 90 B) 810 0) 81 
1800 +19л 1800 + 19л 
m 720 E 8100 
@ Señale la medida circular de un ángulo que 
cumple : 


(S+C-R)J+(R4S+C)*+(C+R-S)= 3(S+C+R)*- 
SCR 


Siendo S, C y R lo conocido, 


19x 19x 19x 
8%-- 22 2-8 
al Jnd Bs oe аа c («des roa 
19x 19x 
Do 255 rea E (s oe јеча 


€3) Señale la medida sexagesimal de un ángulo que 
cumple: 


s? с? 


* 52+ 23 


Siendo 8 у С lo convencional para dicho ángulo. 
А)9° В)0,9° СЯП6  DU81 Е, 


@ Exprese el equivalente de "0" en radianes. 
a jt EA 4 [etc 
M © ', 5" 
Siendo S y С lo conocido para otro ángulo generado 


en sentido antihorario. 
103л 


4л 5x 
e B)—rad C, 

A) 5 rad ) 6 ) 121 таа 
107% 105x 

Do rad E07 rad 


© Sabiendo que el número de radianes de unángulo, 


ж 


es de la forma: E 
ab 


Además cumple : ict 
nC-S+11R=n3,1416 


(x = 3,1416) c 80 - 
Donde: S, С y К son lo conocido para dicho ¡ о. 


Calcular : a+b 

A)2 B) 3 С) 4 р) 7 Е) 8 
ЕЭ La unidad de medida de un nuevo sistema es 1* y 
ésta se define como la media aritmética de las unidades 
de medida en los sistemas estudiados. 


Hallar el equivalente del ángulo de una vuelta en el 
nuevo sistema. 


10800 * B) 10800x * 108007 * 
19x + 2000 19x + 2000 19x + 2000 
10800x* E) 10800* 
19x + 1800 19z + 900 


6 Al medir un ángulo generado en sentido horario, 
se observó que los números que representan sus 
medidas en los sistemas convencionales, se relacionan 
como se indica. 

8x es a la diferencia entre el doble del número 
intermedio y el menor como 1,25 es al recíproco del 
mayor número. Halle la medida de dicho ángulo en 
radianes. 


л л 
ES ¡a x )= pas 
A)-4 B) 5 C)-3 D)-2 7 2 
© Sabiendo que : 
S =# de grados sexagesimales. 
С = # de grados centesimales. 
Para un determinado ángulo, tal que : 
E 5 E [^] 
1+ В 2+ С 
5 c 
1+— 2+ с 
1+х 2+ 
2+х 
Halle la medida de dicho ángulo en radianes: 
- я л л 2x 
ње = с)^- E Et 
A) 4 B) 5 ) 10 р) 20 ) 5 
69 Sabiendo que : 


а > # дет:пигов Sexagesim ales. 

b > # de segundos Sexagesimales. 

с > fdesegundos Centesimalesdeun 
mismo ángulo. 


Exprese la medida circular de "9", 


2 
eu о [e 2 
ac 
А)0,132лтаа B)0,262xrad C)0,272xrad 
D)0,212xrad E)0,136zrad 


J0|13)D 


_ SEGUNDA PRACTICA 


HD 


ANT 
[08)В\09)Е|10)л| 


DISTINTOS CAMINOS EN EL 
DESARROLLO DE LA TRIGONOMETRÍA 


Ningún historiador se atreve a fijar los inicios del desarrollo de la 
ciencia trigonométrica, La trigonometria surgió seguramente através 
de distintos hilos conductores y asociada a otras disciplinas como la 
aritmética, la geometria y, más tarde, el álgebra. 


Uno de los caminos por los que se abrió paso la trigonometria fue el 
de la resolución de problemas de astronomía de la ciencia griega. 
En esta línea podemos citar la obra «Sobre las medidas y distancias 
del Sol y la Luna» en la que su autor, Aristarco de Samos, calculaba 
las distancias relativas Tierra-Sol, Tierra-Luna con procedimientos 
geométricos. Aristarco aproxima el seno de un ángulo expresado а 
partir de las razones de los lados de un triángulo rectángulo. La 
utilización de la geometría como base para cálculos que hoy 
consideramos trigonométricos es una constante en la ciencia griega. 


Otro camino que contribuyó al desarrollo de la ciencia trigonométrica 
fue la construcción de tablas de cuerdas correspondientes a 
diferentes ángulos, Aqui podemos citar la obra de Hiparco de Nicea 
(150 aC), Menelao de Alejandria (70 dC) y sobre todo Ptolomeo 
(150 dC) con su obra el «Almagesto», En esta obra Ptolomeo calcula 
las cuerdas asociadas a ángulos centrales de 60”. 90", 120°, 72" y 
36°, a partir de diversas proposiciones de los «Elementos» de 
Euclides y de un teorema que aparece por primera vez en el 
«Almagesto» y que ahora conocemos con el nombre de teorema de 
Ptolomeo y que es básico para demostraciones geométricas de las 
fórmulas trigonométricas. 


Históricamente se puede considerar que los árabes fueron quienes 
dieron el paso decisivo para el tratamiento sistemático de la 
trigonometría. Seguramente fue esta civilización quien más 
contribuyó al desarrollo de la ciencia trigonométrica presentándola 
como ciencia independiente de sus aplicaciones en astronomia. Aquí 
podemos citar la obra Traité du quadrilatére de Nassir al- Din al- 
Tusi. Este tratado está dividido en cinco libros y cada uno contiene 
varias proposiciones y capitulos de trigonometría plana y esférica. 


Si la sistematización de la trigonometria la hicieron los árabes, еп 
Europa quien transmitió y mejoró esta sistematización fue 
Regiomontanus con su obra De friangulis Omnimodis. Esta obra 
consta de cinco libros, dos de trigonometria plana y tres de 
trigonometria esférica y presenta una exposición sistemática de los 
métodos de resolución de triángulos cualesquiera planos y esféricos. 
A partir de la difusión de esta obra se sucedieron otras que 
profundizaron en la trigonometria conduciéndola a la situación actual. 


PRIMER REPASO PARCIAL 


¿QUÉ ES ГУ ÁYGULO TRIGONOMÉTRICO? 

En geometría se define al ángulo geométrico como la figura formada por dos rayos que 
tienen el mismo origen. 

En trigonometría se define al ángulo trigonométrico como aquel que se genera por la 
rotación de un rayo (en un mismo plano), alrededor de un punto fijo llamado vértice, desde una 
posición inicial hasta una posición final 
ОА: Posición inicial 
ОА": Posición final 
О : Vértice 
a: Ángulo trigonométrico 


влог ааа 
OBSERVACIÓN: А 


-  Siel giro del rayo es en sentido antihorario, el ángulo 
que se genera es positivo. 


- Sielgiro del rayo es en sentido horario el ángulo que 
se genera es negativo. 


= Si el lado final coincide por primera vez con el lado 
inicial luego de un giro entonces el ángulo es el de una 
vuelta. 


A 


1V 
M A 


En un gráfico para poder sumar | ángulos trigonométricos, 
estos deben de tener el mismo sentido. 


EJEMPLO: 


De la figura. 
Hallar: а – В 


C о А 
RESOLUCIÓN: 


De la figura adjunta: a+(-B)= т vuelta 


1 
ыру 
del 


SISTEMA DE MEDIDAS ANGULARES 


Expresar la medida de un ángulo en términos del 
ángulo de | vuelta (caso del ejemplo anterior) no es muy 
comün, por ello se utilizan sistemas de medidas 


2 
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J)SISTEMA DE MEDIDA SEXAGESIMAL: 


También conocido como sistema de medida inglés. 


Es aquel sistema que divide al ángulo de una vuelta en 360 
partes iguales. 


Cada división es la unidad del sistema llamado “grado 
sexagesimal" (1°), 
Porlo tanto: X 1 vuelta = 360% 


También tenemos: 
donde: 
I' : minuto sexagesimal 
1": segundo sexagesimal 
2) SISTEMA DE MEDIDA CENTESIMAL 
También conocido como sistema de medida francés. 


Este sistema es de poca utilización y carece de 
aplicaciones prácticas. 


Es aquel sistema que divide al ángulo de una vuelta 
en 400 partes iguales. 


Cada división es la unidad del sistema llamado “grado 
centesimal” (1%) 


Porlatanto: Y 1 vuelta = 4008 


También tenemos: [7* = 100” 


1" = 100'] 


donde: 
I" : minuto centesimal 
1* : segundo centesimal 
а) SISTEMA DE MEDIDA RADIAL : 
También llamado sistema de medida circular ó internacional. 
Este sistema es el de mayor utilización en matemáticas 
superiores. 
Launidad de este sistema es el radian (1 rad) y se define como 
aquel que divide al ángulo de una vuelta entre 27. 
Porlotanto: X 1 vuelta = 2л rad 


Valores aproximados de т 


л = 3,1416]; ¡"== 


*Conclusión: | rad > 1? > 18 

FACTOR DE CONVERSIÓN 
Delas definiciones anteriores para el ángulo de una vuelta 
tenemos: < 1 vuelta = 360° = 400* = 2х rad 
Asítenemos: 180° = 200* = п rad A 9*—10* 
EJEMPLO: 


Factor de 
а conversión ACE 
236 x (TIM у. 36°= = rad 
а) 36-36 80" ) 3 


e 

je, Conversión EU g 

8 лл, Ж “. — гад = 50 
jd querra) 4 


RELACIÓN NUMÉRICA ENTRE LOS TRES 


SISTEMAS 
Considerando un ángulo trigonométrico positivo como 
en la figura. 
se 
a c* 
R rad 
Siendo: 


S :Nümero de grados sexagesimales del ángulo a 
С : Número de grados centesimales del ángulo а 
R : Número de radianes del ángulo a 


Entonces se cumple para el ángulo о: 5° = (+ =Rrad....... (1) 
Sabemos: 180° = 200! = т rad ....... (ii) 
(i) entre (ii) se cumple: DIE Ll 
De lo anterior se concluye que: 5-5 
Obserración: 
Para un ángulo positivo como es nuestro caso se cumple: 
C>S>R 
EJEMPLO : 
2R 


Si para un ángulo positivo se cumple: ret 


Siendo S, C y R lo convencional para dicho ángulo, hallar su medida en el 
sistema internacional. 


RESOLUCIÓN: 


De (*) obtenemos: sE e 


1 _2R 
Reemplazando en el dato tenemos: TEE оре =“ 


e 2R 
Operando en el primer miembro: TRE 


2 
=> 2% =R? c к=. 
EJERCICIOS : 
1. ¿Cómo se genera el ángulo trigonométrico? 


x 
+. Elángulo mide — rad 
ángulo mide 


SISTEMA DE MEDIDAS ANGULARES 


2. La medida del ángulo puede ser positiva o negativa, 
dependiendo de: 


3. ¿Todo ángulo trigonométrico es generado mediante una 
rotación? Explique, 


4. Рага medir ángulos trigonométricos. ¿Cuántos sistemas se 
pueden utilizar? 


5. ¿Cuáles son los sistemas convencionales de medida angular? 


6. Hallar la relación de orden entre S, Су К, para un ángulo 
en el sentido antihorario: 


7. Ordenar en forma creciente 
30°, 209, 2 лтад 


9. ¿En qué caso los tres números convencionales S, Су К son 


iguales? 


10. ¿Qué es el radián? 


GUIA DE REPASO 
NIVEL I: 
1)- Calcula: 
. 360.270 
216°- 2/1080 
91 92 93 94 JA 
2)- Calcula un ángulo en radianes, Si: 
2545С = 13, 6 
з) 210 rad b) x/100 rad 
с) 2/1000 rad d) 2/50 rad 
ө) 240 rad 


3)- Calcula un ángulo en radianes, si cinco 
veces la medida en centesimales menos 


e) 1/100 rad 


4)- Reduce: 
p. MC*S)* x(C- S) 


8)10 
940 


с) 30 


€«2 bs c6 98 NA. 
D Ei a ПВО NE сена сай 
ángulos intemos 


A-9x': В = 10х?; C- Trad 


b) x/2 rad 
е) 1/5 rad 


с) z/3 rad 


91 92 94 
р o E 
radianes, si 


ода ап 


е)5 


Мк b)2x 0) 5 


10)- Si se cumple que: 2"62' 63" = а'ага" 
Halla "а" . 


951 b)2 с)3 94 9) 5 
11)- Reduce : 
е= _32 +5<-5) 
61-57 ars 
1 52 93 d4  e5 


12)- Los ángulos de un cuadrilátero AMOR 
se miden en tres sistemas diferentes. El 
Card dr. el ángulo M mide 5/67 

rad y el ángulo O mide 80°, Determina la 
medida del ángulo R. 


а) 1720 гад Б) 117/20 rad 
с) =/30 rad 4) 32/20 гаа 


13)- Нава el ángulo en radianes que cumple 
con la relación: 


e) МА. 


14). Calcula el equivalente de 20°. 


а) 10" b)9* сол 
d)s/lOrad — e)»/18 rad AN 
15). Calcula el equivalente de z/1 
210 b) 107 Pp 5 
915 ©) 24 © 
NIVEL п XN 
1).- Calcula el de 7/48 rad. 
4246 5 245 
4345 "15 
2 суд інно 27 
b) 607 925" 
e) 45" 
l- Convierte a centesimal : 81" 
a) 50° b) 150" с) 250* 
d) 200" e) 125° 


4)- La suma de dos ángulos es 80° y su 
diferencia es 18”. Encuentra uno de los 


ángulos en sexagesimales. 
а) 40° 5) 45° €) 82 
413 е) 15° 


5)- Se tienen dos ángulos suplementarios, 
tales que el doble del menor es igual al 
mayor disminuido en 30°. Halla el mayor en 
radianes. 


в) 13 1/7 rad b) 13 я/20гаа 
€) 13 x/18rad d) 5 x/18rad 
9) n/18rad 


6)- Sabiendo que S y C representan lo 

uir uice reed Lien 
-S=4 

Halla Га medida circular de "а" 


а) 7/4 rad b) х/2гад 
d) s/8rad е) к/Әгасі 


7)- Determina la medida circular de un 
кию a: S=x -10 
=x+10 

siendo S y C lo conocido, 
a) srad b) n/2rad 
d) x/6rad 9) 2лгад 
8)- Determina la medida circular de un 
ángulo que verifica : 

S+C+R=383,1416 
Siendo S, C y R lo conocido. 


а) arad b) z/2rad 
d) 2лгад e) л/бгай 


9)- Нађа la medida circular de un ángulo 
que cumple : 


ЕСЕСЕЕЕ 
в) 1/20 rad b) л/10га4 €) x/4rad 
d) z/5rad e) n/8rad 


10)- Halla la medida circular de un ángulo 
que cumple : 


€) гад 


c) гад 


с) хМгай 


засын 
CR х R 
a)5 1/9 rad b)10x/8rad с) л/9гай 
d)3z/i0rad  e)9x/1Orad 


11).- Determina el valor de “а” (а>0) para 
que sea falso: 


a) Absurdo 
d)- 2/16 rad 


Бул гад — c)x/16rad 
$) - 1/8 rad 


CLAVES DE RESPUESTAS 


NIVEL 1 
с 
а 
ђе 


2b 
та 
12)b 


зь 
8)d 
13) с 


4b 5с 
9)b 10c 
14d 15c 


NIVEL | 


4 
213 
tte 


2ь 
7а 
12% 


ATRIGONOMETEIA 4 


* Aplicar correctamente la fórmula para el cálculo de 
la longitud de un arco de circunferencia. . 


LECTURA 


Ya los griegos anteriores a Sócrates descubrieron la 
parte de la Matemática que llamamos Trigonometría, 
de trascendental importancia en el desarrollo del resto 
de la Matemática, así como en todas las ciencias 
aplicadas. Entre las aplicaciones que entonces se 
hicieron de la Trigonometría encontramos una que 
nos llama poderosamente la atención. Tales de Mileto, 
en un viaje que hizo a Egipto, calculó la altura de las 
Pirámides por procedimientos trigonométricos. Para 
hallar esta altura solamente precisó dos datos que no 
le fueron difíciles de obtener. Estos son: la longitud de 
la sombra proyectada por la Pirámide y el ángulo con 
que el rayo de sol incide sobre la horizontal, ambos 
datos tomados a la misma hora. 


h=altura de la pirámide 
e=gngulo del rayo con la horizontal 


La medida de la longitud de la sombra no ofrece 
dificultad alguna. Para la medida del ángulo del rayo 
solar, muy bien pudo hacerlo dejando resbalar la 
sombra sobre un plano paralelo al rayo de sol y 
perpendicular al suelo y a la cara de la Pirámide que 
queda en sombra, tal como muestra en la figura . 

Al revizar capítulos posteriores estaremos en 


condiciones de solucionar este problema que, unos 
siglos antes de Cristo, fue capaz de resolver Tales de 
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Mileto. 


Hasta el hallazgo de la Trigonometría no se conocía 
más camino para resolver los problemas que el de la 
Geometría. En dicha parte de la Matemática se 
relacionan magnitudes de la misma naturaleza entre 
ellas para llegar al conocimiento de otras magnitudes 
desconocidas, pero que son también homogéneas con 
las primeras. Es decir, se manejan solamente elementos 
deun mismo conjunto: longitudes entre sí, áreas entre 
sí, etc. 


Los griegos, descubridores de la Trigonometría, 
tuvieron la genial ocurrencia de salirse de estos 
conjuntos cerrados y relacionar elementos de conjuntos 
distintos, tales como las longitudes y las amplitudes. 
Este es el objeto de la Trigonometría: estudiar las 
relaciones que existen entre la longitud de uno o más 
segmentos y la amplitud o ángulo con que estos 
segmentos inciden unos sobre otros. 


LONGITUD DE UN АКСО 


Se denomina arco a una porción cualquiera de una 
curva, como se observa en el gráfico: 


arco 


\ 


Nosotros vamos a tomar una porción de circunferencia 
que también sería un arco; y su longitud será nuestro 
objetivo en esta parte del curso, En el gráfico, tenemos 
una circunferencia de centro O y radio R. 


* Donde: 
:número de radianes del ángulo central. 
r:radio de la circunferencia. 


Ор. “АОЕ:1,-ав b 
pa PEOP. анне: ЕОР: L; =0r > L,L, = o0rR.. о (2) 
Нес: > Luego: (D = (2) > L,L, = LL, 
У С. 5 CIRCUNFERENCIA 
Y CÍRCULO 


Circunferencia 


Se cumple: 
Longitud de la Circunferencia 


ET 


Círculo 


SECTOR CIRCULAR 


с 
* Sector COD: өт =b 
* Sector AOB: 0(m+c)=a 


a—b 
mr0c—-a-0c—-a—-b-0-— 
e е ; 
II) En el gráfico A У 
a : 
Де PROBLEMA 1: 

Ls Calcular la longitud del arco correspondiente.a un 

ángulo central de 80? en una circunferencia de 18m 

B de radio. 


Ажт B)2x С)3л D)Ax E)8x 


Se cumple: |L; X Ls = Ly X Ly RESOLUCIÓN: 


DEMOSTRACIÓN : * Graficando , tenemos que convertir primero el ángulo 


A central a radianes : 
D ad 4 
L A = gg? х = Pri 
IE с атаа а 
2% Ж П) Calculamos la longitud : 
L-0R- x18 Е 


`В 


ш 
Lg 


R 
Ў в * Operando: L=8xm 
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PROBLEMA 2: 
En un sector circular, el ángulo central mide 30° y el 


radio 12 ст. ¿Cuánto mide el arco? 


RESOLUCIÓN: 
Graficando: 12 
< = 
12 
"о = 30х94 Е = тай E 


*L=0R> 1 = 512 => L- 2rem 


PROBLEMA 3: 


En un sector circular, el ángulo central mide 36? y el 
arco correspondiente mide блт . ¿Cuál es la longitud 
del radio de dicho sector? 


A)10m B) 20 С) 30 D) 15 E)5 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : R 
0< І = 6л 
R 
B 
I) convertimos el ángulo central: 
9 3ge x E700 9-32 vag 


180^ 5 


II) Aplicamos la fórmula : L-6R- 6x TxR 


* Despejando : R- 10m 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 4: 


En un sector circular, el ángulo central mide 72? y el 
radio 20 ста. ¿Cuánto mide el arco? 


RESOLUCIÓN: A 
Graficando: 20 
0 L 
20 
тгаа 2т A 
05799 x Sh eg 5 rad 


*"L=0R=>L=%x20=>L=8rem 


PROBLEMA 5: 

Calcular la longitud de un arco cuyo ángulo central 
correspondiente mide 10* y el radio del sector mide 
10m. 


А)лт B)2x су D)4x Е)8л 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando : T A 
o<] L 
10 
B 
I) Transformamos el ángulo central: 
л я 
108 =108 x =D 
П) Luego: L=0R 
>1-%х10-1-%т 
ЕРТА: "C" 


PROBLEMA 6: 


Еп ип sector circular, el arco mide 12 cm. Si el ángulo 
central se reduce en su tercera parte, se genera un 
nuevo sector. Determinar la medida del nuevo arco. 


RESOLUCIÓN: 
Interpretando: 


D 


"1-%, RLE 39 оң) =3(12)>L=8em 


PROBLEMA 7: 


Sip ts 


Del gráfico, determina: € т, 


Sectorgop : Lı 20x 2 = 20 

Ѕесѓогсор : 1; =0 x 5 = 50 

Ѕесіогдов : Ly =0 х6 = 60 

Luego: 

L,*L, _ 20 +60 
PAS 56 

PROBLEMA 8: 


Calcular la longitud de arco que corresponde a un 
ángulo central de 50* en una circunferencia de 


diámetro 36m. 
А)25лт В)бх 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando y cd el ángulo central en radianes : 


80 8 
C=— C=- 
552255 


E 50 


С)10х D)20x  Eji6x 


* Calculamos la longitud : 
L=0xR= 71x18» -бят 


ВРТА : "B" 
PROBLEMA 9 : 


Una pista está formada por dos arcos consecutivos 
correspondientes a ángulos centrales de 27” y 60* con 


EDITORIAL RUBIÑOS 
radios iguales a 20 km y 18km. repectivamente. 
Determina la longitud de la pista. 
RESOLUCIÓN: , 


Graficando: Es 


- тай. 


* Sector o5:0:27* 


Se 
L,=0R = fe 


= Sr rad 


* Sectorgoc :0 = во" x 184. _ Е 


L, =0R == x18=6n km 
> 1, + Ls = 9n hm 


PROBLEMA 10 : 


En un sector circular, el ángulo central mide 40* y el 
arco correspondiente mide 8x . ¿Cuánto mide el radio 
del sector? 


A) 10 B) 20 С) 30 D) 40 E) 60 
RESOLUCIÓN: A 
* Graficando : R 
o L-8x 
R 
B 
* Convirtiendo el ángulo: 
8 = 40* x XE >0=E rad 
200% 5 


* Aplicamos la fórmula: L=0R > 8x=ExR 
* Operando: R=40 

ВРТА : "D" 
PROBLEMA 11 : 
En un sector circular, se cumple que el arco mide Зя y 
el radio mide 6. ¿Cuál es la medida sexagesimal. del 
ángulo central? Қ 
А) 10% В) 20% 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando : 


I 
C)9* D)40* der 
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PROBLEMA 13 : 
6 Del gráfico, calcular "2". A 
= A)zrad 
oJ L= в)2® 
6 С) z 
B D) 4 
L4 
* En el gráfico, aplicaremos la fórmula: E) 5 2 
L=0R>3x=0x6 = 0- ғай RESOLUCIÓN: B 
* Convirtiendo al sistema sexagesimal: * Aplicando la observación anterior : 
arad 180° _4х-2лх x ж 
y Эбн 0р bio us sey >0=xrad 
БРТА : "C" ВРТА: "A" 
PROBLEMA 18: EROBLEMA UY 
5 El péndulo de un reloj mide 76 ст у al balancearse se 
Dela figura , hallar: 5 A desplaza 12% cada lado de la vertical. ¿Cuál es la 
A) 1 longitud del arco que describe? 
2 А)5лст В)7л С)10л D)8x E)6z 
BA RESOLUCIÓN: 
оі * Por condición del enunciado tenemos: 
4 
D)2 
E)0,8 
RESOLUCIÓN: B 
* Asumiendo que: m< AOB - 0 
=> recordamos: 0 -L 
* Para cada sector : 
O= Žan (D) ^ 6-35 П) 7 
e. Tan” * De la figura: Por dato la medida de а en grados en 
* Igualando (1) y (0): 12°, por consiguiente la medida en grados del ángulo 
ж. 3x ааа АОВ es 24*, equivalente en radianes a 25. 
+b 
36 * Aplicando la relación: Z = дг, tenemos: 
* Pide; ELT UM Ed 2x 
жы 3 (25) езет) 
ESA longitud del arco: АВ(2) = 10. 
>» arco: = 10х ст 
OBSERVACIÓN: AA 


En un problema cuyo gráfico tenga la forma: 


PROBLEMA 15 : 

Calcular la longitud del radio de una circunferencia 
en 

la que un ángulo central, que comprende un arco que 
mide 617," tiene una medida en grados 
centesimales representada por un nümero entero y en 
grado sexagesimales representada en la forma хх”. 
A) 3m B) 4m C)2m | D)2,5m E)3,5m 
RESOLUCIÓN: 


* Además: 


" 
26-240. 0-і, 


* Transformando а centesimales: 


61 10% 61 
9= 57% "ge = 54° luego para que "g" sea entero 
еп centesimales, se tendría que: х = 54 = 0 = 618 
* Que al transformarse a radianes , será : 
xrad 91x 
1008 100 


* Finalmente aplicamos: 


0=61# x 


RPTA : "C" 
PROBLEMA 16 : 


Sobre una circunferencia de centro “O” se tiene 3 
puntos: А, B y C (B entre A y C): si el punto B divide 


ala longitud del arco АС, de modo que la longitud del 
arco AB es media proporcional entre la longitud del 
arco AC y el arco BC. Se pide hallar la relación 
existente entre los ángulos АОВ - 0 y BOC = a 


A)8* «a - ба В)0? +а? = 20g 2 C)a? - 0 - 20a 
DJO*-a*=0% Е)0° -а= 20a 
RESOLUCIÓN: B 
* Graficando : A 

С 
* Además según enunciado : 


— => ба +а3 = 0" 
er ar 


= 0" -a° =a0 


AC_AB_(0+x)r_or 
pre ce Ee IE 


~ 


PROBLEMA > LAB 
dos poleas de igual diámetro, conectadas por 


БРТА : "D" 


na faja de longitud igual a “m” veces (тел) la- 


(sLoserru әк ано,  (|68( 


EDITORIAL RUUISOS 


longitud de la circunferencia de una de las poleas. 
Hallar el diámetro de las poleas, si se sabe que la 
longitud de la faja que no hace contacto con las poleas 
es 2L. 
L+2 


L+2 2L T 


ЕЙ m л" С мс i d 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando adecuadamente : 
L 
zR & "d zR 
L 


* Se aprecia que : 
Longitud de la Каја =2L +2 (xR) 
— pr 


г— т@лЕ) =21 +2лЕ = n — 
dato 
* Se pide el diámetro, el cual será: 
L 2L 
as a 5) —a(m-1) 


RPTA : "C" 
PROBLEMA 18 : 


La figura muestra un montacarga con un tambor de 


60 cm de diámetro, si el montacarga gira я radianes, 


entonces la carga se eleva aproximadamente a una 
altura de: (tomar x = 3,1416) 


A) 1,68m 
B) 1,67m 
C) 1,66m 
D) 1,65m 
E) 1,63m 


RESOLUCIÓN: ^ E 


* Debemos deducir que la longitud del arco girado, es 
igual a la altura elevada de la carga. 


y 


r=30cm=0,3m 


TRIGONOMETRIAZ [65 | ; LA ENCIOLOPEDIA 3012 


* Ahora aplicamos: 
та _7(8,14) 8 .,- 
=> ЕР= 4 х(0,8)=> L === хт0 > L=1,65m 
RPTA : "D" 


PROBLEMA 19 : 
Dela figura, calcular el с del sector circular 
D)8 


AOB. 

E) 14 < }- 
RESOLUCIÓN: 

* Del gráfico : 


A) 20 
B) 16 
С) 12 


L=Rx0>x+9=(x+1Dx 
>x+9=x% dra I=0 58-х 


* Бе pide Perímetro: х+1+х+1+х+9 


> Perímetro: Зх +11=3(3)+11=20 
RPTA : "A" 


PROBLEMA 20 : 
Determine el valor de “L” en el esquema mostrado . 


4)5 
B)7 
C)9 
D) 10 
E) 12 
RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico 
2 4 
3 
A 
Оен RO = 4.........(П) 

* Además : 


(R+5)0=14 > RO+50=14 


> 450-14 > 0-2 ^ R=2 


* Se pide: L=(R+3)0=(2+3)2=10 

RPTA : “р” 
PROBLEMA 21 : 
Calcule el perímetro de la región sombreada, siendo A 


y D centros, además AB=AD=4u. 


A D 
An az он z)»s(- =) юз(1+®) 
RESOLUCIÓN: 


Bp nc 


* Trazando los radios, 
adecuadamente : 


* Бе дедисе ше: 4 


* Se pide el perímetro де la región sombreada, es decir: 
2л 2r 
zu * Eg +4=4 (1 + =) 
ЕРТА: "A" 
PROBLEMA 22: 


En la figura mostrada se tiene un péndulo еп 
movimiento. Hallar aproximadamente la longitud del 
péndulo si su extremo recorte 10xm - 


RESOLUCIÓN: 


* Sea x la longitud del péndulo y L,, con L, los 
recorridos del extremo : 


* Del gráfico se сопре que: 
L- 


A 1,-37745- 10) 


180 


! Tas por dato: L: +L; = 10x reemplazamos; 


= Ha 20)- 10x 
ES PEEL] 

180 180 9 9 
=> x = 28,2 RPTA : "C" 


PROBLEMA 23 : 

En la figura mostrada la longitud de la cuerda AB es 
iguala 4m y la base sombreada es un cuadrado cuyo 
lado mide Im, si se gira en el sentido indicado hasta 
envolver toda la cuerda de dicha base. Calcular la 
longitud que recorre el extremo А. 


A)4xm 
В)блт С 
C)5xm 


л 
Ly =тук1® => Loo. pg. п) 


D)10zm 
E)20xm A B * Sea 2P el perímetro de la figura sombreada: 
RESOLUCIÓN: P =L; +1» +12................(ТП) 


* Trazamos los recorridos del extremo А : *Reemplazamos Гл II en ШЕ 


P=4xr+1+12=5x +12 
RPTA : «B» 


PROBLEMA 25 : 

Dos ángulos centrales de una circunferencia cumplen 
lo siguiente : 

I) Son suplementarios. 

II) La diferencia de los arcos que subtienden es 2em. 


* Del gráfico notamos que : III) La razón entre la medida de los ángulos es 5. 


3: 
L= 254 >2L,=2x ;L,- $2 1; === Halle (en ст) la longitud del radio de la circunferencia. 


т ж = 2(4+л) 3(4+л) с 7(4-л) 4(44 x) 
оази“ LEa SLs RES UTE ) 2x (4—x) Dr 
= La longitud total que recorre A es: RESOLUCIÓN: 
Зл л * Graficando : 
Ly + Lo + Lg + L ¿20 + enn AER о IN 
АИ DM LX EISE A A (1) / AC 
EM и OR-AR=2 ms п) 
Calcular el perímetro de la figura sombreada siendo O B. 4 
y B centros. A ЕНЕ A: [0770] 
а x 
А)5л+6 5 $ 
В)5л+12 E 


* De (D) y (ПІ) : Lian я = a E RS 
Ain - 
* Que al aa en (11), se obtendrá: 


2 
dt DR 


€)x«12/2-12 12 
D)4z +3 
E)5z +24 


A : 4+л 4+л 
RESOLUCIÓN: 


ATRI ETRIA A 
PROBLEMA 26 : 


Calcular el radio del cuadrante ACD, sabiendo que la 
esferita al soltarse del punto B, llega al punto C, 


además: АВ = (x + 2)ст. 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico : 
АЕ= AB 


> grin? ©, 


* Resolviendo : r = 2 

RPTA : «C» 
PROBLEMA 27 : 
Se tiene una lámina en forma de sector circular cuyo 


ángulo central mide 2 rad , al cubrir el arco con un 


hilo de E de longitud este no queda cubierto 
totalmente, faltando una cierta longitud de hilo. Pero 


8л 


si es cubierta con una longitud de 27 j; sobra una 


longitud igual a la que faltaba апа пета. Halle 
(en m) el radio de la lámina. 
AJ3 BJ4 С)5 
RESOLUCIÓN : 

Gráficamos de acuerdo a la condición: 


1”саво: R L 
Md 8л 
7 
Е 


D)6 Е)7 


8x ЕЖ: 

AER ict “ҡ."(1) 
бл 8л 2zR 

Sumamos (I)a (H) ат 

luego el radio de la lamina es: 3m. 


=> 2л-25Е = Е=3 


ВРТА : “А” 
PROBLEMA 28 : 
En el gráfico se muestran tres tuberías del mismo 
diámetro de longitud D , que para sujetarlas se las 
envuelve con un alambre de diámetro despreciable . 
Determine la longitud de dicho alambre . 


А) рх + 3)u 
B) Día + 2)u 
С) рк + 4ји 
D) D(s + 5)u 
E) Diz + би 
RESOLUCIÓN : 


*Vista frontal de las tuberías : 


*А unir los centros se forma un triángulo equilátero 
00,0, 


*Se pide : 
Longitud Jet alambre = L=3TP + E, PR nosene. (I) 
*Del gráfico : 
TP = 2r 
tPR-rx = A 
*Reemplazando en (1) : 
L=3(2r)+ 5 E (2r) 


*Pero : D=2r 
> L=D(1+3) 
PROBLEMA 29 : 


De la 


RPTA : “A” 


figura mostrada 


isi дв - Беру=би, 
AC =1,5u, Lor aw Рур Halle en radianes la 


medida de 0. 
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A 
[4j 
о 
D 
B 
Au B)2 C)1/3 


D)4/3 E)3/4 


RESOLUCIÓN : A 


Se cumple: 


La-La 
En el problema: se ESE -ә30--6- >0=4/3 
2 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 30 : 


A partir del punto A se coloca una cuerda de longitud 
£ sobre la superficie mostrada . Indique el punto en el 
з 


ES Sb t 
cual coincide el extremo de la cuerda , si т LET 


АВ D) E 


B)C 
RESOLUCIÓN : 


ЕЕ 


r: 


¡R= s > 2xr=t 
*Datos : я 


736 
= (> (longitud del arco AB) 


*8ea: 
(-(АВ)-(В7) 

27 ЗЕ 
э гъа РЕ x 


3х 8 ж л 


1=—+5 > ===“ > „== > хтада= = rad 
л 4 4 


4 т 4 
=> хтад= 45: => жтад= 4 7. т=р 


ВРТА : "C" 
ГІ 


PRIMERARPRACTICANDIRIGID 


s, = 
(93)Determinar : “х”. 

A) 1,2 cm 02 cn. 
B) 0,75 cm 

C) 12 cm Ed 
D) 7,5 cm = 

Е) 4,3 ст 


(03) Determinar “х”. 


А) 0,5 т 
В) 1,0 т 
С) 15 т 
D) 2,0 т 
Е) 2,5 т 


@3) Determinar “х”. 
А) 1 
В) 0,1 4 


С) 0,2 ~ 


D) 0,5 
E) 1,1 х 


[2 Determinar ja longitud де un arco correspo) і 
a un ángulo central de 15°, en una circunferencia de 
diámetro 48m. E 


A)zm В)2л 


C)3x 


ATRIGONOMETRIAL 


(63) Determinar la longitud de un arco correspondiente 
a un ángulo centrald е 40% en una circunferencia de 
radio 10em. 
A)zem В)2л 


С) Зл D)5z 


(69 En un sector circular, el arco y el radio están en la 
relación de 4 es a 3. Determine la medida del ángulo 
central correspondiente. 


3 3 
AE = 
гаа В) = 


Е)7л 


4 4 3 

С) = р)— Е)— 

2 3 ) 5 4 7 

D En un sector circular, el arco mide блт y el ángulo 

central 30*. ¿Cuánto mide el radio? 
A)30 m B) 33 C) 38 


D) 42 E) 48 


(63) En un sector ciruclar el radio mide m y el 
л 

ángulo central mide 45”. Determinar el arco 
correspondiente. 

А)0,1 ст В) 0,2 С) 0,3 D) 0,4 Е)0,5 
O En un sector circular el arco mide 16лт y el 
ángulo central mide 144”. Calcular el radio. 
А) 14m B) 16 C) 18 D) 20 


O En un sector circular el arco es la cuarta parte del 
radio. Calcular la medida del ángulo central. 


E g 8 2 
(S ве (mj (2) m. 


л л л 


Е) 23 


(O) En un sector circular el radio es el recíproco de la 
medida radial del ángulo central. ¿Cuánto mide el 
ángulo central de otros sector circular de radio 4, si 
poseen el mismo arco? 
1 1 + 1 1 
25 B)- = 1-2 E 
А ALO ЕЕ 
@ En un sector circular el arco y el radio están 
representados por dos números enteros consecutivos. 
Si el semiperímetro del sector mide 7m, calcular el 
ángulo central de dicho sector. 


А)0,2 rad B)0,4 C)0,6 
@ En un sector ciruclar el ángulo central, el radio y 
el arco están representados por número consecutivos, 


Calcular el ángulo central de dicho sector. 
4)1,1424 rad В)1,4142 C)1,731 0)1,39 E)1,35 


D)0,7 E)0,8 


(3) Calcular "2" del gráfico mostrado, si: 2 -5. 
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ilr 10x 
AP PE 


(5) Del gráfico, calcular "0" en el sistema francés. 


я 
Ds 


А) 125 D 5 А 
B) 15: 
С) 30* 
E) 40* 
с 
В 


49 En el gráfico , Determinar "0". 


8 48 
А) 75° у 
В) 88° 
с) 109° О <) 75 
D) 115° 
E) 186% RS 


SES 

(£2) En el gráfico, Determinar “E”, 
A)2x D s 
В)4л 

C) 0<] 10л 
D)8x 

С 
E)10. 
E A 


08 En el gráfico, Determinar “а”. 


A 
D 
A) 12 
В)15 0<] 14m 
C) 17 
D) 20 
Е) 23 A 


(49) En el gráfico, Determinar "g". 


А)8л 107^ 4 
B)5x ҮЗ р 
az 

Б 7л 
pa © 

2 

ilz 

HEE св 


(д) Del gráfico calcular la longitud que recorre el punto 
“P” si este cubre totalmente el cuadrado. 


A)12x km 
B)4x 

C)17x 

D)20x P 
Е)24к 4 
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D Determinar el radio de una circunferencia tal que 
un arco de 16 em de longitud subtiende un ángulo 
central de 3rad. 

А)15 ст В)12 ст С)10 ст Р)5 ст Е)2,5 ст 


@ Determinar la longitud de arco en un sector 
circular cuyo ángulo central mide 40? y el radio es de 
15 em. 


1 91 


4л Зл 
4)—- B oF 


ыш 


Зл л 
Р) 10 EF; 


an Determinar “І”. 


4)2 
B) 4 
C) 5 
D)7 


E) 8 === 


(03) Del gráfico determinar “R”. 
3 


8 


А)1 
B)3 R 
C)4 
D)5 
E)6 R 


3 

(3) Determinar "x" en los sectores mostrados. 

e 
А)2 3 
В) 2,5 
Оз 
D) 4 
Е) 4,5 3 x 


o 
a 


DIRIGIDA 


@ Determinar la longitud de un arco correspondiente 
aun ángulo central de 60^, en una circunferencia cuyo 
radio es 3m. 

Аж Бул  C)9x 


DJS E)2z 


(62) Determinar la longitud de una circunferencia cuyo 
radio mide бт. 
Алт В)блт C)i0xm 


D)20xm Е)15ят 


63 Del gráfico, hallar “x”. 


(93) Determinar la longitud de arco correspondiente а 
un ángulo central de $0? en una circunferencia de 36m 
deradio. 


А)4лт B)16z С)32л D)36x E)r 
(03)Determinar la longitud de arco correspondiente a 


un ángulo central de > rad en una circunferencia de 
8m de radio. 


Ајлт  B)32x  C)2x D E)4x 
68 En un sector circular, el ángulo central mide 60° y 
el arco correspondiente mide бя. ¿Cuánto mide el 
radio? 

A)6 B)9 C) 12 D) 18 E) 15 
(92) En un sector circular se cumple que el arco mide 
бл y el radio mide 12. ¿Cuál es la medida sexagesimal 
del ángulo central? 


A) 45° B) 60* 


69 En un sector circular, ве cumple que el arco es el 
triple del radio, ¿Cuánto mide el ángulo central? 
A)irad В)2 С) з D) 6 E) 12 
(09) En un sector circular, el arco mide 2лст y el radio 


бет. ¿Cuál es la medida sexagesimal del ángulo 
central? 


A) 30° B) 45° C) 60° D)75 Е) 15° 


69 En un sector circular la medida del radio y el arco 
están representados por dos números enteros 
consecutivos. Si el perímetro del sector es 17 ст, ¿cuál 
es la medida del radio? 

А) 3 ст B) 4 С) 5 D) 6 Е) 8 
@ Señale la longitud de un arco, correspondiente а 
un ángulo central de 45? en una circunferencia de 
Вет de radio. 
A)zrem  B)3x 


С) 90°  D)180 Е) 120° 


C) a D)4x Е)9л 
(42) En un sector circular, el ángulo central mide 40" y 
el radio 20cm ¿Cuánto mide el arco? 

A)2zem В)4л C)6z D)8z Е)10л 


(13) En la figura halle el perímetro de la Зен 
sombreada , > 

А)(12 +л)т 
B)242z2)m 
С)(12 + Зл)т 
D)J(12+4x)m 


т 
Е{в+=)т 


ATHIGONOMETRIAS 


@ En la figura mostrada, la masa “М” se desplaza 
una distancia igual a 3m, de tal manera que la polea 
efectúa un giro de rotación igual a 45” alrededor del 
punto “0”. Determine la longitud del radio de la 
circunferencia aproxime (л = 3) 


В) 2 
С) 1 
D)4 
E) 5m | 

мо" 

ФЭ El tramo de una carretera está formada рог 2 arcos 
de circunferencia , el primero tiene un radio de 18 km 
y un ángulo central de 40” y el segundo tiene un radio 
de 36 km у un ángulo central де 50°. Calcular la 


longitud total de este tramo [aproxime ==) 

A) 40 т В) 44 т С) 48 т D)52m Е)53т 
(9 En la figura, calcule el espacio que recorre la masa 
“т” alir desde “A” hasta “В”. 

Datos: BC = 4m ; CD = 2m 


(O Hallar la longitud recorrida por la esfera “т” al ir 
desde la ubicación “A” hasta su nueva ubicación “B” 
según la figura mostrada. 


Punto de rotación 
(9 Si la longitud de un arco es igual a 5xcm у su 


radio es Зет. ¿En cuánto debe disminuir su ángulo 
para que la longitud del arco no varíe y su radio sea 4 
em? 


A) 150° В) 160: С) D) 200° E) 75 
(9) ¿Cuál es la longitud de un arco de circunferencia 
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correspondiente a un ángulo central de 30? si el radio 
de la circunferencia mide 18 m? 


А) жт В)2лт C) Зят D)6xm E) 18xm 
ÉDEn el gráfico : Determinar “х”. 

O: centro de los arcos AB y CD 

AC=BD=2 " р 

m(GD)-» 2 

т (AB)=x = 

М<АОВ = Irad pe 

Calcular “х” Akg —C 

A7 B)2 С) з р) 4 Е) 5 


@ Determinar el perímetro de la región sombreada 
siendo 0, y 0, centros de la circunferencia de radio 
6m. 


A)2zm 
B)6xm 
C) 12zm 
D)18xm 
Е)8лт 


63 Del gráfico, Determinar "g". 


3m с. 
А) 15% R 
B) 30* 
C) 45° 3m 
D) 60° A 
Е) 5° ,—R O D 


63 Del gráfico ; determinar "0". 


@ Determinar la longitud de un 
arco en un sector circular cuyo 
ángulo central mide 60° y el radio 
12m. 


A)2r т B)4xm 
0)8п m Е)12хт 


С) 6r m 


@En la figura, determinar la 
longitud del arco BC ,si АС=18 т 


A) тт 
В) 3r m 
С) 5лт 
D) блт 
Е) 8x mA E с 


(93) Еп la figura si ?ОА-АР, 


D) 4 
E)6 


@0еіегтіпаг la longitud del 
arco de un sector circular de 
ángulo central 45°, sabiendo que 
la longitud dela circunferencia 
es 600 m. 

А) 75т  B)60m 
р)65т Е) 80 т 


С) 120 т 


@ En figura determinar la 
longitud del arco BC si AE=20m 


[76 | 
(99) Determinar e L¿=5L, 


Ајк i8 
B)x 4 
С) 1/5 
D)x/6 
E)x 18 / grad 


(62) Determinar la керші delarco BO 


(69) Dado un sector circular de arco 
12m de radio (x+3)m y el ángulo 
central 2 radianes, Calcular v 4." 

A)2 В)3 C)6 D)S EJ10 


Determinar "9" 


А)0,5гай 

B)irad <Q 

С)2гаа 

D)3rad 

Ej1,5rad 

«ђЕп la figura se cumple: 
A)1 R 

B) 2 L 

C) з =) rad 

E) 5 R 

@ Еп la figura АОВ y DOC son 
sectores concéntricos, Determinar 
B) 0,2 

C) 0,3 

D) 0,5 


Calcular el área del sector: 
D) 4 
E 
А) 0,1 B 
E) 1,5 e 71 
b 
yZ 


(3) Caleular la longitud de la 
circunferencia inscrita si la longitud 
delos arcos AB y CD miden 2 y 5. 


_ а? +2 + с? 
4% lar: А а(е–ђ) 
А) 14 
В) 13 
C) 12 
D) 11 
E) 10 


(O Calcular += 


@ La medida de un ángulo 
wat de una circunferencia es 


un arco 


E 


d longitud es- и 


Calcular "x" si el radio la 


[XATRIGONOMETRIA5 |] 

р)18 Е) 1/10 

@ A partir де la figura, calcular: 
а + 25 

а= a—b 

А)1 a 

В)г 

С)3 

рм Е 

E)5 LD 

€DSi la longitud de la 


circunferencia es 247 , calcular la 
longitud del arco 48 


A) бп 

B) 9x 

С) 12х o<) 
D) 157 

E) 241 


TA 


| о 


@ Del gráfico. calcula «Le 


36cm. 


o<) L 
36cm 


B 
Ајлст В)2лст C)3zcm 
Р)4лст Е)блст 


@ Del gráfico. calcula «L». 
18cm 
0c) L 
18cm 
B 


А)хст В)2хст 
D)4xem Е)бхст 


@ Del gráfico. calcula «L». 


C)3xcm 


| 77 | 


< 


А)яст В)?лст С t9 
П)4лст Е)блст 


63) Del gráfico. calcula «oy 


ES. 60* 


А)2лст B)3xcm do. 
Р)9лст Е)12лст 


63) Del gráfico. calcula «L,-Ly». 


я 
Буз 18 


4)75 d с)1з-^_ 


л 
р)г8 7 D 


(69 Del gráfico. calcula "L,— Lg" 
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A)rem | B)?zem С)Злст 
D)4xem Е)блст 


63 п tramo de una autopista 
curvilínea está formado por 42 
arcos sucesivos. El primer arco 


corresponde a un ángulo de = asd У 


con un radio tal como R , el = 
corresponde a un ángulo central 
que es el doble del anterior y con 
un radio que es el doble del anterior, 
el tercer arco corresponde a un 
ángulo central y un radio ambos 
triplicados respecto al inicial, y así 
sucesivamente hasta el último arco. 
Determine la longitud total de la 
autopista curvilínea. 

А) 593в В) 59418 С) 505nR 
D) 597R E)5971R 


(CLAVES 5 DE LA PRIMERA PRACTICA 


LONGITUD DE ARCO 


En matemática, la longitud de 
arco, también llamada 
rectificación de una curva, es la 
medida de la distancia o camino 
recorrido a lo largo de una curva o 
dimensión lineal. Históricamente, 
ha sido difícil determinar esta 
longitud en segmentos irregulares; 
aunque fueron usados varios 
métodos . 


Al considerar una curva definida 
poruna función f(x) y su respectiva 
derivada f''(x) que son continuas 
enun intervalo [a;b] ,la longitud S 
del arco delimitado por a y b es 
dada por la ecuación: 


= ЈЕ [гај а» 


* Usar correctamente las fórmulas para el cálculo de 
la superficie de un sector circular. 


* Interpretar los ejercicios que contienen condiciones 
en forma literal sobre sector circular. 


INTRODUCCIÓN : 


El profano confunde a menudo circunferencia con 
círculo. Para no caer en dicho error, siempre hay que 
tener en cuenta que la circunferencia es una línea y 
no una superficie. Un ejemplo de aquella es una llanta 
de bicicleta vista de perfil. 


Se denomina sector circular al área de la porción de 
círculo comprendida entre un arco de circunferencia 
y sus respectivos radios delimitadores. Para tener un 
sector circular hacen falta dos parámetros, a saber: el 
radio y el ángulo central en grados. 


ÁREA DE UN SECTOR CIRCULAR 


A la porción sombreada de la figura, se denomina 
sector circular. Si 9 es el ángulo central expresado en 
radianes, de una circunferencia de radio r y si "S" 


denota el área de un sector circular subtendido por Ө. 


Dado el sector circular AOB de 
A y ángulo central АОВ, de medida 

S |І. 0 rad , radio г y arco AB de 
longitud L , se puede calcular su 
superficie de la siguiente 


También por longitud de arco, se tiene: L=0xr de 
donde se obtiene las siguientes relaciones: 


OBSERVACIÓN : 

En la primera fórmula si hacemos 0 = 2x tenemos que 
el área del círculo es жғ?. 

propiedad : A 


* Bases del trapecio: Lc, y Lg қ ы 


* Separación de bases: AD-BC-R-r 
* Para que el trapecio exista, se debe cum 


] 
| 


(mucosonETMAS > 7 IA ENCICIOFEDIA 3015) 


0 <mx<central < та 1 vuelta 
ғай агай ағай 


= [0<0<2r] 


ÁREA DE TRAPECIO CIRCULAR ($5) 


* Área del trapecio circular 


Ea 
2 


OTRAS FORMAS DE CALCULAR EL 
ÁREA DEL TRAPECIO : 


*En función de los radios y el ángulo central: 


5,х5ҙ-5,х5, 


n 


PROBLEMA 1: 

En un sector circular el radio mide 4 m y el arco 
correspondiente mide 35m . ¿Cuál es el área del sector? 
А)бят? B)8x C)10x D)i2r Е)14х 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando, reconocemos los siguientes datos: 
R=4m; L=3xm Зл 


Ad 


* Luego, usamos: s IA 


* Reemplazando: sl > S=6xm* 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 2: 
Calcular el área de un sector circular cuyo ángulo 
central mide 40* y su radio mide 10 m. 
А)8ят? | B)lOx  C)40x  D)6x 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando, notamos que el ángulo no está expresado 
en radianes, por lo que el primer paso será : 


E)4x 


A 
Іт 
= "rad x Ж | 
0-40 хор => де тоа 10m A 
B 


* Reconociendo datos : ө-5 AR=10 


я 
Z x0) 
. ¡s=9B "506% 1006 
Luego usamos : S 3 > 3 10 
>S=10xm*? 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 3: 
Calcular el área del sector circular mostrado. 
A)2xm* 
B)3x 
Сл 
р)7х 
Е)2,5х 
RESOLUCIÓN: 
А n sanos :30* 5 79d ж 
Convertimos 30” a radianes : 30" х 180° -47“4 


я 


* El número de radianes es : 0 


ASECTOR CIRCULAR ^ 
*La longitud del radio es :6m > г=6 
* Aplicamos la fórmula : 


т? (6)? я 
1707 A= 2 х. A=3x 


> el área del sector circular es: Злт? 


ВРТА: “B” 
PROBLEMA 4: 

En un sector circular el ángulo central mide 20? y el 
arco correspondiente mide 4x. ¿Cuál es el área del 
sector circular? 
Aj24x B)36x 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando, notamos que el ángulo central no está 
expresado en radianes, así que : A 


С)48л D)72x Е)9бл 


zrad 4л 


80% 


o<] 


9=20°х 26-5 rad 


B 


* reconociendo datos: 0 = $ A L=4x 


=> usaremos entonces la fórmula : 
(4x) _ 161? 


2x5 2х5 


* Reduciendo, queda: S=72x 


=== 


RPTA : "D" 
PROBLEMA 5: 
Un satélite describe una órbita circular alrededor de 
la tierra, a una altura de 572 kilómetros. En un cierto 
intervalo de tiempo, su radio vector (origen en el centro 
de la tierra), genera ángulo de 100°, ¿Cuál es el área 
de la región barrida por el radio vector? Considerar el 
radio de la tierra igual a 6 376 kilómetros. 


AJO x km? B)(105 — 1) s km? 
С)1226 3087 km? D)13 409 640л km? 


RESOLUCIÓN: 
* Graficando tenemos: 


Satélite 


%0 : Es el ángulo central cuya medida еп | я es 
100, convirtiendo a radianes dicha medida se obtiene: 


>? SA 
*Entonces de la relación : s=; donde r=R+d 


* Se tiene :S= (= q 


2 


* Por consiguiente : S=13 409 640x Ет? 
ЕРТА: "D" 
PROBLEMA 6: 
De la figura , hallar el área de la región sombreada : 
(x+4)m 


A)12m* 
В) 6 т? 
С) 8 т? 
D) 10 т? 
Е) 12 т? 


RESOLUCIÓN: 
* Debemos recordar que en un Trapecio circular : 


* Aplicando la fórmula : 


А4% 05028) а) 


> ^=($)* 4> А=12т? 

RPTA: "E" 
PROBLEMA 7: 
En un sector circular de área 1007 ‚ве reduce el ángulo 
asu mitad y el radio se duplica, obteniéndose un nuevo 
sector circular cuya área es: 
А)100л  B)200x  C)50x 
RESOLUCIÓN : 
* Situación inicial: 


D)25x 


Е)400х 
2 
* Aplicamos: sE 


2 
> в,= 25 =100я 


08? =200я 


A c mmn 


RPTA : "B" 
PROBLEMA 8: 
En un sector circular el ángulo central mide 40? y en 
otro sector circular del mismo radio, el ángulo central 
mide 36°. Siendo “S,” y “S,” las áreas de los sectores 
circulares mencionados respectivamente, calcular: 


5, 
к-сі 
4 5 9 10 9 
өс BE © DS ЕЈ 
RESOLUCIÓN: 


* Para el primer sector: 


ӨЕ? өв? ^g zR? 
== 2 SUE у у 9 
* Para el segundo sector : 


2 
* Usamos la fórmula : sE 
л 
D БЕ? pr 
а aA D 
zR? 
Luego piden к= - 9 к-19 


REZA: С" 
OTRO MÉTODO : 
Como tienen el mismo radio, entonces se puede aplicar 
la propiedad : 
S, 2 ө 


ЕЯ и шу 
8, а 


S, 36 9 


PROBLEMA 9: 


De la figura: Si АОВ y COD son sectores circulares. 
Hallar el área de la región limitada por ABCD (en и?) 


A) 4(x+1) 
B) 4x*2 
C) 4х+3 
D 4x4 
E) 4x+5 


RESOLUCIÓN : 
> Considerándolo el ángulo central"g", se obtendrá : 


* En el gráfico : ~ 
>2x+4=0(x+2)>0=2 
* Ahora en el trapecio sombreado : 


ЖЕ Ja > Soma дш. 
= „ть, = x(2) 2x +4 => Быть, = 4 (x +1) 
RPTÀ : “А” 


PROBLEMA 10: 


Dada la figura , determinar el perímetro del sector 
circular COD , sabiendo además que el área de la 


región limitada por el trapecio circular es zu. 


RESOLUCIÓN : 
* Ра enunciado : Е 


7 
ЕЕ 


>EED, 1.7 0 


2 24 


* Resolviendo :х=3 


* Ahora consideramos que : 


* Se pide el perímetro de COD, el cual será: 


2г+==2(3)+ 3-6 


RPTA : "E" 
PROBLEMA 11: 


Del gráfico DQC, CPA y AOB, son sectores circulares. 
Además 


2DQ=PC,2PC=0A; AB=6AC y 6Spoc=Scra; 
se pide determinar: 4. 
0 


E)2 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


oS. 
* Del sector АОВ: a(4r)-6L........ (Г) 
| гоне В(®г)=1........(П) 


; + 65 pe 5 UII) 


cx nada ДЖ А З 


RPTA : "B" 


PROBLEMA 13: 


Enel gráfico mostreado , г-% y el área de la región 
sombreada es igual el área de la región no sombreada 


. Halle : 2 
a 


* AOD y EOF son sectores circulares 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : O 


* Por dato : 
S,*8548,-S, | 

2 2 
55 gu 200 емее), 
* Operando : 242k*a - 73k? В 


Bares, 
Ра 73 | 


n 


determine Su дов > Sector circular 
1 


A) 58 B)59 С) 60 D) 61 E) 62 
RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : 
Өх? 
ST 
5. 9 GI (30x) 
31 2 2 
Ө 2312-30? 
S2 (31? – 307) 
2M dr 3 -61 
1 o. у 
2 RPTA : "D" 


PROBLEMA 14: 

Un molinete de riego tiene un alcance de 12 m y un 
ángulo de giro de 135”. Calcular el área (en т?) del 
sector circular mojado por el molinete 
Usarz => =8,14. 

А)161,56 B)163,56 С)165,56 D)167,56 E)169.56 
RESOLUCIÓN: 

*El área de la región sombreada representa el área 
mojada por el molinete. 


PROBLEMA 15 : 

En la figura se tiene un ángulo central de medida 
radianes y arcos de longitudes “5” y “е” 
respectivamente. Entonces el área de la región 
sombreada mide : 


_ LÀ ENCICLOPEDIA 2012 


юз tolm юз юм 


> 
~ 


PROBLEMA 16: 
Hallar el radio del sector COD D 


AB=0metros;S pc - óm* 
ANS 
B) 
С)2 
ры? 
ENS 


RESOLUCIÓN: 
Primero: 
* Ahora aplicamos : 


a+b 
suo (Pe 


= Вика -( um 


Ji» 


0 
52 = y (55363) 
DATO 
22-z*-125x-48 


ЕРТА : “A” 


PROBLEMA 17: : 
a de un sector circular es de 4m*, su perímetro 

es de 8 m. Determinar el radio. 

Алт  B)?m  C)$m 

RESOLUCIÓN: 

* Del perímetro se deduce que : 
2R+L=8 R 

=> Б=8-2Е........(1) 

* Аһога де! йгеа: 


RL 
4. AR me 


D)4m E)5m 


* Reemplazamos (1) en (1I) : 


LCD доо AR 4-0 >(R-2)'=0>R=2 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 18: 
Halle el área de la región sombreada , siendo AOB y 
POQ sectores circulares , además ОМ-О,0 
A)2xR* 


E)sR* 
RESOLUCIÓN : 
* Completando datos en el gráfico : 


* De donde se deduce que : 
Бена = Sá -S4 


v 


1 k 


| E IN x1 
Зеньков gna + R) хз 3028 * 


BETA t Тай 


[8% | EDITORIAL RUBIÑOS 


PROBLEMA 19 : A 
Calcular el área máxima del trapecio circular de 
perímetro “р”. pia 


2 2 2 2 
| B- EE = tui 
A16 Bj o DIT E) 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 
* Por dato : 
[perímetro 
2h +b +В =рР........(1) 
* Además : 2 
b+B 
в-(2+8)) ап 
* Reemplazando (1) en (II) : 
P-2h|, Ph-2h* Ph ,s 
S (E Jae 385 e 
* Tratando de completar cuadrados: 
«РА pa P* Р? 
82 -16*16 
artificio 


E н-32.. 1) 


* Se pide el perímetro:  P=2R+L....... (11) 
32 
* Reemplazando (1) en (П): р-г(32), 1, 
о РЕЗЕ, 
* Pero por desigualdades tenemos : 
64 +L 
E JL. e. E 
>P216 
+ Luego: Pninimo=16 
ВРТА : "B" 
PROBLEMA 21: 
Злов _1 


De la figura, si: Sax 4 


Hallar "2"(0 es centro y 2BC-OC-OD) 


о 


S 


в 


RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 

* Dato: 
2BC-OC-OD 
a | а) 


* Sabemos que el área para un sector circular se calcula 
: Área =2 gr? 
2 


* Reemplazando en Г: 


[85 | — Тил ENCICLOPEDIA жола) 


1 
A БҮ НЕ 
Faro 4 (кода 4 


> 90=2x-0> 100=2x > 0=% 
PROBLEMA 22: 
Del gráfico, dados los sectores circulares, calcular el 


ЕРТА: "B" 


área sombreada . Datos : AH? д; BC=4xu ; ÁD=2%u 


Алы 

B)10,? 
C)12,7 
D)15,7 
Е)20џ? 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : | 


* Dato; АВ=б и 
~ a D 
ВС-4ли ; AD =2ли E 

* Entonces : с 

Área oniro (45275 => Агеа mombreado "154" 


2 
RPTA : "р" 
PROBLEMA 23: 


De la figura mostrada, si PM=L,,QN=L,,L¿=3L,, 


además: mq ABC=60°, P у Q son puntos de tangencia, 
OP=0Q=R. Determine 8,%8, 


B 
Р, 
Q 
с 
E N 
Rx Біл Rx Rx Rx 
Ax "y E TIE) 
RESOLUCIÓN : 


ВРТА : “A” 
PROBLEMA 24 : 


En la figura mostrada AOB, COD, EOF son sectores 
circulares Блу = Фе =b- а „еф -a,determine el 
área de la región sombreada en función de 9, a y b. 


RESOLUCIÓN : 
*Graficando : 


F *Sabemos : rd con alcance 


c A Ox S 
B (CAD+BC)Z ` 4 
6028 b b 8 = ell) 
АХ а) В)(а 5) C)(b-2a) 55 i 
H b a-2b • 60^-— rad 
D)(a- 2b) 35 E) 20 3 
FE Ай-®х1=® б-а“ 
RESOLUCIÓN : > (ADe- x1 ЗЕ (ВС: 374 3 
*Reemplazando en (1): 
по 4 
E 
2 2 
RPTA: “В” 


PROBLEMA 26 : 


De la figura mostrada S y 2S son las áreas del sector 
circular AOB y del trapecio circular ABDC, además 


Ela? at (5-ал-а „_ Ка 
(573 зо 7575 39-3570 995, 
ВРТА: “С” 


a que se muestran en el gráfico gira un BE 
60° .Si tiene un alcance máximo de 4m y un 3 
о de Im ; ¿cuál es el área de la región RESOLUCIÓN: | 


НР ЗРЯ ARS 


1 
405 


LA ENCICLOPEDIA 018 


ЕРТА : “D” 


PROBLEMA 27: 


En el gráfico se muestra una plancha de madera . Si 
АВ = ОС = а у DOC es un sector circular , entonces 
el área de la región sombreada es : 


MS ae сала ја 
равнија gj (45 tes 


RESOLUCIÓN : 


* >. OBC : m£0CB=60* 
D 
n 
27 

Se sÂ У, у ва тад 

21 (0) (42,5 AB) 
> Sy НОС а 
әк бе и 


ВРТА : “В” 


(PRIMERANPRAGIICANDIRIGIDA) 


@DDeterminar el área de un sector circular de radio 
6m y un ángulo central 60". 


А)З3ят? В)4л C)6x D)8x Е)12я 


(63) Determinar el área de un sector circular cuyo arco 
mide 8m y su ángulo central correspondiente 3 rad . 


Ajem* В)4 oZ D)2  EJ16 
63) Determinar el área de un sector circular de ángulo 


central 20* y de radio 10m. 
А)яст? B)2x С)5л 0)10я ЕЛбя 


(93)Determinar el área de un sector circular de una 


circunferencia de diámetro 10m y un ángulo central 
de 12°. 


27-59: ПЕ, %% 
A) gm В) = Св = DIG" Е) в 


(63) Determinar el área de un sector circular cuyo radio 
y arco son números enteros consecutivos y de 
perímetro 16m. 

A) 11 m? B) 12 C) 15 D) 16 E) 17 


(9) Determinar el área de la región sombreada. 


а 


I—12m—4 


(92)Determinar el área de la región sombreada (“О” 
centro). 


EC CIRCULAR ^ 


ninar el área del sector AOB mostrado. 
р “> 
Оо E 
Ей? % 


в 
@si: OA=AB=8m, Determinar el área del sector 
AOB. 
Br 
A) qa 5 
32 
BG" 
33 
CF" a 
(O) Determinar el área de la región sombreada. 
A 


B 
Ф Si el área del sector mostrado es igual a 20 т?, 
Determinar "2". 2 


x42 


А)8 

В)10 
С)12 
D)16 
Е)20 


2-9 
el área del trapecio circular 


sombreado. Kw 


(3)Determinar 


EDITORIAL RUBIXOS 
4)50 Бз? Сз  D)S9 Ем? | 


TAREAWDONMICIBIARBIA 


(CDA un alumno se le pide calcular el área de un sector 
circular cuyo ángulo central es 2°, pero él describe 2 
radianes obteniendo un área A, si el área correcta es 


B. Determinar : Я. 


л 180 9 200 
АЛ В) Төр ея DG Е) 
(ДЕ! ángulo central de un sector circular es igual a 
16° y se desa disminuir en 7°. ¿En cuánto hay que 
aumentar el radio del sector para que su área no varíe, 
si su longitud inicial era igual a 27m? 

А)3т В) €)9 D)12 . E)15 


(6) Determinar el área de la región sombreada. 


A) 
B)2 
C)3 
D)4 
E)5 


8, 
(038i: оА=2 Ав, Determinar : E 
až 
5 


PRACTICAR 
(91) Se tiene un sector circtilar de radio iguala ASI 
el ángulo central que subtiende el arco 
Determinar el área del sector circular. | 


Ақ n? AR з 2л n? 
А) т Dr К 


63) En un sector circular el ángulo central mide 30" y 
el radio 10 em. ¿Cuál es su área? 


151 


A)S0rem?  B)lóx DS D)24x куба 


ӨЗЕп un sector circular, el arco mide Зя em y el radio 
10 em. ¿Cuál es su área? 
Aji0xcm? В)30л  C)20x  DjiSx Е)04л 


(93 En un sector circular, su área es 2x em? y su ángulo 
central mide 40*. ¿Cuánto mide el radio? 


A)dBem  B)2/5 с)00  D)2/10 Е)з/5 


@ El área de un sector circular es 2x em?. Si 
duplicamos el radio, sin alterar el ángulo central, se 
genera un nuevo sector circular cuya área es : 


Ajáxem?* В)8я С)16я D)32z Е)64к 
(62) Del gráfico mostrado , Determinar el área de la 


O Del gráfico , Determinar : K= SL 


(49 Determinar el área de la región sombreada. 
А)25л - 43 
в)22 (8s - 3) 


c) (эх-зуз) 


10 


р)4ох-/з О C B 


(O) Determine el área de la región sombreada en la 
figura: 
AJ16 - 2x 
В)16- 4л _ 
C)16-6x 
D)J16-8x 
Е)8-4к У 2 
«Еп un sector circular el ángulo central mide 20° y 
el radio бт. ¿Cuál es su área? 


Ajam? | B)6x С)5я  D)3x Е)2я 


@ En un sector circular, el ángulo central mide 40" 
y el radio 20 em. ¿Cuánto mide el arco? 
A)2x em B)4x C)6x D)8x 


E)10x 


@ En la figura Determinar el área de la región 


sombreada . 


Ајл 

В)бл 

C)12 

D)24 

E)18 d. Centro el arco 
cuadrante ОА 


@ Se tiene un sector circular cuya longitud de arco 
es numéricamente igual a la mitad del área de un 
cuadrado cuyo lado es igual al radio del sector. Si el 
ángulo central "д" expresado en radianes toma su 
mayor entero posible. ¿Cuánto mide el arco del sector 
(0«0« 22)? 

A)12 B) 24 С) 72 D) 48 E) 96 
(8 El ángulo central de un sector circular mide 16°, 
si se quiere disminuir en 7”, ¿en cuánto habrá que 
agregar el radio del nuevo sector, para que su área no 


A A — — — TS 


Vals d e roin ааа era 27 em? 


А) 9 em В) Зет С)1ст  D)6cm E)7cm 


e Determine el área de la región sombreada. 
0: centro de los arcos . D 

AB y 6D 
m(AB)-5 
m(0D)=7 
AC=BD=4 O^ 


A) 12 B) 36 C) 18 
Determinar el área sombreada : 


D) 24 


А)х-1 
В)я-2 


сж-і 

fua ды 
@ Si: S,+S,=15xu*; Determinar "x". 
A) ғай 
B) T, rad 
C)* rad 

D) rad 
E)Ž rad 

Sabiendo $= 5L? ; calcular "x". S : Área. 
A)2L 


CITA RIA 


(03) Del gráfico , determinar: 


2m*+n* 
P 5 ж 
A)2x m 
B)3x 
C)4x 
D)5x 


( ИСЕН DIRIGIDA; 
"AREA DEISECTORICIRCULAR: 


@ Determinar el área de un sector circular cuyo 
ángulo central mide 30° y su radio бет. 

А) тет  B)2x ст“ C) 8: ст? 

0)4пст? Е) бп ст“ 


(03) Calcular: S, +S; (S, у S, son áreas) 


Kum 


B) 48m* 
У ded E) 38m* 


(63) Determinar el área del sector circular: 


C) 28m* 


А) 207 т? 
B) 407 т? 
C) 607 т? 
D) 807 т? 
E) 1007 т? 


(93) En la figura: Calcular: Z^ 


A)2 
B) 3 
С) 4 
р) 6 
Е) 5 


А) 107 т? 
B) 14x т? 
С) 18r m? 
D) 247 т? 


анемии A) 


69 A partir de la figura. Determinar 
el perímetro de la región sombreada: 


Аја За 
В) ба а 
сва О 
D) Па 
E) 12a B 
D 


@ Dado un sector circular si el 
radio disminuye a la mitad la 
longitud de arco se duplica. ¿Cómo 
debe variar el ángulo central para 
que se cumplan todas las 
condiciones? 


A) Se duplica B) Se triplica 
C)Se cuadriplica D) Se quintuplica 
E) No se puede determinar 
@ Del sector circular mostrado. 
Calcular (L, + Ly)? 

4 
A) 2m y” 
B) 4m 
C) 16m 9 le 
D) 64m D. 
E) 128m >) 

“р 

(69 Calcular «S» (área) 
A) 3ab 
B) 5ab 
C) габ ic 
D)ab 
E) аы? о 
@ Determinarel área de la región 
sombreada. 
А)35ет? 
В)20ст? 5. 4em 
C)30cm? 
D)40cm* b. 
E)50cm* Meme 


(O) Se tiene un sector circular de 
radio "у"у ángulo central 36°. 
¿Cuánto hay que aumentar el 
ángulo central de dicho sector para 
que su área no varíe ,si su radio 
disminuye en un cuarto del 
anterior? 


А) 64° 
D) 20° 


В) 100° С) 36° 
Е) 28° 


(13) Dela figura, calcular el área de 
la región sombreada. 
D) бт? 


1 
Im 
4m 
E) 6m* 


(42) Determina el área del sector 
circular AOB 


A 
(2x+10)m 
x) т (x+2)m 
B 


А) 54п т? B)34x т? C) 44 пт? 
D) 14п т? Е) 52п т? 


(3) Si: S, у S, (son áreas);O: 
centro. Calcular S, - S, 


A) 2m* 
B) 3m? 
C) 4m? 


R OR 
AÒ Br Оки D)7 Ej 


(13) De la figura, calcular el área де 
la región sombreada. 
A)18u* Lee 


Y^ 


В)15и“ 
C)12u* 
D) 9u* [S] 
E) би? 
~ 

= => 
@ Calcular"g" si el área de la 
región sombreada es de 16 u* 


(O Calcular ө si 2L, = 3L, 


LA ENCICLOPEDIA 2012 


L 
Ar 2 
В)т /3 Lo 
Ота 
D)x 5 Rad 
Е)т 16 [7] 


En los sectores circulares 
mostrados hallar: Ө 


a 


(3) Calcular el área del circulo 
sombreado. Sabiendo que: 
0A—O0B - 24-42 

A, 


о 
А) п В)2т От 
Рдт 4 Е)4т 


€04S у 128 son áreas. 


Dy 
A) 1/2 
B) 1/30 y 
C) 14 
D) 1/6 


Identificar la relación para el número de vueltas y el 
ángulo girado por una rueda . 


INTRODUCCIÓN : 


¿Cuál es el número de vueltas que da una rueda de la 
bicicleta? 
RESOLUCIÓN : 


is 


- 
| 
Supóngase que una rueda de radio г gira una 
trayectoria recta . Entonces el centro de la rueda 
también se mueve en línea recta. 


| 
A medida que la rueda gira , un radio genera un ángulo 
6. Cuando el ángulo generado es de 27r , la rueda 
también se mueve una distancia igual a su perimetro, 
es decir / = Әле. 


Entonces observamos que cuando el centro de la rueda 
avanza una longitud igual a 2r, la rueda ha dado una 
vuelta . 

Luego para saber el número (n) de vueltas que dará 
la rueda de radio r, en una pista horizontal , cuando 


su centro se desplaza una longitud 7, aplicamos una 
regla de tres simple; así : 


1vuelta —— 2nr 
n vuelta —> 2 


NÚMEROS DE VUELTAS QUE DA UNA 
RUEDA SIN RESBALAR AL 


DESPLAZARSE DE UNA POSICIÓN A OTRA 


En la figura se muestra una rueda de radio r, que se 
desplaza de una posición А a otra B, sin resbalar. 


* El número de vueltas que da dicha rueda para tal 
condición se calcula mediante la siguiente relación : 


* Donde: 
n, : Número de vueltas que da la rueda. 

Z.: Longitud descrita por el centro de la rueda. 
r : Radio de la rueda . 


DISCOS - RUEDAS - ENGRANAJES 


1) CUANDO UNA RUEDA (ARO , DISCO poo.) ГА 
RODANDO SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA : 


n : Número de vueltas al ir desde A hasta В 
6,: Número de radianes del ángulo de giro (De A hasta B) 
L : Longitud que recorre la rueda . 


ir 


= Пи 


2) CUANDO UNA RUEDA (ARO ,DISCO ) VA 


3) RUEDAS UNIDADES POR UNA FAJA 
TANGENCIAL O EN CONTRATO : 


4) RUEDAS UNIDAS POR SU CENTRO : 


RODANDO SOBRE UNA SUPERFICIE CURVA: 


* Se cumple : 


L,_L, 


5) ENGRANAJES EN CONTACTO Y POLEAS 
UNIDAS POR UNA FAJA DE TRANSMISIÓN : 


* En la figura (1) se tiene dos engranajes y en la figura 
(2) se tiene dos poleas unidas por una faja de 
transmisión. Еп cada caso si А gira un ángulo ғ, 
entonces В girará otro ángulo бр. Además las 
longitudes descritas por los puntos P, Q y F son iguales, 


es decir: 
* De donde se concluye que : 

Өдтд =Өвтв= ёр 
МОТА 


2р : Denota Іа longitud de la trayectoria descrita por 
el punto P, análogamente para los otros puntos 
mencionados. 


* En el diseño de los dientes de los engranajes se 
emplean curvas cicloides (así lo propuso Gérard 
Desargues en el año 1630). En Física se puede ver que 
un péndulo que tenga por límites una curva cicloide 
es isócrono y el centro de gravedad del péndulo describe 
а su vez una cicloide. 


Un uso practico es el diseño de ciertos toboganes. Los 
hechos con forma de cicloide se utilizaron en la 
industria aeronaútica, pues se requería una forma 
apropiada de salir deslizándose desde un avión en caso 
de emergencia. 


CICLOIDE 


Una cicloide es el lugar geométrico generado por un 
punto de una circunferencia al rodar sobre una línea 
recta; es la curva que describe un punto perteneciente 
a una rueda que gira sin deslizarse. 


Si pensamos en la trayectoria de una válvula de una 
bicicleta tendremos una cicloide acortada y si pensamos 
en un punto de una rueda de un tren que sobresale del 
raíl tendremos una cicloide alargada. 


Comola posición del punto P depende del ángulo girado 
0 y la constante r (radio de la rueda), entonces las 
ecuaciones paramétricas de la cicloide serán: 


х=ғ(0-вепӨ) $ y-rír-cos0) 
VELOCIDAD ANGULAR y LIVEAL 


Una fórmula muy relacionada con la fórmula de la 
longitud de arco 4=0r es la fórmula 


VELOCIDAD ANGULAR қ 


La velocidad angular de una rueda que gira a velocidad 
constante es el ángulo generado en una unidad de 
tiempo, por un segmento girante que parte del centro 
de la rueda y llega al punto P sobre su cireunferencia. 


VELOCIDAD ІЛМЕЛІ, 


La velocidad lineal de un punto P en dicha curva es la 
distancia que recorre P por unidad de tiempo. 


PROBLEMA 1: 

Del gráfico mostrado, calcular el ángulo que barre la 
rueda al trasladarse de la posición “A” a la posición 
“в”. 

А)2 200° 
В)1240° 
C)1440* 
р)920° 
Е)8л 


DL 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Para calcular "др" aplicamos : 9-4. 
* Reemplazando valores : 


др - E >0p=4x 


> El ángulo que barre la rueda ев: 
Ал radianes 6 1 440° 
НРТА:“С” 
PROBLEMA 8: 


Calcular el número de vueltas que da la rueda al ir de 
la posición “A” hasta tocar la pared. 


— 


aZ 
я 
В)7 
С)2я 
DŽ 
я 
Е)8 


ATRIGONOMETRIAS 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 3: 
Una rueda de una bicicleta tiene un radio de 50 cm si 
la rueda esta rodando sobre un plano horizontal a una 
velocidad de 10 RPM (revolución por minuto). ¿Cuál 
es la distancia aproximada que recorre la rueda en una 
hora? 
А)300ят В)600л 
RESOLUCIÓN : 
* Dela condición el n&mero de vueltas que da la rueda 
en un minuto es 10, entonces en una hora el número 
de vueltas será : 10(60)=600. 


* Graficando : 


C)400x  D)500x Е)650л 


* Datos : ny=600;r=0,5m 
Incógnita=d 


* Se observa que : d=£¿ 
* De la relación : 
£ d 
z—C. 0= == > 4=600 
"v ur g = 22(0,6m) z A. 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 4: 


En la figura, el elemento circular de radio r, rueda sobre 
la superficie mostrada, desde А hasta B. Si 


L,=7 2Е y Е-9г, determine el número de vueltas 
dada por el elemento circular . 


A) 35 
B) 27 
С) 21 
D) 18 
E) 15 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el recorrido : 


* Recuerde que : B 
[Бы dela trayectoria AM 
бета por el centro dela rueda 


* Entonces del gráfico, se tendrá que : 


ЕРТА: “D” 


PROBLEMA 5: 
La figura representa una transmisión dentada de 
radios r, y r, como se indica. Si el punto P sobre la 
rueda de mayor radio г, gira un ángulo д, entonces el 
punto Q correspondiente sobre la otra rueda girará 
un ángulo igual a : 


D)(r, xr3)0 
ЕДӘРІӨ 

RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Como ambas ruedas recorren la misma longitud de 
arco, entonces : 


OXT =ar; = ШЕ 
Тұ 


PROBLEMA 6: 


En el sistema mostrado, la polea de radio 2 da ocho 
vueltas. ¿Qué ángulo gira la polea de radio 8? 


RESOLUCIÓN : 
* Sila polea de radio 2 da ocho vueltas, entonces: Giró 


2 880°. 


d,-d, |>6,х4=6,х2 
7» б, х4 = 2880" x 2 — 0, = 1440° 


* Entre la polea de radio 4 y la polea de radio 6, 
barren el mismo ángulo. 
= 071440? 


* Para las poleas de radio 6 y radio 8, recorren la misma 
distancia. 


= 6; х8=6; x6 > 6, х8=1440° x6 


gei: RPTA : “С° 


PROBLEMA 7: 

Los radios de las ruedas de una bicicleta son entre sí 
como 4 es a 10. Calcular el námero de vueltas que da 
la rueda mayor cuando la menor barre un ángulo de 
1840x radianes. 


A) 286 B)368 С) 184 р) 390 Е) 736 
RESOLUCIÓN : 
* Sean R y r los radios de las ruedas de la bicicleta, 
por dato : 

AS (0) 

R 10 


* Sean n, yn, los números de vueltas que dan la rueda 
mayor y menor, respectivamente; entonces , se cumple: 


nx R7n,xr |......4I) 


* Por dato, el ángulo que gira la rueda menor es de 
1840x rad ; entonces: 


1840x 
om 2920 
* De (0) : Е 970 "т 368 


БРТА : “В” 


PROBLEMA 8 : 

Supóngase que una máquina tiene una rueda de 0,8 
m de diámetro y gira a una velocidad de 60 vueltas 
por segundo. 

I) Calcular la velocidad angular de dicha rueda. 

II) Determinar la velocidad lineal de un punto P en 
la circunferencia. 


AJ 120, 4; qu B)32x;32 С)40л; 42 D)48x; 60 


RESOLUCIÓN : 

1) Sea 0 el centro de la rueda y P un punto en su 
circunferencia , como el número de vueltas por 
segundo es 60 y como cada vuelta corresponde a un 
ángulo де 2x rad . El ángulo generado por el segmento 
girante еп un segundo será (60)(2z) rad , o sea: 


> Velocidad angular= o =(60) (22)=1201 "9 


II) La velocidad lineal de P es la distancia circular 
que recorre en un segundo , se calcula esta distancia 
con la fórmula £=0rdonde 


г=0,4т=2т ^ 0=120x, así : 
2 
¿-or=(1200)(7)-48xm, y por consiguiente, la 


velocidad lineal de P es 48177. 


* A diferencia de la velocidad angular, la velocidad 
lineal si depende del radio de la rueda . 

ЕРТА: “А” 
PROBLEMA 9: 
Los radios de las ruedas de una bicicleta son como 3 a 
1. En hacer un cierto recorrido la rueda mayor dio 25 
vueltas menos que la menor. Hallar la suma de los 
ángulos girados por cada rueda. 


A)80z rad B)100z rad 


D)150z rad E)90x rad 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


C)120x rad 


* Del enunciado : 


Nümero de Nümero de 
vueltas dela |-| vueltas dela |=25 
mayor menor 


L L 
БЕС 


* Al operar se obtendrá : L=75xr 
* Se pide la suma del número de vueltas, es decir : 
L 2 L  .75zr. 7бяг 
2xr 2x(3r) 2лғ 2ж(3г) 
* Que en radianes , será : 


50x1 vuelta=50x2xrad=100x rad 
ЕРТА: “B” 


=50Vueltas 


PROBLEMA 10 : 

Si una rueda de radio “ба” se mantiene fija y otra 
rueda de radio “a”, puede girar alrededor de ella, 
¿cuántas vueltas dará la rueda pequeña si parte y llega 
al mismo punto por primera vez? 
A3 B)4 C)5 
RESOLUCIÓN : 


D) 6 E)7 
espacio recorrido 


* Se sabe que : AAA > 
T ess perímetro de una vuelta 


Móvil 


* Luegoen relación al disco móvil diremos que, cuando 
este retorna por primera vez al punto P, su centro habrá 
recorrido la longitud de circunferencia de radio (В + г) 
2z(R«r) 
3 Vueltas- "=... (1) 
2zr 

*Pero, como: R= ба у r = a, luego al 
reemplazar en (1) 
* Se tendrá que: * de vueltas- = 

ЕРТА: “Е” 
PROBLEMA 11: 


En la figura mostrada el cuadrado de lado 2em rueda 
sin resbalar hasta que el punto А vuelve a tocar el 
piso. Calcule la longitud (en ст) recorrida por el punto 


В)(1+ J2)x es^ x2. 
Е)(2 + 2J42)x 


A) 4X. 
D)2* J2)x 


RESOLUCIÓN: 


* Si queremos que el punto А vuelva a tocar el piso , 
este punto describe longitudes de arco como muestra 


el gráfico. x 


А 
Z » ^. 
т КА 


E 


* Entonces , la longitud recorrida será: 
Laba p 
=7(2)+7 (2/2)+%(2)> L—=(24/2 )л 
2 2 2 AA" 
ВРТА : "D" 


PROBLEMA 12: 


Cuando el disco de radio =] cm pasa de А a В lo hace 
rodando sin deslizar por la superficie ACB, ¿cuántas 
vueltas logró dar en dicho recorrido? АС=44 em ; 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


erte tes 
2zr 


*Sepide: #у= 


RPTA:"B" 
PROBLEMA 13 : 
De la figura mostrada, calcular la distancia AB. 


RUEDAS y NUMERO DE VUELTAS 4 


А)4+52х 4 vueltas 


В)6+59х 
С)8+52х 10 vueltas 
D)4+26x 
Е)2%26х 


RESOLUCIÓN : 
* Consideremos la posición inicial y final de los centros 


* Se pide : AB=201+4+32x 
> AB=52x+ 4 


ЕРТА: “А” 


PROBLEMA 14: 
Una rueda de radio г da 10 vueltas al recorrer 3 dela 
circunferencia de una pista circular de radio R+r. 


Hallar el valor de Е 


A)2 m7 C)3 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


37 
DG 


S 3 (в+г) 


#de vueltas =10 => L-=10=>2 -10 
2zr 


2ar 


* Al operar resultará : 3R+3r=40r => 8.97 
ЕРТА:“ D? 

PROBLEMA 15 : 

En el gráfico mostrado se tiene un sistema de 

engranajes y poleas. La polea A de radio “8” gira un 

ángulo de 30°. ¿Qué ángulo gira el engranaje С 7, si el 

radio de la polea B es de longitud “12”. 


* En el sistema se cumple : 


> Op xrg 20, XTA > 0g x12 5х850,=5 


A я 
* También se cumple : =: 6c = 20" 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 16 : 
Un aro de radio igual a Em | recorre una pista circular 


de radio igual a 15m. Calcular el ángulo que subtiende 
el arco recorrido en el centro de la pista cuando el aro 
da 7 vueltas. 


А) 128° В) 126° С) 200° Р) 102° Е) 98° 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : d 


ew. 


* Ahora : 
$ de vielias E 
2лг ( ) 
a(15) 7л _ 74180“ 
7= == а 
> : 3) un 0 7126 
4 RPTA: "B" 


PROBLEMA 17 : 


Del gráfico mostrado, hallar el ángulo que barre la 
rueda al ir de la posición А a la posición D , si 
АВ=10т; ВС= 8m y CE = 6m. 


A)9rad 
B)9* 
9+х 
Cc) =P rad 
18+л 
D) 3 


ЕЈ(9 * x) rad 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el recorrido del centro de la rueda : 


* Reemplazamos : бр= шысы 


_8+6+л+4 18% 
2 2 


PROBLEMA 18 : 


Calcular el número de vueltas que da la rueda de radio 
1 m al recorrer el perímetro del sector circular AOB 
de radio 6 m. 

aJt+2 


> Өр 
RPTA:“D” 


x 
B), 1 


c)l.s 0- 
ж 


РУУ 3887 
ж 


E) x 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando el recorrido : 


* Ahora : # de vueltas Ч 
EE, Eg tz 12+4я 6 
= A > 
Ж 2x.1 2-44 2х аа 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 19 : 

Del gráfico mostrado calcular el ángulo que barre la 
rueda al dirigirse de la posición A a la posición B, 
pasando por el *Rompemuelle". 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el recorrido : 


+ El ángulo de 30°, se obtuvo debido al triángulo 
notable de 30° y 60°. > 
* Del gráfico: d= 27. = 


LTL ne 


8x 
* Se pide 10922 = 3 „47 040° 
p ud 4 
ВРТА : “A” 
PROBLEMA 20 : 
Una rueda se desplaza sobre un plano horizontal de A 
hacia B, barriendo Pi rad- Calcular x, considerar 


(=>). Dato: r=0,5u 


A) 6u 
B) 7u 
С) 8u 
D) ди 
E) 10u - 
А х B 
RESOLUCIÓN : 


* Sea el ángulo barrido por una rueda а , entonces: 


* Del gráfico : a mn а (38). 


ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 21 : 
Del gráfico adjunto, calcular el número de vueltas que 
da la rueda en ir de la posición “A” hasta la posición 
“С”. 
Si: BC=2AB=3xr cm 


А) 1,5 
B) 1 
C) 0,5 
D) 3 
E) 2,5 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


Para el número de vueltas (N) que da una rueda de 


radio r, =i , donde Lç es la longitud que describe 


el centro de la rueda. 
* Del gráfico: N¿c=N А» + Ng + Мас 
* Dato: BC=2AB=3xr 
зе, ж, 

а 2 öar 

* Reemplazando : М,с- Е 
NT = М№с=2,5 
КРТА : “E” 

PROBLEMA 22: 


En el sistema adjunto, se tiene que el disco А gire 
900”.¿Cuántas vueltas da el disco С? 


A)1 В)1,5 
RESOLUCIÓN : 


С)2 


Бе pide: п,(# de vueltas de e) de ВлС:пс=пв 


C 900° 3 
de ===: пдхЗепр ха (262: )« ве бпу m$ 


=> # vueltas dec=5 


ВРТА : “B” 
PROBLEMA 23 : 
En la figura mostrada , si la manivela gira un ángulo 
de 30”, que distancia recorre (en m) el bloque. 
manívela 


Cj2x 


Azi? В о 
RESOLUCIÓN : 


D)z!3 EJx/6 


De BAC: Lp- Lc = 1x05-2x 30° 
в 
ду =60" 
De Вл A: 05-0, => 0, = 60° 


Ahora: L2 L, - 6, xr4 > L-(2)«s > Lex 
ЕРТА ; “В” 

PROBLEMA 24: 

Una rueda de radio a metros da 10 vueltas para 

recorrer un tramo de longitud L metros; otra rueda 

de radio (a? + 62a – 3) metros gira 60? para recorrer 

el mismo tramo. Calcule a? + 2a , en metros. 


А)3 B) 8 С) 15 D)24 Е) 35 
RESOLUCIÓN: 
* Piden : а*+2а 

* Para ello debemos recordar : 


* Radio de la rueda (r):r = a 
* Número de vueltas (n) :n=10 


* Recorrido: L a24622.3 


L=¿xla? «62a-3) 


п) 
* Radio de la otra rueda ;r = а? + 62a - 3 
* Recorrido : L 


* Medida del ángulo de giro: 60^ 
* De (D y (1D) : 
20xxxa = Ex(a* +62а –3)=> а? +2а =8 

5 RPTA : “A” 
PROBLEMA 25 : 
En el gráfico se muestra una plancha semicircular de 
radio igual a 30 cm . Si rueda hasta que AB queda 
horizontalmente (por primera vez) , ¿cuál es la 
distancia entre el centro ubicado en la posición 
mostrada y su posición final? 


107 
Аы” a 


*Por número de vueltas de una rueda , sabemos : 


Longitud recorrida por 
el centro de la rueda 


rueda de radío r en 
radianes 


EL 


6 RPTA : “С” 
PROBLEMA 26 : 
Si las ruedas A y B dan 6 y 3 vueltas repectivamente 
desde su posición inicial, hasta el instante en que llegan 
а tocarce; además, Ё, = Iu, R,—4u. Calcule D. 


А)2(9л+1) В)4(9я+1) C)4(8x+1) D)36x45 E)36x 
RESOLUCIÓN : 


Del gráfico, luego de que ambas ruedas giran 6 y 3 
vueltas, como señala la condición. D=12xr + 4 +61 R 
dono: 5%. >D=121+4 +24 >D=4(91+1) 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 27: 
Dos ruedas cuyos radios miden 3m y 15т recorren 
espacios iguales. ¿cuánto debe medir el radio (en m) 
de una tercera rueda, para que recorriendo el doble 
del espacio de las anteriores realice como número de 
vueltas б veces la diferencia de las otras dos? 
А)1,25 В)1,5 С)1,75 D)2 
RESOLUCIÓN : 


E)2,25 


— 
————— 
L 
Sea: п:# de vueltas. 
E L PETHOR E 
2x(3) бх 2л(15) 30х 
Luego para una Зег rueda: 


EEXRQ_ÁXnN —— 


2L 
Por condición: n,=5(n ,-n 15) 
Reemplazamos: 
ж.а Е- F3 > Lo) Фе; 
zx бл 30л лх 307 2 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 28: 


Determine la suma del número de vueltas que dan las 
ruedas de una bicicleta de radios 20 em y 22 em al 
recorrer 10 m sobre una pista rectilínea. 


SOLUCIÓN : 


t 
Se sabe n= y Сото las ruedas recorren el mismo 


d 1000 1000 
espacio > пд= == — vueltas 


1000 1000 250 
= == vueltas 


MB В. 2z(22) lIr 


vueltas 


525 
Sanat n= Ta 


PROBLEMA 29: 


Q es la nueva ubicación del punto Q , al girar la rueda 
desde la posición (1) hasta la posición (2). Determine 
la distancia (menor a 2pr que hay entre Q y la 
proyección de Q” орт plano Barba 


A)1,1r 
B)2,1r 
сз, г 
D) 4, 1r 
E)56,1r 


RESOLUCIÓN : 
a) 


* Se pide: x 


* Se tiene de la figura : d=q r 
Sar 


(q : ángulo de giro) 
>d= 

ж=а-Тэ De xir 
25 ЕРТА : “В” 


(65) Determinar el número de vueltas que da la rueda 
de radio “R”, al trasladarse desde “P” hasta chocar 
con la pared . 


(3 ¿Cuántas vueltas da la rueda, si el bloque 
desciende hasta llegar al piso, siendo ћ=120л cm? 


B) 10 
C) 12 
D)18 
E) 24 


@ De la rueda mostrada, determinar cuántas 
vueltas da la rueda de radio “ғ” sobre la pista circular 
de centro “O”, al recorrer el tramo AB(R=9r). 


@% Una rueda de radio “r” gira sin resbalar por un 


camino circular de radio “R”, como se muestra en la 
figura. Calcular cuántas vueltas dará hasta 


que llegue a su posición inicial (R=5r) 


4)5 
В)6 
C)7 
D) 8 
Е) 9 


((3)Del gráfico mostrado, calcular el ángulo que barre 
la rueda de radio 6 m al trasladarse desde el punto “A” 
hasta el punto “B” 


(69) Si la rueda de radio 2 m recorre una distancia de 
16xm en forma rectilínea. Calcular el ángulo barrido. 


A)2zrad В)бя С)8я  D)10% Ел 


Del gráfico mostrado, calcular el radio de la rueda 
si ésta barre 300°. 


30 
бл+8 
40 
Зл+4 
60 
бл+3 
50 
3л+5 
10 
ӛлі3 


(08) Una rueda de radio 16 está sobre una pista circular 
de radio 36 y describe sobre dicha pista un ángulo 
central de 240”. ¿Qué ángulo barre la rueda en este 
recorrido? 


A) 
B) 


C) 
D) 


E) 


3 3 3 4 2 
A) 2744 B) 2 с), D) Е E. 
(69) Calcular el ángulo que barre la rueda al dirigirse 
de la posición “A” a la posición “В” 


A) 120° 
B) 180* 
С) 270° 
D) 720° 
E) 217 


69 En el esquema mostrado, se tiene que al hacer 
girar la faja, las ruedas A y C giran longitudes que 
suman 28z . Determinar cuántas vueltas dará la rueda 
D) 2,5 


mayor. 
e 43 
E)3 


A1 B 
B) 1,5 
(O) Calcular la altura del punto “Р”, luego que la 


с)2 


тиеда да 2 de vuelta. 


А) 8 
B)7 
C)6 
D)5 
E)4 


(2) Los radios de las ruedas de una bicicleta, son entre 
81 como 3 es a 4. Calcular el número de vueltas que da 
la rueda mayor cuando la rueda menor gire 8x 


radianes. 


A2 B) 3 С) | D) 6 Е) 8 

@ Calcular el espacio que recorre una bicicleta, si la 
suma del número de vueltas que dan sus ruedas es 80. 
Se sabe que los radios de las mismas miden 3u y 5u. 
А)100х В)200я C)250x  D)300x | E)500x 
@ Га rueda de radio 1 m se desplaza desde A hacia 
B, dando 12 vueltas, determinar el valor de “d”. 


4146 А 

B) 47 

C) 48 

D) 49 

E) 50 B 
da 


(4) Se tienen dos ruedas conectadas рог una faja, si 
hacemos girar la faja , se observa que las ruedas giran 
ángulos que suman 144”. Determine la diferencia de 
los números de vueltas que dan estas ruedas , si sus 
radios miden 3m y бт. 

1 1 1 


1 1 

3 Ж) 5 d 7 р) 6 El 10 
49 Dela figura, calcular el ángulo barrido por la rueda 
de “r” metros de radio. 
A)l0xrad 
В)8л 
C)6z 
D)7x 
E)8x 


A) 


(OCalcular la longitud de arco recorrido por “А”, si 
la longitud de arco recorrido por “C” es 
121. Ед =1; Ку - 4; Ес = 3. 


WRIA 


ТАР БАН) ОУ СИВ 


@DEn la figura, se muestran dos ruedas fijas A y B; 
cuando А gira (2n—4) vueltas, B gira (3n +4) vueltas. 
Calcular “n”. 


А) б 

B)7 

C) 10 

D12 А B 
E) 17 


Se tiene dos ruedas en contacto cuyos radios están 
en la relación de 2 a 5. Determinar el ángulo que girará 
la rueda menor, si la rueda mayor da 4 vueltas. 


A) 4x В)5л C)10x D)20x E) 40x 
63 Una rueda de radio “ғ” da 30 vueltas al recorrer 


3 de la circunferencia de una pista circular de radio 
"Rer". Hallar. 


@ Calcular el número de vueltas que da una rueda 
para ir desde la posición “A” hasta la posición “B”. 


A) T vuelta 


SEGUNDO REPASO PARCIAL 


¿QUÉ ES ГХА LONGITUD DE ARCO DE 
UNA CIRCUNFERENCIA? 


Se le denomina así a una porción de la circunferencia. 


En la figura adjunta se la longitud 
de arco “1” que subtiende un ángulo central “0” 
(medido en radianes) en una circunferencia de 
radio “т”. 


Se cumple: 
L L-8.r 
0<0<2л 


Ala figura sombreada se le llama sector circular АОВ. 
EJEMPLO: 


Calcular la longitud de arco de un sector circular de radio 20m 
y ángulo central de 72°. 


RESOLUCION: 
De la figura: 
r=20 cm 
20 
п гад 

oq t ica. rol 180° ) 
тоа má ez 

5 BÓ 


Reemplazando: |. (20 ст) 2 L-4zem 
5 
APLICACIONES 


1) Engranajes en contacto y poleas unidas por una faja. 
A X 


j^ D 
B 
En cada caso se cumple que la longitud recorrido por los 
puntos es la misma. 


Es decir: БА ба Le=Lp=Lg 
11) Discos unidos por un eje. 


Eje 


2 


En este caso el ángulo girado por los puntos es el 
mismo. 


Es decir: 0, =9p 


Ш) Número de vueltas que da una rueda de una posición a 
otra. 
En la figura se muestra una rueda que se desplaza por la 
superficie desde una posición inicial A hasta una posición 
final B. 


al 


t 
Se cumple: n, Bos © 
тг 


Donde: 

n, : Número de vueltas que da la rueda 

1, : Longitud descrita por el centro de la rueda 
r : Radio de la rueda 

EJEMPLO: 


Un niño sobre su bicicleta recorre una distancia de 10хт 
sobre una pista horizontal, si el número de vueltas que dio la 
rueda mayor es 10. ¿Cuánto mide su radio? 


RESOLUCION: 


im? 


п,=10, (¿=d=10xm. 


(0r m) 
25 (г) 


: 10= г=50ст 


c»r-05m > 


Número de vueltas Cuando la rueda gira: 


Casos particulares 
1. Superficie lineal 


-6—(Э— Ей СЄ) 


бут: Ángulos de giro y número de vueltas de 
la rueda (r,) 


0, y nz :Ángulo de giro y número de vueltas de la 
rueda (r;) 


A. Área de un sector circular (s) 


Se cumple: A 


0«8s2z 
B. Área del trapecio circular (A) 
A LM 


Poleas unidas por una faja y engranajes en contacto 


= 
Donde: a : Longitud del arco AB 


b : Longitud del arco CD 


h : La distancia AD 6 CB 
Donde: ы 


6, уп, : Ángulos de giro y número de vueltas de la rueda (r,) 


6; уп; : Ángulos de giro y número de vueltas de la rueda (г;) 


GUIA DE REPASO m 13)- Calcula 8 si 2L: = 31; 


2m 
1)» Halla la longitud de un arco en un sector 9 5 
circular cuyo ángulo central mide 60” y el 2m 
radio 12m. D м 5 
а) 2xm b) 4xm c) блт 
d)8zm e) 12лт lm jn e)5m o 
2)- En la figura, halla la longitud del arco BC, 4) Er ja figura, halla la longitud del arco ВС a Ым дла 
жа si AE = 20т. 042 ота ; 
B 14).- En los sectores circulares mostrados, 
halla : Ө. 
ES 13 5 
А Sy € 925 A 
©)1 
4 
ajam b) 3m с) Sam os Qe E ia 
9) бат 9) Bam » EI 
3)- Нађа la longitud de una circunferencia si PES 
e и i 
el ángulo central de trad subtiende un 2 as EU Өре 
arco de longitud бт, 15)- Calcula: Él 
8) 12xm b) 13xm Әна аасы T 
d) бат e) 19лт а)1 
ы Q b)2 o 4 
€)3 
4), En la figura, si 20A = AD 95 
RAR: La 97 gom 
Calcula : TE 
И 16). Determina la longitud de arco de un 
A sector cuyo ángulo central mide (х/3) rad 
an с)л/5 y su radio mide (бут; sabiendo además 
L que el perímetro de este sector es de 
o E 110m. 
B a) 20m b) 30m c) 40m 
E d) 50m e) 60m 
17)- Si a un sector circular se le duplica el 
4 са 9s ángulo central y a su radio se le 


disminuye en 3m, se obtendrá un nuevo 
sector de longitud de arco igual a la mitad 
de la longitud del arco Inicial; determina 
el radio del nuevo sector. 


5)- En el gráfico, halla la longitud del arco 
АВ, si AC-6m. 


a) 5m b) 4m с) 3m 
d)2m e)im 
18)- Determina el valor de “L” en el 
Р, с esquema mostrado. 
o 
5 
а)лт b) 2nm с) Inm b)7 
d)4nm ©) 5лт с)9 
12)- Calcula la longitud de la circunferencia | q)10 
6). Halla la longitud del arco de un sector inscrita sil longitud de | AB y CD 
cre "de; Ingulo сан асаа miden 2 y 5. CER М ө) 12 o ОЗЕ?2Е 
р ба а элине 45. <) CLAVES DE RESPUESTAS 
а) 75m b) 60m c) 120m 935 om / : Db 2c Эа 4b 5b 
dm 9908 в) 5x N ба 7c 8b 9d 105 
7)- En el gráfico mostrado. Найа la longitud 8 A 119 13e 13e 14b 15е 
del arco BC. c 


18d 17» 18d 


ES Skate la pelin 


лс+л5+208 
Реса ас ЗЕ 
son las medidas de un ángulo en grados 
sexagesimales, centesimales y radiales 
respectivamente. 


AJO gl 1 
2 


3 
Dz 2 
575 E) 


% Se crea un nuevo sistema de 


medición angular, donde su unidad 
fundamental es el “gradón” (denotado por 
19). Si un “gradón” equivale a la quinta parte 
de un ángulo recto. ¿A cuántos gradones 
equivale 36%. 
A)2 
р) 3.5 


B) 2.5 C)3 


E) 4 


E El ángulo de la figura cumple las 


relaciones 
Сж5-а....(1) 
с-5- 1..0) 
а 
с 
s 

Hallar la medida radial del ángulo. 

A) 0.036 B) 0.052 С) 0.068 
D) 0.072 Е) 0.082 


У 
E Si y representa el número de 


segundos sexagesimales; x representa el 
número de segundos centesimales para un 
mismo ángulo; entonces calcule x cuando 


la medida del ángulo es ES 5 


С) 1400 
Е) 4000 


А) 200 
D) 2400 


| 
ES Si se cumple que: 


167(р – 9)=157(р+а)р, siendo p y q, los 
números de segundos sexagesimales y 
números centesimales de un mismo ángulo 
respectivamente. Determine el valor de p. 


B) 800 


А)1 
D)4 


B2 оз 
Е)5 


ж La diferencia de los recíprocos de 


a su número de radianes que contiene el 
ángulo dividido por 2х. ¿Qué parte del 


ángulo de una vuelta es dicho ángulo?. 
x в) 1 a 

^ 20 3 30 = 60 

п) 1 2s 

; 10 B 80 


366 se ha ideado un nuevo sistema para 


medir ángulos tal que el valor de cualquier 

ángulo expresado en este nuevo sistema es 

equivalente a la tercera parte de la 

diferencia de la cuarta parte del número del = 
grados sexagesimales y de la quinta parte. 
del número de grados cetesimales del 

mismo ángulo. ¿A cuántos radianes 

equivalen 10 unidades de este nuevo 

sistema?. 


A) 2x 
D) 5x 


C) 4x 
E) бт 


B) 3x 


Ki 
EL Si а y b.son dos números reales 


positivos. Hállese la mayor medida (en 

radianes) que puede tener un ángulo que 

cumple: 

- (ab) -(a-b)- 
(a+b) «(a-b) 

son su medida en grados sexagesimales y 

grados centesimales respectivamente. 


С+5 ,dondeCyS 


А 19 в) 190 c) 380 
Lj т т 
PLA ELSE. 
190 380 
хр Ел la figura, hallar 0 : 
o < 5 
2 
А) 1 B) 2 Сз 
0)4 Е) 5 


"oj Se tienen dos circunferencias 
concéntricas, en las que se inscribe un 


ángulo central determinando longitudes de 
arco sobre dichas circunferencias de 80cm 
y 45 cm respectivamente. 


Calcule F-16L-2; siendo r y R los 
radios de las circunferencias (r«R). 


A)7 B) 8 o9 
D) 10 E) 11 


ЧЇ De 1а баша mostrada, halle el 


perímetro de la región sombreada, siendo 
A, B, Cy D puntos de tangencia. 


А) 9+5x+3/3 В)3+10л+24/3 
С) 12+151+4/3  D)6+5x+y3 
E) 1841024648 


n 
EU Se tiene un sector circular cuya 


longitud de arco es numéricamente igual a 
la mitad del área de un cuadrado, cuyo lado 
es igualal radio del sector. ¿Cuánto mide la 
longitud de arco del sector, si la medida del 
ángulo central expresado en radianes, toma 
su mayor valor entero posible”. 

A) 12 B) 24 

D) 72 


C) 48 
E) 144 


Ia 
dsp Siendo 0 el ángulo central de un 


sector circular cuya longitud de arco es 27 
metros, calcular la longitud de su radio, en 


metros, si: бэл ло. 
x 9 


А) 2.5 в)2 
р) 4 


Оз 
E1 


4. 
Br Si AOB y COD son sectores 


circulares, ÁB=3u, CD=4u у 
AC=BD=1u. Se pide hallar el área del sector 
АОВ (епш). c 

A, 


3 
B с) 


9 
2 
02 лы 
3 


15 En la figura se muestran las A,, A. y 
A, que están en progresión aritmética, 
además 

бета, La=b y Ба = 


Calcular; "а". А 


2 


в 
c2 
Е) 3" 


H 
а; 
0)3 


BS Hallar el área de la región 
sombreada si AOB y COD son sectores 


D 
Dos ciudades están separadas 
1250km en un mismo meridiano. Hallar la 


diferencia de latitudes, suponiendo que la 
tierra es una esfera de 12500km de \ 


diámetro. Usar ix 


мај 
qp 68) 


a (28) 
3 
ї® Dado un trapecio circular cuyo 


perímetro mide 20cm. Halle el valor 

máximo, en cm”, de su área. 
А) 12ст? В) 16сте 
D) 25cm* 


Ж Un arreglo de flores debe tener la 
forma de un sector circular de radio r y un 


C) 20cm? 
E) 30cm* 


ángulo central 0 (es decir, como un trozo 
de pastel). Hállense ry Ө sielárea es fija e 
igual a Au" y el perímetro es mínimo. 

А) Au ;2гв8 


B) 2/Au; jmd 


C) УРАи: 2rad 


D) Au : 1rad 
E) Au: 2rad 


EA 
ES Dados los puntos P(-2; 5) y Q(7; 12). 


Se pide hallar el área de la región triangular 
formada por los puntos OMQ. Donde O es 
elorigende las coordenadas y M es el punto 
medio entre P y Q. 
А) 19 
2 


в) 39 сү 59 
2 2 


р) 39 5. 

а а 
Us En la figura adjunta calcule el 
número de radianes que gira:la esfera de 


radio г al radar де А hacia B, sobre la 
superficie curva de radio R(R=29r), si 


B) 67 red 


x 
A) ¿má 


D) 5x rad E) 


ж Calcule la altura en términos de В, 


a la que se encontrará el punto A de la 
rueda, cuando éste gire un ángulo de 1305", 
desplazándose sobre una pista horizontal. 


А) (V2+1)R 


e(t 
5, 


a 


SÍ pos ruedas de radios R y r. RO, 

realizan el mismo recorrido si la rueda 

menor da 10 vueltas y 8-5. Calcular el 
т 


número de radianes que gira la rueda 
mayor. 


А) 21 
D) 10x 


В) 4х С) 8х 


E) 12x 


E Dos ciudades separadas 1270km 


están sobre el mismo meridiano. ¿Cuál es 
su diferencia de latitudes, en forma 
aproximada”. Suponga que la tierra es una 
esfera de 12700km de diámetro y considere 
n =221. 


A) 11° 


В) 11.455 С)11.90 
D) 12° 12) 


12.25° 


ES En el sistema adjunto. ¿Cuánto 


medirá el ángulo (en radianes) que se debe 
girar para que los centros de las esferas A y 
B se encuentren a la misma altura si 
inicialmente dicha diferencia de alturas es 
de 14 unidades?. 


* Conocer correctamente las definiciones de las 
razones trigonométricas de un ángulo agudo. 


* Calcular las razones trigonométricas de un ángulo 
agudo a partir del triángulo rectángulo en que se 
encuentre. 


INTRODUCCIÓN : 


Una figura quizás poco conocida en 
algunos aspectos es la de Pitágoras, 
filósofo nacido en Samos hacia el siglo 
VI a. C., gran matemático, autor de 
famosos legados: la tabla, el teorema 
yeltriángulo, que llevan su nombre. 


Be cuenta que era muy hermoso, al extremo que sus 
discípulos lo comparan con Apolo andando sobre la 
Tierra. La leyenda, al efecto, le atribuye un muslo de 
oro. Antíclides, en su libro П de Alejandro, anota que 
Pitágoras desarrolló grandemente la geometría y la 
aritmética, oficios de medir y contar para los antiguos. 
Incluso sostiene que inventó la escala musical por una 
sola cuerda. Aristóxenes el Músico, le otorga el haber 
introducido en Grecia las pesas y medidas, Fue 
respetado con veneración por romanos, lucanos, 
picentes y mesapios. Su casa era llamada Templo de 
Ceres. Lo seguían normalmente no menos de 600 
discípulos, que consideraban su palabra como el verbo 
de Dios mismo. Se le atribuye, a más de su condición 
de matemático, la de un hombre muy sapiente en las 
cosas del vivir. Algunas de sus máximas se parecen а 
las de nuestro viejo Vizcacha, como aquélla de " no 
herir el fuego con. là еврада", significando que по 
debemos fomentar:él encono o la enemistad de los 
poderosos, una variante del "hacete amigo del juez, у 
no le des de que quejarse”. Su posición frente a la 
existencia tuvo un claro sentido moral y estético, 
exhortando a usar del pudor, a huir de la gordura, a 
no andar siempre derrochando risa o trasuntando 
melancolía, а no hablar cuando la ira пов embarga, a 
нн los dioses y alabanza a los amigos. En 
alguna manera tuvo el sentido fatalista de los griegos, 
пена el destino 
¡bres y la historia. Ya en su tiempo sostuvo 
ndez de la tierra, que será confirmada 
ente por Sebastián Elcano recién al 


PRESA la vuelta al mundo en el siglo XVI. Enseñaba 
que la salud es perseverancia de la belleza y el cuidado 
y que el alma humana a la que consideraba inmortal 
se divide entre la mente, la sabiduría y la ira cuyo 
albergue es el corazón; que el alma se alimenta de la 
sangre, y que las palabras son como su soplo. Es 
Aristóteles quien dice que Pitágoras proscribía las 
habas, por cuanto éstas se parecían a "las partes 
pudendas". También proscribía los funerales, la cama, 
el ocio, el proceder como las bestias y la desarmonía 
entre los amigos. Su pensamiento matemático hacía 
derivar todas las cosas de la unidad, derivándose de 
ella lo múltiple, que es infinito. De los números 
devienen los puntos, con estos se hacen las líneas, con 
las líneas las figuras planas, con las figuras planas los 
cuerpos, Estos constan de cuatro elementos: fuego, 
agua, tierra y aire, los que conforman la creación 
entera: Dio al Sol condición de dios y fuente de vida 
porsu calor benéfico. Tuvo mujer, hijos y alto concepto 
de la pobreza. Murió octogenario según algunos, y 
sobrepasando los 90, según otros. Una sentencia suya 
para no olvidar: Pongamos sal a las cosas, ella recuerda 
la justicia pues conserva todo lo que ocupa y penetra, 
y está hecha de cosas purísimas, como el agua y el mar. 
En este capítulo definiremos las seis razones 
trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotagente, 
secante y cosecante. Los nombres de estas se abrevian 
como: sen, сов, tg, сір, sec y esc. 


TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


Se denomina así a todo triángulo en el cual uno de sus 
ángulos es recto; los lados que determinan el ángulo 
recto son los catetos del triángulo, el lado mayor es la 
hipotenusa y se opone al ángulo recto. 


A 
|5 
B===4=30 2 


* Catetos: СА y СВ 2 СА=БлСВ=а | 


([STRIGONOMETRIAS | 111 | 


* Hipotenusas: АВ--АВ-с 
* Ángulos agudos: 
САВ у СВА > тСАВ =алтСВА=0 


ТЕОКЕМА DE PITÁGORAS 


El Teorema de Pitágoras es una proposición atribuida 
a Pitágoras, según la cuál en todo triángulo rectángulo 
el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es 
igual a la suma de los cuadrados de las 


longitudes de los catetos. 


АВ? = СА? + СВ? | | c? = а? +6? | 
= е= уа? +b2 


El Teorema de Pitágoras lleva este nombre porque su 
descubrimiento recae sobre la escuela pitagórica. 
Anteriormente, en Mesopotamia y el Antiguo Egipto se 
conocían ternas de valores que se correspondían con los lados 
de un triángulo rectángulo, y se utilizaban para resolver 
problemas referentes a los citados triángulos, tal como se 
indica en algunas tablillas y papiros, pero no ha perdurado 
ningún documento que exponga teóricamente su relación. La 
pirámide de Kefrén, datada en el siglo XXVI a. C., fue la 
primera gran pirámide que se construyó basándose en el 


llamado triángulo sagrado egipcio, de proporciones 8-4-5. 


ÁNGULOS AGUDOS COMPLEMENTARIOS 


тСАВ + тСВА = 90° | = а%0-90% 


OBSERVACIÓN : 
En un triángulo rectángulo, también se verifica que: 
I) La hipotenusa es mayor que cualquiera de los 


catetos y menor que la suma de ellos, es decir en el 
triángulo se tendrá que: 


II) Al mayor ángulo se opone el mayor lado y así 
recíprocamente. 


EJEMPLOS : 
* Determinar "x" en cada caso: 


172 =152 + x2 
B >289=225+x2 
17 — 289-225 = x? 
—64-x2 
15 — х= /64 


>[==8] 


RAZÓN TRIGONOMÉTRICA 


Es aquel número que resulta de dividir las longitudes 
de dos lados de un triángulo rectángulo. 


CÁLCULO DE LAS RAZONES 
TRIGON CAS 


El valor de las razones trigonométricas de ángulos 
agudos, se determinan en un triángulo rectángulo, 
estableciendo la división entre las longitudes de sus 
lados tomados de dos en dos y con respecto a uno de 
sus ángulos agudos. 


Cateto opuesto 
Hipotenusa al ángulo “0” 
c a 
A? с 
Cateto adyacente 
al ángulo “0” 


* Ahora considerando al ángulo “ 0 ”, se tendrá que : 


Seno = Longitud del cateto opuesto a 8 а | Seno de 
— Longitud de la hipotenusa с Theta 
Cosg = Longitud де cateto adyacente a 0 Ы] Coseno de 
Longitud de la hipotenusa с Theta 
Longitud de cateto opuesto a O a и 
8- Yongitud del cateto adyacente а 0 b 
eigo. Longitud AREA að Ы: шегеннің 
REO Theta 
Laghi а айо auna A 


triángulo se define como SENO de 
un ángulo agudo al valor obtenido al dividir la 
del cateto opuesto al ángulo entre la 

1 de la hipotenusa. 


Bono como COSENO de un ángulo agudo al valor 
obtenido al dividir la longitud del cateto contiguo 
al ángulo entre la longitud de la hipotenusa. 


Se define como TANGENTE de un ángulo agudo de 
un triángulo rectángulo al valor del cociente obtenido 
al dividir la longitud del cateto opuesto entre la 
longitud del cateto contiguo. 


OBSERVACIÓN : 
Para todo ángulo agudo “ Ө ” se cumplirá: 
[0«sen0 <1 | tg0» 0 || зесб > 1 | 


[0<cos0<1]01g0> 0 [об > 1. 


EJEMPLO 1: 


Calcule los valores de las seis razones trigonométricas 
del menor ángulo “ ө ”, en un triángulo rectángulo, 
cuyos catetos miden б y 12 unidades. 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando: 


* Aplicando el teorema de Pitágoras: 
x 
E | =? + 122 
72 = х= /169 = 13 


* Luego definimos : 


5 la сөс ti 
sena б сатир 
сово = 18. E pim 

5 12 
e ae 


EJEMPLO 2: 
Del gráfico, calcula sen - A 


13 
сеа m 
5 


+ п? =13 +32 =10>n=yV10 


* seng - 1. * ut 
n 1 
271 
А ЕЈ 
=> зепд = 2 
Мо 
EJEMPLO 3 : 


En un triángulo rectángulo, los lados menores miden 
2 у Зет. Si el mayor ángulo agudo es аж, calcula senta 


RESOLUCIÓN : 


Recuerda que los lados menores en un triángulo 
rectángulo son los catetos y que a mayor cateto se 


opone mayor ángulo agudo: 
n 
2 
3 

*n*-2?.3*-13— n- /13 
Че 3 

(18 

z => senta = 9/13 

EJEMPLO 4: 


En un triángulo rectángulo, los lados menores miden 
2 y /Зст. Calcula el coseno del menor ángulo agudo 
del triángulo, 
RESOLUCIÓN: 
Graficando: 

п? = 23 + 38 =7 => в= 47 
* 0: тепова > 


27) 
А 2 B 
0802 > сов = z ‹ 
Luego : Due uz 
EJEMPLO 5: f 
Del gráfico, determina: С = cos 0 ctgà E 
1 
zc) 
А B 
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RESOLUCIÓN : 
Del gráfico; с 
* 12+ =32 > п? +1=9 


>n*=8>n=2/2 3 


A n B 
Luego : C=c080 стид 
n_n 24/2 
"rte 
>C=8/3 
EJEMPLO 6: 
Del gráfico, calcula C = соза cos 
Del gráfico: 
Po | 
А 
RESOLUCIÓN : D 


Luego: С = cosa cos f = 


em 
n 


z 
4 

>C =3/4 
EJERCICIO 1 : 
Indica la verdad (V) o falsedad (F) de las siguientes 
proposiciones: 


1)La cosecante de todo ángulo agudo es mayor que su 
A E ме ER ИЕ ( ) 


2) El coseno de un ángulo puede ser igual a 2 


3)Para determinar el valor de las seis razones 


trigonométricas de un ángulo agudo es suficiente 
conocer el valor de solo una de ellas. A 


4) El seno de un ángulo agudo puede medir 0,5 m ) 


5) Si los lados de un triángulo rectángulo se duplican; entonces 
el seno de sus ángulos agudos también se 


6) Si: Ша=0,5 y “а” es un ángulo agudo; entonces 
podemos afirmar con seguridad que el cateto opuesto “a ” 
mide 1 unidad de longitud y el cateto adyacente mide 2 
unidades de longitud A E 


EJERCICIO 1: 
Completar la tabla usando los triángulos rectángulos. 


NOTA: 


Los valores de las seis razones trigonométricas 
dependen únicamente de la medida del ángulo y no de 
las longitudes de los lados del triángulo rectángulo. 


* Lo anterior lo podemos describir a continuación, en 
la siguiente figura : в' 


* Del triángulo rectángulo ACB tenemos que: an0=2£ 


AB 
* Por otra parte del triángulo rectángulo AC'B* 
tenemos que: pus 


* Así ced el mismo valor para sno sin 
importar cual sea el triángulo rectángulo que 
utilicemos para calcularlo, una idea similar podría 
servir para las otras razones trigonométricas . 


ENMAZONES 


PROBUEMASARESUELTOS) 


PROBLEMA 1: 


En un triángulo rectángulo, los lados mayores miden 
13 em y 12 cm. Calcular el coseno del mayor ángulo 


45. g)2 02 5. gi 
Ag 33 Ола Dg: Di 
RESOLUCIÓN : 

* Uno de los lados mayores involucra a la hipotenusa, 
por lo tanto se puede graficar. 


13 


A 12 B 
“Рог Pitágoras: 132 = 122 + x2 
= 169 = 144+х? >х=5 
* А menor lado se opone el menor ángulo y viceversa, 
por lo tanto, el mayor ángulo agudo es “д”. 


* Nos piden : cos - 5. 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 2: 
En un triángulo АВС(В = 909) ; reducir : 
L=senA.csc А + cos А.весА 


А)! в)? С)з р) Ei 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando tenemos: 
A 
c b 
Sé qc 


* Reemplazando ep lo pedido se obtendrá : 
L=2xb,£xb>1=2 


b a Ь с 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 3: 
бі secO = /7 ; calcular: P = tg20  /42senO 
410 вв  C)l4 р) E) 20 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: 
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* Ahora por el teorema de pitágoras : 
х2 +12 = 
* Luego reemplazamos en lo pedido : 
d ғу У) р=в+ = 
р-(36 +42 a)^t-8* 26-і? 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 4 : 
En un triángulo rectángulo ABC , recto еп “С” 
reducir: J= esen B - actg А + Безе В 


4)2a - B)9b ба | рь E)c 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando el triángulo ABC : 

C 

a c 


B Б A 
* Reemplazando en lo pedido : 
J=c(?)-a(?)+0(2) =>J=b=b+e=0 
с а b 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 5: 
Se tiene un triángulo rectángulo ABC.(B=90%), 


calcular: Р= Been A+ В зепс + tg A 
АЈа+ь+с В)2а C)b D) 2c Е)8 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando el mingii rectángulo ABC : 
d b 
B ra А 
* Reemplazando en lo pedido : 
-bfaj,b(e], efa E dyes 
рађају (e) e (2) po 111-2 
RPTA : “E” 
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PROBLEMA 6: 


En un triángulo rectángulo, un cateto es el doble del 
otro . Calcular el coseno del mayor ángulo agudo . 


ЭУЕ lr p EC 
a25 в) XE суМ5 р)уЁ m) 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando y respetando la condición: 


ACTU B 
“Рог Pitágoras : x2 = (а)? + (2a? 


26. 


x2 =a? +4а? > x? = 5a? > x = ЈБа 


* Mayor ángulo agudo: "д" 


4 
* Por lo tanto: совр = g> сов В = ЈЕ 
=> cos f = гі ENE- 
УБ Уб 
RPTA : 


PROBLEMA 7: 


Siendo “в” un ángulo agudo; ы que: $050 
boron EN 
43 т? Ж y^: 5 


etes Са 


* Interpretando la condición : cos = 3 === 


* С.А, =2а ^ Н = За, entonces llevando a un triángulo 


rectángulo. C 


3a x 


A a B 
* Рог Pitágoras : (3a)? = (2а)? + х2 


= 9a? = 442 +x? => x? = Баг => x = ЈБа 


* seno = €. > seno= УБ = МЕ 


ЕРТА: 


“р” 


PROBLEMA 8: 
En un triángulo rectángulo ABC, recto en pet se 
cumple me ЗША = gene calcular; 


Mz МЕ А + | 


А)5 B)7 сэ D)11 Т 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando el triángulo rectángulo : 
С 
а 
A c B 


* Del dato : sẹ) =2 (1) HIS 


* Para hallar "e", aplicamos el teorema de Pitágoras: 
62 = а? +с2 


* Reemplazando : 32 = 22 же e=v5 


* Luego : 


3 2 


A B 
* Reemplazando : ЕН 
ты 2 3 rn а 
м=4 (1+6) =>M=2+3(3)=11 


RPTA : "D" 
PROBLEMA 9: _ 


Del gráfico mostrado calcular : z =tan lan - 


RESOLUCIÓN 


* Del gráfico, sea: ВС = пл AM = МВ = m 


"Ex ABC: tana =È 


“N МВС : tan0- 7- 
5 н ?m 


. Reemplazando еп “0: L= (==) =1 


2 


RPTA : “С” 


De 

В)1,5 

С) 2,5 

D)1 

E)6 

RESOL UCIÓN : 


78 


7 
-3 AC 


о 


* Del dato : iga- Reemplazando : 


B ЕЗ 
* Hallamos “х” (por Pitágoras) : 
х2452-72-эх-2/6 


* Luego: Viigo- J| = Гы 
246 
RPTA : "C" 


PROBLEMA 11: 


Del gráfico, hallar: Р = с 120+ E. 


RESOLUOIÓN : 
* Graficando : 


* Del gráfico, asumiendo valores para poder —€— 
la expresión pedida , es decir : 


P= (ar +27 (ё) = rs inl. p= 4923 
: ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 12: 


En un triáng y бс АВС, recto еп. “С”, 
reducir: 7 


D)c Е)ађе 


В) а? 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando el triángulo rectángulo : 
B 


42 ` ob? 


с b A 
* Reemplazando : 


T 2 
гет _[° = -a? 
2200 (8 += 
* Pero por el teorema de Pitágoras se tendrá : 
c2=al=b2 
* Que al reemplazarlo en (1), se obtendrá : 


LU = 
Р=ту+1=1+1=2 


ЕРТА: “А” 


ЖА (1) 


PROBLEMA 13: 


Enun triángulo rectángulo: se cumple que la diferencia 
de las medidas de la hipotenusa con uno de los catetos 


es 8 y con el otro es 9. Calcular el valor de la tangente 
mayor ángulo agudo de dicho triángulo . * 


7 24 21 30 41 
АНЕ От On Dus Ou 
RESOLUCIÓN : 

* Sea (a » b) AN, 
b с 
С а B 

косу он a? +b? = c? (Pitágoras) 

c-b=9>b=c-9 4 


* Reemplazando : у 
(с–8)' +(с 9)? = с? >02 34e 145-0 
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* Factorizando : 
є?-34с +145 =0 


negativo 2m 
E i n чш > sento= 9. 
* Se pide : і#0= == "m Xo RPTA : “A” 
RPTA : “С” 5 < 4 
PROBLEMA 14: Cuando una persona en À está de pie en la cima de 


una montana, es la primera en ver los rayos del sol 


Del gráfico, hallar: коол naciente. La persona еп В aún no los ve. La persona 
4): A ~ en B ve los primeros rayos del Sol sólo después de que 
pmi ES la tierra ha girado de manera que B alcance la posición 
оз e. Considere radio de la Tierra = 6366 Ет. Altura de 
Dja la montaña = 6000 т зеп 87° 30' 48"= 1061 
E)2 т == 1062 
RESOLUCIÓN : басш el ángulo central que subtiende el arco ВС. 


* Del gráfico, asumiendo los xe para poder 
resolver: 


* Ahora lo pedido será : проце = (7. (= т RESOLUCIÓN : 


Como O es centro de la tierra y C punto de tangencia, 
RPTA : “B” tenemos el triángulo rectángulo AOC (recto en C). 


PROBLEMA 15: Donde 

Del ,caleular: P= cenas B »OC=6366km 

А) E *OA-OB +АВ 

B)2 = 0A=6 36646 
1 Қ = 0A=6372km 

ge o c 

D)9 - - Luego 

E)5 OC _ 6366 1061 

" 4АОС)----- => сов сов (та АОСЈ-- - 
RESOLUCIÓN : «эн OA 6372 
* Dela figura : cos(m4 АОС)-веп 87*30'48" 


=> ma АОС-90%- 8723048" 
=> ma АОС =2°29'12" 
PROBLEMA 17: 


пи ааа 
sabe tangent ? de uno c 
05 2,4. Calcular 


de sus 


* Luego : 


perímetro = 180 

PAS 
13k +12k +5k =180 +k=6 
*Se раде : 13k = 13(6) = 78 

RPTA : "D" 

PROBLEMA 18: 
En un triángulo rectángulo ABC (recto en “B”), de 
lados “a”, “b” y “с”, se cumple que : 
MAREA 


д Bs 
RESOLUCIÓN : 


* Interpretando la condición en función de los lados 
del triángulo rectángulo. C 


78, reduce ; К =[со A+ ЖвепА[“Є 
КОЗ О DE ЕЈ 


I)Reemplazando: £_4=83 


(а же“ )bc _ 


П) Efectuando operaciones : 
acb? с?) 


8 


Ш) Utilizando Pitágoras +. 


а?+с? =Ь? ab? =её = а? entonces queda : 


E LE 
B. vl 


* Comparando : b = 2n, а = п => reemplazando еп 
eltriángulo rectángulo inicial су 


n 


1) Por Pitágoras : (2n) = (п)? +x? < 
dn? 2n*4x!—Jn?-2x?—x-43n г 
II) Reemplazando еп “К”; 


n 
2 
К = [cot? A + 2sen A] = [623 + qa)" 
1 

эк-|У +2(1)]'=> 
PROBLEMA 19: 
En un cuadrado ABCD, se traza BE y СЕ (“Е”еп 
ОБ у ^F" en AD ); tal que: FD=3AF у CE-ED, si: 


RPTA : "D" 


“ВЕС = о y ZCFD = В; calcular: 4 
2 J=2cota + 3tan fi 

АЈБ B)3 Ст 2) 4 E)2 

RESOLUCIÓN : 

* Interpretando el gráfico: y B 


I) Como: CE = ED = “E” : punto medio 
П) Además: FD = 3AF > AF = a^ FD = За 
Ш) Reemplazando en “J”: 
24 44 
4-2,5 == |= 
E). 
ЕРТА : “А” 

PROBLEMA 20: > 
Enun rectángulo ABCD, se ubican los puntos “M”, 
“М”у“Р”еп BC, AD y AB respectivamente, tal 


А) > В) 5 C) 3 

RESOLUCIÓN: 

* Graficando adecuadamente : 
a 


ID BM-Ap-MC.BP.ND. 


EIS QE NE 
Ш) += FAM али 3+2 3 
RPTA :“С” 
PROBLEMA 21 : 
Calcular: tan $ с 
А)? 
B)4 - 
ol bm+2 ЕЯ 
Dni А 
у А атља В 
Dr 
RESOLUCIÓN : 


* Aplicando el teorema de Pitágoras en el: 


Ds ABC: (m 2) = (3m – 1) +(4т + 3)* 
* Efectuando : 
2518 + 20т+ 4 = 918 -бт+1+16Ё +24m+9 
=>2т=6=>т=3 
* Ahora reemplazamos el valor de “т”, y luego 


prolongamos el cateto BA hasta un punto Q, tal que 
la longitud AQ sea igual a la hipotenusa, con el se forma 


un triángulo isósceles de ángulos iguales 5: 
с 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 22: 
Enun triángulo rectángulo ABC (B=90°) de lados a, 
c-b 


b y e respectivamente, demuestre tan(4)- ^ 


RESOLUCIÓN : 

Graficamos el triángulo rectángulo ABC y 
prolongamos el cateto BA hasta el punto D. Tal que 
AD=CA=b Como el triángulo CAD es isósceles 


entonces ma ADC=m< ACD- ^. En elÑ\ CBD 


А). а 
пп (4) Ln A AS сы 77,2) 


Por el teorema de Pitágoras (ДАВС) 
Ь?=а?+с?® >b? -с?=а? — (b + c)(b - c)-a? 
b-c a 


O1] 


а btc 


Reemplazando (II) en (1) tan (2) 


ade 
a 


PROBLEMA 23: 

En un triángulo rectángulo. ABC(B= 909), se traza 
la ceviana А), tal que: DC=3BD. Si: m¿BAD=a 
у m¿DCA=0 ;calcular: К = cota -4tan6 | 


401 B)0 С)2 D)-1 E)-3 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando , tenemos : 
A m 
D 
n 3m 
А с 


АВ = n; BD = m => DC =3m 
* E ABD: соїа= * АВС: ѓапд= 22. 
m 


* Nos piden: К —-cota-4tan8 
эК=%-4х-®-—К=0 
т 4т 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 24: 
En la figura mostrada, AOB es un sector cicular, 
АОВ ir оа на 
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А)2+/5 P В)ї+/5 C5 DN5-1 ENZ PROBLEMA 26: 
RESOLUCIÓN: А Еп ип triángulo ABC(m4B=90°);si:tan (A) xcos(C)=3 


halle: M = {вес (А) Зсзс(С) 
A) . B2 Си ОЖ EKZ- 
RESOLUCIÓN : c 


A с B 
Condición: ѓапА х cosC=3 


Ages = =-= 


Se pide м 3b ГУ 352 
М=\ес?А – 8свсС. M=. A | 
с с с 


Reemplazamos el dato 


XE м» ES => М=1 
> согд=-)5 + 2 е? ce? RPTA : “С” 


ВРТА : “A” PROBLEMA 27: 
PROBLEMA 25 : De la figura mostrada, si BC-CD- DE, entonces el 


Del gráfico mostrado, calcular: K — o valor de tan(a)tan(5) es: 
sen В 


E)1 
RESOLUCIÓN : C 
* Del gráfico, sea: ВС=п 


АЛ" Вв сия рз Ец? 


RESOLUCIÓN : 
n B 
АФ М в 
_ Sena 
KT == а) 
*ISABC: sena = 5% «Е.МВС: send = = 
m 


2b m 
Luego de señalar la semejanza de triángulos,tenemos 
que: 


a b AT 
Tana = p^ Tnb => TanaTanpi 


n. 
* Reemplazando en (1) : к=" к= 


т 


а: ЕРТАС” ЕРТА: “С' 
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PROBLEMA 28 : 


El perímetro de un triángulo rectángulo es 338 m y la 
tangente de uno de los ángulos agudos es 2,4. ¿Cuánto 
mide el cateto menor? t 
А) 13 т В) 66,3 т C)46,3m D) 36,3 т E) 65,3 т 
RESOLUCIÓN : 


130, 


* Dato: tana =24-=1апа= 12 uri 
* Además : = 
(perímetro deld )= 338 


= 


=> БЕ + 12k + 183k = 338 => 30k = 338 


* El cateto ев: 5k =56,3 m 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 29: 
En la figura mostrada; m<CAD=9", m<BDA=7", 
m<ABD=m<ACD=90"” y AD=20u.Calcule la 


longitud ВС (еп u). с 
в 
А D 
АП6 — B)72 | Сва  D)I92 Е)20,4 
RESOLUCIÓN : 
A ABCD: inscriptible 
1 
А o 
А вос; BC-2(10sen74*) 
BC-20 ES) > BC=19,2 
ВРТА : “D” 


PROBLEMA 30: 
En la figura mostrada, si AD=3u, DC=1u, además 
BD es bisectríz del ángulo НВС, calcule cos($) 
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DJUS 


AJ3/á B)2/3 Е)1/4 


RESOLUCIÓN : 


С)215 


3 
Observe que el /\АВР es isósceles 
3 


= AB AB- 3-5 Congo 40 =>Совф= 5 


RPTA : “A” 


(DSi: sena = 0,2 · Determinar : E = сов За * tg*a 


7 13 25 
«2 pd o 
25 12 ) 7 
@ Si: 120 =1,5 . Determinar: 
65/2 J13 az 
2) 13 В) 5 с) 18 


А) В) Е)1 


Е = зепа + сова. 

р)1 LITE 

(69 Si: seco. - 2. Determinar: N = Tga? + свеза 

4 13 5 3 

A)1 B)5 с) Dz Е) тз 
Si: L_=q3 Determinar: Р = 305a — 

e» AR 0,3 паг а-2вепа 


A)2 Bj3 С) 4 Рр) 5 Е) 6 

Determinar: sen Si: gp - 1 
e» p «8--5 

Уз Уз. Уз МЕ 1 
Ay са. а DI EI 
(69 Si “a ” es agudo, además: 3tga—-2=0- 
Determinar : E=sena cosa 

6 6 2 5 

438 Ор ©ту Ра Ка 
62 Бі: sena = 0,75 ^ 0°< а < 90° 
Determinar : 3/7ctga 
A)1 B) 2 C) 3 D)7 E)9 


695: шот ЈЕ аар 


Determinar: 3sec%a + 2csc*a 
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AJ5  B)10 C) 16 D) 20 E) 25 
69 Si: seca=2,6 ^0" « a < 90* 

Determinar : ctga t csca. 

А)5 в)? сё D)3 Е)? 


a 


@ De la figura: sena = 1 
Determinar: BCxAC 
A)8 
B)3J/3 
C)542 
D)10 
Е) 10/2 
(O) De la figura: tg) = = ак АВ- ВС 
А) 8 
B)6 
с)4 
D)2 
E)1 

) 2410 
(3) Determinar: sen 0 + ivi 
A)1 
В)1,2 
С)1,3 
D)14 
E)16 
($3) De la figura ; Determinar : [ees 
A) 6 
B)N11 1 
C) V13 
O Tm 

En un trián, 101 te di di 

sus өтінде pr es digual a 24. Peu el 
perímetro de dicho triángulo si la ponia mide 39 
em. 
А) З0ст В) 60cm C) 90cm D)120 cm Е) 150 ст 
(13) Determinar: с a tg В 


4)1 B)? C)$- D)3 E) 


(O Determinar : tg a tg B 


*=3n===2n-—1 

1 2 2 3 1 
А) у B) = С) 5- №) 5 Е) = 
(42) Determinar : 
А)1 
В)? 
о? 
D)3 
E)d3 
(3) Determinar : 
A)1 
B)2 
С) з 
D)4 
E)5 b 
(3) Enun ДАВС , recto en “С”, “М” punto medio de 
ВС . Determinar : sen: MAC 
A) J10 p) 310. с) 10. р)1 Eu 


д Пеја figura: свса = 2 .Determinar : BC' - AC 
B 


ctga 


£g 0+ctgO 


Jbab 


А)4(1+43) 

B)4(4 - 43) 

C) 4(1 - 43) 8 
ҮЙЕ 

Е)16/3 


“ТАНЕ 


@ў 5: tg B=V3; B c IC 
Determinar: sen? ff — ctg? f 


С)1 


12 5 
4-5 В) ту 


12 5 
р) = E)- 33 


ӨЗ Dela figura: (ра = 1,3 , Determinar el área del 
cuadrado ABCD. 


B 
A)25 
B) 100 
С)8 
D)36 
E) 16 A D 


63 De la figura ctga = 2; tg B =0,75 
Determinar la medida de la altura relativa a АС 
A)14 
B)3 
С)5,2 
D)6 
E)5 


ОШ ЕЛ 1 


Өй) Con ayuda де la figura mostrada . 


Determinar : 


ЇЙЇ 


3 E = sena + cosa 
A) > 
4 
B) 3 
7 
с) z 
12 
D) Ж 3 
E)i- 
(62) Si se sabe que : sena =-1_ , Determinar: tga. 
1 = 5 
A)1 В) > С)2 DJS Е) > 
63 Si ве sabe que: сзса=\/10. Del gráfico, 
Determinar: М = co£20 + esc?0 . 
А)15 
В)16 
С)17 
D)18 
E) 23 


93) En un triángulo rectángulo ABC (С=90°); se 
cumple: secA.senA-*secB.senB = 2. 


Determinar : Q = сѕсА.сѕсВ 


AN? в) С) D)? ES 
@® Con los datos proporcionados en la figura, y 
sabiendo que: tga = 3 , Determinar el valor de “b”. 


A) 2/10 | 

| 
A — = 
69) En un triángulo rectángulo ABC (8 = 90»). 


ЕС ыр _bsenA 
Simplifique : N cor. 


© + D)1 


(62) Sabiendo: св = 0,4 (“g”es un ángulo agudo). 
Determinar + Р = весб.свс0 


Аја В) а? E) be 


А) 2,9 B) 2,8 C)2,7 р) 2,6 Е) 2,4 

(03) En un triángulo rectángulo ACB (recto en “В”) 
: . p_tanA+cotA 

аг Е rr 

А)1 В)? Oi D)3 Ei 


0» Determinar el perímetro de un triángulo 
rectángulo ABC. Si el mayor lado mide 100 cm y el 
valor de la tangente trigonométrica de sus ángulos 
agudos es 0,75. 

А) 100 ст В) 180 ет C)120 ст D) 240 ст E) 480 ст 
(O) Determinar el área de un triángulo rectángulo 
ABC ‚=: tan A- S. y la hipotenusa mide 26 m . 


4)100m* B)120m* С)140 т? D)260m* Е) 240 т? 


@ Determinar “tano ”, del gráfico, mostrado ві 


ABCD es un rectángulo y MD =зАм =АВ. 


A)1 
B)2 
C)3 
D)4 
E)5 
ӨЗ Los lados de un triángulo rectángulo están еп 


progresión aritmética. El coseno del mayor ángulo 
agudo de ese triángulo es: 


0i DE су} DE nf 
(O Si el área de un triángulo rectángulo BAC (recto 


en A) es de бт? у sen B = 2senC . Determinar el 
perímetro del triángulo. 


A) 10m в)(15 - 258) С)(15 - 2 Ј5)т 
D)5Jim | Е)(5+3./5)т 


(19) Si x e y son los ángulos agudos de un triángulo 
rectángulo y además: 


tanx+asecy _coty+bescx Determinar: E 
cotx tany 
A1 B)2 с)з р)4 Е)5 


@ En el triángulo ABC (С = 900). Determinar 
“sen A”, si se cumple que: 2cot А = 3cot В. 

МЕ N10 Уз М5 45. 
д) 5 2 5 e) 10 m 10 £) 3 
(3) Si: AL=a , PL-b. Determinar: E=2 sen?0—1. 
ne 


өзі ^ 


(12) En un triángulo rectángulo ABC (B = 909) 


Simplificar : _ вепА + зепС 
оба: с08А+с08С 


А)1 B)tanA C)tanC Р)зесА E) свса 
49 Si ө: ángulo agudo de un triángulo rectángulo y 


ві tang = 12 y su hipotenusa es 26. Determinar el 


área de PE triángulo rectángulo. 

A) 80 B) 100 C)120 D) 140 E) 160 

69 En un triángulo rectángulo ABC (recto en B). 
Determinar tan; ві b-c— 2a 

А)1 вуз С)? м E)3 
69 En un triángulo rectángulo ABC (recto еп A). 


TM 1-cosB 1-cosC 
Simplifique: M = Pra. 
pe MU 1*cosB ^ I*cosC < 


А)Ь B)a+b C)0 Dic E) -b 
TAREABDONMICIBIARIA 


(65 De la figura , Determinar el valor de “х”, si 
tan =0,75 . 


А)15 

B)20 

C)30 

D)40 A 

E)60 x 

e» Si se conoce que: secó = a , entonces determinar: 
сір0. 


13 11 9 Ше 1 
оч в 
63 “0” es un ángulo agudo y 120-25. 
Determinar : zan (907-0) 

11 13 17 19 21 
Aj; Biz Aso Pi Pz 


@9 Conociendo los datos ап la figura , y además: 
tg a = 2,4 . Determinar el valor de “а” 


E) 26 jm rumes с 
[27] Con ayuda de la figura, Determinar: W=tga+seca 


2k 
(CLARIS DE LI SEGUNDA PRACTICADE T. T. DE 19110810108 
б) Мг) БЖ Mon £y] c ВОВ 


@ Si "a" ев un ángulo agudo tal que: 


Cosa = ЧЁ сыешып Тео +1 


А) 1,5 В)2,5 C)35 D)4,5 E) 5,5 


63 5і:0%< 0« 7/2 donde: 
/3Seng=1 Obtener el valor de: 
М -42Tg0 +3Cos*0 


А)1 В)2 СЈ3 D)4 Е)5 
63 A partir del gráfico. c 
000 
22) 

: 1000 B 
Calcular el valor de: E=Seca.Tga 
А) Ло В)2/0 С) 3410 
D)4Jm | E) 5410 


Өз бі "9" es agudo tal que: 
Sen(90” —8) = 0,96 

Obtener: E = Сзеб + Coto 

А)3 B)5C)7 D)16 Е) 3,5 


@ En un triángulo rectángulo 


recto en B ве cumple que: 254. - E 
Reducir: 

М = (SecA + ТЕА) (SecA - ТЕА) + 45есА 
А)4 B)5 C)6 D)7 E)8 


@ En un triángulo rectángulo 
ABC (recto en B)Reducir: 


A) ab B) а?+Ь° С) a-b* 
D) 1 E) 2 
@ En un triángulo rectángulo la 


secante de uno de sus ángulos 
agudos es 2,6. Calcular el perímetro 
si la diferencia de sus lados mayor 


y menor es 24m. 
A) 30 B) 60 С) 70 
D) 90 E) 120 


69 En un triángulo rectángulo 
ABC (recto en В) ТЕА =5 sisu 


perímetro es (10 + 2/17)m . 
Determinar la medida de su área. 
A) 4т? B) 6m* С) 8m* 
D) 10m? Е) 12m* 


@ En un triángulo rectángulo 
ABC (recto en C) si la suma de sus 
catetos es "y" veces la hipotenusa. 


Calcular E = (ЅепА + SenB)* 


А) 5В)п С)2п Рут!” E)2n' 
@ En un triángulo rectángulo 


ABC (B = 90°): se sabe que: 
ЅепА = 2senC. Si 


М ТЕА — qq + Seca 


А)1 В)2 C)4 ШР) E) 4s 
(O) En un triángulo rectángulo 
ABC (B = 90“ ) , reducir: 


k- ro Tg $ +@+ыл С 


Ајс В)ђ + с C)a +b 
Dja+c E)a-c 
@ А partir del gráfico: c 
10 
А e) = 


о 


Calcular: М = 9Csc*9 — Coto 


at 


1 17 29 39 
913 B 4-0 ЖЕ ст 


@ En un triángulo rectángulo 
BAC se cumple que : 


CosB CosC ==. Determinar la 
altura relativa a la hipotenusa, 
sabiendo que esta mide 6./2m. 


A) рт В) Jim C) 4m 
D) Jim Е) ут 


(O) En un triángulo ABC(C=90") 
Determina " SenA" si se cumple: 


2CotA = SCtgB 
A) 45:5 В) (105 С) 410-10 
D) J510 Е) J53 


@ A partir del gráfico ABCD es 


@ А partir de la figura: Se tiene 
ВС = 14m, CosA = 0,96 с 


A B 
Calcular el perímetro del triángulo 
rectángulo ABC. 

А) 224т В) 112m С) 114т 


`0) 214т Е) 216m 
@ Бі: Тво = 3, siendo "а" un 
ángulo agudo . Reducir : 
М = V10 (Sena + Cosa) 
А)2 B)4 С)6 DJ8 E)12 
@ Del gráfico, calcular: 
P = Cota — Tga 


413 B)-1 C)-2 D)1 E)2 
@ En un triángulo rectángulo 
АВС(В = 90“ )se tiene que: 

TgA — 2TgC 

Calcular: P = SenA зепС 

A) 2/8 B) 45/8 C) 66 
D) (0/8 Е) 43/6 

€ A partir de la figura mostrada: 
Calcular: М = Tga + ТЕЗ 


OBJETIVO : 
Identificar y analizar la relación entre las longitudes 


delos lados de un triángulo rectángulo, cuyos ángulos 
agudos pueden ser 30°, 60°, 45°, 37 y 53°. 


INTRODUCCIÓN : 

Pitágoras y los demás geómetras griegos se ocuparon 
tanto del triángulo, porque lo usaban mucho en la 
construcción, Fueron ellos los que inventaron las 
cubiertas de dos aguas. Eso les permitió ensanchar 
mucho las naves de los templos y los grandes salones. 


Descubrieron la manera de repartir el peso de la 
techumbre entre tres vigas, de tal manera que el 
trabajo que realizaba cada una al trabajar 
conjuntamente, era muy inferior que les 
correspondería si se distribuyese entre las tres 
colocadas como vigas planas. Y según el trabajo que 
hacen „así las nombraron: a las dos vigas que sostienen 
la techumbre las llamaron catetos, porque tienden a 
ir hacia abajo (kazfemi); y a la viga de abajo la llamaron 
hipotenusa porque es la que lira (tenusa) por abajo 
(hipo) de las otras dos para que no se abran. 


Los ángulos que miden 30^ ; 45” y 60" son muy 
utilizados en Trigonometría. Podemos calcular los 
valores de las seis razones trigonométricas de estos 
ángulos notables sin necesidad de utilizar tablas o 
calculadoras. Para encontrar los valores de las razones 
trigonométricas del ángulo де 45", consideremos un 
cuadrado cuyo lado tiene una longitud 1. 


(ж =ү2' 


Sí trazamos su diagonal tenemos que los ángulos 
agudos del triángulo rectángulo sombreado miden 45°. 


Con el teorema de Pitágoras podemos encontrar la 
longitud de la hipotenusa. 


Para encontrar los valores de las razones 
trigonométricas de los ángulos de 30° y 60°; 
consideramos un triángulo equilátero . 


TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 
NOTABLES 
Son aquellos triángulos rectángulos, donde conociendo 
las medidas de sus ángulos agudos, se puede saber la 


proporción existente entre sus lados. Van a destacar 
los siguientes triángulos: 


EN UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO DE 45° 
LOS CATETOS 


TIENEN LA MISHA LONGITUD 


Consideremos un triángulo rectángulo con tales 
características y catetos con longitud igual a 1; 
llamemos “e” a su hipotenusa. 


(Pitágoras) 
1+1 =с? > с= 42 


^ 


1 
Tal triángulo rectángulo se muestra en la siguiente 
figura. Con ayuda del diagrama podemos determinar 
con suma facilidad los valores de las razones 
trigonométricos para un ángulo de 45°. 


ZE 


* sen450 inris == Ji 
1 
t 
“cosge c Lo 1 | 
*tg4óo =1=1 *вес4бе = УЁ = В 


antigu 
babilonios (1700 a.C.) 
ya calculaban la hipotenusa' 
de un triángulo rectángulo 
isósceles multiplicando 


AHORA CONSIDEREMOS UN THLÁNGULO 


EQUILATERO : 

Cuyos lados tienen una longitud igual a 2. Si bisecamos 
uno de sus ángulos, obtenemos un triángulo rectángulo 
que tiene una hipotenusa de longitud 2 y un cateto de 
longitud 1. El otro cateto tiene una longitud “a”, cuyo 
valor podemos calcular con base en el teorema de 
Pitágoras como sigue : 


а2+12=2° 
=а=/8 


E 
“ЕМ GENERAL : 2k $0° 
Е 
„30° 
* Ejemplos : ka 4 
Ej 


Usualmente se utilizan triángulos rectángulos cuyos 
ángulos agudos han sido aproximados. Así por ejemplo, 
en el triángulo rectángulo de lados 3; 4 y 5 . 


se tiene que tan37"=3/4 

(pero haciendo uso de una calculadora científica 
tendremos que :Tan36"52*11,63"=3/4, logrando así 
una mayor exactitud ) 


Así, considerando la aproximación calculemos los 
valores de las razones trigonométricas de los ángulos 
de 377y 53°, los cuales obviamente serán aproximados. 
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isl OBSERVACIÓN 


Una forma práctica para calcular las razones 

tricas de la mitad de un ángulo agudo es la 
siguiente: Partimos de un triángulo ABC (recto en 
“С”). Si queremos las razones trigonométricas de (4) 


entonces prolongamos el cateto CA hasta un punto 
“D” tal que: AD=AB luego el triángulo DAB es 


isósceles, «ВРА = 4, 


A b C рсы кг C 
A_c+b 


* Por lo tanto: со = 


* Entonces: 


со HR es MB соё А. cac A + cot À 
2 а а 2 


* Análogamente : 


A a c-b A 
UR == tA 
tan солуур => tanz esc А- со 


* Consecuencia de lo concluido ев: 


C C 
„да 

а а 

а В TERY B 


posible aproximar el ángulo agudo @ en el 
siguiente triángulo тшш, 


rese 


si:2>10 
а *Se aproximará así : 


AN m 51:0 = 5; 4% 


EJEMPLO: 


22 ГІ 
23 


23 2 
C :—=>10>0=57,3 | 
omo 2m > 7. (8 
ш>0 ~ 4,98“ 


OTROS TRIÁNGULOS UTILIZADOS : 


4C 
AS. (4-8 
7775 сет 
с 
(аза), У 
6 42-42 a 
А Qija B AS 


P e 
xci 
a B 


e para recordar 


У“ Trigonometría significa 'medida de ángulos". 
У“ En un triángulo rectángulo Isósceles (triángulo 45° - 45°), la. 


hipotenusa mide: a (2. 

У“ En un ángulo rectángulo 30°- 60° el cateto mayor mide (3. 
veces el cateto menor: а= 3b. 

Y La razón trigonométrica es la relación өліге los lados del апаш 


y se expresa como una fracción. Ejm.: T 2 
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PROBLEMA 1 : 
Calcular: P — £g*60" + sec 45° x све 45% 
A)JI B5 С)6 р) 7 Е) 8 
RESOLUCIÓN : 
* Reemplazando los valores: 
P-(43) «(/2)(/2)-342-5 
RPTA : "B" 
PROBLEMA 2: 
Calcular: Q=sen* 30" tan 37° 
4)? ву C) D)4 EJOS 
RESOLUCIÓN : 
* Reemplazando valores en la expresión : 
ANS SU m 
е-(2) AA 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 3: 
2 2 
Calcular: A= 48 49 tsec 60°_ 
5 —3tg 60° xctg 60° 
4)1 Bj5 С) 2,5 р) з Е) 4 
RESOLUCIÓN : 
* Reemplazando los valores : 
2 2 
a- @*+@) yes 
5-3(/3 КЕП 
ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 4: 
2 450 ° 
Evaluar: А-З 45°+ сов 60' 
esc 30^ 
L- (sec 53°+ tan 53^) cos 60" 
T = (tan? 60" +5веп 37^) sen 30° 
Calcular : L+A+T+A 
А) 5,5 В) 6,5 С) 7 D)4 Е) 3 
RESOLUCIÓN : 


Ж os valores en cada expresión : 


a, НИ 
2 2'9. = A 
2 2322 
T-(/3) са 


52 


3,1 1 
* Se pide: —+—+3+—=6, 
Se pide PRG 2 5,5 


RPTA : 


DU 
PROBLEMA 5: 
Hallar : "у" 
А)1 

В)?+/8 

С) 4+2/3 

р)у8 _ 

Е)5 
RESOLUCIÓN : 
* Recordar que: 


* Se nota: a=2> x=a/3 => x=2/3 
y=2a > y=4 


248 


PROBLEMA 6: 
Hallar: ky" 
4)6 

B)7 

C)10 

D)8 

E)12 y 
RESOLUCIÓN : 
* Recordar : 


* Luego: х+у=4 


ВРТА : “С” 


5/2 


* Entonces : 
E /2=5/2 > в=5 
х=Е = х=5 


у= => у=5 
+ Бе pide: х+у=5+5=10 


RPTA : "C" 
PROBLEMA 7: 


Hallar: “x+y” 
4)48 


B)60 
C)64 
D)72 
Е) 80 
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RESOLUCIÓN : 
* Recordar : 


* Entonces : 
4k=32 > k=8 > x=5k > х=40 
= угзв > y=24 

* Se pide: х+у=40+24=64 


БРТА : “С” 
PROBLEMA 8: 


Si “0” es un ángulo agudo у efg 0 =е8260“. 
Calcular : P=sec* о+ї6?0 · 


А)7 В)8 C)9 D) 11 E)12 
RESOLUCIÓN : 
* Del dato : ctg6- cos 60” 
E % 
| 1 
: 5 2; 
. . 
Н Li 
4 1 
e 1 ^ 
нн. ..” 
ГА 
> = 0=1 
ы 2 
* Se pide: »-(:5) «(£) -9 
1 1 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 9: 
Hallar *x" de la ecuación: 
4x sen? 60?-- sec" 45"=7 sec 60" – 9 tg 45° x csc 30° 
4)0 Z2 суп р) 9 EL 
RESOLUCIÓN : 


* Reemplazando los valores de las R.T. de los ángulos 
notables : 


BY z 
4%) +(/2) =7 (2) -9(0(2) 
e (3) =14x-18> 20 =14x-3x 


20 
152220 
TIT 
кеседі ЕРТА : “D” 


PROBLEMA 10: 

Del gráfico mostrado , calcular “Ча”. 
1 A 

A) p 
3 


В) 


2 
с) => 


D)3 
E)2 B 


RESOLUCIÓN : 
* Utilizando adecuadamente el ángulo de 37°. 
A 


* Сото: AB=3k B 2k D 2k C 
D gC- = BD=DC=2k 


EX. 2k tj _2 
a А зь Е 3 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 11: 


Del gráfico, calcular: “tg y”. 
9 
A) 31 
242 
17 
2 
С) 2 
13 
IS ~ 
E)5 
RESOLUCIÓN: 
* Se observa que el ángulo agudo “y " no está en un 


triángulo rectángulo. En estos típicos problemas 
tenemos que hacer un trazo . 


B) 
15 


A ^ 


43 с 


* La altura ВН ! АС 
* Recordar : 


ATHIGONOPMETRIA^ 


>5k=15=>k=3 
*Luego : BH=3k > ВН=9 
HC=4k => НС=12 > AH-31 


* Dal NAHB => tg y- S. 


31 
ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 12: 
En el gráfico mostrado, hallar “ tan”. 
1 1 1 
A)2 pr с) * D) 22 E)4 
RESOLUCIÓN : 


* Construyendo un triángulo rectángulo notable , 
exteriormente : 


2.1 
=›їапб=—=— 

8 4 

ВРТА : “D” 
PROBLEMA 13: 
Enun triángulo rectángulo, la tangente de un ángulo 
agudo es igual a la cotangente al cuadrado de su 
complemento. Calcule la suma del seno y coseno de 
dicho ángulo. 
RESOLUCIÓN : 


Graficando 


a:agudo 
Complemento де а : 90* – а 


Del enunciado fana = cot?(90^ – a) 

Por propiedad de complementarios 

col(90^ —a)-tana => tana-tan'a => 0-tan*a- tana 
Factorizando O=tana(tana—1) Igualando a cero 
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tana=0v апа=;а=45 = веп45? + сов 45° 
42,42 
Б ағасы, 


РКОНГЕМА 14: 
En la figura adjunta, se sabe дие: 
AB=18m, <САр-15%у el <CBD=30", calcular la 


longitud “CD”. 


A)6m 
B)7 
A 18m B 


С)8 
D)9 
E)5 
RESOLUCIÓN : 

* Podemos observar queel „АЮВ resulta : 15”, luego 


el triángulo ABD resulta ser isósceles, por lo tanto : 
BD=AB=18m, en el triángulo BCD, se tiene : 


А Ism B C 
* Luego : Sp sen 80", ср-во. 1 =1в(1)-9 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 15: 
En la figura adjunta, se sabe que : AB=12m, 


2САр=30° y el <CBD=45". Calcular la longitud 
D 
D)16,2 


“Ср”. 
E)16,4 А HE 


A) 17m 
RESOLUCIÓN : 


B)16 
С)15,8 
* Graficando: 


В xr С 
* Como en el s sco es isósceles : BC=DC=x 
* En el (£ACD, por definición : 


А 12 


SAC, gg Des 


t 30° 
99 DC 


>x=16,4m 


RPTA : "E" 


(&mazoxrs тиіс. DE avertos acenos xotames A | 182 | 


PROBLEMA 16: 
En un triángulo ABC equilátero mostrado. Caleular 
gy sos B 
PE ^N 
43. 
By 
3/3 
MES 


D)3 
E) J3 
RESOL UCIÓN : 


* Como el ángulo “y” no está en un triángulo 
rectángulo, entonces debemos hacer un trazo, la altura 
del punto Р 1 AB. 


A 12 рас 


Астат up 4. 6 


"Авр о и > шу == 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 17: 


Si ABCD es un cuadrado, calcular “fan x". 


D B ЕС 
7 
Вт x 
18 
OTa 
m 
Dy Е ) 
E)4 
RESOLUCIÓN : 
* Utilizando el ángulo de 37*: 
B. 13a За C 
4a 
16a E 
2a 
Асва == Р 


EDITORIAL 


* МАРЕ notable de 37° y 53°, entonces: 
AD-16a ^ ED-12a 
* Por ser un cuadrado: ADz CD, entonces EC=4a. 


* ҺЕСЕ notable de 37" y 53°, entonces : CE=4a, 
CF 3a, entonces : BF=13a. 


* БАВЕ: tanos > (ano 


16 

ЕРТА ; "C" 
PROBLEMA 18: 
Se tienen dos círculos tangentes exteriormente cuyos 
radios son “ғ” y “3r” respectivamente . Calcular el 
ángulo que forma la recta que pasa por los centros de 
ambos círculos con una de las tangentes exteriores a 
ambos círculos. 
A) 45° B) 60° 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando : 


C) 30° 


D) 15° Е) 53° 


ВРТА : “С” 
PROBLEMA 19: 

En un rectángulo ABCD, ве traza DH perpendicular 
а AC.SiAD=2AB ym=<xHAD=60", halle la 
cotangente del ángulo BHA. 

RESOLUCIÓN : 


B 


2K 


Se pide cot9 Trazamos 


BPO АН гоо t „И 


Como AD=2AB Sea AB=2K > AD- 4K 
Enel МАРВ: ВР = Ky AP - K/3 


A=ATRIGONOMETRIAS 
EnellMAHD: AH=2K — PH = 2K - KJ3 


28 ig з 8 


Reemplazando en (1) cot9= 


PROBLEMA 20 : 


Dado el cuadrado ABCD, determine сіб, además; 
4EC-AD. 


aC 
E 


E)2 
RESOLUCIÓN : 
* Utilizando los datos adecuadamente , se obtendrá : 


* Luego del triángulo sombreado se aprecia que : 


4a 
сің Ө----2 
E 2a 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 21 : 

Dela figura mostrada ABCD es un rectángulo, AD es 
diámetro de la semicireunferencia inscrita, “O” punto 
medio de AD, Halle: mq EOD. 

A)53* 
B)37* 
С) 30° 
р)60° 
Е) 45° 


* RESOLUCIÓN : 
* Utilizando los ángulos en el gráfico: 


* Del АСР: 
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0) r 0) 1 6 53° 
(3) 5>.(3)-3=3- AS 


ВРТА : “А” 


PROBLEMA 22 : 
Una semicircunferencia de radio (11-/3) em se divide 
en treinta arcos iguales. Calcular la proyección del arco 


comprendido entre la quinta y décima división sobre 
el diámetro pur en centímetros , 


А) + B) B ст р) 5. Е) 4 
RESOLUCIÓN: 
* Como la semicircunferencia se divide en 30 partes 


iguales ; entonces , cada ángulo central mide: m. =6° 


* Hasta la quinta división , el ángulo central БЕ: 30°. 
*Hasta la décima división , el ángulo central mide 60°. 
* Graficamos el arco comprendido entre la quinta y 
décima división (sólo por facilidad). 

* Observar en la figura que : *=0Q-OP. 


EJE 


OQ-R cos 30%- 


„28У 


5 ОРЕ соз60"= Ё 


R ER 1) 


* Por dato: R=/3+1 
> 40s - 1). Уз" -1*_ 
2 


PROBLEMA 83: 
Del gráfico, calcular “cot 0 " 
E REI 

B) - 

C)242 

D)2NS8 

Е4 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


ES 30° 
на В буз С 
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1) Ттагатов la altura AH (observe) 
П) Como: та АВС=150“ > тчАВН=30° 
NAHB: notable > AB=10 > АН=5; HB-543 


соед 13. fg 


Ш) АНС: 
ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 24 : у 
En la figura mostrada, si MN=NB,tan(a)=0,76 , 
calcule la medida del ángulo x. 
D, 


4)55° В)30“ 
RESOLUCIÓN : 


С)20° 


D)37/2 E)15* 


Dato: tana- s »а=37 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 25 : 


Del gráfico, calcular "egt a". 
AR 
B)42 
6 
оз 


RESOLUCIÓN : 


* El ángulo agudo “a” debe estar dentro de un 
triángulo rectángulo, por lo tanto se traza una altura 
desde el vértice “B” B 


I) Trazamos: BH 1 АС 
П) N AHB: notable (45°) 


AB=10/2 = AH=HB=10 
III) Como: AH=10 => НС=12 


: T AL 
КАВНС :сог а = ner 
RPTA : "C" 
PROBLEMA 26: 
Calcular el valor de : 
sen? 3004 све“ 60*+ sec” 60° 
ИТТ 
3 4 1 7 9 
24. E AS Le, ¡Es 
А15 Bg ) 12 D Pu 
RESOLUCIÓN : 


* Reemplazando sus valores , resultará : 


2 4 
1yY,.1(2 Y, ! (о 1.8.2 
MIO +25) +36 (2) xs 4*9*9 
(43) +(/2) +30) 9+2+3 
=ї36_ 6. 1 
25r us 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 27 : 


En un triángulo rectángulo ABC (recto en B) se 
construye exteriormente el cuadrado ACDE. Calcular 
la cotangente del ángulo BEA, si además m<ACB 


mide 30°. 
A243 В) 4/8 158 D4J3 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


о 


4n E 
* Enel DEHB: eigo fnm > ctg 0-48 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 28: 
Si. AOB es un sector circular, F es centro de la 
circunferencia, D y E son puntos de tangencia, halle 
fan(8). 


лав [ — я ESCICIOPEDIA 3015) 


2424/2 BN4-2/2 ГӘ ТТАР 
DA3-24/2 ENZ4J3 > 
RESOLUCIÓN: 

A 


Como: 0 E > tan0=/2-1 


3-242 


RPTA : 


tan0-4(42 – 1)? > tan6- 


«p» 

PROBLEMA 29: 

En un triángulo rectángulo BAC,(AB=c ; AC=b; 

BC=a) el lado c es media proporcional entre los otros 

dos lados además se cumple: 

lan(z) sen? (B) 25-1. er 1148 , calcule la medida 
del ángulo x en danes 4 3 

Аж1/4 В)я!10 С)ж/12 D)3x/10  EJ5x/12 

RESOLUCIÓN : 

El lado “С” debe de ser un cateto. с 


а, b 


B A 
Condición: С =/аб Pero por el teorema de pitagoras: 
a!-b 4c? > a^-b^ ab 


2 
0б=Ь?+аЬ-а? > за? ¡0,2 7 
а? a 


Como: 2 = senB => О=веп?В+зепВ - 1 


Luego: senB - — — — L УБ dado que: 
В є (0°: 90°) > зепв > 0 

así que senB= 5 д > senta 15 
Se nos da: tansesent pe 35-1 1,1448 
Reemplazamos lo obtenido: 

балх- 32 E, 4s- 41448 Stanze 24/8 

N- — 

ВРТА : “E” 


PROBLEMA 30 : 

Un niño, haciendo centro (fijo) en su mano, gira una 
piedra atada a una cuerda inextensible y de longitud 
igual a 1 m, tal como muestra la figura. Si para un 
tiempo igual a cero la piedra está a su mínima altura, 
que es de 30 cm del suelo, calcule la altura de la piedra 
transcurridos 2 segundos (asumir que el giro de la 
piedra se realiza en un mismo plano vertical y además, 
la velocidad angular constante es я/3 rad/s). 


4)1,25 m 
B) 2,15т 
С)1,8 т 
D)L5m 
E) 2m. 


RESOLUCIÓN: 


* El fenómeno representa un movimiento circular que 
la analizamos de acuerdo a una vista frontal : 


EDITORIAL RUBISOS 


Datos : 
*г= 1 m =100 cm (longitud de la cuerda) 
, a, radis (velocidad angular) 


* Рага t=0, la piedra está en А a una altura de 
30 cm; AH=30 cm 
Para t=2 s, la piedra está en B, donde : 


а=охе=[гайв је 8) 


entonces, а= =120° 


2arad 
3 
* Se forma el triángulo rectángulo notable 
BON, en el cual ON=50 cm 


* Finalmente 
ВР=ОМ+ОА+АН 
ВР-50 ст+ 100 ст+30 cm 
= BP=180 ст=1,8 m 
PROBLEMA 31 : 
Del gráfico mostrado , calcule tan*(Grad + 15°). 


A)2 


RPTA : "C" 


RESOLUCIÓN : 
Dato 


Por definición de RT para un ángulo agudo: 
cnp _ cateto opuesto 


sent = 046! 
hiponusa 
Reemplazamos del triángulo : 
лет де? 
LIE 2 т 
3 
resolviendo 9-5 es solución, pues : 
л 
НЫ Du 
6 2 


Nos piden : 
tan*(6rad + 15*)-tan? d rad + 15°) 


=tan*(30*+15*)=1 


RPTA : “E” 


А)3 В) 2 С) 4 р) 8 E)-3 
(93) Determinar: sen” 45*+sen 30° 
41 Bi C$» D) №4 
o 
(O) Determinar ; соз“ 402-4837 
А)1 В)0 C)2 D)-1 E)4 
(93) Determinar: вес? 45" -tg 30° 
ctg 53° 

A)4  B)2 Ов р) М6 E) 1 
(03) Determinar : esc 30°+ sec 60°+сів 45° 
А)1 B)4 С)5 D)6 E) 8 
(6д Determinar: 

sen 37° cos 37° tg 37° ctg 37° sec 37° esc 37° 
А)2 В)1 С) 8 D) 12 Е) 2 
(62) Determinar “х” еп: 
A) 44 
B)30 
C)33 
D)55 

A 

E) 23 24 
(03) Determinar "x" еп: 
A)3 
B)43 
с)зу/з 2 3 

48 
D) XE A 
E)1 


(69 Determinar “х” en: 
А)? 
B) /2+1 
C)3 
D)4 
Е)5 


A^TRIGONOMETRIA^ 
(O) Determinar : 1875" 
А)/3-2 В {3+2 © {3-1 
(O) Determinar :1g9 А 
A1 
B)2 
соја 


1 
Dz 
Y 


D)/3-3 E3-4/8 


a 
5ч 


У 
= 


E) — 
6 
(13) De la figura до: cuadrante. Calcular tg 9 


3 3 1 3 3 
Ај B) 4 С) > DIS EK 


((3)Determinar aproximadamente : ee 


1 


1 1 
A) 2 B)1 Су Элу E) 5 


(£3) Determinar aproximadamente : ғ 
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D)2 


1 1 
Ay B)3 с): Е)4 


АЭ Determinar #20, en : 


D 
25 
a? | 
4 
D)1 
у 1 
a 9 


(8 En el problema anterior , calcular : sena, 


8 7 5 9 1 
@Determinar : A242 24 вест 45° 
А)4 B)2  C)8  D)1 Е)/2 
Determinar : 91046 53° — 4ctg 37° 
A)3 B)2 C)4 р) 5 Е) 6 
Ed Determinar “х” еп: 
Аја 
B)16 12 < 
C) 20 
D)10 A 
Е) 12 
© Determinar "n" еп: 
А)? 
B)4 
су 
D)5 
Е) 3 
ЕЭ) Determinar : 3sen 37°+4 cos 37° 
А) 1 B)2 C)3 D)4 E)5 
ЕЭ Determinar : сё, en: 
4)2-42 | 
B)42-1 
C€)342-1 E 
р) 2,/2+1 | 
mi АЯ 


: C=3tan* 309+ sec? 455- 2сов^ 
€3) Evaluar an sec cosg 


А)1 B)2 С) 3 D) 4 E)6 


TAREANDOMICITTARIA 


(EDDeterminar : 

C=(cos 45°+ cos 607+2 tan 377) вес 45% 
А) 3 В) 4 С)56 D)7 E) МА. 
Q3) Determinar : 

Е=(зеп 60? све 45°) +(sen 53% cot 60°) 

42 542 15/2 15/2 7/2 

Шен A в Erg 
63 Siendo: tan a=sen 60° 
Determinar : C=78sen*a+8 cot? a 
А)1 B)3 C)5 D)7 E)9 


(03) Siendo : cot 0—cos 37% 
Determinar : Е= (esc? 8 – 1) «tan 


A)02 В)04 С)0,6 D) 0,8 Е) 0,96 
@ Determinar : к= 5en 60^* cos 30° 
sen 45°+ cos 45° 
/6 46 Уз Уз 
Ade B ЩЕ йы 
2 2 
(99) Determinar : p.99 30° cec" 45^ 
esc 30^ 
5 5 5 
А)5 B) = с) "T D) ҒЗ Е)10 


62) Evaluar: R-2sen 30°+3 tan? 60% вес? = 


А)2 B)4 C) 6 р) 8 E)12 


69 Determinar : C= 3 sec? 45°+4 esc 53° — 3 cot 45° 
2 сов? 45°+3tan 53° 

A) 1,2 B) 1,3 C)14 П)15 
(69 Determinar "x" en la igualdad : 

x tan 37" – све“ 30°=4 tan? 45°+х sen? 30° 
A)2 B)4 С) 8 D) 16 E) 32 
69 Siendo: sen 9 cos 60° “g” es agudo, 
Determinar : tan*0, 
А)5 B)1/10 С/1/15 


SEGUNDANERACIICABDIRIGIDA 
(61) Determinar el valor simplificado de : 
Е= еп? 30? sen 60" -tan 37° — cos 30° 


2 1 
А)>- 8/- 6/2 р) з 


Е) 1,6 


1 
E = 
) 3 


(63) Determinar: E=sen30"+2tg 47" -csc 40" 


AJO В)1 С) 2 D) -1 Е) -2 
(03) Si :зеса=2! 45”, Determinar : senatga, 
А)1 В)12 C)LS D) L4 E) 1,5 
60° + ет 60°. +2 45° 
Reducir: ‚Р=#60_ 
® 1g 30° ` cos30° * с 455 
А)2 В) 3 С) 4 Р) 5 E)6 


63) Determinar la altura del árbol : 


А)5т 
B)6 
С)7 
р)8 
E)9 


69 Al calcular : 21245" — 3sen? 30" +5 соз? 60” , se 
obtiene : 


7 3 1 
A c 
) > в) > ) 4 р) > 3 


62) Si: E(x)-tg" 2+2 cac x+/31g x , luego al calcular 
Е(30°) se obtiene : 


А)1+/3 B)2+/3 С)5  D)8 E)34248 
69 Si: 37x tg? 30^ — 5x sec? 30"—71g 45" +5 sec 60° 


Calcular: Рея? 15x4ctg? 10x 
А)2 B)3 C)4 


(69) Calcular “x” a partir де: 
xig 30 - 35" tg 4, езе? ЭР +2 ser GU" sec 07g 


D)5 E)6 


A)6 B)2 


49 Del triángulo ABC (В=90°) . Calcular: АС. 


A)4 

B)6 

С)8 

D)10 
E)12 
(13) Del gráfico, calcular "gà ". 
А)0,1 
В)0,3 
С)0,4 
D)0,6 
E)0,8 


1 1 
С) -2 D) S E) A 


A B 
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( Del gráfico, hallar : “sen 0". 


5х-2 
А) 0,1 B)0,2 C)0,3 D)0,4 Е) 0,5 
(E) Бі: ABCD es un cuadrado, calcular “tg x”: 

B Жас 


13 13 
AJÉS 
7 15 B) 


13 17 15 
D E 
т; 2 їз 


sec 37? tan 37^ 
mE Ua AS 
a» Calcular el valor de : sec 53" tan 53° 


А)1 В)? с) 2 р) 


(3) Calcular el valor де: > 
U=(sen*45"+tan? 607) (вес 60°+41ап 377) 
А)17 В)15 С) 15,5  D)175 Е) 19,5 
@ Calcular el valor де: 
D=(2sen*60"+sen*45")(/3 cot 30°+3 tan 58") 
A) 10 B) 12 С) 9 р) 16 Е) 14 
(O Evaluar : J- sec 30° .tan 60" + cos? 45° 
A15. B2 C25 руз E) 3,5 
(3 Ayudándonos de la figura mostrada, calcular el 


16 С) тү 


1 
Ж) -- 
2 2 


valor de “tga”. 

1 

x D 
M: 
B) 3 
2 


oi 
4 0 а 
t— Centro 


(9) Con la ayuda de la figura mostrada, calcular : 
tga, AB-BC-AC 


A) sen 30° 

B) sec 30° 

C) cos 30 D 
D) esc 30° 2 
E) tg 30° A C 


9 En la figura mostrada AG=2GD; та АВС=60"; 
CD-BD. Calcular el valor numérico de £g 8. 
B 


4358 
zi р, 
в) 37. 
5 
Уз 
037 с А 
с майл tE я. я 
€) Calcular : 47: Fan- «sen ¿coto 
A)1 B)2 C) 1,5 D)2,5 Е)З 
Р sen?  +веп? E 
ЕЭ Calcular : Ј- 4 — 3$ 
соз? E 
6 
2 4 5 3 
A) І B) з С) 3 D) F E) 5 
@ Del gráfico , calcular “апд”. 
1 [6j 
43 
1 В 
В): 
0% 
2 
»; А 
p AUSTR 
4 


© Con ayuda del gráfico, donde ABCD es un 
cuadrado. Hallar el valor de “tga”. 


1 

D A B 
1 

вз 

о 

D)2 

E)9 D [^ 


ез Del gráfico, calcular “#20”, ві ABCD es un 


C&RAZOXES TRIG. DE ANGULOS AGUDOS NOTABLES б 


cuadrado. 
А)2 

5 
В) 3 2 

7 
O4 + 

TAREAWDONICIBIARTA 

(93) Calcular: 
Е=/6 .tg 60°.зеп 45° — 5sen 37° 
А) 0 B)1 С)2 
D)-2 E)-1 
69 Calcular "ptt. si: 
Sx. sec 53° — sec 60°=х+61н45° 
4)0 В)1 С) 2 
р) 1 Е)2 
63) Calcular “r”, ві: 
Эл. (вес 45° – sen457) =4 сов60° x 
А)0 В)1 C)2 
D)-1 E)-2 
@ Calcular : 


Е- „Џеесво"њгет 45° (sen 30°+5вел 53°) 
А)У2 B3 су? 

D)3  E)943 

@ Del gráfico, calcular £g 6. 


(3) Determinar el valor de: 


Е = BSecG60" + 28en* 45°+105еп37° —Tg*60" 
А) 10 B) 12 C) 18 D) 20 E) 24 


(03) Reducir: 

M = 2000860" — 10Сзс30°+ Tg45*  2Sec* 45" 
AJO B)1 C)-1 D)-2 E)-3 
63 Determinar "ж" en: 


Seo*63" —Tg63" , зеп30° _ 
Sen'S7" + sen'B я >й: 
А) 1/2 B) 1/3 C) 1/6 
D) 1/4 E) 1/12 
(03) Determinar АВ 


Si: AP = 1042 = РС = 24 


A)14 
В)22 
С)24 
D)20 
E)28 


63) En la figura, obtener: 
k = Cig0 — Ctg30° 
A 


Tanx + Cotx Si: BC//AD 


@ A partir del gráfico, obtener: 


EDITORIAL RUBIÑOS 
wsom? су! Djs gj 


(63) En la figura, calcular: E= 7 
500 


=D 


A) 1/7 B) 3/7 
D) 17/16 Е)7/9 


@ A partir del gráfico. Calcular: 
Tg?* (40 + 17°) 


С) 7/16 


А1 eri 
сз 

D4 D A 

P6 "25-60%. 

0 5: CD = АП = 20, obtener: 


@ De la figura. Calcular: 30018 


B 
A 8 € 


A)24 B)28 C)26 D)32 E) 38 
(42) De la figura. Calcular: ТӨ 


А)4 B)2 


C)1 D)3 


Е)5 


(13) Calcular "x" 


AJ4/3+1 B)4j; 
р) 2(/7+1) E)44;42 


С)25+1 


(9) Si: ВС = 4, obtener el valor de: 
Стад — cig45” 


A1 


(13) Calcular el área del triángulo 
ABC. Si: АС = 100ст. 


joe 
AD Cc 


A)2100cm* В1050ст? C)1000cm* 
D)2000em* Е)1150ст? 


«бре! gráfico; calcular "£g0 "si 
ABCD es un cuadrado. 
гб 


$m 


B)2 С)з D) уз E)245 


А)4 B) 1/4 C) 1/2 D) 3/2 E) 2/3 


@ Del gráfico, calcular "tgo" si 
el área del triángulo PMC es igual 
a la del ba piae a 


A) 1/8В) 2/5C) 1/15D) 2/15E) 4/15 
(fS Determinar "tga" 


B 
A 
A) 2/9 B) 4/9 C) 1/3D) 2/3 E) N.A. 
(O) En la figura АВ = 18, calcular 


5 D 
4 
AC B с 
A) 945 B) 12 C) 15 D) 15 ДЕ) 12/3 
@@ Calcular "Тед " 


B = с 
А D 


A) 1/7 B) 3/7 C) 4/7 D) 5/7 E) М.А 


(91) En un sector circular de radio 


36cm el ángulo central mide 20*, 
¿Cuánto mide su arco? 


А) лав) 187 C) 35D) 95 nàE) 7. 

63) Determinar la longitud de la 

circunferencia pequeña inscrita en 

el cuadrante. AOB. Si: OA = OB 
2+1 А 


А)т В)т /2 C) 2п D) 2,57 E) Зл 
(63) Del gráfico.Determina: "у" 


B 
А)1 B)2 C)3 D)4 Е)5 


(6% Se tiene un sector circular de 
arco igual a 100m. Si el radio se 
duplica y el ángulo central se reduce 
a su mitad.¿Cuál es la longitud del 
arco del nuevo sector? 
A)50m B)70m 
D)25m E) 200m 
Orri el perímetro de la 
región sombreada. 


E 


en E 


C)100m 


A) 4 В) 2 of 
69 A partir del е 


«ә 


XI itd 
£s 


А)1 В)2 C)3 D)4 E)5 
@ Del gráfico агана obtener 


4) 100 В) 80 С) 120 D) 60 E) 40 
68) Si se tiene que "о "es'agudo y 
además: Tga = 3Ctga 

Calcular: E = Sen*a+Cosa 

A) 1/4 B) 12 C) 3/4 D) 1 E) 54 
@ ABCD es un cuadrado у 
DE = ЗАР 


A) 1/7 B)7 C)12 D) 1/6 E) 5 


@ Del 
E=(Tg0 + Ctg0)* 


gráfico. Calcular: 


D E В 


A 
50 100 82 21 
A) 7/50 B) 37 C) 7D) GE) % 


ФА partir del gráfico. Obtener: 
ЕЈ 


y 
8 y 
ж 
а) э вуз су] D) 20 ку € 
(3) Calcular: Стад 
E D 
с 
Е 5 
A в 


A) 18 В)1,6 С) 1,4 D) 1,2 E) 1,1 


@ Del gráfico: 


Determinar: У 


4)3/5 В) 53 C) 5 D)$ E) 
@ Calcular "Тед " del gráfico, si 


ЕЛ 
2 


(13) Reducir: 


4! 21 17 
А) 1; В) 1; ©) 817 D) 75 Е) 7; 


Е = 25Соз53°+ З6ТЕ37°+ 4Sen* 60° 
А)20 B)25 C)35 D)45 E) 55 


[1:] En la figura: Tga — 7. 
Determinar: Тед 


A) 5/4 В) 5/8 С) 6/5 D) 4/5 E) 8/5 
(O Del gráfico. Determinar Ctga 


15 


£N 


P 
21 


А)1 В)2 C)S8 D)4 E)5 
(3) Calcular: 


Р = Ѕесб + (Cotx)'** Sabiendo 
que: Сох =F; y Сою = (Tg. 


Además considerar: =/2 : 
А)2т В) 3n C) x D) 4т Е)бӛт 


(O A partir del gráfico, Calcular el 
valor de: E = г( VIO — 1) 
A 


А)10 В)6 C)8 D)20 E) (0 


Ед A partir del gráfico obtener 
aproximadamente: Тих 


P. 


NET 


1 
Е) 12 


оір 
EL SISTEMA 
DEPOSICIONAMIENTO GLOBAL 
(Global Positional System, GPS), EL 
SISTEMA CARTESIANO ESPACIAL 


El GPS es un sistema espacial de radio 
navegación compuesto por 24 satélites 
que circunvalan la Tierra a una 
altura aproximada de 17 600 km y 
una red de estaciones terrestres de 
recepción y transmisión. 


El servicio básico de GPS 
proporciona un error no mayor de 
100 metros en la determinación de 
la posición, y puede reducirse en 
determinados casos hasta un 
mínimo de 10 a 15 metros. 


НА 


Determinar equivalentes entre las razones 
trigonométricas de un ángulo agudo. 


ASÍ NACIÓ LA TRIGONOMHETRÍA..........— 


Desde los primitivos babilonios; la trigonometría era 
una auxiliar de la agrimensura, la astronomía y la 
navegación. 

Los griegos relacionaban las medidas angulares con las 
de longitud, midiendo la cuerda del arco; esa es quizá la 
forma más sencilla y natural. Llamaron trigonometría de 
la función cuerda a esa medida, siendo el astrónomo 
Hiparco quien utilizó las relaciones trigonométricas 
alrededor del 140 a. C., para encontrar distancias en línea 
recta a través de la bóveda celeste, y Tolomeo (siglo XI 
d.C.) sus más grandes cultivadores. 

Peroen los siglos VI y X de nuestra era, los astrónomos 
indios empezaron a usar no ya la cuerda del arco, sino 
la mitad de la cuerda del arco doble, que es la función 
que nosotros llamamos seno. 

Los árabes adoptaron esto, que simplificó mucho las 
fórmulas trigonométricas; las perfeccionaron y luego las 
transmitieron a Europa juntamente con el álgebra a partir 
del siglo XII. Tuvo como centro de apogeo a España 
(Córdova, Toledo y Barcelona). 

En los cursos preparatorios para los modernos ingenieros 
se desarrollan programas intensivos de física, química y 
matemática. En ellos los alumnos resuelven ecuaciones 
que, hasta no hace muchos años sólo un puñado de 
matemáticos podía hacer. 


PROPIEDADES DE LAS 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


* Tenemos el ҚАВС como referencia: 
B 


Al comparar de dos en dos los lados de un triángulo, 
algunas razones resultan recíprocas; esto es: Dos 
razones son recíprocas si el numerador de una es el 
denominador de la otra y viceversa. 


RAZONES RECÍPROCAS 


Son aquellas parejas de Razones Trigonométricas 
cuyos valores numéricos son inversos. 


EJEMPLO : 
зепА=® p осА-< 
с а 
al invertir se obtiene 


* Ahora veamos que sucede si multiplicamos estos 
valores: SL 
sen Ах све A- — x —=1 
a 


* Notamos que todo se elimina y el resultado es 1, 
análogamente se efectúa con cos y sec; tg y ctg. 


> Esto sólo se cumple para ángulos iguales. 
EJEMPLOS: 
* Determinar “x” en cada caso : 
ángulos iguales 
I) Si: sendx.csc48? =1 =>4х= 48° 
ángulos iguales 


=> х=12° 


П) Si: cos (60° - 5x).secx =1 => 609 - 5x =% 
= 60"=6х > х=10° 

ángulos iguales 
Ш) Si: tg 3x.ctg (809 - бұ) =1 => Зх =802 - Бх 
=> 8x = 80° > х=10° 


IV) Si:seno=7 => csco=Í cos 07 7. зесб=б 
E 3 E 2 
cot ga.» RUE Dieses c senó=5 


зепб.сзсф= 1 


V) Si: |cos9.sec4=1> [=] 
tg0.ctgH=1 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS 
COMPLEMETARIOS 


* Dos ángulos agudos se llaman complementarios si 
su suma es un ángulo recto. 


* En la figura que se muestra : 
ду a: Son ángulos complementarios (9 + a = 90°) 
hemos nombrado el ángulo opuesto al cateto “b” como 


0 y el ángulo opuesto al cateto “a” como a en 
consecuencia : 


senA == у œB == además: A +В -909 


valores iguales 


b a 
вепб----сова ; cosó=—=sena 
c e 


IA ^ cot0==tana 
a 


e 
зесд=—=езса ; 
а 


сасд= | =веса 


El seno de un ángulo agudo es igual al coseno del ángulo 
complementario; la tangente de un ángulo agudo es 
igual a la cotangente del ángulo complementario, la 
secante de un ángulo agudo es igual a la cosecante del 
ángulo complementario. 


Debido a estas relaciones las razones: 
* seno y coseno 


* tangente y cotangente 
• secante y cosecante 


e llaman co-razones trigonométricas una de la otra 
respectivamente . 


Ejemplos : 

* зеп40°=соз50° * sec20*—csc70* 
* tan80^—cot10^ * cot$^-tan87* 
* cos62^—sen28* * сзс24°=зес66° 


PROPIEDAD DE LAS CO-RAZONES 


Las razones trigonométricas de todo ángulo agudo, son 
respectivamente iguales a las co-razones 
trigonométricas de su complemento. 


sen =сов (909 - 6) 


СЕВЕРЕ нө чә ө) 


secó =сяс(90о - 8) 


Si: RT(6)=CoRT(Y) = [0 +0=909 ] 
[Жш „ә 
ángulos complementarios 
EJEMPLOS : 


*Sen35” = Соз(90° — 35°) = Cosb5” 
| =). E-2)- x 
Tan 5 Cot 3 El Cot 10 
*Csc52? = 5ес38° 
EJERCICIOS : 


* Hallar “х” en cada caso : 


OD Si: зеп(х+2°)=соз(х – 27) > х+2°+х — 2°=90° 
=> 2х=90° => х=45" 

63 Si: tg 3x=ctg3x => 3131-90" 

= бх=90" = х=15° 

63 Si: sec(4x – 207) - esc 7x => 4х+20°+7х=90° 

= 11х=110° => х=10° 

EJERCICIOS: 

Indicar la verdad de las proposiciones: 


DA (Е), 
@Э tg 50° х cot 40* 91 еі -- (О) 
63 sec 40" «све 40* 1 enn (О) 


(03) sen 207 «esc 20* 91 анна (О) 


si : ж=10° = cos x x sec 10°=1 ....- 
@ Si: х=20° > tg x «cot 207-1 .. 


———— (О) 


e» sen 55^ = cos 55° ........... 


———Y (0) 


69 tg 40"=cot 50^... 


(09) sec 80" = cac 10° nen nnn nnm С) 


PROBUEMASARESUELTOS 


PROBLEMA 1: 
Determinar "x", si: tg 4х. стр 60“. зеп 30° .csc 90" —1 
4) 10* B) 20* C)iZ .D)25 Е) 15° 
RESOLUCIÓN : 


* Por la propiedad de las Razones Recíprocas: 
tg 4xctg 60^. sen 30". све 30" =1 => tg 4x ctg 60°=1 
1 


+ Tendremos : 4х=60° > х=15° 

ВРТА: "E" 
PROBLEMA 2: 
Sabiendo que: sen 4x. све 40" —1, Determinar: “cos бх”. 
4)2 B)1 C)8 р) 0,5 Е) 7 
RESOLUCIÓN : 


* Por la propiedad (razones recíprocas) : 
> sen 4х.свс 40°=1= 4х=40" = х=10° 


* Piden : совбх= сов60"= 1-0,6 


RPTA : "D" 
PROBLEMA 3: 


жее: A z 
€) 12 


Reducir= Q= 
A)1 B)2 
RESOLUCIÓN : 
*Aplicando razones trigonométricas complementarias. 
I) sec70^—csc20^; 

П) сов25°=вепбб° 

Ш) зеп50°=соз40° 

* Рог lo tanto : 


ра E06 


RPTA : "A" 


PROBLEMA 4: А 
Determinar : E=(tg 25"+c1g 65°). ctg 25° 


R.T. $ =COR.T.(90* - ө) 
65° 
> стр 65”=tg 25° 
*EnE: 
Е-( 25"+1g 25° )x etg 25° => E=21g 25° x ctg 25° =2 
1 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 5: 
Si: dgisxetg ocean) BEER Sede 
sec(y+40%)=c8 -(у+10°) AS 
Determinar: sen(x+y) | қ 
4)12 B)2 €)1 D)3S B4 
RESOLUCIÓN : 


“Еп (1) tg y ctg son recíprocas puesto que son inversas 
y además su producto es 1, entonces sus ángulos deben 


iguales; 
Манеа > 210°] 


* En (II) sec y esc son razones complementarias, por 
tanto si son de valores iguales sus ángulos suman 90°. 


> у+40°+у+10°=90° => 
* Finalmente : 
зеп(10°+20°)=веп 30°=1 
2 ВРТА: “A” 
PROBLEMA 6: 


Sabiendo que: сов (60° — x)xsec 2х-1; sen 3x=c08 3y 


Determinar: *2y-x" - 
A) 107 В) 80° 
RESOLUCIÓN : 


* Por recíprocas : 


C)60 |. D)4* ЕФ 


сов(60° — x) x sec 2х=1 => 60° – х=2 => 60°=3х => х=20° 
* Por complementarias: 
sen Зх= сов Зу => 3(20")+3y=90" > y=10" 


* Piden: 2y -х=0° 


ЕРТА : “E” 
PROBLEMA 7: e 
Reducir : Р-(7аеп42%%-2 соз 48°) xcsc 42%+5 кес 60° 
49. — В)10 -. _ Ej22 
RESOLUCIÓN: 


+ Por complementarias : sen 42%=c08 48° 
* Luego reemplazando : 


P - (7sen 42°+2зеп 427) свс 42°+5 (2) 
= Р=9зеп 42° x csc 42°+10=19 


1 ВРТА : "C" 
PROBLEMA 8: 
Determinar "x": > : 
tg(20* 4x) x sen 6x=ctg (70° -x)xcos3x | 
49 в) 10° С) 19° :2)21 Е) 22° 
RESOLUCIÓN : 


* Beobserva : (20°+х)+ (70° — х)=90° 
> tg(20* 4x) -etg (70° – х) 
*Reemplazando : 
tg (20* 4x) x sen6x-ig (20°+х) x cos Зх 


> sen6x=c08 3x => 6х+3х=90° => х=10° 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 9: 


Я :sen 2x x sec y-1 , Determinar : 
Р-сас? Ez кене? (2 ) 


2 
А)4 B)6 C)8 D)5 
RESOLUCIÓN : 
* Del dato : 


E) 10 


sen2xx secy =1 


{90°-5) 
csc( 90? — y 
* Luego : 
sen 2x «cac (907 - y)=1 => 2х=90° – у > 2х+у=90° 
+ 2 | 90° 2 | 90% 
Reemplazando еп: P=esc' = J*9 73^ 


> Р= cec? 30°+ cac? 45° > Р = 2*4. [2^ 26 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 10: 
cot хос қы 
Reducir: Am 2—06 
т | 
А)1 B)2 С)-1/2 D) 1/4 E) 12 
RESOLUCIÓN: 
* Por razones trigonométricas complementarias : 
x Зл л 11 2л я 
= ; = у. 
I) вео = вот; seno, ne eot 
* Por lo tanto : 
л 3x Пт 
cot —xc8C — Xcos-—- 
dco 58 24 у 
secEx sen Зи tan ge 
8 24 5 
Зх iiz x 
eg ТЕРА gg 


ЕРТА : “А” 


PROBLEMA 11: 


5і:а=15° — Р 

Calcular ; esca cadi A aeo Пе 
А)1 B)2 С) 2 а Е) 2 
RESOLUCIÓN : j 


* Reemplazando “a” se obtendrá: 
Q=sen 15” x sen 30° x sen 45° x sen 60° x sec 75? 


NI 


15° 78 
ВРТА : “E” 
PROBLEMA 13: 
Si: seca=csc 24 , Determinar : 
r=tan[ 3-4] esee (330° — 3a – 6$) 


4)1 B)2 E) 1/2 
RESOLUCIÓN : 


I) seca=csc 24 > а+2ф =90“ 


R=tan (2:26). зес[ 330° – 3(а+2%)] 


107153 D)4 


= пара tac зес[ 330° – 3(90°)] 


> R=tan 45° + sec 60°=1+2=3 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 13: 


Si:sen(a — 20*) - cos(8 – 30°) ; “a” y “0” son ángulos 
agudos , Determinar : 


гап (25 + cor ($9) 


AG 4 2 
cotla+9-85")+tanla+9-120" 
4)2 В)3 .C)1 р) 119 E) 3/5 
RESOLUCIÓN : 


* sen(a —20")=cos(9-30") => а- 20"+6 - 80" =90" 
= а+0=140° 
* Reemplazando: 


o o 
tan [ 149 seo 140 ) 


cot(140* — 85° )+1ап (140° — 120?) 


_tan35° -&cot 70" 


_Фап35° +cot 702 
7 со4569 +tan200 


s —tan350 %со4709 


А = 


complemento 


RPTA : "C" 


(ETRIGONOMETRIAS 7 MOTA ESCICIOFEDIA 3013) 


PROBLEMA 14: 

Si: a=7"30', Determinar : Y 

pa зља. cos 2а .cos2a , зепЗа EE 

сов Па senida совда senda cos7a | 

A)1 B3. С) 7 DJS ЕП У 

RESOLUCIÓN: 

+ Dato :а=7°30'=7,5° ; reemplazando en “В”: 
__веп7,5" , сов15" | зеп 22,5“ 22830" зеп 37,5" 


eos82,5” веп75° сов67,5% sen60” с0852,5° 
1) веп7,5%-сов 82,52 П) веп22,5%-сов67,5% 
Ш) зеп 87,5%-сов 52,59 IV) cos 15%-зеп 75° 
V) cos 30”=sen 60° 
* Reemplazando : 


PRCLUTM cos 15° зеп 22,5" , cos 30" веп 87,6% — 
веп7,5° соз15° sen22,5” cos30” зеп37,5% 


ВРТА : “D” 

PROBLEMA 15: 

Si:0+a+A4=90", reducir: f 

5% зет (ва); iga E EREA 

7i s 

А)2 B)3 €)7 D)9 Еш 

RESOLUCIÓN : 

* Seobserva : 

* (64a) 8-90" > зеп(Өға)-сов В 

* а+(0+8)=90° > tg a=ctg (0+8) 

* (0+2)+8=90" > tg (0+a)=ctg В 

* Luego reemplazando : 

cos B , ctg(0+B) 
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ВРТА : “D” 


PROBLEMA 16: 
Si:sen(4x+10°) xtg (3x+30°)xsecx=ctg (60° -3x) 
Determinar: P=6tg* (3x — 18?) 47tg* (х+29°) 


42 B7 C)9 D) 11 E) 13 
RESOLUCIÓN : 

* Del dato : 
senl4x+10") x tg( 31-30?) sec x=ctg (607 — 3x).......(1) 


(31307) (607 — 3x) -90" > tg (3x+30° )=ctg (60° — 2x) 
* En (I): 


sen(4x4107) x ctg (60° — 3x) x sec x=ctg (60° – 3x) 


= зеп(4х+10°)х secx =1 
— 
свс(90°. х) 
> зеп(4х+10°) x свс(90° – х)=1 => 4х+10=90° – х 


> 5х=80° => х=16° 

* Piden : P-6tg? (3x — 18") +71џ" (х+29°) 
> P-6tg? (48° — 187) «7125 (16-29%) 

> P-6tg* 30? +71" 45" 


* Reemplazando: 


2-4] +700)° =0(¿)+7=0 
RPTA : 


“с” 


sen 89°= соз 1% 


* Luego reemplazando : 


соз 89" cos 88" x cos 87 ......сов 2° x cos I^ 


Ms cos I° cos 2©.......сов 87° cos 88° сов 89° шее ыг 
-M-HB3()-4 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 18: 

Si: 

Q-tanr - cot I^tan 2 — cot P+. an SP — cot EF 
Rztan tan іал... fan88 «tan 89 
б=зеп1°—сов 1° + веп 2° сов Ptn tsen 89 — cos 89° 


Determinar: M=Q+R+S 


A)1 В)0 с)? руа E) 42 
RESOLUCIÓN: 
* Q=tan 1^ * tan 2? tan 9 .....- fan 89° 


—-(Cot 1* Cot2* + Cot3* +... +Cot89") 
> Q-tan 1^* tan 2^* tan 3°+....4ап 87 ап 88° Нап 89° 
рыла Bra iL Mi ii Ea 
000829 согае cot? 


lisa 1°+ cot 2°+ cot 3°+..... м 


tana” tana” юп 
R=tan1"xtan 2*xtan 3°.....4ап 87° x tan 88° xtan 89° => Ё=1 
— AA лл ді 


cora cot 2? eorr 
S=sen 1° — cos 1*--sen 2° — cos 2°+.....+веп 89 — coa 89^ 
> S=sen 1°+зеп 2°+веп 3" + ..... sen 87° + sen 88°+зеп 89 — 


( сов 1^ cos 2° + cos 3" + ..... сов 87^ cos 88°+ сов 89 ) 
сов трава," E Lo irai i Leeds 
зеп 80" sna зеһ87 м.” sent sent? 


Porlo tanto : S=0; osea : 
M=Q+R+4S > М=1 
A v v 
27,770 


ВРТА : “A” 
PROBLEMA 19: 

Siendo “a” y теба хиколе Angi СОН 
verifican las relaciones; 

2 ‚ зеп ах вес (За4+в)=1..........( 1). 

балап (20+) =. Ш) | 


* Como: 


sena x sec(Sa48) 1 => sena 


1 
508259) > зепа=сов(3а+0) 


=>а+30+0=90° = 4а+0=90°........(Г) 


* Además: 

tanOxtan(2a+0)=1=tanó=——2_— > tan6=cot(2a+0) 
tan(2a +0) 

=>0+2а+9=90° = 2а+20=90°....... (п) 


* De (I) y (II) : а=15° ^ 6-30" 
* Por lo tanto : 
М=2зеп (4х 15" – 30") +гап (2 30° – 15°) 


= M=2sen 30" + tan 45" > M=2 
RPTA.; "B" 
PROBLEMA 20: 


еее Ду ы Ў 


&1 „Вуз 
RESOLUCIÓN : 
* Del dato : 
sen(=+sen s)ecos (30085) > кенеп siye сов у=® 
* Ordenando : 

ст. er De 

a 


I) sena=c0s0 


PROBLEMA 91; 
Siendo t вепза хезе В=1; tan fiscot ба 
Determinar: K=tan*(3a+15*)+ вес? (28 — 15°) _ 


41. B)2 . C)8 D) E12 
RESOLUCIÓN : 


* Tenemos : вепЗа x све В=1 => За=Й........(Т) 


* También : tan Й-сойба => В+ба= 907 ........ (1I) 
* De las ecuaciones (I) y (II): 
а-10%; 8-30* 
* Luego: K=tan* (3а+15°)+ гес“ (25 – 15°) 
> K=tan' 45"+ вес? 45° => K=1"+/2* > K=3 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 29: 
Bi: tana=cot 25. Determinar el valor бе: 


жең з) (aj) 


3 
432 _ B)2)3 С)1 D)2 E)4 
RESOLUCIÓN : 
“Бі: fana-cot 28 => a-25-90" 
3 2-1 m 
Luego: K-sen 30" tan 45 =з? 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 23: 
Siendo 3x e y ángulos agudos, además se cumple lo 
siguiente :sen (y+x)=sen(2y-2x); tan 3x.tan y=1. 
Determinar: E=cot 3x+ cot y+tan y 
4)2 В) з С) 1 D) 3/2 
RESOLUCIÓN : 

* De los datos: sen(y*x)-sen(2y - 2x) 

=> у+х=2у-2х = Зх=у 


E)0 


* Como: £an 3x tan у=1 
> tan3xtan3x=1> tan? 3x21 tan8x=1> Зх=45° 
* Entonces: x=15* л y=45" 


* Reemplazando en E: E=cot 45°+со145°+{ап 45° 
= Е=1+1+1=8 


PROBLEMA 24: MO 


Si: cne dar cos (90° -20)=1 y y yep 


EN == 


ATRIGONOMETRIAS 
Determinar : sen9 2 
Jm 
Pape 
RESOLUCIÓN : 

У Dat&ye 4a. соз(90° – 28)=1 


p] 
> esc За sen 2В=1 


yz 


1 1 
А)4 B) 2 2 3 


* Por razones trigonométricas recíprocas : 
4а=2рВ > В=га 


ied 
y 


> зеп7 -сов4а 
* Por razones trigonométricas 


complementarios :7 8 +4а=90° 
Za 


= 14а+4а=90° > a-5? ; 8=10° 
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* Nos piden : sen 9a—sen o: 
ВРТА: "C" 
PROBLEMA 25: 


Si: 
вес(48)х сов(Ө+45°)= tan(40)x tan(50")xsen(107) 
cos80^ 


Calcule: M =со (8) - tan(40) 


АЛ . в)з-/3 СЫЗ 
RESOLUCIÓN : 
Se nos da: 


D)? _ Е)8+/3 


Tan40^xTan50^xSen10* 
Sec40xCos(0--45*) = — — —— — —— — —— 
nidis Соз80° 

Tenemos: Tan40*- Cot50* 
Cos80* —Sen10* : 
Cot50*xTan50? xSen10? 


Sec40xCos(0+45°)= Sen10* 


ahora: 
Ѕес40хСоз(0+45°)=1 => 40=0+45? >0=15 
luego: М = Согд - Tan40 
= М-Со415%-Тап60% 


> M-(2«48)-43 => М-2 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 26: 

Бі cot(2x+10)xcot(x+5)=1 y 

cos(3y) хеве(2у) —1, entonces el valor де: 
Bsec(x+ y +10") es: 


[139 | — — да ESCICLGFEDIA 2012) 


AJ5 BJ6 C)8 

RESOLUCIÓN : 

Condición : 

I) Cot( 2x 10°) xCot(x 45") -1 
Tan(80* – 2x)x Cot(x45*)-1 

= 80°-2х=х+5° => х=25° 


II) Cos3 y xCsc2y=1 


Cay = Cos3y=Sen2y > у=18° 
Complementarios 


D)10 __ЕЈ15 


Luego: 3 
М=35ес(х+у+10°)=8$ес53° => м-з(5)> М=5 


RPTA : “A” 


IERACTEANDIRIGIDA 


(0) Resolver “0” (agudo) que cumpla: sen0=c080. 


A) 10° В) 25° С) 35° D) 45° 
63) Resolver “х” (ángulo agudo) que cumpla: 
tg (x+20°).cot 80%-1 


E) 55° 


А) 10° В) 20° С) 40° D) 60° Е) 80° 
(93) Sabiendo: sena=cosb 
Determinar : na 
cosa 
А)1 в)2 С) з р) 4 Е) 5 
өз Бе sabe; tg a=cot а 
Determinar : === 052a 
4 sena 
A)1 B) 1/2 C)2 D)S E)4 
Aloperar: к= sen 40" + cos 50^ 
e sen 40^ 
Determinar un valor de *E". 
A2 B) 3 С) 1 р)о Е) 5 
(09 Determinar el valor de (@+ 8), si: 
sena – cos 28=0 .............(1) 
sen fl. све da=1 ecos (11) 
я - 5л 4x ж 
А) 5 В) ~ 6) ys D) -F E 
@ бі: tan (x2) cot (3x) 21. Calcular: E=(x+1)* 
A)1 B)2 С) 4 D)6 E)7 


68 Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda : 

I) sen 42°.вес48°=1..( ) П) tg20%.ctg70%=L...( ) 
1П) соз11°.свс79°=1..( ) 


| B)FFF C)VVV Ш) ҰҒУ 
6» Si: sen(3x+y)” свс(х+35)° =1 
D DRAN в-3ет(2=+у) зеп(х+30°) 


sen(2y*x) cos(60* -y) 
A)1 B)3 C)5 D)4 E)2 
49 Siendo “a” y “g” los menores valores posibles se 


tiene que : зеп(2а+0)= cos (204a) 
_веп За 2 
E: 0230386 (a+0) 
А)1 B)2 С)5 р) з Е) 4 
@) SI: O+a+B== 
Determinar : 
зеп(0+а), tana 
J: ET, тана ча 
A)2 B)3 C) 11 D)7 E)9 


(3) Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponde : 


I) sen 20" .cos 20°=1 

П) соз 14°. sec 14^ —1 

III) sec? 38°.соз* 38°=1 

А) КУР В) ЕҰУ C)VVV D)FFF Е) ҰРУ 


(3) Reducir: p= Звеп (x18?) + сов (72" – х) 
2зеп(х+18° 
A)1 В) 2 С) з Р) 4 Е) 5 


2..| Звеп65%  2tan39" 4зес33° x 
gx [ сов25° ' соЁб1° ' сас57° Г 
А)1 B)3 С)5 D)2 Е) 4 
((3) Determinar el тепог уајог positivo de “х” que 
cumple : tan(3x- 10%) cot (х+40°)=1 
A) 15° B)206.- С) 25° D) 30° Е) 35° 


(9 Si : tg(3x –10°)= со (х+407) , Determinar el 
menor valor positivo “х”. 
A) 10* B) 15° С) 20° D) 25° E) 30° 


(12 Si: sen 2x-cos 3x 3 
Calcular : Q-3tan(3x - P)42sen(2x 6°) 
4)8 B) 4 C) 5 D) 6 E)7 
(13) Siendo : 

tan8x.cot (x+20%) = 1, sen 2х=с08 (3y + 107) 


Donde “х” e “y” toman su menor valor positivo ; 
Determinar: роь 394200087100 (549) 

4)3 B)4 С) 5 р) 6 Е) 7 
(9 Determinar : С= (sen 20°+3 cos 70") sec 70% 
4)2 B)3 C)4 D)5 E)6 
д Determinar: Q—tan 1° tan 2° tan 3" .....fan 89" 
A)1 B)2 С) 3 D) 89 E) 90 
€) Si: A*2B-7. , Determinar : 


іапА 2їап(А+В) , 7 tan(A- B) 
cot2B'  votB. ^ сов 2 


4)10 B) 
(3) Determinar “х”: 

4с0158°.веп (8х+20°)=9 tan? 30".cos 2x 
А) 12° В) 15°  C)I4£4D)I$T — E)16 


695: 
(22-357) со (5 – 15?) - tan 45° – 2sen 30° 
Determinar "x" (agudo). 
A) 10° B) 20* С) 80° D) 40° 
© Sabiendo que : 
sen (2a--b) зес (12° – 2c)- cos(a – 25) esc (78 2c) 
Determinar: M-tan(2a-b4c)tan(a - 2b-c) 


C) 14 D) 15 E) 13 


E) 45 


А)1 B)2 C) 1/2 D)J5 E)7 
Si: _ еп 31° tan47" 
е "= сов59° сої 48° 
Determinar: P=sen € 
P=sen и эп 
АЈ 1 В) 2 С) 3 0) 4 Е) 1,5 


TAREAWDONMISIBIARIA: 


Si: cos(2x+10)sec(60* – 3x)=1 
Determinar: E=28en 3x+ sec 6x 


A)1 B)2 C) 3 р) 4 Е) 5 
(03) Determinar el valor de “х” еп: 

sen(2x – 7° )=сов(2х+29°) 
A) 15° В) 16° CIT D) 18° E)0* 


OBJETIVOS : 
* Relacionar los lados de un triángulo rectángulo 
mediante las razones trigonométricas . 


* Calcular el área de una región triangular por medios 
trigonométricos . 


INTRODUCCIÓN : 


En la antigüedad la arquitectura (pirámides, templos 
para los dioses,...) exigió un alto grado de precisión. 
Para medir alturas se basaban en la longitud de la 
sombra y el ángulo de elevación del sol sobre el 
horizonte. En este procedimiento se utilizó una 
relación entre las longitudes de los lados de un 
triángulo rectángulo, que es lo que conocemos hoy 
como la relación pitagórica. 

Pero ¿cómo podemos determinar la altura de la montaña? 


Resolver un triángulo cualquiera significa determinar 
la medida de los tres ángulos interiores y la longitud 
desus tres lados. En el caso de un triángulo rectángulo, 
se resuelve obteniendo los dos ángulos agudos (ya que 
uno mide 90°) y las longitudes de los tres lados del 
triángulo rectángulo. Esto se puede hacer si se da como 
dato la longitud de un lado y la medida de un ángulo 
agudo o si se conocen las longitudes de dos de sus lados. 
Una razón trigonométrica de un ángulo agudo 
comprende tres cantidades: las longitudes de dos lados 
y la medida de un ángulo, en consecuencia conociendo 
dos elementos de los tres podemos determinar el 
tercero. Por el teorema de Pitágoras, si se conocen 
dos lados se puede calcular el tercero. Luego se puede 
hallar cualquier razón trigonométrica de cualquiera 
de los ángulos desconocidos y consultando una tabla 
de valores o usando una calculadora, se hallara el valor 
de dicho ángulo. Luego, una vez conocido éste ángulo 
agudo se puede encontrar el otro, porque la suma de 
ellos es 90*. 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 
RECTÁNGULOS 


Hay ciertas longitudes que pueden ser expresadas en 
términos de otras longitudes y de razones 
trigonométricas de ángulos agudos ; esto recibe el 
nombre de resolución de triángulos. A continuación 
veremos cómo se hallan ciertas longitudes en 
triángulos donde uno de sus ángulos interiores es un 
ángulo recto. 


CÁLCULO DE LADOS DE 


UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


Para poder resolver problemas de estos tipos debemos 
conocer un lado del triángulo rectángulo y un ángulo 
agudo. Se van a presentar tres casos: 


Regla General : 


lado incógnita = 
lado ай. BER 
lado incógnita = lado dato . R.T. Ө 


PRIMER CASO : 


Conocida la hipotenusa (a) y un ángulo agudo (0) 
determine “х” e “y” del gráfico adjunto. 


* De la figura, por definición: 


=> 
55 арса 1 
a 


а sen 
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и ixi * De la figura , por definición: | 74 
% à 
= а 
S 
~ 
ы j 


SEGUNDO CASO : 


Conocido un ángulo agudo (6) y su cateto adyacente 
(a), determine “х” e “y” del gráfico mostrado. 


! 


Los casos anteriores se reducen a la siguiente regla : 


Е lado desconocido 


*Del gráfico, por definición : lado conocido 


=R.T (9) 


EJERCICIOS : 
* Determinar “x” en cada caso: 


Зва ás 
а а 
EJEMPLOS : E ES 


по | > x=a tano 


ШЕЛ 


ж 
= : 
EIE. e ХЭ ин X и 
8 . a 
m x 
а 
à 48 
TERCER CASO : a 5 
Conocido un ángulo agudo (6) y su cateto opuesto (a), CREW eee 
determine “x” e “y” del gráfico adjunto. 
4 
x 
y @ 7 > 


X ЭХЕ нн 2% = шине 


П 


ÁREA DE LA REGIÓN 


TRIANGULAR (S) 


Elárea de cualquier región triangular esta dado por el 
semi producto de dos de sus lados multiplicado por el 
seno del ángulo que forman dichos lados . 


Así tenemos : 


* Del gráfico: 


S lobsenü 


* Por geometría S, se calcula así: 


ex (h: altura relativa al lado b) 


* En el triángulo rectángulo sombreado se tiene por 
resolución de triángulos que: h=asen 6. 


* Luego : 
bxasen8 
8ш---- 
ў 2 

EJEMPLO 1: 
Calcular el área de la región triangular ABC, sabiendo 
que AB=5cm ; AC=6cm y el ángulo comprendido 
entre dichos lados es igual a 37°. 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando tenemos : 


S= 


ab sen 8 


* Nos piden: S 
* Dela figura : 8-2 (5em)(6em)sen 37° 
5=1(5 ст)(6ст)2 = 8=9ст? 


EJEMPLO 2: 


Halle el área del triángulo isósceles ABC (AB = ВС) 
mostrado en la siguiente дина: 


448, 


A c 


RESOLUGIÓN : 

En la figura, se traza la altura BH desde B hacia AC. 
Tenemos: BH = 443 Sen30^ 

* Reemplazando el valor numérico, tenemos que: 

ВН -243; AH 2 6 = АС = 12 

Luego, el área del triángulo será: 


Área, = 448512 шу. 1243 u? 


OBSERVACIÓN 


C с cos A 


Dada la longitud с de la hipotenusa y a la 
medida del ángulo А , el área S del triángulo 
rectángulo está dado por : 


S=3c*sen0cos0 
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PROBLEMA 1 : 
Determinar “х”. 
A) asen6ctg à 
B)asec6fg8 

С) a cos 

D) асовбвеп0 


E) азеп? 9 B = > 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : А 


B 
“арс; BD=a sen6 
* ABAD: = 


asenó 


=c080 => x=a вепд cos 0 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 2: 
Del gráfico, calcular “НВ”; en función de “9” y “т”. 
А) mtg 
B) mcos 
C) m sena 
D) m sec8 
E) mesc*à 
RESOLUCIÓN : 
* Trasladando el ángulo “9”. 


*Del ~ BHC => o = НВ-тсов0 

E ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 3: 
Determinar “х”, D с 
А) a (sen x — tg В) 
B) a(ctg В сова) a 
С) a (sec x * sen В) 
D) a(tga+ctg B) А C] 
E)a(tga-senB) А x B 
RESOLUCIÓN : ; 
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* Trazando la altura DH : Datana С 
I) ьрсв:СЬ=а tana а 
П) ыша: AH=acot f С 


А 
Ш) AB=atana+a cot В А a cof ba fan a B 


> x=a (tg act, 
Ce P) RPTA: “р” 
PROBLEMA 4: z 


Determinar “№” de la figura, si : ішбісін0-5. 
C) 16 
RESOLUCIÓN : 


B 
A) 64 > | 
ов mc 
D)12 
E)6 
* Trasladando el ángulo “0”, 
AA, С 


hetg ð higo 


* Daum => AH=h ctg 0 32 


* Ex. anc > HC=htg0 

* Se observa: АН + НС=АС 

* Reemplazando : hctg 0+h tg 0=32 

> h(ctg0+tg0)=32 > n(5)-02 > h=12 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 5: 

Determinar “СО”. 3 

А) mcos0tg В А 

B) тзеп 0 cos В 

С) mig 0 sen В 

D)mtg0cosf 

E) mtg B cos8 

RESOLUCIÓN : 

* Completar : 


* Del Ex 


= ———=сов В > DC-míg0cos В. 
тд 
RPTA: “D” 
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PROBLEMA 6: 


Del gráfico ; Determinar : P=tg ð- ctg 9 
с 
4 


RESOLUCIÓN : 


* Hacemos que: AD=BC=a 


* Reemplazando : 


, atatgü 
сің б- a 


> cig 0: 


D 


2 (1+tg8 0) 


ИТ 
—»clg0 =1 +1g0 => -I-tg0—ctg0 > P=-1 
и 


PROBLEMA 7: 

Determinar “х”. 
0+1 

А) г(веп 0+1) 
сов0 


z(=) р 


B) 


r(cos 9-1) 


x 0 


сін0 10 P 


E)r(tg8*1) 
RESOLUCIÓN : 
* Trazando el radio : 


І АӨО: AO=csc 0 


IDA CBA: AB=x cot 


Ш) xcotO=r свебфг => х= 


PROBLEMA 8: 


cot 


г (свед+1) 


ВРТА : “E” 


КРТА : 


Del cuadrado ABCD , Determinar : “ED”. 


A) m(tg8— ctg8) 

B) m (cos - sec 8) 
C) m (sen 0 – cos) 
D) mtg8 

Е) mescü 
RESOLUCIÓN : 


A 


E 


e 


“с” 


А msend Е D 
REN 
* Luego: AD = AB (lados del cuadrado) 
Eo id 


> ED+m sen д=т cos 8 > ED =т (cos 0 — sec 0) 
ЕРТА: “В” 

PROBLEMA 9; 

Un triángulo isósceles, el lado desigual mide “Zn” y 

los ángulos congruentes miden “В”. Determinar la 

altura relativa al lado desigual. 

A nctgf B)ncosf је: D)nigB E)nsecf 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


2n 
"А ВНС : BH-ntan $ > h=ntan В 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 10: 
Determinar “х”, si: АОВ es un БОЈЕ circular. 
A) R(1-cos0) 
В) (1-10) 0 
C) Rtgó 
D) Rctg8 
E) Resc8 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Dela figura : 
x+Rcos0=R > x-R- Rcos8 > х-Е(1- cos) 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 11 : 
Del gráfico, Determinar *sen". 


1 УЗ р, 
A351 Bs 

12 47 
7 D 
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RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


П) Sag" 2 ЕВ: AE вето 


> 8ш-1 38» 432 «sen0..... (forma trigonométrica) 
* Tgualando : 

1 1 20 10 
20005)= 5 (/26) (34) seno => НУ ЧЕ 


ЕРТА: “E” 
PROBLEMA 12: 


Determinar “BD”. B 


А 
RESOLUCIÓN: B 
* Graficando : E 


* AABD: Sapo" (V2) (BD) sen 58° 


“АВС: 8рвс= > (4/2) (BD) sen 37° 

* Бавс= Вавр +Врвс 

* Entonces : ч 

NZD) sen 3-2) ВР) sen з7 "= 5 2) (4.2) 


np. 5 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 13 : 
A Tweed Веер po y 


С вебер DP секер / — 5 
т 4 4. 
rx d и 


RESOLUCIÓN : | 


* Completando : B D 


* Del Ex мер > Ее =ctg B. 
52900 
> DC-7 secóctg B 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 14: 
Si ABCD es un cuadrado y PQ=9AB. 
Determinar : fana + cota 
А) 6 Е 
B) 3 A B 
С) 8. 
D) 5 
E) 2 PD с Q 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


I) 5&BCQ :CQ=acota 
DADP: PD=atana 
* como : PQ=9AB 
= atan a+a+a cot a-9a > tan a+ cot a-8 
RPTA: “С” 


PROBLEMA 15: 

En un rectángulo, las diagonales forman un ángulo 
agudo “28” y miden “L”. ¿Cuál es el perímetro del 
rectángulo? 


A)2L(senf*cosB)  B)2L(cosB-igB)  C)2Ltg0 
D) 3L cos EJ? 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando : p 


*о@с;дС= senf ; OQ- cos f 
> СО=Ёзеп В ^ AD-Lcos В 


erímetro : 2L (sen В+ cos f) 


ЕРТА: “A” 


PROBLEMA 16: 

Del gráfico , Determinar :Р= P+tg 0 
FC 

B)-1 X 


2 
D; 


RESOLUCIÓN : 
* Hacemos: АВ=а ; FE=a(1-1g б). зес0 
B | СШ. 


| 1-58) 
4 


А а D 
a(1-1g0)seco 
азесб 

* Reemplazando: P=tg P+tg 0 
> P=1- tg 0+tg 0 > P=1 


>D АЕР > tg = > tg P=1-1g0 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 17 : 
RESOLUCIÓN : D 
* Graficando : 
Satana 


* DE=4a tan0+3a; АВ=4а > 4atan0+3a=4a 
4 
tang-— 
> tan 4 


ВРТА: “Е” 


PROBLEMA 19: 
Se tiene un cubo de arista “a”, desde un vértice se 


AS ye ос) Ez 
RESOLUCIÓN : 


Construyendo el gráfico: 


Observamos en la figura que BCD se forma por las 
diagonales del cubo y de una cara con vértice D. 


Luego aplicando Pitágoras, tenemos: BD=a/3 
Entonces, calculando el вепб, tendríamos: 


1 
Бато т racionalizando esta expresión: 


3 
NGC 
3 
ВРТА : “B” 


PROBLEMA 18 : 
Del gráfico, Determinar : prime 


a b sena 
A) 5 B) = 
cj pe 

a b 

2 

y 

5 А Ђ С. 
RESOLUCIÓN : 


* Hacemos : AM=m 
28 


+ Del ДАВМ => 5= 2" sen 9 => зепб=- 22. 
2 am 


«Da ААС Ba ns na 
2 mb 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 19 : 

Еп Іа figura, Determinar EF si ВС=а y т«АСВ-а, 
тчАВЬ=а. E B 

AJasentatg*o 
B)asen*actg*a 
C)acos* atg? a 
Рјасов“ actg*a 
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RESOLUCIÓN : 


xcofa.csca 
* Luego del triángulo sombreado: 


xcota.csca 
------- 
азепа 


> х=аѓап? axsen*a 


atana.sena 
белсен 


tana= 
cot a.csc a 


ВРТА : “A” 
PROBLEMA 20: 
Se tienen dos semicircunferencias de radios “r” y “R”. 
Desde un punto P se trazan tangentes a ambas 
semicircunferencias tal que AB-CD. Se pide, 
determinar la magnitud del segmento OP en función 


de a, бу k, donde k ев la distancia entre los centros 
ОО” de ambas semicircunferencias. 


A) Өһзесб aksecü a hsec 
0secÓtaseca _ азесб+двеса Өзесбказеса 
ӨЕгес0 aksecü 
D aa P верске 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


K 
* Dado: AB=CD  ór-aR > ór-aR > =” 


#МОАР:ОР=гзесӨ......... 


LAPCO':PO'=R seca 
* Además: OP+PO'=K 
=> гвес0+Е веса=К 


ak 
аѕес6+0 sec a 


secs (Puck >r= 


и 


RPTA: “В” 
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PROBLEMA 21 : 5 


Del gráfico , Determinar : tga.fg PB 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* De la брига: a a 


^ atanó tan 
tanas- ао _tan0 cotü 1 


ЕТЕ? Sin A 


* fH = 
us p 2a 2 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 22 : 


Del gráfico, Determinar: sen р, si: AB-CD; tan 9-3. 


B 

д) 2468 ру4/65 

65 65 р 
g pn 

55 5 15 

S465 
Pes. A © 
RESOLUCIÓN : 


*De: tanó=2, tenemos : 


* Del triángulo sombreado , obtenemos : 


2 
sen p. 23658 2” I3. 4 _ 4/65 
J6 5 65 65 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 23 : 
En la figura , Determinar : #26. 
А)1 B)2 ui 
p Di E 
2 3 2K 
1 
E did issu E а 


ATRIGONOMETRIAS 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : B 


* Dela figura (AAHB): 
cota SA > cot? 9- > tan* 9-2 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 24 : 
Del gráfico adjunto ; Determinar “A” en función de 
“9” y “Е”. 
A) R(1+tg 0) 
B) R(1+sen 0) 
C) R(1*cos8) 
D) R(1- sen6) 
E) R(1- cos) 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Dela figura: h=R+R сове => h=R (14 cos 0) 

ВРТА : “С” 
PROBLEMA 25 : 
Determinar el lado del triángulo equilátero ABC еп 
función de “а”, siendo “O” centro y г=1т. 
A) 248 (рненеа) қ 
В) 1+зеп а 
С) 2-tga 
D) 3-tga 
Е) V3+sena 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
* En el b AMB : AB- (24 csc a) ese 60" 


ES AB=(2+csca)2 Š 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 26 : 
De la figura, encontrar “sena”, sabiendo que O es 
centro de la circunferencia de radio R. Ў > 
№; в; 
eii 1 
Ere $ 

1 

E) T 2 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


* Del gráfico : 4R cos a=R cosa+R сіва 
> 3 cos a=ctg а > Зсова= 2% > A 
sena 3 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 27: 
Dela figura , Determinar АС en términos del radio de 
la circunferencia “r” y el ángulo “9”, P, Q y R son 
puntos de tangencia. 
A) r(1+1g(45*+0)) _ 
B) r(1+1g (45 -0)) 
С) г(вес0+све0) | 
D) rl1+cos (45%+0)) ч 
E) r(tg 0+ctg 0) 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Incógnita : АС=?? 
* Enel ОРС : PC-rtg(45? - 0) 


> AC=AP+PC > AC=r(1+tg (45° -0)) 
RPTA: “В” 
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PROBLEMA 28 : 
En un terreno que tiene la forma triangular la suma 
de dos ángulos interiores es 135° y la longitud de sus 
lados opuestos a dichos lados es 2и y Зи. Halle elárea 
de dicha región triangular, 
RESOLUCIÓN : А 


Dato А+С=135° > В=45° Como 
ABxBC 
2 


3x22 


SAABC- 2 
2 2 


SAABC- senB 


5и? 


= БААВС=— 


PROBLEMA 29 : 

En la figura mostrada, ABCD es un rectángulo, 
AM=PC=2u, BP=3u, MB-6u ,m«MPD-9. Halle el 
valorde F=62./1802 csc(8)- 


с 
4)3600 В)8604  C)5360  D)6406 Е)7208 
RESOLUCIÓN : 


Del gráfico D 
S2 5x75 547 1555, o =155 
Pero: ¿EL 


Luego: ls E === 


=> 62/1802 csc 0 3604 


PROBLEMA 30 : 
Елін figura se tiene un cuadrado de lado L. En él se 
Аа У5. Entonces el valor 
йер ев. | 


ВРТА : “В” 


a+b 


ATE B)a* «5? 
pus АЕ: 


LES 


RESOLUCIÓN : 
Ее 


* Del cuadrado ABCD , зе tiene: АВ =B С 
азепб +b cos9 = bsen 9+ асов@ 
= (а-6)зепд = (a — b) coso 

* Sebemos que @ y b son diferentes (rectángulo), 

entonces: tang=1>0=45" 

*Sesabeque:  £—asen0-bcos8 

* Luego Reemplazando el valor de д, resulta: £= = 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 31 : 


Si ABCD es un cuadrado, EB=2AE, AE=BF, 
m<EHD=90*, тчРЕН=8 


A E B 
XL 
- 
Entonces, el valor  do:cos(0) ге: геп 
74130 22у; pan 225180 1730 3 
Age P Us 10 5130 
On 2 


y 7555 4 


(STRIGONOMETRIAZ о 16ү] LA ENCICLOPEDIA 30 


A 2зепа + соза 
ЗОЕН: A TS Е 
Сопосетов: 4 2 
iun apa JS 5 с 
Ж 2х rM Я. far 74/130 
“7%? 130 
ЕРТА: “А” 


PROBLEMA 32 : 


En un triángulo ABC, de lados a,b, € se trazan las 
alturas interiores BH y AP.. Si BH=2AP, demuestre 


За _cotC+cotB 
b cotA*cotC 
RESOLUCIÓN : 
Graficando ue 
B T E 
Leap ocu 
Se tiene 


а=ВР+РС = а-АРсо4В-АРсоС 
= AP >b=AH+HC 


2 сов *cotC 
> b=BHcotC+BHcotA = E 
cotC+cotA 
Como BH-2AP —— — =2x 2 
119 x cotC+cotA ^" cot B*cotC 


E За cotC-*cotB 
b  cotA *cotC 


PROBLEMA 33 : 
Halle la razón entre las áreas de las regiones 


triangulares ABC y ADC respectivamente. 
B 


A) 2sen(0) 

B) 2008(8) 

С) 2веп (0) 

D) 2cos (0) 

E) 2tan(0) > 


RESOLUCIÓN : 8 


RPTA : “D” 
PROBLEMA i 
Enla figura, hallar 2 am 


A) 4 

B) 5 

0) 2 

р) 8 - Ё 

Е) 5/3 
RESOLUCIÓN: 


— y — 


Давд: а= 53*/2 
ДАВР: Por teorema de la bisectriz AP = 2x 
AAHC-AH -2(HC) 2x+ 2-22) 


> 6y-4y 10x > 2- 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 35 : 

Deluge E calcule tana. Si: 


tand- 3 tange а. 342a 


RESOLUCIÓN: 


LAA ва tena: 
a 6 


а A bog (I) 
* Enel 5 АНС: АН - 2acotó-3a 
HD 3a - 2b 
* Además: ВН = BD - HD=4b - За a 
HC 2a 25 
tana=—>tana= >tana=—P_ 


BH 4b-3a 4-32 
* Finalmente reemplazando en (1) resulta: tana=6 
ВРТА ; "D" 


PROBLEMA 38: 


En el gráfico se muestra una cancha de fütbol cuyo 
arco tiene una altura de 2,5 m y un futbolista se 
encuentra inicialemnte en P а 50 m de Q . Si se 
desplaza 25 m hasta D , halle el máximo valor que 
toma la tangente de а. Se sabe que те Срд=а. 


4)2 В) 1. 
C) 10 Dy 


6 
DE 


* Según el gráfico : ата = ар 


* Para que tana sea máxima QD debe ser mínimo como 
el punto D es arbitrario la longitud de QD es mínimo 
cuando P , D y Q son .colineales . 


* Luego: 060 =. 
* Luego : гапат -әйапаз1/10 


К RPTA : “D” 
PROBLEMA 37 : 
En un triángulo rectángulo АВС, recto en С, se 


cumple que., 


СОВА. ex 
+ (=) 2 tanA x secBsenB 
ine sen (A + B) + tan(A-B). 
B) C)-1 


р)-2 E)2 


se observa чие: 


A+B=90" 
entonces, se cumple que : 
R.T(A)=c0-RT(B) 
Expresando el dato en términos del ángulo А tenemos 
ES) 


m] =2tanA. secB senB 
cscÁ сов A 


senB cosB 
eos A зепА eot A 
> (tanA)* -(cotA)* -2tanAcotA 
> ({апА) + (cotA)* - ЗапАсоёА=0 
(tan A—cot A 2-0 


> tanA – cotA-0 > tanA= аза А-1 
> tanA=1 > А=45°у B-45* 
Piden : 
зеп(А +B)+tan(A – В)=зеп.90°+ tan0^ 


>sen(A+B)+tan(A – B)=1+0 


=> sen(A+B)+tan(A- В)= 1 
ВРТА : “B” 


PROBLEMA 38: 
Complete la tabla. 


Luego, calcule N-M (aproximadamente). 

343-42 „ /3-10 343-10 ,,3/2-10 „13/8 
^ 10 B) 10 e 10 D) 10 E) 20 
RESOLUCIÓN : 

De la tabla : 

N=sen(9-a)/ 0-37 na=30 

= N =sen(37 – 80%) 

= N=sen37 соз 30" – sen30'cos37 
aproximadamente : 

3 1(4 343-4 

ма 3) = 
También : 

М-веп(0-а)|6-45%ла-8” 

> M-sen(45^ – 8%) 

> M=sen(37") 
Aproximadamente : 


] 163 


> Е E 
Бі: м-5 * En el :- ODE: 
AT -3]8—10 елда ЕЛЕ TR дйнд ЖОС 
TS Ага не ыр 2R 2 
КРТА : "C" 


PROBLEMA 39 : 
Siendo x ; y ángulos agudos, y se cumple que 
веп(х+2+ш)=ѓап (2 —w). 
cot(z — ш) =вес(у – 2 – w). 


determine el valor de £an?x tany — 


АЛ B)-1 
RESOLUCIÓN : 


*De (D : 
sen(x--z--w)-tan(z-w) 
* de (ID : 
cos(y – 2 - ш) —tan(z - W) o... 
De (*)A(**): 
веп(х+ z +w) -cos(y-z-w) 


Por ángulos complementarios : 
s. 5 (х+2+ш) + (y -2-w)=90* 


=> х+у=90° 
RT(x)=coRT(y) 


C2 


Pero se cumple : 


Piden: 
K-tan?x tany - tanz tanta cota EE 
—— fany cotx 
cots ~ 2 
со 


=> K-tan?x-tan'x => К=0 
ЕРТА : “D” 


PROBLEMA 40 : 
A partir del gráfico halle el valor que toma : 


зеліатаета) sena) i OF=FB y DE-tBE 
A1 B) ог рз ва 


RESOLUCIÓN : 

* En el sector circular AOE: ¿£AE=a2R=2aR 
* Sea: m£AOB=0 

“Еп el sector circular АОВ: ¿AB=02R=20R 


* Dato: DE-£BE = Rsenü 


* Del gráfico: гАВ= £AE--£BE 
* Reemplazando : 


28R-2a KR+Ksen0 > 20-2 a42sena > Ө=а+вепа 
*Reemplazando en (1) : 


sena= sent apena) 
sen(a+sena) 


RPTA : “С” 


> гвепа=веп(а+вепа) > 2= 


PROBLEMA 41 : 

En un triángulo de catetos 2sen9;esc 9 е hipotenusa 
igual a 2, determine la tangente de uno de sus ángulos 
agudos. 


А) JZ B) 2 С) 3 D) 4 E) 1 
RESOLUCIÓN : 
* Del enunciado sea el ángulo agudo a 
* Nos piden : у 
2 220 
tana=_— A а 
сад 
> tana-2sen?0............... seres. (1) 
* Por Pitágoras : 
(2sen0)* (cac) -2* > 4sento+ 4 
sen*0 


> 4sen*0+1=4sen*9 > 4sen*0 – 4веп?0+1=0 
*Luego: 
(2зеп?0 - 1-0 


> гвеп"д — 1=0 => 2sen*9-1 
*Reemplazando en (I): tana-1 


RPTA : "E" 
PROBLEMA 42: 


Dela figura mostrada, si AE=ED=DC, 
calcule: fan(0)xcsc(a) 


Ac 
RESOLUCIÓN : 


Del 24 Ари: DH- (2aCosa )Sena 


< DHB: 


Tang= РН. 2aCosa ‹ Sena 


HB pe => Тапд x Csca=2 


RPTA : “A” 


PRIMERANPRAGTICANDIRIGIDA 


@ Del triángulo rectángulo , Determinar AB y ВС. 


n 
prd 
B 


63 De la figura . Determinar "x" e “y”. 


a 


А) тзепф; тсовф 
B) mtgé; тсівф 
C) тзепф; mcscó 
D) твепф; т! а ф 
Е) тла ф; тзепф 


A) dig B; dctg В 
B) dsen f; dctg B. 
C) dig В; dsenf> 
D) dtg B; dcos В 
E) азепр; Cd 


С) atg0sena 


@ Del gráfico . Determinar “x”, 
А) acosatg 8 
В) аі а 
asec Віва 
с) — T 


D) asen*atg В 
E) acos Bsena 


@ Del gráfico , Determinar : tan 9 


Si: Ам МБ; АВС: equilátero В 


УЗ „Уз 
Азау ur M, 

„з, уз 
И: 
ye y Se 


@ Del gráfico , Determinar la distancia “PQ” en 
función de los datos mostrados. P 
A) H tanatan B 

B) H (1- tanatan д) 
C) H (1-tanacot В) 
D) H cota cot В 

E) H (1-cotacot В) Æ 
e» Si ABCD es un cuadrado , Determinar el perímetro 
del trapecio AECD en función de “E” y “8”. 

А) L(1+20en0—cos0) В Е e 

B) L(1+3sen 0 – cos 0) 
C) L(1*sen6 - cos 0) 
D) L(1*sen6 – 2cos6) 
Е) L(i+sen0-3c0s0) А b 
@ Del gráfico , Determinar “х”, 

А) L(esc8 - 1) 2 
В) L(esc8 — соё) 

C) L(1- sen8) 

D) L (sec - tan) 

E) L(sec 8-1) A 


Ф En un triángulo rectángulo АВС (recta en “B”), 


la hipotenusa es “m” y А-0 . Determinar el perímetro 


del triángulo. 
А) m(1+tan 0+c080) 


С) т(1+ sec 0+ cos 0) 
E) m(1+csc0+cot 0) 
@ En un triángulo rectángulo ABC (recto en “В”), 


B) т (1+веп 0+ cos) 
D) т(1+ sec 0+ tan) 


AB=m y A=0. Exprese el área del triángulo en 
términos de “т” y “6”. 
A) m? tanó B)0,5 m? tano C) т?зеп0 


D)0,5 т?зеп0 Е)0,5 m?sen6 cos 
(3) Del gráfico, Determinar el perímetro del triángulo 


ABC , si: AB-BC. B 

A) n(esc8 + 1) Ô 

B) n(esc 9 +2) 

C) п(зесд + 1) 

D) п(зес + 2) 

E) т(сог0 + 1) ее 


(13) Del gráfico , Determinar Іа distancia mínima de 
“Р” a la circunferencia de centro “O” y radio “Е”. 


A) 2 D < 


@ Del +) Determinar; tan a, en función de “6”. 
А) 2tan0 
B) 2со40 
D) get 
E) г 
@ Del RP Et. RM e el 
y “0”. 
A) азепб 
Ь+асовб = 
асов0 
ыс рр ты 
Е 


b-asenó 
b-acotü 


B) R(sec 2-1) 
с) цеее- 1) 
D) R(csc 2-1) 


юк cor 2-1) 


С) tano 


аѓапб 


© Del gráfico , anión tangen función de “0”, 
А) 1,2cot 8 
B) 0,2со40 
C) 0,8со40 
D) 0,5cot8 
E) 0,7 cot 8 
42) Exprese el área del triángulo АВС, en función de 
“9” y "n": si: AB-BC-n. с 

А) п?зеп 0 cos 0 
В) п?зеп0 

С) п? сов 

D) nsen60 cos8 


NER mE TT 


B 
@ Del gráfico , Determinar “x”.Si: BD=AB y AC-n. 
А) n(sen8 - tan) D 

B) п(ғап0- cos 0) 

C) n(sen0 -cos 6) C 

D) n(cos sen 0) 

E) пвеп 6 cos A B 

(9) Del gráfico , Determinar “х 

А) топо B 


B) m sen 20 | 
A 


Re 


С) Tsen 20 
D) Tseng 


E) Tsen 20 


(д) Determinar “х”, del gráfigo: 


A) msenĝ+ncosð т 
В) mcos0+n send 

m c 
С) (m+n)sen0cos 0 
D) mtan0*nsecó 


A 
E)msecótntand | - 


@ Del gráfico , Determinar “х”. „В 

A) msena 

B) mtana 

C) mcosa 

D) тсоға Ж o 

E) твеса D E 

ӨЗ Del gráfico , Determinar : K=ctga+ctg 0 


TERCER REPASO PARCIAL 


En este capítulo definiremos las seis razones trigonométricas 
llamadas: Seno. Созепо; Tangente. Cotangente, Secante y 
Cosecante, abreviadas de la siguiente manera: Sen, Cos. Tg. Ста. 
Sec y Csc. 


Un triángulo rectángulo es aquel que posee un ángulo recto 
(90°). Los lados que forman el lado recto se llaman catetos y el 
tercer lado se llama hipotenusa. Además los otros ángulos del 


triángulo son agudos, 


De la figura: 
a y B : Ángulos agudos 
ayb: catetos 
с: hipotenusa 
Se cumple: 
* 0<а<90%0<р<90% 
* a<c:; b«c 
TEOREMA DE PITÁGORAS 
"La suma de los cuadrados de los catetos de un triángulo 

rectángulo es igual al cuadrado de la hipotenusa” 
Es decir: а2 +2 =с2 

El teorema de Pitágoras será nuestro 

“caballito de batalla" y lo aplicaremos 


al problema de calcular una distancia. 
(catetos o hipotenusa) 


¿Qué son razones trigonométricas de un ángulo agudo? 


Las razones trigonométricas de un ángulo agudo son 
aquellos cocientes que se establecen entre los lados de un 
triángulo rectángulo con respecto de uno de Sus ángulos agudos, 


Con respecto del ángulo “а” де Та figura anterior. el cateto 
opuesto es “a”, el cateto adyacente es "b^ y obviamente la 
hipotenusa es "c", asi se definen: 


ateto TEE ángulo a 
= Само ар al ángulo a 


T 


Las razones trigonométricas Seno y A 
que la unidad. 


* Las razones trigonométricas Secante y Cosecante son 
mayores que la unidad. 
Observación: 


Conocido una razón trigonométrica de un ángulo agudo es 
posible hallar las demás. 


Ejemplo: 


Si para un ángulo agudo a se tiene que тва =: calcular las 
demás razones trigonométricas. 
REOLUCIÓN: 


x-13, s 


Dato: 12 


57 Cateto opuesto 
Tga= E 
BA Сино adyacente 


Teorema de Pitágoras 
122+ 52 23x 
169=x=> х= 13 
de las definiciones tenemos: 


Зеп а =— Сова=— 
13 1 

Tga=— Cus 
5 

uat Брин 


12 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LOS ÁNGULOS 
30°, 60°, 45°, 37° y 53° 


Las razones trigonométricas de estos ángulos se obtienen a 


partir de los siguientes rectángulos. 
2m 3m т. 
my3. 4m 
Ejemplo: 
E e E 
. Sen 30° = Fr => Sen 30° => 


Las КЛ. de los ángulos de 37° y 53° 

son aproximadas. 
Observación: у 
Las razones trigonométricas de un ángulo agudo ¿een 


únicamente de la medida del ánguloy no de las longifides 
lados del triángulo rectángulo. Por ejemplo de la figura: 


> АСВ; 19-1 
. [м асв:то=-2 ES теб-1 


+ ШМ.әевзлев-3 > тее-1 


Finalmente concluimos que T-7 y no depende de los lados 
del triángulo rectángulo. 


2105 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
RECÍPROCAS 


De las definiciones para un ángulo agudo а tenemos: 


Ска= => Зепа „Саса =1 
Беса = 1 => Сова «беса =! 
Cosa 

aa => Тва.Сва=1 
Ejemplos: d 
* Sisma-l c Csea=3 
С x 

Si: Ciga- J2 pue Е 


= Cos40° 56840°=1 


1 
. т876- v 
*- -Si Sen a Cos 10°=1 > а = 10° 
¿RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS 
E COMPLEMENTARIOS 


Si dos ángulos agudos suman un ángulo recto. entonces se 
llaman complementarios de la figura adjunta: 


De las definiciones. se cumplen: 


Cosa = Ѕеп В 


De lo anterior, a las razones: 
* Seno y Coseno 
*  Tangente y Cotangente 


*  Secante y Cosecantes 
Se llaman co-razones trigonométricas. 
Ejemplos: 


* Sen 50" = Cos 40° * — Te80-Ctg 10° 


2 -сво =>х=т С 0. 


. У =скд => у= т Сѕс0 


Еру Conclusión: 
- Para resolver el triángulo rectángulo necesitamos como 

datos un lado y un ángulo agudo, asi tenemos tres casos: 

I CASO: 

Datos: m. 9 
Incógnitas: x. y 


2$ n у E 
. Ese =>x=mSen0 


[um = 
7096 c» y m Cos 0 


Conclusión: $ Ya > 


П CASO: ЕГІ) 
Datos: m. 0 
Incógnitas: х. y 
> Sec б H 
y lx 4 
LES EJERCICIO: 
A " pM с к Ж 
. ATEO е>х=ттТев 2 де ^а” y “y” 


I" AB-a 
. трети се 69 Р 


. IMABC:BC=aSeng....... (1) 
+ Мавр:вр=атеф 


«БА ВЕР: РЕ = BD Sen ф 
DE =аТеф5Зепф.. 


base x altura 


Recordar: Área de un triángulo = 2 


і BCxDE 
En nuestro caso: Área ACBD= == 2243) 


Reemplazando (1) y (2) en (3) 


(a Sen ф) (a Tg ф Sen $) 


Área ACBD= E 


а? 2, 
^ Área ACBD - 7 Tesen $ 
ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 


El área de una región triangular es igual al semiproducto 
de dos de sus lados multiplicado por el seno del ángulo que 
forman dichos lados. 


з=  absena 
2 


BC = 6m y el ángulo C mide 30°. 
RESOLUCIÓN: 


Calculando el área S v 
Del gráfico: 


1 1 
s = шва) 


EJERCICIOS 
En las siguientes preguntas indicar la verdad (V) o falsedad (F). 


1. Si 8 esagudo = 0 < 0 < 90°. () 


2. Existen más de 6 razones trigonométricas. () 
3. Si: 5епд = 1-ө- 30%. C) 


4. 9: 0=60° = С059= 1/2. (53 


5. Si Ө esagudo = ТапӨ Со - 1. С 


6. El área de un triángulo ABC es $bcSenA, ( ) 
7. En todo AACC se cumple: а? = b? + с?. (27 
8. Entodo ДАВС se ситрЕ: 6 -с<а<Ь+с. ( ) 


9. Si: А <В = ТапА < TanB, siendo A y Bagudos. ( ) 


a Y 
10. Si 0 <А <В < 90° => CosA < COSB t) 


PRACTIICA DIRIG 


Ф%наге el área de la región triangular ABC, donde A, 


B y C son los puntos de intersección de las rectas y=x, 
y=2-x, yx=2. 


Ат в) 3 ог 
2 


E) 3 
190 – cos” 60° —cos* 60° _ sec? 45? —tg9. sec? 60° 


в Si: "sen* 609 +190 7 sec! 609 tg0 – све“ 459 
Calcule sen e (Ө es agudo). 


А) 2. в 3 с) 4 
13 13 13 
DŠ а 
12 13 


8 Si csc2x cos4x=1, calcular el valor de: 


=sen(x+15%)+ctg3x+csc(4x – 309). 
А) 2.0 В) 2.5 C) 30 
0) 3.5 Е) 4.5 


e$ En la figura mostrada ABCD es un cuadrado, 
calcular csc ө, DO- OE. 


А В 
NJ 
E 
A | 
5 
D с 
A) Ја ‚Уй сї 
41 4 
р) M в) 4/1 
5 5 


figura mos determine la longitud del 
o BD en términos de m, 0 y a, siendo AC=m. 


- В) mcos tg(9-a) 
2С) тепе ta(9-a) 

D) mitga.- ctg0 | 

E) mceos8.cto(6-a) А 
65 Se tiene la región xvn ABC, si AC=a, 
mZACB = mZBAR = а. 


Halle: M= 


sena cosa 


А) з seca С) асо? a 
О) аа Е) аса 


&% De la figura mostrada, calcule х en términos de a 
уа, si О es el centro de la semicircunferencia y АР=а, 


B) asen* а. 


Ф Еп la figura mostrada, MNA, AM-(43-1), 


CN =(Y3+1)u y m4ABM =0 816898) es minima, halle 
25ес0. 67% 


ом 
E) 347 
O ABC, si AB=2u, BC=5u, m4BAC = ЗВ 


o E 


daa Ді mostrado, sim4BAC=9 ву 
AB=2u. Se pide hallar EC. 5 


B 3 
A) 2 sen* 0 sec 0 
B) 2sen* 8 .cos 0 D 
С) 2sen* 8 
D) 2cos* 0 .sen Ө 
Е) 2cos* Ө .csc 0 А Е c 


dd) En la figura mostrada M es punto medio de AC, 
m4BCD = 60°, Ам=мр=2 aos 4BN. 


DE Ч ҒҒ 
с +) 022.46 
06)4(6 - 2) 


5 eS Con los datos proporcionados en la figura adjunta, 


calcular el valor de la expresión: P=tg0 tg), donde 


СР=РВ. в 
7 
А с Жыз 
2 1 
А) 1 в) 1 С) 1 
3 2 
р}2 Ба 


(88 En la figura mostrada 3CD=7AB, calcule: 


2 


2 
ES 


е En la figura mostrada ABCD es un rectángulo, D) 2-43 E) /З+2 


AM=PC=a, MB=3a, BP=2a у mzMPD = x°. Con ayüda dela а mostrada, 
Halle E=tgx - 1. eS yu беш 
А M B 515,= 15 5, calcular cota 
S,: área de la región triangular BAD. 
5,; área de la región triangular BDC. 


D € 
А) 0.1 B) 0.2 C)03 
D) 0.4 E) 0.5 
ез Еп la figura mostrada, ABCD es un cuadrado у M es 
un punto medio del lado AB. Hallar ctg Ө. » He 
D c 


6% Del gráfico que se múestra encontar el valor de 


6x--4y, si se sabe que Bc- 12m y BM es mediana relativa 
ala hipotenusa. ~ ^ 


A)5 B) 4 c) 3 
D) 2 E) 1 


(Ө Еп la figura mostrada AOD es un cuadrante, M 


А)1 
0)4 


Ed Si ABCD es un cuadrado, calcule tg}. (ADC es un 


lor circular), 
sector м c 0)2 в) 23 


У 


А D 
А) 8-1 № i C) 4842 


HORIZONTALES Y VERTICALES ^ 


(CULOS 


OBJETIVOS : 


* Diferenciar y reconocer los elementos que define el 
ángulo de elevación, depresión y observación. 


* Adquirir la destreza suficiente para poder entender 
de manera adecuada los problemas y poder plantear 
los gráficos para la posterior resolución de los 


ejercicios. 


En nuestra vida diaria observamos objetos e indicamos 
sus posiciones utilizando referencias que nos puedan 
permitir una mayor precisión al momento de ubicamos 
‚еп el capítulo que ahora vamos a estudiar definiremos 
en un mismo plano tanto al observador como el objeto 
que deseamos observar. Así también definiremos 
ángulos que nos van a permitir visualizar 
determinados puntos del objeto en consideración. 
Primero lo haremos en planos verticales. Es así que 
es necesario conocer de antemano algunos términos 
que luego vamos а utilizar tales como Línea Vertical 
(línea que coincide con la dirección que marca la 
plomada), Plano Vertical (Es aquel plano que contiene 
a toda la recta vertical), Línea Visual (o Linea de mira, 
es aquella línea imaginaria que une el ojo del 
observador con el punto a observarse). 


Una de las aplicaciones de los ángulos verticales son 
las ANTENAS PARABÓLICAS, porque éstas barren 
ángulos verticales y horizontales. 

Las antenas parabólicas tienen como función la 
radiación o la recepción de ondas electromagnéticas, 
su elemento reflector parabólico concentra la energía 
en el punto focal, obteniendo así su característica de 


Eni RUBIÑOS 


JNTALES Y 


transmisión o recepción unidireccional segán sea su 
aplicación. Con la antena parabólica podemos obtener 
imágenes y sonido en directo de otros países ( partidos 
de fütbol, conferencias, noticias, etc.). 


ÁNGULO VERTICAL 


Se llama así a aquellos ángulos que están contenidos 
en un plano vertical. Los ángulos verticales son 
determinados en el instante en el cual se realiza una 
observación, estos ángulos se determinan en el punto 
desde el cual se está observando entre dos líneas 
imaginarias trazadas por dicho punto y que permitirán 
la observación; segün su ubicación estos ángulos serán 
ángulos de elevación, ángulos de depresión o ángulos 
de observación. 


ÁNGULO DE ELEVACIÓN 


Para determinar un ángulo de elevación debemos de 
trazar una línea horizontal que pasa por el ojo del 
observador y la línea visual está por encima de la 
horizontal. 


СЗ 


Para determinar el ángulo de depresión debemos de 
trazar una línea horizontal que pasa por el ojo del 
observador y la línea visual está debajo de la horizontal. 


Horizontal 


0 = Ángulo de 
observación 


En la figura se muestra la ubicación de los ángulos y 
depresión. 


*a: Es la medida del ángulo de elevación, porque se 
encuentra contenido en plano vertical. 


%0: Esla medida del ángulo de depresión, porque está 
contenido en un plano vertical. 

* № es un ángulo de elevación por que esta 
contenido en un plano inclinado . 

OBSERVACIÓN : 


El instrumento que nos ayuda a medir los ángulos verticales, 
asimismo los ángulos horizontales, es el teodolito, que tiene 
aplicación sobre todo en la industria de la construcción . 


TEODOLITO 


Elteodolito es un instrumento de medición mecánico- 
óptico universal que sirve para medir ángulos verticales 
y, sobre todo, horizontales, ámbito en el cual tiene una 
precisión elevada. Con otras herramientas auxiliares 
puede medir distancias y desniveles. 

Es portátil y manual; está hecho para fines topográficos 
e ingenieros, sobre todo en las triangulaciones. Con 
ayuda de una mira y mediante la taquimetría, puede 
medir distancias. Un equipo más moderno y sofisticado 
es el teodolito electrónico, más conocido como 
estación total. 


Básicamente, el teolodito actual es un telescopio 
montado sobre un trípode y con dos círculos graduados, 
uno vertical y otro horizontal, con los que se miden 
los ángulos con ayuda de lentes. 


"CONSIDERACIONES PARA LA RESOLUCIÓN 
DE PROBLEMAS 

* La estatura de las personas se deberá considerar 

hasta sus ojos. 

* Toda persona u objeto que posea una altura, será 

considerada perpendicular al nivel del suelo, a no ser 

que el problema indique otra situación . 


* De no indicarse desde que altura se realiza la 
observación y no siendo esta altura la incógnita del 
problema, se deberá considerar que se está observando 
desde un punto del suelo . 


B: Ángulo de Depresión 


* En el gráfico adjunto ,"g"es el ángulo bajo el cual se 
divisa la torre ,Note que deben trazarse las dos visuales 
¡una hacia la parte alta y la otra hacia la parte baja . 
Luego "g"es el ángulo formado por las dos visuales 


ÁNGULOS HORIZONTALES 


Son aquellos ángulos ubicados en un plano horizontal 
que , еп la practica , lo vamos a ubicar en la rosa 


En topografía el ángulo formado por dos líneas rectas 


trazadas sobre el suelo se mide horizontalmente y se 
llama ángulo horizontal. Las líneas trazadas sobre el 
suelo se pueden reemplazar con dos líneas visuales . 
Estas líneas visuales parten del ojo del observador que 
constituye el vértice de un ángulo , y se dirigen hacia 
puntos fijos del terreno tales como una piedra, un árbol, 
un hormiguero, un poste telefónico o la esquina de un 
edificio. 


ROSA NAUTICA 


Es un diagrama ubicado en planos horizontales y 
diseñado en base a la ubicación de los puntos cardinales 
que son: norte (N), sur (S), este (E) y oeste ( O -W). 
La rosa Náutica se emplea para localizar la posición 
de objetos o personas ubicados en el plano horizontal 
mediante los rumbos y direcciones establecidas en ella. 


La Rosa Náutica contiene a las treinta y dos (32) 
direcciones notables de la brájula, las cuales son 
obtenidas trazando bisectrices a partir de las 
direcciones principales, siendo el ángulo que forman 
dos direcciones notables consecutivas de 11215”, tal 
como se observa en el gráfico. 


RUMBOS Y DIRECCIONES 


Para ubicar la posición de una persona u objeto con 
respecto a un punto determinado en el plano 
horizontal, se emplean con frecuencia los rumbos o 
direcciones; entendiéndose por: 


El ángulo agudo horizontal que forma la dirección de 
la persona u objeto con respecto al eje norte -sur, 
cuando ésta se desvía hacia el este (E) u oeste (O) 


DIRECCIONES 
La línea recta sobre la cual se encuentra la persona u 
objeto con respecto a una Rosa Náutica, quedando 


determinada dicha dirección por su rumbo. 
N 


~ El rumbo de “A” con respecto 
а “P” es a al este del norte. 


E 
=> La dirección de "А" con respecto 
a “P” es NaE (norte a este). 


DIRECCIONES OPUESTAS : 


Elopuesto de una dirección dada, se obtiene cambiando 
las direcciones que aparezcan por sus respectivos 
opuestos, sin cambiar el ángulo. 


POSICIONES DE LA ROSA 


NÁUTICA 


IDIA 
EJEMPLO: 
“A” se halla el E30°N de“P” 
“B” se halla al O40°N de“P” 
“С” se halla al 84220 de “Р” 


Norte(N) 


Sur(S) 
A estas direcciones, también se la pueden denotar así: 
“A"está 30° al norte del este de “P” 
“B"está 40°а1 norte del oeste de “Р” 
"C"está 42" al oeste del sur de “Р” 
Pero observe también que una dirección puede 
detectarse de dos formas : 


Está al E66°N de" R" 
ers а1030°М№ de" В" 


ind al N24*Ede"R" 


Está al de"R" 
S Está S10°E de” R” 
Está al de"R" 


Ahora bien , algunas direcciones tienen la particularidad de 
obtenerse trazando bisectrices sucesivas , a partir de los ejes 
principales ; por lo que su notación será también particular . 
Indicaremos lo que ocurre entre el Norte y el Este , y usted 
concluye los restantes por analogía . 
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En cualquiera de los casos : а = 11°15' б а = ғай 


OBSERVACIÓN : 
NE > N45*E 
NO > N45*0 
oe <> №22°30Е 


NNO > N22*300 


NINES NII 15E 


NZNO> NIT150 


NOTA : 
En todo problema donde se incluyan ángulos verticales 
y horizontales a la vez, se deberá bosquejar diagramas 


tridimensionales para tener una mejor visión y 
ubicación del problema . EJERCICIOS 
5 ACIONES CO. AS (6ђ ¿Cuán larga es la sombra que proyecta un mástil 


Cuando los enunciados de los problemas , mencionan de 11m de altura cuando el sol tiene un ángulo de 
ángulos verticales (de elevación o de depresión) y elevación de 3077 

ángulos horizontales(uso de direcciones , 
generalmente), al mismo tiempo , la rosa náutica a 
emplear asume una posición más real ; es decir, ubicada 
en un plano horizontal . Por ejemplo , gráfiquemos la 
siguiente situación: 

“Desde un punto de tierra , se divisa al Norte lo alto 
de un poste con un ángulo de elevación "а". Si luego 
nos desplazamos hacia el N60^E, hasta ubicarnos al 
Este del poste , el ángulo de elevación para su parte 
más alta sería "д". Ahora , note la representación 


gráfica : 


11тіз 


ӨЭСа!сша la altura a la que se encuentra un barrilete 
si el ángulo que forma el hilo, de 35 т de longitud con 
la horizontal, es de 30” y la mano del niño que sostiene 
el hilo está a 80cm del suelo, 


EJEMPLO : 

Una persona de altura “h” observa en un determinado 
instante un helicóptero en la dirección Na E, con un 
ángulo de elevación 0 y a una altura “Н”. 


PROBLEMA 1 : 

Si desde un punto en tierra ubicado a 20 m de la base 
de un edificio ; el ángulo de elevación para su parte 
más alta mide 37”. Calcular la altura del edificio. 


А) 18m B) 10 C) 12 D) 15 E) 16 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 
* Se deduce que : H=20 tg 37° 
H=20tg 37” > H=15m 
RPTA : “р” 


PROBLEMA 2 : 
Una persona de 2 m de estatura, ubicada a 32 m de 


una torre de 34 m de altura; divisa la parte más alta. 


con un ángulo de elevación de: - 
А) 28° В) 30° C)37  D)45 E) 60* 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


32m 
2m 2m 
з 32 о 
Se deduce que : 40-29 -—igü-1- 0-45 
RPTA :"D” 


PROBLEMA 3: 


Un niño de estatura de 1,5 m; esta ubicado a 6 m de 
una torre y observa su parte más alta con un ángulo 
de elevación de 53°. ¿Cuál es la altura de la torre? 


A)9m B)8 C)7 р) 6,5 Е) 9,5 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Se deduce que : 
Н=1,5+6: 53 = H=1,5+6($) > H=9,5m 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 4: 
Una colina está inclinada un ángulo ^9 ” respecto a la 
horizontal. A una distancia “т” del inicio de la colina 


y sobre ella se encuentra un objeto. ¿A qué altura se 
encuentra respecto a la horizontal? 


A) m sen B) тсовд 
D) тео E) m secó 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


C)mtg8 


> а =sen0 > һ-тзеп0 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 5: 
Desde lo alto de un edificio de altufa “A” se divisa una 
piedra en el suelo con un ángulo de depresión ^ 8 ”.¿A 
qué distancia de la base del edificio, se halla la piedra? 
A)hsecB B)hcescB C)htgB  D)hcos?B  E)hctgB 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Se deduce que : 


877 
u n 


[LE] 
атп 
пий 
n i 


уто p= х= ћеш В 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 6: 
Desde un punto que se encuentra a 48 m del pie de 


AANGULOS HORIZONTALES Y VERTICALES A 


“una torre el ángulo de elevación para la parte más alta 
-e845*. ¿Cuánto debe acercar dicho punto para que el 


nuevo ángulo de elevación sea 53°? 

A) 10m B)6 C)4 D) 16 E) 12 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


* Se deduce que : 

48-x 
48 

>48-x=36> 12=x 


=ctg 53° => 48-==48(3) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 7: 
Desde un punto en tierra se divisa lo alto de una torre 
con un ángulo de elevación “а”. Si el observador se 
acerca 20 m el ángulo de elevación sería “д”, 
Determinar la altura de la torre, si además se sabe 
que: ctga -ctg В=0,25. 
A) 10 B) 80 C) 160 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 


D) 240 


E) 40 


—— — h etg a ————3Àá 
*Del gráfico se nota : 


hetga- ћеш B=20 > h( ctga- ctg f)=20 


> 1(0,25)=20 => ћ=80 

ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 8: 
Desde lo alto de un faro, ве divisan dos barcos а un 
mismo lado del faro, con ángulos de depresión de 45? y 
87. Si la altura del faro es de 96 m. ¿Cuál sería la 
«distancia entre los barcos? 
4)4m B)8 С) 16 
RESOLUCIÓN : 


D)32 E) 64 


* Graficando : 


poc TIN 
* Se deduce que : 


х+96 4 
=ctg 37° 96= = = 
- 74 x ss(4]. x-32m 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 9: 


Desde lo alto de un edificio se ve un punto en tierra 
con un ángulo de depresión “а ” y a otro punto ubicado 


ala mitad entreel primer punto y el edificio, con ángulo 
de depresión “90” – а”. Determinar : ctg?a. 


ал . B8 соз DM Ен 
RESOLUCIÓN : 2 
* Graficando : 
шип 
пиц 
ыт 
[~ 
a a 
* Del ABC: 
ава = 38. БЕ. Г] 
* Del ДАВМ: 
Эша =В, or s (0 
За h 
Marita 
> ctg*a-2 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 10: 
Desdela parte superior de un edificio de 6 pisos iguales 
el ángulo de depresión para un punto en el suelo es 
* 8” y desde la parte más alta del cuarto piso el ángulo 
de depresión es “а”. Determinar : tga.ctg р. 

1 2 5 4 
45 B5 95 D 
RESOLUCIÓN : 


E)1 


* Se deduce que : 


AP =76ctg 60" = 75 


_ BP=75ctg 30° 27548 
tgactg po ru * Ahora por el teorema de Pitágoras: 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 11 : p^ 75° 1 
2,755 об =75°(з-2 
Una persona А se encuentra al este de otra persona В, neis а аи (= 5) 
si B se desplaza en dirección N¿NE y la persona A. => мат (> x25046 


en la dirección NO, se encuentra en el punto Р. 

Determinar cuanto mide el ángulo APB. 

А) 45° В) 11°15° С)4715” 0) 56°15* Е)19%16% PROBLEMA 13: 
RESOLUCIÓN : La base de un muro de 7 metros de altura se halla en 
* Graficando : una línea que va de norte a sur . El rumbo de la luz 
solar es S60^E , y su ángulo de depresión es 30“. 
Determinar el ancho de la sombra del muro . 


А)10т  B)9m С)105т  D)IO/3m E)12m 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : - 


ВРТА: “А” 


1 ISTE 
* Sabemos que : N ¿NE = NTE E 
* Luego, en la figura: 
APB=45" +0=45" + 11°15'= АРВ=56°15' 
КРТА : "D" 


PROBLEMA 12 : 

La elevación de una torre desde un punto А al oeste 
de ella es 60% y desde un punto В al sur de A , la 
elevación es de 30” . Si la torre tiene 76 m de altura 
Determinar la distancia comprendida entre A y B . 
А) 50/6 В)80/86  C)20/8 р)во/2 Е) 90 


RESOLUCIÓN : 


*Visto de planta la sombra se nota que es ABCD . 


po 


*ABCD AAA x 
* x , ancho de la sombra 
¡sano (notable 30° y 60°) 
= пет ево" 748 (72 ) 
= х=10,6т 


RPTA ; "с" 
PROBLEMA 14: 


Un niño observa la parte superior de un edificio con 
un ángulo de elevación de 18,6”. Si el niño se encuentra 
a 24m del pie del edificio,¿cuánto deberá caminar (en 
m)en dirección del edificio, para obtener la parte 
superior de este con un ángulo de 26, 5°? 
D)12 


4)4 В)8 
RESOLUCIÓN: 


=, 


C)10 E)16 


notemos que: Sh. 24>h=8 

Luego: el niño debe de caminar 8m 

= ВРТА : “В” 
Calcule la medida aproximada del ángulo de elevación 
del Sol, cuando una persona de h metros de estatura 
proyecta una sombra de 2h metros de longitud en un 
“terreno a nivel. 
А)15° В)18° 
RESOLUCIÓN: 

Es 


С)18,5° D)26,5" E)30* 


ЕРТА : “р” 


PROBLEMA 16: 


Al despegar de la pista un avión vuela en línea recta 
formando un ángulo de inclinación de 30° (en este 
trayecto recorre 100 m), posteriormente recorre 200 
m en línea recta horizontal de tal manera que desde 
el punto de despegue el avión es observado con un 
ángulo de elevación а; al calcular cot(a)se obtiene: 


AM3*1 BM342 С)/8+3 р)/3+4 EN3+5 
RESOLUCIÓN : 
Del gráfico. trayectoria del avión 
Cota. 50/3200 | 

50 
Сога =43+4 : 


RPTA : “р' 
PROBLEMA 17: 
Desde un punto en tierra se observa la parte más alta 
de un muro con un ángulo de elevación cuya medida 
es 9 .Si nos acercamos al muro una distancia igual a la 
altura, el ángulo de elevación es el complemento deg. 
Calcule P=tan(0)+cot(0). 
AN5+1 ВЫ5  CW56-1 Dye D 
RESOLUCIÓN : 


Del gráfico observamos que: 
hCot8 =h+hTanó = Cot – Tan0—1 
Se pide: M=Cot0+Tanó 
Conocemos que: 
(Cot0+Tan0)* — (Со! - Tan8)* = 4 
> МЗ -1=4=>M=J5 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 18: 
Desde la parte superior e inferior del segundo piso de 
un edificio de 4 pisos iguales, se observa una piedra en 
el suelo (a 9m del pie del edificio)con ángulo de 
depresión а y 0 respectivamente y desde la parte 
superior del edificio la depresión angular para la piedra 
es $, calcule la altura (en m)de dicho edificio , si 


tan($)-tan(a)- tan(8)-7. 


А)63 B)64 С)62 D)60 
RESOLUCIÓN: me 
Condición: 


Е)50 


Sustituimos en la condición: 
4h 2h h_7 
Г ГО 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 19: 

Una persona de 1,8m de estatura observa la parte 
superior de un edificio de 21,8m de altura con un 
ángulo de elevación g. En la misma dirección la 
persona se acerca 12m al edificio, y el nuevo ángulo 
de elevación con que observa el mismo punto es el 
complemento de g. Halle 10гап(0)+8. 


A) во  C)/109 р)/26 
RESOLUCIÓN: 


E)12 


igualamos las expresiones: 


20- 12Тапо отоп. 20-12Tan9=20Tan*0 

= 0=5Tan*9+3Tan0-5 

luego: 

Tang=3É Уз? –4(5)(-5) > Тапө=28®У109 
2x5 10 

Pero: Tang» 0 = Tang 199-3. 107Tano+3= [109 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 20: 
Una estatua de 6 metros de altura descansa sobre una 
pedestal de 4m de alto. Si desde un punto en el piso se 
observa la cabeza de la estatua con un ángulo de 
elevación 29 y el ángulo de visual de la estatua es 6, 
halle la distancia del observador al pedestal y соз (20). 
А)6У0,6 В)7у0,7 C)8y 0,8 D)10y 0,9 E)12 y 0,8 
RESOLUCIÓN: - 


Del gráfico И 
A бара 29 / | | 
Cos20— > 
> 20-387 


RPTA : “Е’ 


PROBLEMA 21 : 


Tres personas A , B y C se encuentran en un plano 
horizontal , tal que B se encuentra a una distancia de 
20m al norte de A y C se encuentra al este y noreste 
de B y A si encuentra al este y noreste de B y A 
respectivamente . Si A y B se desplazan en direcciones 
N53E y 537 Е respectivamente hasta que А se 
encuentra а б т al norte de B , y en ese instante C se 
encuentra al E @ № de la nueva posición де A, luego 


el valor de гапдев : 


8 8 9 Б 11 


/^ANGULOS HORIZONTALES Y VERTICALES © 
RESOLUCIÓN : 

* Del enunciado tenemos (nótese que А” y В” son las 
segundas posiciones de А y B respectivamente) 


*———U=—A=84 


12+ 
*En el triángulo sombreado 
(ANHO,A'H =11 y HC=8 
* Luego , definimos : tano = 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 22; 

Un alumno observa lo alto de un poste con un ángulo 
de elevación de 60”. Luego camina hacia la derecha 
una distancia igual a la distancia que lo separaba del 
poste inicialmente y en ese momento observa el mismo 
punto con un ángulo de elevación а. 


Determinar: Зета . 5 


АТ ве -02 gs E 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando lo que уа а suceder : 


“рај triángulo sombreado se deduce que : 


Ж. 


RPTA : “В” 


[182(|. А  қпттониг RUBISOS) 


PROBLEMA 23: ES 

Los ángulos de elevación de las puntas de las astas de 
dos banderas , segün gráfica vistas desde la posición A 
miden 30? y 60^; y vistas desde la posición B , miden 
60° y 45”. Si la longitud AB es de 18 m; entonces al 
calcular la diferencia entre las alturas de las astas, se 
obtiene : 


RESOLUCIÓN : 
* Completando datos: 


67,2 ALO [] 
LATAS DEUS 


* En el Zinpo:h-94/3 


*Enel знала eH > H-27 «948 


* Se pide : Н-һ-27-9/3-9/8 
>H-h=27m 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 24: 
Dos helicópteros que vuelan en trayectorias 
perpendiculares a una altura de 150 m, disparan 
simultáneamente un misil cada uno para dar a un 
mismo objetivo . En el momento del disparo, uno de 
los helicópteros observa el objetivo con un ángulo de 
depresión de 37” y se encuentra a 260 m del otro . 
¿Cuál será el ángulo de depresión con el que observa 
el otro helicóptero al objetivo? 
A) 15° B) 30° C)37 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


D)4» Е)53 


* Del triángulo sombreado : $ =45” 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 25: 
Un hombre observa a su derecha la parte más alta de 
un edificio de 40 m de altura con un ángulo de 
elevación de 53”, y frente a él observa la parte más 
alta de otro edificio de 12 m de altura con un ángulo 
de elevación de 37”. Determinar la distancia que existe 
entre los dos puntos observados. 


A) 44,015 m B) 44,045 m C) 44,075 m 

D) 45,050 m E) 46,045 m 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


T rome 


22 ET СА; 


* Ahora del triángulo tsMNP: d?— 28? + 34? 


= d= /1940 > 4=44,045 m 
RPTA : “B” 
PROBELAMA 26: 
Desde un punto “P” se divisa un objeto “A” al este y a 
15 m y otro punto “В” en la dirección Е45%8 y a 
1042 m. ¿Cuál es la distancia entre “A” y “В”? 


445  BjaJ5 [07271 ЕЈ6ЈБ 
RESOLUCIÓN : 
* Según los datos: 


075 


I) “А” se encuentra al este de “P” a 16 m. 
П) “В” еп Е45° y a1042 т . 
Ш) Trazamos 

ВН 1 РА: BH=PH=10(45" > notable) HA=5 
IV) Por Pitágoras : 52-19? + 52 

> x*-125 => х=б./5 
RPTA : "C" 

PROBLEMA 27: 
Desde un punto se observan dos barcos en la dirección 

№20°0 y S70%0, a las distancias de 40 y 9 m 
respectivamente. ¿Cuál es la distancia de separación 
de los barcos? 
A) 40m B) 49 
RESOLUCIÓN : 


* Con los datos. indicados, ubicamos las direcciones de 
cada barco з 


C) 41 D)9 E)81 


* АВР: Por Pitágoras: x?-40* +9? > x =41т 
ВРТА : “С” 
PROBLEMA 28: 
Un avión que se encuentra a una altura “Н” sufre un 
desperfecto y cae a tierra siguiendo una trayectoria 
recta que hace un ángulo con respecto a la horizontal 
de 16°; además, una persona en tierra observa la caída 
con un ángulo de 53”. Determinar la distancia del 
choque con respecto al observador . 
117H 25H 
28 2 7 


19H 


3H 5H 
А Зе E. 


RESOLUCIÓN : 


(BANGULOS HORIZONTALES Y VERTICALES o )18* > EDITORIAL RUBISOS) 


(Distancia del observador al choque) -H cot 53" +H cot 16° 


=H (cot 537 cot16*)-n 5 2 = zi 


PROBLEMA 29 : 


Un navío que se dirige hacia el Norte, ve sobre una 
misma línea 2 faros en la dirección del Oeste ; después 
deuna hora de marcha , los faros aparecen uno al Sur- 
Oeste y al otro al Oeste – Sur- Oeste. Sabiendo que la 


distancia de los faros es de 10/2 km, Determinar la 
velocidad del navío en km/h. 


A) 10 B)11 С) 12 
RESOLUCIÓN : 


D) 13 E) 14 


10km 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 30 : ; 
Una persona de 1,76 m de estatura observa un árbol 
con un ángulo de depresión de 30° su base y con un 
ángulo de elevación de 60” su parte superior . 
Determinar la altura del árbol. 
A)5,25m B)3,50m С)7т D)3/3m E)J7/3m 
RESOLUCIÓN : 
* Graficación : 


** Del gráfico : H—4.(1,75)-7 m 
Ё ВРТА : “С” 


¡PROBLEMA 31: 
le un punto en el terreno se observa una torre con 


ación “а”; desde la mitad de la 


anterior . Determinar: “tga”. 


AME Ba 
n ) 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


С)2 


tga= dace UD 
1 42 


tg’a=3>tga= >y 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 32 : 
Un pueblo se encuentra a 25 km al Norte de otro que 
a su vez eslá а 2543 km al Este de un tercero, ¿en 


qué dirección está el tercer pueblo del primero? 


А) EGON B) №0°О С)060°8 
D) 860%0 Е) №60°Е 

RESOLUCIÓN : 

* Graficando : 


* Entonces de la figura , el primer pueblo está al NGO^E 
del tercer pueblo . е 
ВРТА : “E” 
PROBLEMA 33: 

En el gráfico se muestra un puente у para determinar 
su longitud se hacen mediciones a partir del punto P . 
Si desde P se observa А con un ángulo de elevación de 
60° y В con un ángulo de elevación 45° , encuentri 
dicha longitud . Б 


А)100 т 
В)200 т 


C) 20(10- 43) 
D) 20(10+/3 )m 
E) 20(1+/3 )m 


RESOLUCIÓN : 
=> L———B 


¿fl 
% AMP: АМ-20/3 
*como AM= BN = PN = PN- 20/3 


= L = 20 + 204/3 > L= 20(1443)m 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 34: 

Desde un faro de 300m de altura sobre el nivel del 
mar se observa un barco que se aleja, con ángulo de 
depresión de medida «y media hora mas tarde se 
observa, en la misma dirección el mismo barco, con un 
ángulo de depresión de medida р. Halle la rapidez 
del barco (en m/hr). 

A)100[ cot( B) - cot(a)] В)150[ соң B) - cot(a)] 
C)300[ tan( B) -tan(a)] D)600[ tan( B) -tan(a)] 
E)600[ cot( B) — cot(a)] 

RESOLUCIÓN: 


300Cotf 

e 300(Cot B - Cota )m 

Уот > ES PE 
3 hora 


= Viareo=000(Cot p — Сога) 


RPTA: "E" 


PROBLEMA 35: 

Desde un punto ubicado en el suelo se observa un avión 
A volando a 600m de altura, en la dirección N30%E, 
con un ángulo de elevación de 37”; y desde ese mismo 
punto se observa, en ese mismo instante otro avión B 
volando a 800m de altura, con un ángulo de elevación 
de 53”. en la dirección 860%Е. Calcule la distancia (en 
m) entre los aviones А y B. 

А)50-/26 В)100426 C)100429 D)200.[26 Е)200-/29 
RESOLUCIÓN: А, 


Apliquemos el teorema de Pitágoras en el A AHB : 
d?.— 1000? + 200? > d? = 200*(5? +1?) 
= d = 200426 

ВРТА: "D" 
PROBLEMA 36: 
Un navío que viaja exactamente hacia el ESTE a la 
velocidad uniforme de 40,8 km/h, observa el pie de 
un faro exactamente en el rumbo NORTE a las 
5h 1,6' 16", luego 8° al NORTE del NO a las 
7h 31' 45" y la parte mas alta del faro con un ángulo 
de elevación de 37”. Halle las distancias del pie del 
faro a los dos puntos de observación y la altura del 
faro respectivamente. 
A) 136km;170km y 127,5km B) 14Qkm;180km y 150km 
C) 130km; 160km y 120,km m 140km; 150km y 120km 
E) 180km y 180km 


RESOLUCIÓN: h 


3x=vt , dato: V= 40,8 km/h 
3x - 40,8x 7 ecd 
En el E sombreado : 
h- Setan37 =170х 5 => h-127,5 km 
Nos piden : 
4х=136 km , 6х=170 km , h=127,5 km 
RPTA : “А” 
PROBLEMA 37: 
Alejandro se encuentra al pie de un edificio y a 20m 
de distancia observa un auto en la dirección ESTE. El 
auto se desplaza еп la dirección N67,5%0. Luego, 
Alejandro sube a lo alto del edificio de 20m de altura y 
observa al auto en la dirección NNE. Halle la distancia 
aproximada (en т) recorrida por el auto. 
А) 18,48 В) 19,48 С) 20,18 р) 21,08  E)22 


RESOLUCIÓN: 


0 
B 
О 
ol 
o 
o 
B 
ü 


La distancia d recorrida грог "el auto ев: 

d= 20 соз. 

—Á >d=18,48 m 

ВРТА : “А” 

PROBLEMA 38: 
Diana y Bryan, situados al SUR y al ESTE 
¡respectivamente de una torre, miden ángulos de 
¡elevación de 30? y a, respectivamente; la que se 
¡encuentra al SUR debe seguir la dirección E75*N y 
"caminas 10 /3 m para llegar donde está Bryan. ¿Cuál 


‘es la altura de la torre? 
AJ2 ZA Је" в)ву24,8т (10451 ҮРҮ? ја 


љут A 


En el A ОРТ: 
h = 1043 cos 15*.tan 30* 


h=10/3, | + 00590" НС 75 x aa 5/2 «43 т 


RPTA : *B" 
PROBLEMA 39: 
Desde los extremos A y B de un puente se observa una 
piedra exactamente debajo de él, con ángulos de 
depresión de 15” y 22,5” respectivamente. Halle la 
distancia entre dichos extremos, si la distancia de la 
piedra al puente es de “d” metros. 


Ad43-42) В/а(18%/2%1) C)d(3- 4842) 


D)d(43-/2 +2) E)d(43-/241) 
RESOLUCIÓN: 
A d cot15* 


Н dcot22,? В 
а > 


АВ = d cot 15%-асо122,5% 
Se sabe que : 

* Сог15“ = Csc30? + Cot30" = 2 + 3 

* Cot 22,5* = Cac45? + Соё45° = /2 + 1 
LuegoAB = 4(2 + J3 + /2 +1) 


АВ = 4(3+/3 + 42) 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 40: 


El nino Daniel está volando su cometa soltándole 
cuerda, la misma que se mantiene tensa y haciendo 
un ángulo 9 con la horizontal. A 120m, detrás de 
Daniel está el nino Alejandro, cuando la cometa se 
encuentra a 20m de altura, Alejandro la observa con 


un ángulo а respecto a la horizontal. ¿A cuántos 
metros de altura se encontrará la cometa para que sea 
observada por Alejandro con un ángulo 2а? suponer 
queel ángulo de la cuerda con la horizontal se mantiene 


1 
Ө)--. 
y tEl )-3 
637 1285 1080 1561 637 
Az" B) 5 т С) 18 m D) 15 т та 
RESOLUCIÓN: 


S 120 
РРА E 
D 60 ? 
1 3h 
Dado que £an6 = з 5° tiene: 
"5 ЕРЮ:  PD-60 
»х кор:  QD-3h 

20 1 
En el B ЕРА: tana- 355^ 5 
Luego : 


тонға . ana 


1-tan* a 


Enel ò ҒФА: SK 
fanda = 50 Sh 


9 у 
tan га = ГАРЕТ 
>tan2a = = ; (Т) 


мөөнө СШ) 


Haciendo (1) = (П) se obtiene: і. 1982 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 41: 
Una persona divisa la parte mas alta de una torre con 
un ángulo de elevación 0, siendo la longitud de la visual 
50/3 metros, la torre se encuentra al norte de la 
persona. Luego, la persona avanza una cierta distancia 
haciaeleste y vuelve a observar el punto anterior, pero 
ahora el ángulo de elevación es el doble del anterior y 
lalongitud de la visual es 50 metros. Halle el valor del 
ángulo de elevación 0. 


А) 15° — B)80* с)37  D)45 Е) 53° 
RESOLUCIÓN: 
Vemos que:  50sen20=50/3sen0 


2sen0 cos = ЈЗвепд 


48 


Co рлы қ 0-30 


5043 seno 50 sen20 
5043, 50 
Е 


NOTA : Si se pidiera la altura de la torre, la respuesta 


sería : 50/3 sen30" = 25/3; 0 = 30° 

RPTA : "B" 
PROBLEMA 42: 
Juan sale de su casa, ubicada al NORTE de una caseta 
de vigilancia, al mismo tiempo que lo hace Pedro, cuya 
casa esta ubicada al SE de la misma caseta. Si Juan 
recorre 100 m al ESTE y Pedro 75/2т al NE, 
logrando-encontrarse ¿Cuál es la distancia entre el 
punto de encuentro y la caseta de vigilancia (en m)? 


42545 B)2542 С)50/5 D)5042 E)7542 


RESOLUCIÓN: 
Juan 


100 R 


100- х = (7542 -x42)42 
> 100-х = 150 – 2х 
=50 
Finalmente m ue 
а? = 100? +2? 
а? = 100" +50? = а = 50. 
> +50 = d= 50 gn 
PROBLEMA 43: 
Un velero que se dirige hacia el Norte ve en un 
determinado momento a dos faros ubicados en línea 
recta en la dirección Oeste; después de una hora de 
navegación se observa que los faros se encuentran uno 
al SO y el otro а SSO.Sila distancia entre los faros es 


Где 8 km, entonces la velocidad del velero en km/h es 
de: ў 


$ B)3(1+/2) C)4(2+/2) 
D)5(N2-1)  EJ2(/2+1) 
RESOLUCIÓN: N 

t=1h 


F, 
dian 45: 
2 
d 
*d-8+dian 27 
>d=8+d(/2-1) 
>d=4(2+ /2)km 


La velocidad del velero es : 


d 4(2*J/2)km km 

Vete Ua PV =4(2+ 2) A 
RPTA ; “С” 

PROBLEMA 44: 
Una embarcación А se dirige en dirección, NNE y B 
se dirige en dirección ESE. Si la embarcación A se 
dirige con una rapidez de 3km/h y B ве dirige con una 
rapidez де 12km/h. Halle la distancia (еп km) entre 
A y B después de 60 minutos. 


AÑ BN OE DNI bw 
RESOLUCIÓN: 4 


Si las velocidades de las embarcaciones A y B son 
3km/h y 12km/h, entonces en 60 min(1h) recorren 
respectivamente : 
РА =3km , РВ = 12km 

Aplicando el teorema de Pitágoras en el К. АРВ se 
obtiene : TE 

а? = 3* 4 12? 

—d?-3*( 4) d- 3/17km 

RPTA : "E" 

PROBLEMA 45: 
Un faro envía un haz de luz en forma de abanico que 
se extiende del ESE al OSO. Una embarcación a 2 
km del faro que navega hacia el OESTE entra al haz 
deluz en el ESE y después de una hora sale del haz de 
luz en el OSO. ¿Cuál es la velocidad (en km/h) 
aproximada del barco? | 
A) 1,85 B) 2,85 
RESOLUCIÓN: 


0) 3,7 


D) 4,85 Е) 5,85 


Vemos que : 


d=4cos 4-45 


EE =d=3,696 km 


La velocidad del barco es : 
= У -8,7Ет/һ 

ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 46: 


Desde un punto en tierra se observa la parte superior 
de un poste con un ángulo de elevación 9 y su parte 
inferior con un ángulo de elevación «. Halle la altura 
del poste si este se encuentra sobre un muro de altura 
h. С: pA 


RESOLUCIÓN : T 


Graficando 


HA 


En el ви: гапа=- >AB=hcota 


PRIMERABBRACTICABDIRIGIDA 


x*h  x*h 
гапе сод => hcotatan 


Enel 


>x+h>x=h(cotatanO-1) 


PROBLEMA 47: 

Un farol de 6 mt de altura, ubicado en el centro de un 
parque, alumbra a tres niños, proyectándoles sombras 
de Imt, 2mt y 3mt de longitud. Si sus ubicaciones 
respecto al farol son respectivamente O, NE y SE y 
además se sabe que tienen la misma estatura (1,5 mt) 
se le pide, determinar el área de la región triangular 
formada por los niños (en те"). 


42124542) B)2(54+5/2) са (27 + 2) 
Ds (27 +5/2) E)Z (54+?) 


RESOLUCIÓN: 


5 5 2-3 ,cotó-2 


Nos piden: Sine = Зллрв + Sure + Sape (1) 
+ Spy EIA аар 


81.2 4 
х-х 


Notemos que : cota = 


Suc 135° 


81 2 


8. АРС сі кесін гы 


4422 ILI 


apt 4,4, НЕ 


* (0), (Ш) у (ТУ) en (1): 


18 27 27x4 
=18 [3427 Js 
Susa 4227 24 ^ 


eese (ГУ ) 


> Sunc = (548 +19) 


RPTA : “A” 


@ Al observar la parte superior de una torre, el 
ángulo de elevación es 53° medido a 36 m de ella , y a 
una altura de 12 m sobre el suelo. Determinar la altura 
de la torre. 

А) 24т В) 48т С)50т 1)60т E)30m 
63 Al estar ubicados en la parte más alta de un edificio 
se observan dos puntos “A” y “B” en el suelo con 
ángulo de depresión de 37" y 53”. Se pide Determinar 
la distancia entre estos puntos, si la altura del edificio 
es de 120 m. 


A)70m В)90т C)120m D)160m Е)100т 


63) Desde la orilla de un río se observa la parte más 
alta de un árbol en la orilla opuesta con un ángulo de 
elevación de 60*. Alejándose 20 m , el nuevo ángulo es 
de 30°. Determinar la altura del árbol . 

А)12 т В)12у8 т C)5m DJ15/3m Е)104/8 т 
@ Al observar la parte superior de un obelisco , el 
ángulo de elevación es 37”, medido a 48 m de ella, y a 
una altura de 14m sobre el suelo. Determinar la altura 
del abelisco. 
4)25m В)1бт 


С)36т Ю)б0т  E)24m 


7: (83 Desde lo alto de un faro ubicado еп la playa, se 


observan dos botes anclados en alta mar y alineados 
con el con ángulos de depresión iguales a 30° y 60^ 
respectivamente . Si la altura del faro es de 30/3 т. 
Determinar la distancia que separa dichos botes . 
А)30 m B)3043 m C)60 m D)60/3 m Е)45 m 
(ФА! mirar una hormiga la parte más allá de un 
ladrillo lo hace con un ángulo de elevación de 60? si se 
aleja una distancia de 20 єтї El nuevo ángulo de 
elevación es de 30”. Determinar la altura del ladrillo . 
А)10 cm B)10/3 ст C)15 cm D)12 cm E)18 ст 
(DA 16 m de la base de un árbol el ángulo de 
elevación para la parte más alta es 37”. Determinar la 
altura del árbol . 

А)10 т В) 1т  C)i2m 0)13т Е)14т 
(69 Si a 20 т de un poste se observa lo alto con un 
ángulo de elevación de 37° y luego nos acercamos al 
poste una distancia igual a su altura y el nuevo ángulo 
de elevación es de 9. Determinar: tg 0. 

A)1 B)2 С) 3 р) 4 Е) 5 


(03) Martín observa la parte superior de un muro con 
un ángulo de elevación 0, cuando la distancia que los 
separa se ha reducido a su tercera parte , el ángulo de 
elevación se ha duplicado . Determinar la medida del 


)15° Бузо Суз  D)em Е) 75° 
(DD Desde un punto en el suelo se observa la parte 
más alta de un edificio con una elevación angular de 
37, пов acercamos al edificio una distancia de 10 m y 
el nuevo ángulo de elevación para el mismo punto es 
45". Determinar la altura del edificio . 

Ajlim В)15т  C)28m D)30m E)32m 


(O) Desde un punto en el suelo, situado entre 2 muros 


de 3 m y 4/3 m se observa sus puntos más altos con 
ángulos de elevación de 30° y 60” respectivamente . 
Determinar la distancia entre dichos puntos . 

А)10т В)12т С)14т D)i6m Е)18т 


(3) Desde lo alto de un edificio se divisa un objeto еп 
tierra con un ángulo de depresión “8” (tan р=2,5), 
a una distancia de 40 m de su base . ¿Cuál es la altura 
del edificio? 

A) 100 m B) 125 С)75 D) 80 Е) 120 
(1) Desde un punto en tierra ubicado a una distancia 
de 20 m de una torre, se divisa su parte más alta con 
un ángulo de elevación “а” (tan a = 1,5). Determinar 
la altura de la torre. 

A) 15m B) 30 C) 60 D) 40 E) 45 
©) Desde lo alto de una torre de 24 m de а шта ве 
observa un objeto en el suelo con un ángulo. de 
depresión de 53°. А qué distancia de la base de la torre 
se encuentra el objeto? 

A) I2 m B) 14 C) 16 D) 18 E)21 
(£3) Desde la parte alta de un muro de 8 m de altura, 
se observa la parte alta y baja de un edificio con ángulos 
de elevación y depresión de 37” у 45" respectivamente 
+ Determinar la altura del edificio. 

A) 10m B) 12 C) 14 D) 16 E) 18 
4% Desde lo alto de un árbol se velo alto de un edificio 
con un ángulo de elevación de 37”, y se ve también la 
parte baja conum, ángulo de depresión de 63”. Si la 


distancia del árbol'al edificio es de 12 m, obtener la 
suma de las alturas del árbol y el edificio. 


А) 37 т В) 38 С) 39 D) 40 E) 41 
6 езде un punto en tierra se divisa lo alto de un 
“poste con un ángulo de elevación “ 2”, Si el punto 
está a 8 m de la base dèl poste, ¿cuál es la altura del 
poste? 

/A)Stang B)8cot fp C)8sen f D)8cos P E)8csc p 
(a Desde lo alto de una montaña de 120 т de altura 


In se divisa en el suelo a un objeto con un ángulo de 
¡depresión de 32%. ¿A qué distancia de la base de la 


montaña'se encuentra el objeto? 


A) 190,324 m `В) 192,04 
D) 168,171 E) 120,32 


- €)196,1642. 
@9 Una persona ubicada а 6 m deun poste, divisa su 
parte más alta y base con ángulos de elevación y 


depresión de 53%y “в” (tan f= 1) respectivamente . 
Determinar la suma de alturas de la persona y el poste 


А) 12m B) 16 C) 14 d) 10 Е) 20 
д) Desde un punto en tierra se divisa lo alto de un 


edificio con ángulo de elevación @ nos acercamos a 
una distancia igual al triple de la altura del edificio y 
el ángulo de elevación es ahora g. Determinar : 
E-clga - cig 8 

4)1 B)2 Сиз р) 4 Е) 5. 
© Desde lo alto de un edificio de 24m de altura ве 
divisan dos objetos.en tierra con ángulos de depresión 
de 45” y 37”. Si los objetos están a un mismo lado del 
edificio que distancia los separa . 

A)3m B)4 C)6 D)8 E) 10 
(8) Desde lo alto y bajo de un muro se observa lo alto 
de un-poste con ángulo de elevación de 37” y 45° 
respectivamente . Si la distancia entre el muro y poste 
es 8 m. Determinar la suma de sus alturas. 

A)6m  B)8 C) 10 D)12 E) 16 
G3) Una persona de “Йй” de estatura observa un edificio 
de “Н” de altura con ángulo de elevación а determine 
la distancia entre la persona y el edificio . 
A)JUI-h)ga B)(H-h)ctga | C)(H-h)seca 
D)H-h)esea Е)НҺвеса 


ZW O У ИУ 


@ Una persona de 2 metros de estatura observa la 
parte más alta de una torre con un ángulo de elevación 
de 30°, ¿A qué distancia se encuentra de la base de la 
torre , si esta mide 82 m? 

А)80т В)90 С)80/8 П)40 Е)160 
(63) Пов edificios separados por una calle de 20 m de 
ancho, son observados desde el punto medio de la calle 
con ángulos que son complementarios . Determine el 
producto de sus respectivas alturas. 

A) 80 B) 90 C) 100 D) 110 


A una distancia de 20 т de un poste se observa su 
parte alta con ángulo de elevación 37° . Determine la 
visual. 

А) 5 т. В) 15 С) 25 D) 35 E) 40 


(ӨЗ ла persona colocada a una distancia de 36 m del 


E) 120 


pie de una torre observa su parte más alta con un 
ángulo de elevación cuya tangente es 7/12, Determinar 


la distancia en la misma dirección que debe alejarse 
con respecto del punto de observación anterior para 
que el nuevo ángulo de elevación tenga por tangente 
0,25. 
A) 44 B) 46 D)50 


C) 48 E)52 


728777900 


СЕБШЛІДИРЕЛЕТЕДЕРІБІБІПД 


@ ¿Cuál es la medida del menor ángulo formado por 
N20*E y 560°0? 

А)120° В) 140° С) 100° р) 90 Е) 200° 
@ ¿Cuál es el ángulo formado por las direcciones 
E20"N y М10%0? 


A) 10* B) 20* С) 80° р) 70° E) 100° 
(69 Сма! es el menor ángulo formado por las 
direcciones Е40%8 y S30*0? 

A) 10° B) 80° C) 30° D) 70° E) 60* 


(ӨЗ езде un punto “R” se divisan dos objetos "T" y 
“P” al este y sur a distancias de 3 y 4 km 
respectivamente. Determinar la distancia de 
separación entre “Т” y “Р”. 

АЈ 3 km B) 4 С) 5 D)6 E) 10 
(03) Desde un barco se divisan dos lanchas al S80*E y 


№10°Е a una distancia de 14 у 48 Ет 
respectivamente. ¿Cuál es la distancia entre las dos 
lanchas? 
A) 25 km B)40  C)60 D)50 Е) 62 
(69) Desde un faro se divisan dos barcos al este y al sur 
adistancias de 6 y 8 km respectivamente . Determinar 
la distancia de separación de los barcos . 
A) 8 km B) 6 C) 14 D) 10 E) 20 
(63) Desde un punto “Р” se divisan dos objetos “A” y 
“В” enla dirección N 0 E y Е08 respectivamente, ві 
desde “А” se divisa а “В” en la dirección S a E , además: 
AB=L. Determinar la distancia entre “A” y “P”. 
A)Lcos8 B)Lcosa C)6cosL 
D)Lcos(6 a) E) Lsení9+a) 
безде un punto “Р” se divisan dos puntos “A” y 
“В” en las direcciones N 0 E y EØS respectivamente, 


si desde “B” se observa “A” en la dirección N aO. 
Determinar “PB”, si: AB = |. 


A)Psena B)Lcos0 
D)Lcos(a«0) Е) сов1, 
(ӨЭГеде dos puntos “А” y “В” situados al oeste y 
norte de una torre, se observa la parte más alta de 
esta con ángulos de elevación “a” y “д” 
respectivamente y desde el punto medio entre “A” y 
“В” el ángulo de elevación es “а”. Determinar : 
tan B.cota 

УЗ 2/3 УЗ 
А) m В) DG 
(O Desde un punto situado al este de la esquina de un 
edificio se observa la esquina superior con un ángulo 
de elevación de 45”. Si el vértice opuesto de la cara de 
este edificio se observa еп la dirección 030%S , 
Determinar su «altura si el ancho del edificio es de 
20m. 
A)20m {8)10 Си0/8  D)5|3  E)20/8 
(D A 20 m del pie de un poste la elevación angular 
para lo alto del mismo es de 37°. ¿Cuál es la altura del 


C)Lsen(a +0) 


42 1 
BOO. 


poste? 
A) 15m B)12m C)20m 
D)24m Е) 25 т 


(13) Si а 20 m de un poste se observa lo alto con un 
ángulo de elevación de 37° y luego nos acercamos al 
poste una distancia igual a la de su altura la elevación 
es "0". Dterminar Тед 

AJI B3 C)5 D)7 Е)9 

(13) Desde lo alto de un poste se divisa un objeto en 
tierra con un ángulo de depresión "а", si el objeto ве 
halla a una distancia de "g"m desde el punto de 
observación. ¿Cuál es la altura del poste? 


А) dTga B)dCtga C)dCosa 
D) dSeca E) dSena 


(13) Desde la base y la parte superior de una torre se 
observa la parte superior de un edificio con ángulos de 
elevación de 60° y 30° respectivamente, si la torre mide 
24 m entonces la altura del edificio es 

А)36т В)245т C)48m 

D)72m Е) 48 j3 m 


@ Una persona de 2 т de altura observa la parte 
superior de un poste con un ángulo de elevación "g " si 
la persona se acerca 45 m hacia el poste el nuevo 
ángulo de elevación es "ф"ві Ctg0 - Ctgó-3 ¡calcular 
la altura del poste. 


MANGULOS HORIZONTALES Y VERTICALES 5 
A)i$8m В)15т C) 17m 
D)19m E)21m 


Calcular» 
«9C: е 


LANA EON 


В) а8епб Cscó 
D)aCsc0 Sena E) а/2 Send Саса 


АЈ ЗаСаёб Sena 
С) aSen0 Сиса 
(1 Si ABC es un triángulo equilátero. Determina 
Cosa 


A с 


1 1 
A E в) 
(3) Un mono observa la parte superior de un árbol 
con un ángulo de elevación "ø ". Si el mono camina 
12 m hacia el árbol el nuevo ángulo de elevación es 
де 45° y acercándose 4 m más el ángulo de elevación 
es el complemento de "д". Calcular la altura del 
árbol 
Ajim 


69 Desde la parte superior de una torre se 
observan dos piedras en el suelo con ángulos de 
depresión de 37" y 53°, si la altura de la torre es 
12 т y las piedras están en línea recta y a un 
mismo lado de la base de la torre. Calcular la 
distancia entre las piedras. 

А)4т В)5т C)6m D)7m Е)8т 
(60 Desde un faro а 15 m sobre el nivel del mar se 
observa una boya con un ángulo de depresión 
"a*(Tga=1,5). En la base del faro a 10 m sobre el 
nivel del mar se vuelve a observar la misma boya 
con un ángulo" В". Determinar dicho ángulo 

А) 30° В)45° C)60 D)7* Е)15 


TERCERARERAGICANDIRIGIDA 


0) Desde lo alto de un edificio se ven tres puntos 
“еп Tierra, а un mismo lado, con ángulos de 
¡depresión , a, 45? y 90" —a(a < 45°) si el punto 
intermedio dista del más alejado, el doble del más 
cercano caleular : N=6Tana+Cot*a 
UM B3 . С)5 


5 2 
С) 57у №) ЕМА. 


В)6 т С)8 т От Е) 10т 


D); E)9 


[192 | 


EDITORIAL RUBIÑOS 


(03) Un poste, una persona y una torre están ubicados del 
modo que se mencionan y sus alturas están en la 
proporción 3; 1; 5. Si de lo alto del poste se divisa lo alto 
de la persona con un ángulo de depresión “g ”; mientras 
que la persona divisa lo alto de la torre con un ángulo de 
elevación a “а” desde lo alto de la torre se ve la base del 
poste con un ángulo de depresión “ф”. 

Si se verifica que: Cotà = mCota + nCoté 
Calcular: К = т + 2n 

A)1 B)2 С)з D)4 E)5 
63 Tres móviles parten de “ P” con direcciones 
N30*O, 030*S y 8370 con velocidades У, V, y У, 
respectivamente; notándose al cabo de un cierto tiempo 
que los tres son colineales, ubicándose el primero al 


norte del tercero. Calcular el valor de : n- 2 


AMS В)2/8 С)2,1/3 0)2,2/8 E),948 
(3Un móvil sale de “P” recorriendo una distancia 
“L” al МаЕ, para luego recorrer la misma distancia 
“L” al EaS y finalmente una distancia “d” al Sa O 
hasta ubicarse al este de “Р”. 

Hallar “d” en función de “L” y “a”. (а <45) 
A)L(I-Sena)  B)L(1-Cosa)  C)L(1- Tana) 
D)L(Seca-1) | E)L(Csca - 1) 

(03) De un puerto, salen tres embarcaciones еп las 
direcciones Oeste, OgS y Sur notándose al cabo de 
un cierto tiempo que la distancia entre las dos 
primeras, es la tercera parte de la distancia entre las 
dos últimas. Estando las tres colineales y 
visualizándose la primera al Ма О del tercero. 


Calcular el valor de: P=CotaCotó 

Аз Ву СЗ рэ ЕЮ 
@8) Cuatro ciudades A,B,C y D están orientados de la 
siguiente manera : B se encuentra al ONO de À y C al 
NE de A y D se encuentra al УМЕ de B y al NO de C. 


Si las ciudades B y С se encuentran a igual distancia 
de A. Hallar en qué dirección se encuentra la ciudad 


D respecto de A. 
1 1 1 1 1 
A)N- SE B)N,SO C)NTNO РМ: м E)S МО 


(62) Pepe observa a Ito al Na а una distancia : 


“d,” ; pero По se está desplazando en la dirección 
E0S y después de recorrer una distancia “d” es 
observado nuevamente por Pepe al Ea N a una 
distancia “d,”; finalmente recorre otra distancia “а” 
hasta ubicarse al este de Pepe. Hallar “а” — 
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rdg Ра 227 
4JAreTon (7 i) Areco (7 z) C)AreTan 5 ) 


(ӨЗ Dos embarcaciones parten de un puerto hacia el 
NaE y 8(90°- a)E а velocidades de Зетућ у 4km/h 
respectivamente. Si al cabo de dos horas la recta que 
une ambos barcos corta a la derección Este del puerto 
en “М”. Calcular “а” para que la distancia del puerto 
al punto “M ”sea mínima 

А4)37 В)45° С)53° Р)60° E)74* 
(99) . Tres moviles salen de un punto “р” al Norte, 


Este y SE con velocidades de 2, 3 y 4km/h 
respectivamente. Después de un cierto tiempo desde 
el tercero,se ve a los dos primeros en las direcciones 


: _ Cota -1 

NaO yO £N respectivamente.Calcular : Мор 
1 1 2 2 

A^ B)-3 сз D)-3 ЕЛ 


@Desde un faro , se observa un barco que viaja al 
МЕ, en la dirección NISE а 10 millas de distancia . 
Después que el barco recorre 70/3 millares es visto 
desde el faro al E aN. ¿Cuál es el valor de “а”? 


л УЗ Qum 48 „я УЗ 
А) ¿+AreTan- 2 B) t AnTz CJ ¿+AreTan 6 
р)®+АгсТап УЗ EJE +ArcTan 8. 

4 9 4 12 


(O) Desde un puerto salen tres embarcaciones en 
direcciones №20°Е, Е40°№ y E50^S con velocidades 
V; У, , y У; respectivamente ; verificándose que, al 
cabo de un cierto tiempo las tres están perfectamente 


alineadas. Señale el equivalente de: y= УЗ Ж 2 
з Уз 
УЗ 1 


Е 
2У, V; ly, 


e Un barco se encuentra en un punto А que está a 
32 millas y en dirección N50^E respecto del punto , 
denominado В el barco antes de llegar a P, se dirige a 
los puertos B, С y D. Calcular la distancia de P a D, 
sabiendo que B están al Este de P y al sur de A; C se 
encuentra en la dirección 580%0 de B у S10%E de P y 
D está en la dirección N80*O de С у 81090 de P. 


с) 


(Si : Сов20%Сов40%Сов80%- $ 


A)2millas B)3millas 
D)5millas E)6millas 


C)4millas 


@3 Un maratonista sale de su punto de partida y 
recorre 300m al N37'E , luego 100/2 т al NE y 
finalmente 250m al 816%О; hasta ubicarse al Ед Му 
de su punto de partida . Calcular: Cot 9 

А)2,1 B)2,22 (С)2,3  D)L75 Е)1,95 
(ӨЗ Desde un puerto se divisa un barco entrando а la 
bahía al Na E (а <45°)а una distancia “L”. Si el barco 
se desplaza al S g E, después de qué tiempo , el barco 
será observado al E a N desde el puerto ; si su velocidad 
es “У”. 


LCos2a LCos2a LSen2a 
2: VCos(0 — a) B) VCos(0*a) € VCos(0*a) 
LSen2a LCos28 
D'vCos8-aj VCosó-a) 


(£3) Tres personas salen de un mismo punto en las 
derecciones NaO , OaS y SE con velocidades 
proporcionales a los números 1;1у.2 
respectivamente. Al cabo de un cierto tiempo, desde 
la tercera se divisa a la primera en la dirección NxO y 
a la segunda al O y N. 

Señale el equivalente de K=//CofxCofy 
AJCosa- 1 B)Cota+1 
D)Tana+1 Е )Свса+1 
(Un maratonista sale de un punto “P”ubicado al Este de 
un estrado, y se desplaza hacia Norte. Desde el estrado lo ven 
al E4N y luego al Е(ф+ 0)N ; notándose que las distancias 
recorridas para la primera y segunda observación, son iguales. 
Calcular el mínimo valor de E 

AWZ BJ2V2 С) D)2 ЕМУ 
E. Una persona decide viajar y sale de su pueblo “А” en la 
dirección N(90?—a)E llegando а una ciudad “В” en la 
cual decide tomar el rumbo S(900-2 а ЈЕ y llega al pueblo 
“С”, finalmente decide retornar a su lugar de origen у se 
enrumba según № a O. Calcular “а”, si se sabe que de A 
hacia “В” existe la misma distancia que de “В” hacia "С". 


А)10% В)15° С/)80% D)20* Е)40% 
(13) Dos barcos parten al mismo tiempo de un punto 
“A” siguiendo rumbos NEZNy E¿SE, cuando el 
primero recorre (2—42) millas observa al segundo 
con dirección SE ЈЕ . Calcular la distancia que separa 
a los barcos en ese enstante. 


A) Imilla B)2millas 
D)242millas E)( 2442 )millas 


C)Seca+1 


C)/2millas 


COLAVES DE LA TERCERA РНАСТЕ 


OBJETIVOS : 

* Entender y aplicar correctamente la Geometría Analítica 
en diversos problemas planteados. 

* Comprender las ecuaciones algebraicas para luego 
analizarlas si es posible en un plano cartesiano. 

* Consolidar el aprendizaje y aplicar correctamente los 
conceptos sobre diagrama cartesiano, par ordenado, etc. 

* Calcular la distancia entre 2 puntos cualesquiera del plano, 
y demostrar teoremas de figuras geométricas, 

* Definir el concepto de pendiente, calcular los ángulos de 
inclinación de segmentos e identificar las condiciones que 
deben cumplir las rectas paralelas y perpendiculares. 

* Calcular el ángulo formado por dos rectas cualesquiera. 

* Calcular el área de cualquier polígono en el plano cartesiano 
dados su vértices correspondientes. 

* Calcular la ecuación de una recta, dados como datos: dos 
puntos, pendiente y un punto, el ángulo de inclinación y un 
punto. 

“Obtener la ecuación de una recta, a partir de la pendiente y 
ordenada al origen. 

* Identificar la pendiente, la abscisa y la ordenada al origen a 
partir de la ecuación general de una recta. 

* Graficar la recta a partir de su ecuación general. 

* Identificar la ecuación general de segundo grado y los 
elementos que la componen . 

* Reconocer los elementos esenciales de la ecuación de segundo 
grado, para considerarla una circunferencia real, una 
circunferencia imaginaria o un punto. 

* Identificar los elementos necesarios que debe contener la 
ecuación general de segundo grado, para considerarla una 
parábola, una elipse o una hipérbola. 

* Identificar las características de una parábola de acuerdo a 
su definición como lugar geométrico, y sus elementos 
preponderantes como vértice, foco, etc. 

* Calcular las ecuaciones de una parábola con vértice dentro 
y fuera del origen. 

* Definir la elipse y reconocer sus características de acuerdo 
a su definición y sus elementos: centro, focos, lado recto. 

* Calcular las ecuaciones de la elipse, con eje focal paralelo al 
eje «X» y paralelo al eje «Y», con centro fuera y dentro del 
origen. 

* Definir la hipérbola como lugar geométrico e identificar sus 
elementos. 

* Calcular las ecuaciones ordinaria y general de la hipérbola 


con su eje focal paralelo a los ejes del sistema de referencia . 
IVTRODUCCIÓN : 

El primer gran paso adelante en la geometría, después 
de la época de los griegos fue el desarrollo de un nuevo 


método llamado geometría cartesiana (geometría 
analítica). 


Esta geometría es la fusión de la geometría clásica con el 
álgebra, creada por René Descartes en el siglo XVII, para 
dominar los posibles movimientos de los puntos sobre el 
plano a través de algo que ya sabemos manejar, los 
números. René Descartes, matemático y filósofo francés 
(1 596 — 1 650) en su juventud se volvió soldado en el 
ejército del principe Mauricio Nassau, es autor del libro 
Discurso del Método fue él quien usó por primera vez pares 
ordenados de números para la ubicación de un punto en el 
plano, a lo que se le denomina coordenadas cartesianas 
del punto. El desarrollo del sistema de coordenadas 
cartesianas sirvió de fundamento al cálculo infinitesimal 
descubierto poco después por Newton y Leibnitz. 


Coordenadas del 
punto “P” 


componente) Par 
Abscisa [ordenado 
(1ra. 
componente), 


DESIGUALDAD : 


Es aquella comparación que se establece entre dos 
números reales, mediante los símbolos de desigualdad: 


<, >, 5, =. Luego si a y b son números reales, 
entonces; a «b, а>, а: y azb se llaman 
desigualdades , y se leen : 

а<Ь : «a menor que b» 

а>Ъ : «а mayor que b» 

а<ђ : «a menor o igual que b» 

azb: «а mayor o igual que b» 


>: "mayor que" 

: "menor que" 
: "mayor oigual que" S 
: "menor oigual que" ND ETAS 
RECTA NÚMERICA : 


Es la presentación geométrica de los números reales , 
donde a cada punto le corresponde un número real y 
viceversa. 

P [^] Q 


-/ -3 -2 -10 152 3 
* О : origen Ы 
* 2 ; es la coordenada del punto Q 
* -3 : es la coordenada del punto P 
DEFINICIONES : 
1) Unnúmero aer se llama positivo si y sólo si a>0. 
2) Un número a er se llama negativo si y sólo si a <0. 
3a>b< а -b es positivo (a - b»0) 
4) a <b > a-b es negativo (a - b«0) 
5) Si (а; b) ск: entonces [а+ ов] - 
Өа>ь-а>ьуа-ь 


| ESTRICTAS 


"T")a«b«cca«b ^ b«c 
Ва>ђеђ<а 
LEY DE TRICOTOMÍA : 


маси; sólo se puede establecer una y sólo una de las 
tres relaciones : 


Ма; beR,setiene а>буа=ђуа <ђ 
INTERVALOS 


Sea Tun subconjunto de R (Ic R). Decimos que I es 
un intervalo , si y sólo si es el conjunto de todos los 
nümeros reales que están comprendidos entre dos 
extremos (que pueden ser finitos o ideales). 
CLASES DE INTERVALOS : 

Si I esun intervalo, puede ser : acotado o no acotado. 


DINTERVALO ACOTADO : 


Es aquel intervalo cuyos extremos son finitos . Este 
puede ser : 


I-1)!NTERVALO ABIERTO : 
El conjunto de los números x que satisfacen la 
desigualdad а < x < b se denomina intervalo 


abierto y se denota por (a;b) ó Ja:5[ 
Portanto:| (a; b)=([x/a < x <b} 


Representaciones : 
x 
ом LL м 


а 
xe(a;b) = arch 


—со а b +00 
a b 


E2)IVNTERVALO CERRADO : 

Бі a,beR соп а <b, se llama intervalo cerrado y ве 
denota por [a;b], al conjunto de todos los números 
reales x, tales que а<х<Ь 


Es decir: | |; =( ма 5 x «5] 


Representación: 


22 
————— o 
a b 


хаа; >a<x<b 


O también: 


a b 


I-83)INTERVALO CERRADO : 

El intervalo semiabierto por la izquierda es el 
intervalo abierto (a;5] junto con el extremo derecho 
b. Este intervalo se denota por (а;ы; de modo que 

(a;bl-(x/a « x <5) 

Representación : 


AGEOMETRIA ANALITICA ESCALAR A I 
Se define el intervalo semiabierto porla derecha 
de manera similar y se denota por [a;b) 


"АЕ | [а;Ь) = |хја « x <5) 


— со а b +оо 


E3)INTERVALO SEMIABIERTO : 


Es aquel intervalo donde al menos un extremo es el 
ideal +0 6 —o 
Los siguientes intervalos son no acotados. 


a) [а;+о) = ix e R/x 2 а) 


a +оо 


. (-ожх)-Е 
Toda la recta numérica 
* Si a=b>[a;b]=ía) 
* Si a=b>(a;b)=1 )=4 
(Es el conjunto vacío) 


OPERACIONES ENTRE INTERVALOS 


Si los conjuntos A y B representan un intervalo de 
nümeros reales , se realizan entre ellas las siguientes 
operaciones: 


D UNIÓN: —AUB=Íx/xcA v xc B) 
п) INTERSECCIÓN: AnB-ÍxixeA ^ хеВ) 


III) DIFERENCIA: A-B-(xixcA ^ xeB) 

IV)COXMPLEMENTO : xw-(xixcR ^ xeA] 
А’ = complemento de А respecto а R 
А=Е-А 

PROPIEDADES : 


1) x>y>x+2>y+2 
2) х>улг>0->хг >у2 
3) х>ул2<0 => х2 < yz 


4)vxeR=>1*>0 

5) Јх 20€ x20 

6) xy 250 «»"x"e"y"tienen el mismo signo 

7) xy «0 «»"x"e"y"tienen signos diferentes 

8) zy» 0^ x» yos lel 
ES, 

9) х>глу>ш->хіу>2-ш 
10) Si anbe R*;x € R— (0) 
Жаке 

х 
Se cumple : 
Бі:х>0->Е>2/аь 
8і:х<0->Е<-2/аь 


VALOR ABSOLUTO 


Se llama valor absoluto de un nümero real x y se 
denota por |x| al número real no negativo que cumple: 


s ; x20 
eis -х ; x«0 
; 
* También: 
x ; x20 
= 0 ; х-0 
-х ; х<0 
EJEMPLOS: 


* |-б|--(-б)-б ya que -5 < 0 
* |х?+1|= х* + 1 ya дие х* + 1>0 
* 10] =0 
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INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 


La distancia de un número real a cero se le denomina 
valor absoluto y se le representa entre barras. 


EJEMPLO: 
1-61 161 


* El valor absoluto de 6 es 6, ya que la distancia de 


—6 а 0 es 6 y se representa |-6| =6. 
* También |6|=6 


* En general 
І-х| lx] 
-x 0 x 
PROPIEDADES : 


1) x € R;i|x| « 0 

2) la]? ==? 

3) Vx € Ri x? = 

4 ||== 

5) |х|=|у| > (x 2» vx 2—») 
6) Sira<0Ab>0;a<x<b 
=> 0 < |x| < тах (ај; bl} 


7) vx; y € В+ < |x|-- |y] 


NS 
le] lo] < |] 


PLANO CARTESIANO 


Es aquel plano que se forma por la intersección de dos 
rectas numéricas perpendiculares entre sí , en sus 


orígenes. 
(Eje de Ordenadas) Y 


Segundo Primer 
Cuadrante Cuadrante 
(1С) ac) 


Tercer — Cuarto 
Cuadrante -3-- Cuadrante 
(HIC) (IVC) 


X 
(Eje de Abscisas) 


* Donde “0” origen de coordenadas . 


COORDENADA DE UN PUNTO 
A todo punto del plano cartesiano se le asocia un par 
ordenado y viceversa. Se presenta por P(a ; b). 
* Donde : 

a : abscisa del punto P 

b : ordenada del punto P 


X 
Radio Vector 
P(a,b) 
E 
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- Y у RESOLUCIÓN : 
i м = (254, 22) > ме(а 8) 
А e ә 2 2 
Cualquier punto pobre?” ! Cualquier punto sobre 4+6 1248 
esta recta de trazos ¡esta recta de trazos м = (4, )в мәг) 
interrumpidos tehdrá | interrumpidos 2 2 
de ordenada +4 ' tendrá de abscisa +2 L= 246 4+8 L-(4; 6 
1 1 X = TERT = L=(4; 6) 
— 55 ! Cualquier punto sobre 
sais Jane poza Тема recta de irazos DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DADOS 
ta recta de ¡trazos lin: ipidos tendrá 
interrumpidos tendrá р dod A y B puntos de paso. L 


RADIO VECTOR (r) 


Es la distancia del origen de coordenadas a un punto 
cualquiera del plano cartesiano . En el gráfico anterior 
el radio vector (ғ) correspondiente al punto P(x,; уд). 


а = Је, – + (9-92 
EJEMPLO : 


Halle la distancia entre los puntos A(3;—5) ;B(-1;-2). 
RESOLUCIÓN : 

dan=(3- DY «(-6- C2) 

> дав=У16 + 9=25=5 => d=5 


COORDENADAS DEL PUNTO 


MEDIO DE UN SEGMENTO 
Punto Medio de AB 


EJEMPLO : 

Halle las distancias en cada caso: 

I) A(8; 8); B(10; 6) > d 4g... - 
Ш)М(5;-1); №6; 1) > у=. 
III) P( -35- 2); Q(—45-2) > d pg 


EJEMPLO : 
Halle las coordenadas de los puntos medios de los lados 
del triángulo. 4:12) 


EJEMPLO : 
Halle las coordenadas del baricentro en : 


B(58) 


Cte) 
А46) 
RESOLUCIÓN : 
A E 
3 


у кайсы 


* бу 
> G(x; у)=6(5;6) 
DIVISIÓN DE UN SEGMENTO 
EN UNA RAZÓN DADA 


Sea Py(x, ; Yọ) un punto cualquiera sobre un segmento 
de extremos P,(x,; yj) y P,(x, ; Ya) 


tal que: Yi 


PIP, a 
БР; 


Las coordenadas de P, son: 


Е _ aystby, 

a+b a+b 

LA RECTA INCLIVACIÓN DE UNA 
RECTA 

Es el ángulo que forma la recta con el eje de las 


abscisas. Se mide a partir del eje X hasta la ubicación 
de la recta, tomado en sentido antihorario . 


Xo Yo 


а: Medida del ángulo entre la recta L y el eje x. 
В: Medida del ángulo entre la recta L, y el eje x 


PENDIENTE DE UNA RECTA 


Se denomina pendiente de una recta a la tangente 
trigonométrica de la medida del ángulo formado por 
la recta y el eje x. 


Convencionalmente la pendiente de una recta se 
denota con la letra m minúscula . 


En la figura : Sea m la pendiente de la recta L. 
Luego: [m=tga] 

Sia < 90*;entonces т es positiva. 

Sea : m, la pendiente de la recta L, 


Luego : 


m,-tgf 
Si £>90*;entonces m, es negativa 


CALCULO DE LA PENDIENTE 


La pendiente de un recta puede ser calculada 
conociendo las coordenadas de dos puntos de dicha 
recta. 


“B(w yD AM 


En la figura : 
Sea la recta L cuya pendiente es m. 


Luego : m = tg a 


Enel DAMB: tga = 32? 
X1-X3 


Entonces: 


EDITORIAL RUBISOS 


e 

L,cuya pendiente esm, 
> 

Lycuya pendiente es my 


Sean : 


Luego : m,=tg$,m¿=tga. 
ДАВС : propiedad 0-a — В 
Luego: tg6-tg(a - В) 
- tga-tgf 
1+tgotgf 
Reemplazando : tga=m, yigB=m, 


Se tiene : |tgg- "2 — ті 


NOTA : 

Analizando esta expresión se tiene: 

Si: 0=0”>m,=my 

Esto quiere decir que las rectas son paralelas . 
y. 


120 


La 
L2 


En la figura : 

Si: ІШІ, > [петь] 

m, y m, son las pendientes de las rectas L, y L, 
respectivamente . 

Si: 0=0">m,xm3=-1 


Esto quiere decir que las rectas son perpendiculares . 
y 


Lı m 


En la figura: 
већа. Lom m 


m, y m, son las pendientes de las rectas L, y Ly 
respectivamente . 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


CON DOS VARIABLES 


La ecuación de la forma Ax+ B y + C=0 representa 
geométricamente la ecuación de una recta , así tenemos 


ECUACIÓN GENERAL DE LA RECTA 


Toda ecuación lineal de la forma Ax + B y+ C=0, se 
denomina ecuación lineal en variables x e y o de primer 
grado donde (x ; y) pertenece a dicha recta. Esto es la 
ecuación general de una recta , se cumple para todo 
valor de x e y que satisfase dicha ecuación. 


Del gráfico : 


L :[Ax+By+C=0|Ecuación general 
donde: A, By + C son constantes 
siendo m, su pendiente. 


> т--А 
B 
FORMA DE LA ECUACIÓN DE UNA RECTA 
DADO UN PUNTO Y SU PENDIENTE 


La ecuación de un recta que pasa por un punto P(x 2) 
y tiene una pendiente m es: y — y,2m(x - x,) 


Sea A(x; y) e І, luego 
por cálculo de la pendiente 


Luego: 


L: Ecuación punto pendiente 
Donde: 
* P(x,; yj) : punto de paso (dato o se debe calcular ) 


* A(x;y) : punto genérico (la ecuación queda en función 
dexey) 


* m : pendiente 


FORMA DE LÀ ECUACIÓN DE UNA 
RECTA DADO SU PENDIENTE Y SU 


ORDENADA AL ORIGEN DISTACIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 
La ecuación de la recta que pasa por (0;b) y tieneuna Sea L una recta cuya ecuación es de la firma Ax + 
pendiente m es: By+C=0 y un punto P(x, ; y,) que no pertenece а 
dicha recta , luego la distancia del punto P a la recta L 
está dada por: 


Por la ecuación punto — pendiente 


Іі : y-b-mí(x-0) ЕОс: 

зА+у,В+С] 
> d(P,L)= 
L : | y=mx+blecuación y – intercepto o ecuación А?+В? 


dependiente y ordenada 8) акчи d(P , L):distancia del punto P a la recta L. 


m: pendiente 
FORMA DE LA ECUACIÓN DE pais e 
COORDENADAS AL ORIGEN - RECTAS PARALELAS 


La ecuación de la recta que pasa por (0; b) y (a; 0) es: Sean las rectas paralelas Ё,УЁ, cuyas ecuaciones son: 


L;Ax,*By,*C,-0 y L,:Ax,+By,+C,=0, luego la 
distancia entre dichas rectas está dada por: 


FORMA DE LA ECUACIÓN SIMÉTRICA DE 
LA RECTA 


Del gráfico: 


ecuación simétrica de la recta 


I) Pendiente de una recta conociendo su ángulo de 
inclinación. y 


E 


0 


; m: pendiente 
II) Pendiente de una recta conociendo q puntos de 


paso. 
m : pendiente 


(а) 
III) Pendiente de la recta conociendo su ecuación 


general. ә 
һ--А m : pendiente ме x€ 


OBSERVACIÓN : 
Coordenadas del punto de intersección de dos rectas. 


(с;а) 


6 
en] “ч 
Ly:3x+y-6=0 ),_24 %- 
7 L 
% 
* Resolviendo : 


6 24 6.24 
hy бэ Ме) -М (5; 2 


PARALELISMO Y 
PERPENDICULARIDAD DE RECTAS 


I) Cuando se tienen rectas paralelas sus pendientes 
son iguales. 


II) Si dos rectas son perpendiculares el producto de 
sus pendientes es igual a -1 


EJEMPLO : 


Se tienen 2 rectas paralelas L, y L, cuyas ecuaciones 
son: 


1, :2х + Зу +5 =0 
L,:kx %7у-2-0 


Halle: k 

RESOLUCIÓN : 

Igualamos las pendientes por ser paralelas 
2] 2 k 

De L, : m, === 

DeL;: E М. 

EJEMPLO : 


Se tienen 2 rectas perpendiculares L, y L, cuyas 
ecuaciones son : L,: 6x-4y+65=0 
L,:2x+ay+1=0 


Halle: a 
RESOLUCIÓN : 
Por ser perpendiculares 
DeL:m,;-— |L, y Le 
CAPE рар 
DeL,;m;--—|2 a 
a=3 


A TRIGONOMETRIJA S 


ÁREA DE UNA REGIÓN POLIGONAL 
CONOCIENDO LAS COORDENADAS 
DE SUS VÉRTICES 


Ordenando las coordenadas de los vértices en una 
matríz , en el sentido que indica la flecha. 


OBSERVACIÓN : 


Al ordenar los pares ordenados en la matriz siempre 
inicias y terminas con el mismo par ordenado. 


CÓNICAS 
La denominación de seciones cónicas que se suele dar a la 
circuferencia , parábola , elipse e hipérbola , proviene de 
la época en que fueron descubiertas como interseciones 
de un plano con un cono circular recto: 
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Figura 2: corte longitudinal del cono mediante un plano 
que contiene al eje. Consideremos un cono que se extiende 
a ambos lados de su vértice. 


Cada una de las partes en las que el vértice divide al cono 
se denomina hojas. Sea Д el semiángulo del cono, es decir 
, el áneulo que forma el eje del cono con una generatriz. 


Supong . plano que corta al cono formando un 
ángulo а con su eje. 


Un corte longitudinal del cono y el plano secante se puede 
apreciar en la figura 2. 

Los distintos tipos de secciones cónicas aparecen segün 
sea la relación entre los ángulos ауд. 


En esta forma se obtiene: 


а) Una circunferencia si а=90" (plano perpendicular al 
eje) 


b) Una elipse si В < а < 90% 


с, 
X 


c) Una parábola ма=р (plano paralelo a una 
generatríz) 


оха < 5 
вратом 


Las circunferencias у elipses son secciones que se 
obtienen cuando los planos cortan todas las 
generatrices de una de las hojas del cono . Las parábolas 
se obtienen cuando los planos cortan algunas de las 
generatrices de una del cono . Las hipérbolas se ob..ene 
cuando los planos cortan algunas de las generatrices 
de las dos hojas del cono. 


CIRCUNFERENCIA 


Es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano 
que están a una misma distancia de otro punto fijo del 
mismo plano denominado centro. 


ECUACIÓN ORDINARIA DE LA 
CIRCUNFERENCIA 
Sea P(x ; y)un punto del plano x — y cuya distancia 
constante a otro punto fijo C(h ; k) es R,luego la 
ecuación de la circunferencia ев 
€: (x - h)! «(y - Е)%=Е? , así: 


Yi 


79 < 


En la figura : 
Centro : C(h; k) 
Radio : R 
Punto genérico:(x ; y) 


Entonces por distancia entre dos puntos: 


€ : (x -h)«(y-k)! =R? 


Ecuación ordinaria de la circunferencia . 


ECUACIÓN GENERAL DE LA 
CIRCUFERENCIA 


La ecuación general de la circunferencia de los puntos 
Р(х ; y)de centro C(h ; k) y cuyo radio R, es: 


€:(x-h)*«(y-k) = RÀ 
Desarrollando y ordenando: 
€:x*" «y! - 2hx -2ky + h* - k? - ЕЗ=0 
haciendo:-2h2A,-2k-B y h**k* - R*-C 


Luego: |€ : х2+у?+Ах+Ву+С=0 


Ecuación general de la circunferencia. 


Е 
N 


PARÁBOLA 


Es el lugar geométrico de los puntos de un plano que 
equidistan de un punto y de una recta del mismo plano 


El punto se denomina foco y la recta directríz. 


Vértice 
Foco 
directríz 
Eje focal 
Cuerda 
Cuerda focal : 


Lado recto 


Se denomina parámetro de la parábola a la distancia 
(VF=p) que hay entre el vértice y el foco. 


Se cumple :[VE=VA] 


ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA ECUACIÓN CANÓNICA DE LA PARÁBOLA 
Si el vértice de la parábola coincide con el origen de 


Ecuación de la parábola de vértice V(h ; №) y cuyo еје coordenadas entonces las ecuaciones de la parábola que 


es paralelo al eje ж. se abre a la derecha o izquierda son respectivamente. 
Y 
E x 
Foco: F 
Y 
F x 
Punto genérico: P(x;y) 
Parámetro de la parábola: P 
Según el gráfico: РН+НТ=РТ Foco: Е 
PH+h-p=x a ier parábola de vértice V(h ; k) y cuyo eje 
> PSSS es paralelo al eje y . 
Condición de lugar geométrico, 
PF=PH 


Хх -h- p) (y - К) 2x –ћ+р 


Elevando al cuadrado y reduciéndose se obtiene la 
ecuación ordinaria. 


Desarrollando la ecuación ordinaria (у-й)* -4p(x-h)se punto i : 
р с genético : Р(х;у) 
б 1 l 
obtiene la Ecuación General de la parábola parámetrodela parábola :p 


según el gráfico : PH+HT=PT 


Si la parábola se abre hacia la izquierda, entonces su py4k1 р=у => PH=y-k+p 


самап ME Condición de naar Rech rico 
PF-PH 


Чх-һҺ)#+(у-Е-р#=у-Е+р 
Elevando al cudrado se obtiene la ecuación ordinaria . 


(x - h)* 24p(y - №) 


Desarrollando la ecuación ordinaria se obtiene la 
ecuación general de la parábola. 


х?+Ах+Ву+С=0 


Si la parábola se abre hacia abajo su ecuación ев: 


Vértice : V(h;k) 
Foco ЈЕ 
Parámetro : Р 


(y-kP=-4p(x-h) 


ecuación ordinaria 


: V(hyk) - 
foco F 
parámetro Ыр 
ECUACIÓN CANÓNICA 


Si el vértice coincide con el origen de coordenadas 
entonces las ecuaciones son respectivamente. 


Y 
х 
Foco:F F 


ELIPSE 


Es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya 
suma de distancias a dos puntos fijos del mismo es 
constante. Los puntos fijos se denomina focos. 


PF'+PF=cte=2a 


Centro :0 
focos : Fy F’, FF'=2c 
Cuerda : AM 


Cuerda focal : TQ A 


Lado recto 


¿RS 
Eje mayor : VV 
Еје тепог : ВВ! 
Eje focal DE 
Eje normal: у^, 
En toda elipse se cumple : 


Como B pertenece a la elipse entonces: 
BF+BF'=cte=2a > BF=BF'=a 
A BOF: Torema de Pitágoras 


ECUACIÓN DE LA ELIPSE 


Ecuación de la elipse de centro (h;R) con el eje mayor 
paralelo al eje ж. 


Centro : O(h;k) 

Punto genérico : Р(х;у) 

Sabemos : РЕ’+РЕЕ2а......(1) 
Del gráfico 


РЕ'= (x – hc) (y RP 
PF-(x -h- c)! (y - kj 


Reemplazando en (1) y simplificando: 


(x-h) (y-k? _ 
a? + b 21 


Si el centro de Іа elipse coincide con el origen entonces 


x 
Каш 


9" 


Ecuación de la elipse de centro (В; k) con el eje mayor 
paralelo al eje y. 


Centro : O(h;k) 

Punto genérico — :P(x;y) 

Sabemos : PF РЕ'=2а.......(1) 
Del gráfico 


PF-lx- he (y-h-cf 
PF hj (y hc 
Reemplazando en (1) y simplificando: 


2 2 
(x-h) M2) i 


b? a? 


Siel centro de la elipse coincide con el origen , entonces: 


h=k=0 Y 
AS x 


MIPÉRBOLA 


Es el lugar geométrico de los puntos de un plano tal 
que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos 
del mismo plano es constante. Los puntos fijos se 
llaman focos. 


Centro : O 

: Fy F’, ЕЕ’=2е 

Eje real o transverso : yy 
УУ’=2а 

Eje imaginario о conjugado : вв’ 
BB'=2b 


Focos 


b 
југ—х 


А ө 
Asímismo L, 
a 


e b 
perge 
Se cumple: |92435) 


ECUACIÓN DE LA HIPÉRBOLA 


Ecuación de la hipérbola de centro (8;%) con el eje 
transverso paralelo aleje X. 


Centro: O(h;k) 


Punto genérico:P(x;y) 

Sea PF'-PF-2a........... (1) 

Del gráfico: 
PF'- (x - hec) (y Е)? 
РЕ= (ж -h-c) (y -k* 


Reemplazamos en (1) y simplificando: 


(x-h) (y-kf | 
а? b? 


Si el centro de la hipérbola coincide con el origen, 


Ecuación de la hipérbola de centro (h;k) con el eje 
transverso paralelo al eje Y. 


Centro: O(h;k) 

Punto genérico: P(x;y) 

Sea: PF'-PF'=24 osmosis (Д) 
(x — h) (y – Кеј“ 


PF -hYF*(y-h-c) 


Reemplazando en (1) y simplificando: 
(IEE (x-h) , 
Eu MIT 


Si el centro de la hipérbola coincide con el origen 
entonces й=Ё=0. 


HISTORIA DE LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 


a яо іо 
único cierto es que se publica por primera vez como «Geometría analitica», 

apéndice al Discurso del método, de Descartes, si bien se sabe que Pierre de 
Fermat conocía y utilizaba ei método antes de su publicación por Descartes. 
Aunque Omar Khayyam ya en el siglo XI utilizara un método muy parecido para 
determinar ciertas intersecciones entre curvas, es imposible que alguno de los 
citados matemáticos franceses tuvieran acceso a su obra. 


El nombre de geometría analitica corrió parejo al de geometría cartesiana, y ambos 
воп indistinguibies. Hoy en dia. paradójicamente, se prefiere denominar geometria 
cartesiana al apéndice del Discurso del método, mientras que se entiende que 
geometria analítica comprende no sólo a la geometria cartesiana (en el sentido 
que acabamos de citar, es decir. al texto apéndice del Discurso del método), sino 


problema es que durante ese periodo no existe una diferencia clara entre geometría. 

analitica y análisis matemático —esta falta de diferencia se debe precisamente a 

la identificación hecha en la época entre los conceptos de función y curva—, por 

lo que resulta a veces muy dificil intentar determinar si el estudio que se está 
realizando corresponde a una u otra rama. 


La geometria diferencial de curvas si que permite un estudio mediante un sistema 


algebraica cuando se puede certificar totalmente la superación de la geometría 


Es de puntualizar que la denominación de analítica dada a esta forma de estudiar 
la geometría provocó que {а anterior manera de estudiarla (es decir, la manera 
axiomático-deductiva, sin la intervención de coordenadas) se terminara 
denominando por oposición geometria sintètica, debido a la dualidad analisis- 
sintesis. 

Actualmente el término geometría analitica sólo es usado en enseñanzas medias 
оеп carreras técnicas en las que no se realiza un estudio profundo de la geometría. 


PROBLEMA 1 : 


Determinar el área deun triángulo cuyos vértices son 
los puntos de coordenadas A(2;3),B(5 ; 7) y C(-3; 4). 
А)12 и? В)11,5 р? C)254* D)21p? Е)9,5 p? 


RESOLUCIÓN : A(2:3) 


B(5:7) 


* Aplicando determinantes: C(-3:4) 
2,3 
38 
5.27 
15 Xy 14 
{a ¿Xy a). 
28: =, 
2 5 
_ № - 25] _ |-23] 23 _ 
S= 3 2 2 11,5 
ЕРТА : “В” 


PROBLEMA 2 : 


Lenín, posee un terreno de forma triangular 
determinado por los puntos (-5 ; 0), (2;-4) y (3; 
6); en la cual deberá sembrar pasto para alimentar a 
su ganado. Hallar el área total del terreno que deberá 
trabajar. 

A)29u* B)17p? С) 39? E) 25 и? 


RESOLUGCIÓN : 


D) 37 1° 


50) 


n 
0 6; 
-12 Ao 
= 
—2 
*Luego: S = Е, и? 


ЕРТА : "D" 


PROBLEMA 3: 


Determinar el área de un pentágono cuyos vértices 
son los puntos de coordenadas 


А(-5;-2), B(-2;6), C(2; 7), 05; 1) y E(2;+4). 
Ајббџ“ B)724* C)54u* р) 48р? Е) 32 и? 
RESOLUCIÓN : ҮА Cio) 


4 -25 
> [10 14% ла 
+ 525 2 
2 -20 
20 ose 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 4: 


Determinar el valor de “n” para que la recta: 
3nx+5y+n = 2 pase por el punto (-1; 4). 
A)3 В)-3 С)-7 D) 9 

RESOLUCIÓN : 


*Segün el dato del problema podemos decir que: 

(154) e L :3nx+6y+n=2 
*Reemplazando: 3n(-1) + 5(4) +п =2 
*Resolviendo : n-9 


E)6 


ЕРТА: “D” 
PROBLEMA 5: 
Determinar la pendiente y el ángulo de inclinación de 
la recta que contiene el par de puntos, A(-8; 4) y 
B(5; 9). 
A)-1y 125 n уз? o; y 60 D)1 y 45 D-2 ysr 
RESOLUCIÓN : 


* Calculando la pendiente: m = E ES 


(-8)-(8)--18 ! 
* Además: m = [20 = 1 = 0 = 45° 


т=1; 0 = 45° 
ЕРТА : “D” 


2x-3y+6=0 

B)2x-3y = 0 

4 D)2x + 2y 20 
RESOLUCIÓN : 


* Recordando: 


Lg 2х-3у+6-0 


2 3 
ы станы => т,--% 
*Luego : 1:у-8--%(хж2)-ә1,:8х%2у-0 


ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 7: 

La ecuación de la recta que pasa por los puntos medios 
de AB y CD, siendo. 


A=(3;4) , B=(4; 5) , C=(-2; 6) , D-(5 ; 7), es 


Ax+y-5=0 В) х-5+у=0 
C)x-y-5-0 Djx+y+5=0 
RESOLUCIÓN : рел) 


3 ^ 


orae У, &+у+5= 0 378: 
ВРТА : “р” 


PROBLEMA 8 : 
Determinar:a +b + с, ві L x-3y £a = 0 


(%8) 
1054) 


(350) 


cumplir la ecuación : 


* Toda coordenada perteneciente a una recta debe 


(0;4)є L, y Lz: 

Lx- 35:001575 
үзі 
о 4 

Ізгу=-2х+е > с= 4 
++ 
4 0 

(2; 03 Ly: 

у= бх+Ь => Ь= –10 

++ 


2 
12-10+4=6 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 9 ; 
Determinar la ecuación de la recta que es perpendicular 
a L, cuya ecuación es: 3x— Фу 11 —0 y además pasa 
por el punto (1; 3). 


А) 4x-3y+7=0 В) 4х + 33y-1=0 
С)4х + Зу = 13 D) 4х - 33у +1=0 
RESOLUCIÓN : 


L,:3x-4y=11 y=32-E 


+ Pendiente de 1, :5 


* Luego la pendiente de L es: -4/3 (рогі, L L ) 
* Punto de paso : (1; 3) 


* Entonces la ecuación de la recta L será: 


y-3. 4 5: -13- 
TL: 4r+3y-13=0 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 10; 


Dado el siguiente ааа hallar la pendiente de la 
recta 21. 


А) З 
В) - 3/2 
C) -1/8 
D)-3 
E) - 2/3 


RESOLUCIÓN 2 


Piden la pendiente (m) de L,. 
Se sabe que m = – ѓап g 
ABPC : fando > m=-5 

ВРТА : “С” 
PROBLEMA 11 : 
Los puntos A=(-2 ;-2) ; B=(0;4) ; С-(С.;С,)воп 
los vértices de un triángulo equilátero. Si С está en el 
segundo cuadrante entonces . /3(С, +С,) vale : 
А)9  BJ8 (С)6  DJ-5 Е)-4 
RESOLUCIÓN : 


со, A) pa 03) 4-09) - NO 
x энсей 


A(272) -AB=(2:6)= AB. =(-6;2) 


“Рог punto medio : M = (-1; 1) 
MC = /30.uxj > C-M = КЕ 
= С=(-3/8 – 118 +1) 

С, =-3/3 –1 Су = (8 «1 806, + C,)=-8] 


CLAVE 07 


0” 8%) 


PROBLEMA 12 : 

Los extremos de la base de un triángulo son los puntos 
A=(0;0) y B=(3;0). Determine la ordenada del vértice 

opuesto е=[—;у de tal manera que la medida del 

ángulo CABG es igual al doble de la medida del ángulo 

CBA. 


ANTE aj qe c, 315 p) ку 
4 в 8 
RESOLUCIÓN: 


* De acuerdo al enunciado: 


* Luego se traza см de modo qe т«МСА-а 
=>maCMB =a 
* Entonces: AM=AC=2 


Is sombreada: у "(2 =2 yel 


RPTA : "B" 


PROBLEMA 13: 


Sean las rectas : 1,»-у2-0:1,:х-3у-1-0 y Ly con 
pendiente т>]. Бі L, es la bisectriz del ángulo 
formado рог L, у Ly halle m. | 
AJ5/4 В)2 С)5/2 
RESOLUCIÓN : 


D)3 


E)4 


* Piden m-? 
(pendiente de 2з) 
* Dato : 


Y :x-y-2=(m,=1) 


H%:x-2y -1=0(m,=3) 


* Por ángulo entre dos rectas : 
m-l _ 1-12 


tanam 7 = = 
> tano тета) PE 1 >m=2 
(7 


PROBLEMA 14 : 


Dados los siguientes puntos А =(0;0), B=(5;0), R(5;7), 
5(12;8), sabiendo que el segmento gs es la diagonal 
de un cuadrado, halle un punto P en el perímetro de 
dicho cuadrado para que el triángulo ABP tenga área 
máxima. ¿Cuál es el valor del área máxima? 


RPTA : “В” 


А) 22,5 В) 17,5 С) 48,0 D)2,5/15125 Е) 27,5 
RESOLUCIÓN : 


*Se sabe que el área de la región triangular debe ser 
máxima, entonces la longitud de la altura debe ser 
máxima, entonces P se debe ubicar en el vértice del 
cuadrado. 


* Aplicando vectores: 


ON 


ны аҚ јан) 


P=R+(3;4)=(5;7)+(3;4)=(8;11) 


ЕРТА : “E” 


вена de la recta que pasa por P(5;6) y por el 
baricentro del triángulo con vértices en los puntos 
A(4; - 3), B(- 4:11) y C(- 6;1), ев: 

А) 7х + Зу- 27 = 0 B) 3x + 7y-27=0 
C)-3x +7y-27=0  D)-7x+3y+27=0 

E) 3x +7y+27=0 Y 
RESOLUCIÓN : 


* Nos piden la ecuación de 2 

* Por datos : 

А=(4;-3) B-(-4;11) C=(- 6; 1) D-( 5;6) 

* Asumiendo que G es el baricentro de la región 

triangular ABC, luego por teorema tenemos: 
в=А+Ё+С Gic org) 

* Entonces, al conocer las coordenadas de dos puntos 


-6 3-6 
de F, la ecuación de > es: ЕЗ ке есте 5 


2:7y-42-3x-15 => >: -8х%7у-27-0 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 18: 
Sean A=(-2;1) y B=(4;7) dos vértices de un triángulo 
ABC , se sabe que las alturas se cortan en el punto 
Р (+=). Entonces la ecuación de la recta que pasa 
por los puntos А y e es С 
A) бх+2у - 27-0 + y -27=0 С)х+2у=0 
-D)x-2y=0 
EO 


* Donde: BH 1 ЯС (Mzz) (1m55)=-1> mu--i 
* Luego para la recta 2С tenemos su pendiente y el 


punto de paso A(-2;1); la ecuación es: 


шде сл алк у-га 


2 х+2 
RPTA ; “С” 
PROBLEMA 17 : 
Los puntos A(-3 ; 2) у ВО ; 6) son los extremos del 
segmento AB -Hallar la ecuación de la mediatriz de AB. 


А) х+у-3=0 В) х-у+3=0 С) Зх-у-1=0 
D)x-3y+1=0 Е) х-у+5=0 
RESOLUCIÓN: 


Piden ecuación de 7 

=> es el conjunto de todos los puntos coplanares y 
equidistantes de A y B. Luego d(P ; A) -d(P ; B) 

=> lay - 2 = [i^ - 6 

A 8x04 y Ay d= s — 2х+1+ y —12у+36 
6х+13–4у=87 - 2x 12y 


8х+8у– 24=0 => 2: x+y- 
By 0> x+y-3=0 РТА: “A” 


PROBLEMA 18 : 

Un hombre está parado еп el punto (-2 ; -2) y emite 
un sonido frente a una pared situada a lo largo de la 
recta 15% + 20y - 60 = 0. ¿Cuántos segundos demora 
aproximadamente en oír el eco? (las unidades 
longitudinales están en metros; la velocidad del sonido 
es 340 m/s) 

A) 0,015 B) 0,020 C) 0,025 D) 0,030 E) 0,035 
RESOLUCIÓN : 

“Бе pide el tiempo 24 que demora aproximadamente 
el hombre en oír en eco. 


Dato : v-340m)js (velocidad del sonido) 
Y 


2-2) 


([XTRIGONOMETRIA5 — [$8 — — 0 айз | 


* Debemos recordar: 
5: Р(%, уд) ^ SÉ: ах+Ьу+с=О 


ава) = виа | 
Ча b | 


* Por distancia de un punto а una recta : 

а 152) + 20(-2)—60] _ 130 

15° + 203 25 
*Además , d = vf >> > 344 - 2 >1=0,015 
> 2t ~ 0,030 
ВРТА : "D" 

PROBLEMA 19 : 
Calcule el ángulo 9 que hacen las rectas. 


1: у=2х+1 , у= z 


2 2 
A) arc 6 B) arc tan(7) С) arc tan(1) 


4 
D) arc tan(5) 


RESOLUCIÓN: 
* Piden :0 


3 
Е = 
E) arc ан 5) 


„(ángulo que hacen las rectas ) 
1 


* Datos : Y: y=2x+1; 5: 


* Del gráfico : 
=9-a> tanó=tan(P-a)= lange 1012 tame 
* Reemplazando : 2 леев 
2-3 3 3 


PROBLEMA 20 : 

En la figura, se tiene la recta L cuya ecuación es: бх — 
Зу-15 = 0. Si el área de la región cuadrada ABCD es 
25 и", calcule el área de la región triangular ECD. 


А) 16 и? 

В) 19и? L 
C)18u* 

D)20u* B, c 

Е) 15 u? X 


RESOLUCIÓN: 
L:5x-3y-15=0 Авер =25и* ; 
Y 


а?=25 > a=5 Intersectando la recta con el eje x. Sea 
y=0> 5x-15=0 => х=3 Reemplazando el punto 


(3 + b; a) en L: > 5(34b)- За - 15-0 
5(3+b)-3(5)-15=0 = 15+5b=0 


b=-3 > lbl=3 
(a+b) _ 5(5+3) 5(8) 
шав RS жөне 
ВРТА : “р” 
PROBLEMA 21 : 


Determine la ecuación de la recta que pasa por A(-1;3) 
y es paralela a la recta L: 2x-3y+4=0 


x 2 пн 
Aly=H B)y=2x-6 Сју 
D)y-ix48 Бу--Злаг 
RESOLUCIÓN: Te 


Como Г, // Г => L,: 2x -3y*k-0 
evaluamos: ( — 1; 3)  2(—1) -3(3)-k-0 => k-11 
luego: L; : 2x – Зу+11=0 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 22: 
Se tiene una recta cuya ecuación general ев: 


L:(8k+n-2)x+(6-2n+1)y+8k-4n+2=0, y pasa 
or los. eno (-2;1)y(2;0); entonces el valor de F=68 
à -1)es: 

497 вуз 
RESOLUCIÓN: 
L: (Sk +n-2)x+(5k-2n+1)y+(3k-4n+2)=0 


С)99 D)100 E)101 


(-2;1) 


(2;0) 


Eyaluamos los puntos de paso en la acuación de la 
recta. 


I) (ЗЕ+п-2)(-2) +(5k-2n+1)(1)+(3k-4n+2)=0 
2k-8n--720........... rennen (T) 

П) (8k-*n-2)(2)  (bk-2n +1)(0)+(3kR-4n+2)=0 
9Ё-2п-2=0.............................(П) 

Resolviendo (1) л (II)obtenemos que: 


МЕ 


>F=68(n+k) sera: Е-97 


RPTA : “А” 
PROBLEMA 23: 
Si A=(-8;4) , В(-2;0), calcule la distancia del punto 


medio de AB a la recta 1:5-3-1. 


TZN ua мд EJ24 
RESOLUCIÓN: 
A(-8;4) 
tenemos: q.BC9-3(2)-6|. 22 _ , 22/18 
r3 VIS 13 
2s RPTA : “A” 
'ROBLEMA 24 : 


acr. 


nine la d 00, o falsedad (Е) de las 


(SGEOMETRIA ANALITICA ESCALAR ^ | 31% | EDITORIAL RUBINOS 


1) los puntos A=(1;0) , B=(0;1) y C=(2;1) son puntos 
colineales. 

II) Los puntos A=(-2;0) , 
son colineales. 

Ш) Los puntos A=(-2;3), B(0;2) y С=(2;0) son 
colineales 


В=(0,5) у C=(-1:2) по 


A)FFF B)FVF | C)FFV | D)FVV  E)VFF 
RESOLUCIÓN: y 
Dn 


€(2;1) 


B(01) , 


A,B y C: no son colineales. Y 
П) 


A(-2;0) 
m: pendiente 


UELUT NS “0 тит 
0+1 ас 1+8 Е 


> А,В y С no son colineales. 5 


ш) 


Calculamos: тав 2-07 => 


Сото: тада + Mpc => A, B y C no son colineales. 

luego el valor de verdad de cada proposición es: КУК 
RPTA : “В” 

PROBLEMA 25: 

Determine la ecuación de la recta perpendicular a la 


recta L: 4x+ y -1=0 y que pasa por el punto de 
intersección de las rectas 
L,:2x-5y+3=0 y L,:x-3y-7—0. 
А)4х-у+42=0 В)х+2у-12=0 С)3х-2у+35=0 
D)2x+y-21=0 Е)х-4у-24-0 
RESOLUCIÓN: 


L,: 2x-5y+3=0 
Para determinar las coordenadas del punto P. 
resolvemos el sistema de ecuaciones : 


x-8y-7-0 
2x-5yt3-0 
де L:4x+y-1=0>m,=-4 => Ба Лу m7 


Ји 


Luego: бен) => L,:x-4y-24=0 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 26 : 

Dado los puntos P(7;4) y Q(-1;-2), además, 

L:ax+by+c=0 es la mediatríz del segmento РӨ, 

calcule la distancia de coordenadas a la recta L: 

AS B)7 С)8 D)10 E)15 

RESOLUCIÓN: 

ve 


L 


7:4) 


Q(-1;-2) 


ENCICI 77 


mol. 
En PQ: тре ni i 
Ecuación de L 


L:y-1=-$(x-8)> L: 4x+3y-15=0 


Como: PR LL => m,=-4 


Calculo de “d”: д„#0)+83(0)-16] _ 4-3 
4443? 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 27 : 


Las coordenadas del punto Р(х; y) , que se encuentra 
en el primer cuadrante del plano cartesiano , se 
definen por las fórmulas: х=2#-3 , y=5-2£. Hallar 
los valores de “” para que el punto P se encuentre 
más alejado del eje Y que del eje X. 


А)? e(2; =) B)t e (-0;2) Cit e (2:5) 
3.5 5. 

D)t (3 2) E)t =(5:=) 

RESOLUCIÓN: 


Del enunciado , tenemos 


Para que el punto P se encuentre más alejado del eje 
Y que del eje X , se debe cumplir que x > y 


Reemplazando los datos 
2-3 >5-2 2t» 2... (a) 


además , como P está en el primer cuadrante 
x>0 ^ y>0 
reemplazando los datos 
21-3>0 л 5-21> 0 
NE (B) 


De d il 65 
(a) y (8) зен «баве (2,5) 

RPTA : "C" 
PROBLEMA 28 : 


Para que valor de С la recta L: 4х+бу+С=0 ,forma 
con los ejes coordenados una región triangular de 2,5и" 
de área. 


А)+5 В)+10  C)t16 Ю)+20 Е)+25 


= C?-100como С<0->С--10 


ahora, cuando: C>0 > С=10 > C=+ 10 

RPTA : "B" 
PROBLEMA 29 : 
Dadas las rectas L,: 2x- у+4=0 y L,:x+2y+1=0. 
Determine la ecuación de la recta bisectriz L 
(pendiente positiva) del ángulo que forman L, y Ly. 
'А)35-у+3=0 B)x-3y+3=0 C)2x-y+3=0 
D)3x-2y+1=0 Е)х-Зу-3=0 


RESOLUCIÓN: Ү 


L;2x-44-0 


L,:x+2y+1=0 


ААД” 
E 2A». 


EN nm 
Luego: T 
ў _2х-у+4=х+2у+1 v 2х-у+4=-х-2у-1 
| x-3y+3=0 v Зх+у+5=0 
Como: 220 >2L:x-3y+3=0 
M RPTA : “В” 
А 30: 
А(-2;4) y B(6;-2) de un triángulo 


1053) intersección de sus alturas. 


RESOLUCIÓN: 5 


4-3 
-2-1 
Luego: Lj: y+2=3(x – 6) => І: 8x – 


*may- --і Pero: АН 1.1,->т,,-3 


y=20 
"трн il Pero: ВИ L L;  m,,«1 


Luego: L, : у-4=1(х+2) => L5: x- y--6 
Tenemos que: c(a;b)=L, ^ L;entonces resolvemos 
el sistema de ec. 

s -y=20 


х-у--6 


resolviendo: х= 13 ^ y=19 => c:(13;19) 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 31: 
En la figura mostrada L,//L, y las coordenadas del 
punto С son (216). Cacule el área en и" de la región 


triangular АОВ. фу 


A)25 B)37 
RESOLUCIÓN: цу 


Para L: у= э 1г3х-4у=0 


Calculo de “d”: d= (2) 4016), 54 
уза) 5 


Calculo de OA: ОА = 4876210 


104 
luego: S, РАИ ME Sorn=54 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 32 : 
Se tiene una circuferencia que es tangente a los 
semiejes coordenados positivos y a la recta L: 
3х+4у=36. Determine la ecuación de la recta L,, tal 
que L, 1 Ly pasa por el centro de la circunferencia . 
A)3x-4y-4-0 B)3x-4y-3=0 C)4x-3y-3=0 
D)4x+3y+3=0 E)4x-3y+3=0 
RESOLUCIÓN: 

Y 1 Зх+4у=36 


L, 


por el teorema de poncelet, 
AB+AC=BC+2r => 9+12=15+2г > г=8 


Ahora tenemos para |, | 
Pendiente: т-Тапбғ-% 
Punto de paso: (rr) =(3;3) 
>L:9-3=%(x-3)>L:4x-8y-3=0 

z ЕРТА: "C" 
PROBLEMA 33 : 


La recta L tiene por ecuación J3x - 3y+3=0. Una 
circunferencia de radio unitario es tangente a la recta 


L y al semieje X positivo. Determine la ecuación de la 
recta que es ortogonal a la recta L y pasa por el centro 
de la circunferencia. 

А)х+/Зу=1 В)./Зх+у=1 
Р)\/Зхзу=2/8  EN3xry=1+2/3 


RESOLUCIÓN: 


С)х+/Зу=2/8 


Para la recta L, se tiene:Pendiente: 

т=Тап120° > т= – {3 Punto de paso: 0:(2 ;1). 

Luego: L: у-1=-4/8(х-2) => 1 :4/3х+у=1+24/3 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 84: 

Si S es el valor del área de una región triangular, donde 

dos de sus vértices tienen por coordenadas los puntos 

(3;2) y (6;4), y el baricentro de dicha región triangular 

5-8 

"LE. 


es el punto (1;4);caleule F= 
C)3 


Ал В)2 
RESOLUCIÓN: 
Y 


E)5 


así: S=12 luego: к=5—5 > F=2 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 35 : 

Un rayo de luz que parte de (5;5)incide en un espejo 
plano que está sobre el semieje positivo de ordenadas. 
Si el rayo reflejado forma con los ejes coordenados en 


AGEOMETRIA ANALITICA ESCALAR ^ 


el іргішег cuadrante una región triangular de área 
0,626, determine la ecuación del rayo reflejado. 


Ary бана B)y--52-1 с)у=-}х-1 
{ 24 25. 
Рју= g^ Еју= 41 


RESOLUCIÓN: Y 


Eo у=-#х+1 
RPTA : “A” 
AO T 


| З реа de tangenci: hallo a 
ecuación de la circunferencia mostrada. 


[218 | 


EDITORIAL RUBIÑOS 


А) (x - 5)! + (y + 4)? = 75 B) (x-5)* + (y + 4) = 60 
С) (х – 5)" + (у + 4)? = 49 D) (x – 5)" + (y + 4* = 50 
E) (x — 5)* + (y + 4)' = 53 


RESOLUCIÓN : 


Piden la ecuación de la circunferencia € 
si: mxATB- 0 => т«ТСВ-20 
IXBTC: 20+20=90">0+a=45 
ЖАТС: m<TOL=0+0=45 
Монт: Notable de 45° 
>a=3 

= R*=53 

Luego : 
€:(x -5) +(у+4) = В? 


—€:(x-8) *(yr4) = 
ВРТА: "Е" 


ATRIGONOMETRIAA 


PROBLEMA 36: 
En el gráfico la recta > tiene por ecuación х+у=6 . 
Si OABC ев un rombo , halle las coordenadas de В. 
А)(32;6) 
B)(5;5) 
C)(6;6) 
D)(642;642) 
E)(642;6) 


RESOLUCIÓN : 


* Del dato : 7 ; х+у=6 т: pendiente де 


= zi ез 
Ү-те---1- 7 :tga=-1> a=135" 


*Luego de la ecuación de 7: Mel: y=0>x=6 


* AOMB : т<ОВМ=45° > OM=MB=6 


> В-(6;6) Rm 


PROBLEMA 37: 


Del gráfico ABCDEF y ABMN son polígonos 
regulares . Calcule la pendiente de 2. 


2443 y 
B)2-43 
с)/2-1 


Уз 
EP 


RESOLUCIÓN : 


[219 | LA ENCICLOPEDIA 3015 


*Piden pendiente de 7: т 
"Бе sabe: m=tanx del gráfico ; 
AFAN isósceles > та AFN=m<FNA=75" 
"Luego: > x + 90° + 75° = 180%> х=15° 
> tan15°=2- 43 => m=2-J3 
ВРТА : “В” 


PROBLEMA 38 : 
Determinar el área del triángulo que forman las rectas: 


L:y=x+2;L,¿y=-x+2; Ly y = 1en el plano 
cartesiano 


A)2u? B)3u? С)1,7 D)J05p? E)12u* 
RESOLUCIÓN : 
Тэ:у=-х+2  Бру=х+2 
IAE бра) 
АҒА мири 7-2 
АТА Иен SET о) 
1 y=1 
ul mE. (-1;1) 
y=1 y=1 
0...8 
Ж, 
¿AAA о 
+ -1 23. Ak 
0 2 
1 -1 
*Luego: 5 = Шу цз 
2 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 39 : 


Determinar el área de la región formada por la 
intersección de las rectas: 
ТГ: 6х + бу =30 y Ly: у = 3 
con el eje de las ordenadas. 
А) 4,25 и? В) 3,75 и 


C) 4,025 u* D) 6,5 и 


AGEOMETEIA ANALITICA ESCALAR 6 


RESOLUCIÓN: 


* Graficando las rectas, tenemos : 


х=0 => у=6 
" југд 3 х=5 


Y 


3х2,5 


8, = =3,75 и? 


= 


PROBLEMA 40 : 


:6х+5у=30 


| intersección con tos је 


RPTA : “B” 


Determinar la ecuación de la mediatriz del segmento 
cuyos extremos están dados por los puntos 


(4; 5) y (-8; -3). 
B) 3x %9у-4-0 
D)3x+y+4=0 


A)x-2y-4 
С) Зх +2у+4=0 
RESOLUCIÓN : 
*Graficando : 


A(-8;-3) 


ЕЗ 


* Calculando la pendiente de АҢ: 


сев 3 
4B 4-(8) 12 3 


Por lo expuesto en un problema anterior: 


B(4;5) 


q:3x42y44-0 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 41 : 


Determinar la distancia desde el punto A(-2;-3) 
a la recta: 4х -3y +4 =0 

А) 2а В) 1и С) Зи П)би Е)4н 
RESOLUCIÓN : 


а _ 162) -3-3)4| |-8%9:4) 
(4)? «(-3)* 25 
d=% >d=1u 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 42 : 
Si (2; 3) es un punto cualquiera , Determinar las 
coordenadas de 2 puntos que equidistan de dicho 
punto, sabiendo que las diferencias de sus abscisas y 
sus ordenadas están en relación de 3 a 2. Los 3 puntos 


son colineales y el segmento determinado pertenece a 
la parte positiva de los ejes coordenados. 


0:2) (54) morra ol) cs 


з! 
RESOLUCIÓN : Y 


* Del gráfico:m+a=4; n+b=6 
*Deldato:m-1=3; n-b=2 


7 1 
mc n=4 ан А b=2 


* Luego, los puntos son : E 2) y (2; 4) 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 43 : 
La figura muestra un cuadrado ABCD. 
Determinar el área de la región sombreada: 


L:x-2y+10=0 


ATRIGONOMETHIAS 


RESOLUCIÓN : 

* Por geometría plana sabemos que el área de la región 
sombreada para el caso dado, representa la doceava 
parte del área del cuadrado; por lo tanto, para hallar 
el área sombreada bastará con hallar el área del 
cuadrado, para lo cual tendremos que hallar primero 
el lado del cuadrado, y eso lo lograremos calculando 
las coordenadas del punto “B”, el cual es el resultado 
de intersectar las rectas Y, y %,. 


Be NL>B=(a;b)eg, г Y 
Y:a-2b+10=0]a=6 
%:а-6-0 ums 
>В = (6; 8) 


* Calculando d : 


d = d(0; B) = J(6- 37 «(8-5)* - 3/8 


* Sabemos que el área del cuadrado es: 


área = diagonal? (ЗАЙ зд =2(3\/2 )? =36 
> Área, = 12 = 56 =3 
кайер БУ CIR. ВРТА : “В” 


PROBLEMA 44 : 
Determinar la ecuación de la recta perpendicular a 


AB, en un punto que divide a dicho segmento en la 
razón де 2a3,A = (3; 7) у B = (13; 12). 


А) Зх + Зу =8 В) Зх = y 
C) 2x + y = 23 D) 3x-2y = -8 
RESOLUCIÓN : 

* Graficando obtendremos: 


* Por proporciones obtenemos que él punto M=(7; 9) 
Calculando la pendiente de АВ: 


42-7 5 1 
13-3 10 2 


тав = 


* Por propiedad de rectas paralelas, la pendiente de la 
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recta @ es: "и Ж 


AB 
* Aplicando la ecuación pulito pendiente para hallar 


la ecuación de la recta @: 


7-2 14-2x-y-9 $:2x4y-23 


х- 
ЕРТА: “С” 


PROBLEMA 45 : 


Bruno y Lenín comparaban sus soluciones а un 
problema de la tarea asignada . El problema era: 
“Determinar la ecuación de la recta que pasa por 
los puntos (2; —5) y (8; 7)". Bruno halló: y = 2x- 9 
y Lenín encontró: y - 7 = -2(8—x). Hallar la ecuación 
e indicar quién tenía la respuesta correcta. 
A) 2x + y = 9; Bruno B) 2x + y = 9; Lenín 
С) 2х-у = 9; ambos р)2х-у=8;Вгипо 
RESOLUCIÓN : B 
(8;7) 


(ауу) 
А 
2-5, 
у-(-5) 7-(-5) >R 


x-3 4-2 


=5+5=2(х-2) > L:2x-y-9-0 
* Comparando : 
у= 2x - 9(Sol. de Bruno) > Correcta 
У-7--2(8- x)(Sol. de Lenín) > Correcta 


— Los dos tenían la respuesta correcta 


ЕРТА : "C" 


PROBLEMA 46 : 


En un cuadrado ABCD las vértices A y B pertenecen 
a la recta , cuya ecuación es: 

5(х - еве30°) - 3(y - 2csc30°) = 0, Si 1а abcisa de А es 
menor que la abcisa de В y las coordenadas de C(2 ; 
10) , calcule 79ёапо , dado que 0 es un árigulo еп 
posición normal cuyo lado final pasa por B . 

E) 429 


А) 122  B)222 C)143  D)79 
RESOLUCIÓN : 


AQEOMETRIA ANALITICA ESCALAR A 


“Бе pide : 79tan0, para tano=2. 


*Segün el gráfico : y = 10 - 6cos*a 
x = 2+6соза sena 


5 
*Según la ecuación de la recta : гапа=— 


IO. 
zd ho 


tando 57 -»?Фал0 =143 
КРТА: 


*Luego : 


*Es decir: fané = 


“с” 
PROBLEMA 47: 

Determine el lugar geométrico de los puntos (ғ; y) y 
cuya distancia al punto fijo C(2 ; —1) sea igual a би. 
А) х* + у? - 4х +2y-20=0 

В) х* -y! -4x + 2у-20=0 

С)јх+у=0 

D)x* + y? -4x + 2y-18=0 

Е) x? + у'+4х-2у+20=0 


RESOLUCIÓN: 
Y 


4 


(xx) 


g: (x-2) +(у+ 1) = 5? 


2€: х? «y! -4dx42y-20-0 
У Si RPTA : “A” 


PROBLEMA 48: 


Determine la ecuación de la circunferencia, cuyo centro 
es el punto (-4 ; -1) y es tangente a la recta 
Зх +2y-12=0. 

А) x? + y? -8x - 2y + 35 = 0 

В) х? + y’ + 8х + 2y + 35 = 0 

С)х? + у? + 8х +2у-35=0 

р) x? + у? -8x-2y-35=0 

Е) х? + у? – 8х + 2у + 35 = 0 
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RESOLUCIÓN: 
Y 


Lisx2y-1250 


j3-4)«2(-)-12 26 


calculo de r:r= 


үр? ig "218 
+ 


Luego: ; (х + 4)* + (у + 1)? =(2/13)* 
€ix* «y! %8х%2у-85-0 


RPTA : “C” 
PROBLEMA 49 : 

Si el punto P(8 ; 6) es el centro de una cuerda en la 
circunterencia :x?4 y? -12x-4y-60=0 
Determine la ecuación de la recta que contiene a dicha 
cuerda. 

А) 2х +у=10 B)x-2y=20 
Ю) х + у =20 Е)х+у= 10 


RESOLUCIÓN: 
Ф: (x-6) -(y-2)'—100 


mp 


C)2x-y = 30 


Y 


Para Ё: mm. 5 = 2 Ahora como 1, 11, => та = E 

Luego para L,: 
Ly": (y-6)- - (8-8) => Ly +x 2y-20-0 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 50 : 
El centro de una circunferencia es el punto (2 ; 2) y el 
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punto (3; 1) pertenece a dicha circunferencia . Si la 
ecuación de la circunferencia mencionada es: 


Ax! «By! + Cx+Dy+E= 0, calcule: A-B+C -D&E. 
с)4 


4)2 B) 3 
RESOL DOT. 


р)6 E)8 


Calculo del radio: r — (2-8) +(2-1 = r-42 


Luego: 4: (х2) +(у-2 = 42^ 
>g: x? у -4x-Ay 46-0 
Como por condición esta es: 
є : Ах? + By! «Cx Dy+ E-0 

Asi: A=1; B=1; C--4; D=-4; E=6 
>A-B+C-D+E=6 

КРТА : "D" 
PROBLEMA 61 : 
Determine la ecuación de la circunferencia 
€:(x-hP «(y-kf =r? que pasa por los puntos 


(ги; 2/ 20; б)у(т+ 4231 + 4/2). Dar сото 
respuesta htk? 

= 
Ап В? Cié+2 БР Ет 
RESOLUCIÓN: 

Y 


(ne; +42) 


Tenemos: €: (№? +(у-Ё) «T? Como: (0;0)e€ 
h+k? 
r 


evaluamos: ( — h)? +(-k) =r? > 
Del gráfico: 


=г......(а) 


Tang - 32 
Tang - 5 32 = Тапф =1 
También: 9- 4— 5 
Тапд = Tan($ - В) > Tan6 = 


42 


= Tanf--— 
я 


Тапф – Тапр 
1-TangTanf 


EN 
2+2 


Тапб = Ls Тапд 
а” 


1-42 


п+\2 

Ahora, del А sombreado: 
d = 2rSen9 
la гу = 2 == ) 

Vara +2) 
J42x( -У2)- 2ғ(я-Ү2) =>"г= Ја +2 
2 ја +2 
Finalmente en (а): (Мм). 2542 
ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 52 : 


Determine la ecuación de la recta ortogonal a la cuerda 
común de las circunferencias. 


gx! y! +8у = 64 
жга? + у*- бу = 16 
Wyz ara 

RESOLUCIÓN : 


Ву-5=—4 Сјуча= аи 


* Comog es la cuerda 
común y % es una de las 
ortogonales a la cuerda 
AB, entonces para calcular 
observamos los centros 


de las circunferencias : 0, : (х—0)#+(у+4)#=(4/5°) 
E, : (x—3)? *( y*0)* -5? 


* Enfocando los centros tenemos: (0; — 4) y (3; 0) 


* Entonces se concluye que: 2 : у+4=5 х 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 53: 

La ecuación de la circunferencia que pasa por el punto 
(-2;1) y es tangente a la recta 3x-2y-6—0 en el punto 
(4;3), tiene como ecuación a : 


A) 1 ey! = 65 в) жх?+(у-5)2= 20 С) (х+2) «ty - 11-100 
A) 


RESOLUCIÓN : 


E) (s - 1 «(y - 27-10 


41:8x—2y—6-0 > mi 


2412 -(т/(т--І-әту--2 


=: 3-3y-- 3654) 


2x +3 y=17 A99 


Td с Сат 
"Aa 3 Ө 


* Asimismo tenemos por punto medio: M=(1;2) 


d$:y-22-3(x- 1) 

3x+y=5. (П) 

c=(203) 
* Entonces de (I) y (П) resulta: C= =(- 2,2) 
* Además : R=d(C;P)= 1300 

3 2 
e 
RPTA : “р” 


PROBLEMA 54 : 


Hallar la ecuación de la recta que se intersecta con la 
circunferencia: С: (x - 2)* + (y - 4)* 216 


en los puntos (2; a) y (6; b) , donde а > 0, b» 0. 
А)х%у-8-0 Вх-у-2=0 С)х+у-10=0 
D)2x-y+4=0 Е)х-2у-6-0 
RESOLUCIÓN: 


Graficando con los datos del problema : 


(х-2) +(у–4) =16 

Analizando los puntos correspondientes: +(2; а): 
este punto pertenece a la circunferencia, entonces: 
reemplazando en la ecuación de la circunferencia: 

(2-2) +(a-4)P=16> О+а? - 2a. 416-18 

= a*-8a-0 > а(а-8)-0->а-0;а-8-0 

a=8(a>0) 

*(6; b) este punto pertenece a la circunferencia, 
entonces: reemplazando en la ecuación de la 
circunferencia tenemos: 


(6- 2)? (b - 4?—16 


(4 b? —2b.4 +18=16 => 164b? —8b-0 
-8b+16=0 
b -4 
И 
(b-4)-0 => b=4 (b>0) 
* Con la pendiente de la recta: m==9=-£ 
n la pendien е la recta; 6- 2 4 


* Finalmente con la ec. de la recta: 

y-4--1(x-6) > y-4=-x+6 

> y+x=10 > x+y-10=0 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 55 : 
Determine la medida del ángulo obtuso que forman 
las asíntotas de la hipérbola. x"-3y'-8x-18y-14 
DZ m) С) Fori gue 
RESOLUCIÓN: 
*9 Nos piden el mayor ángulo entre las asíntotas 
x*-3y-8x-18y-14 

* completando cuadrados : 
(x? – 8x + 16) – 3(y! + бу + 9) = 14 416 - 27 


ATRIGONOMETRIAS 


26-47 (543 
JF > 1? 
* Sea ө el ángulo obtuso formado por las asíntotas : 


* Graficamos la cónica : 


=1 


(x-4f (5+8) _ 
Ја? г 
* Del gráfico , tenemos que :0 —120* 


ЕРТА : "D" 


PROBLEMA 56 : 
Una parábola tiene su foco en el punto F(-1,2) y su 
directríz es la recta L: y – 6 = 0. Determine su 
ecuación. 

А) x? + 2х - 8у + 32 = 0 
С) х? + 2х – 8у + 31 = 0 
Е) х? + 2х + 8у -31 = 0 
RESOLUCIÓN: 


В) х? + 2х + 8y-32=0 
D)x*-2x + 8у-81 = 0 


* Se pide la ecuación de la parábola: 
P: (x-h)? = -4p(y-k) 
* De la figura se obtiene: p =2 о = (h; k) = (-1; 4) 
* Luego: P: (x4-1)* =-4(2)(y-4) 
* De donde resulta: Р: a*+2x+8y-31=0 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 57: 


La circunferenciaconcentroenelpunto (4,-1) pasa por 
el foco de la parábola x*+16y=0 y es tangente a la 
directríz de esta parábola. Calcular la suma de las 
coordenadas del punto de tangencia. 

с) 10 


4)8 B6 D)4 


RESOLUCIÓN: 


E) 12 
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Piden de la suma de coordenadas del punto T. Si se 
sabe que 22, es directríz de la parábola x* =16y, 
ordenando dicha ecuación (x-0)* =-(4Xy-0) el 
parámetro es P=4 y su vértice es(0;0); luego, el foco 
F es(0;-4). Radio de la circunferencia: 


R=0F= (4-0 +(1+4F 

>R=5 
Como OH=1, entonces, TH=4. Luego,T'=(4;4) 
= la suma de coordenadas del punto T es 8. 

RPTA: "A" 

PROBLEMA 58 : 
En el gráfico A у € son puntos de tangencia . Si ОАВС 
es un paralelogramo , halle la ecuación de la recta BC 
ANSx - у+6=0 
B)/3x- у-6=0 
C)x- 43y-6-0 
D)x- y*443-0 
Е)х 48-443 =0 


RESOLUCIÓN : 


* Piden : 7 
* Dato OABC : paralelogramo 


* Propiedad :m< ARC-m« AOC-0;m AC- 28 
*Luego: 0+20=180° => 0=60° 
m : pendiente de => m=tan60"=/3 
-0 

*formando la ecuación : Ма ЈЕ 
= У: 2/3 -y-6=0 

ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 59 : 
En el gráfico P y L son puntos de tangencia y 
mPQ=2(mTP. ). а la ordenada del punto Q . 
A)3+4/3 
B)2/343 
C)34346 
р) 3/5 
E)3J6 


¿AGEOMETEIA ANALITICA ESCALAR 
RESOLUCIÓN : 


* Piden : h 

"al trazar SP y ST Se observa OPST : cuadrado 
= ОР=6 a h=6+b 

* Del dato : mPQ=2mPT=40 

“Рог < semiinscrito : m< LPQ-28 


“Рог z inscrito: m4PQT=09 

AOPQ : isósceles 

APQS : equilátero 
* En &-LPQ : 20-30% => 0=15° 
* Luego : 6 РЕФ : Notable 30° y 60° 5-343; 
reemplazando : h=6+-3/3 

RPTA : “С” 

PROBLEMA 60 : 
En el gráfico la ecuación de la recta 7 es ax+by+c=0 


* Рог dato: 2: ах+ђу+с=0 


* Piden : SS 
e 


* Se observa que m< ABC=45"(Por < inscrito) 


m : pendiente de la recta 2 => m=tag: E 
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EDITORIAL RUBINOS 
* formando la ecuación: 
8: ye ua =>: 3х -3у+3=0 


* comparando con el lado: 


48-3 
3 
ВРТА : “В” 


a7 S; be - 3/73 => 918. 


PROBLEMA 61 : 

¿Para qué valor positivo del parámetro “k”, la 

distancia de la recta kx-(R+2)y-18=0 al punto 

A(2;3)es igual a 3? 

RESOLUCIÓN: 
AAA у, эру зы 

к*+(Е+2# 
* elevando al cuadrado y efectuando: 


17k*-12h-540=0 
* Resolviendo cumple que:[%=6] 
PROBLEMA 68: 


Hallar la ecuación general de la circunferencia cuyo 
centro es es el punto A(1;4) y pasa por el foco de la 
parábola Р: y*4- 8x =0 


RESOLUCIÓN : x 


* у2=-8х 
4р--8->р--2 


raw ^^ 


Luego : Е(-2;0) 
* El radio: p= AF 
АР=(1+2)#+(4-0)%=5 
* Ec. de la circunferencia: 
(x-1)*(y-4)f-5* 
> 
PROBLEMA 63: 


Una circunferencia de radio /13 es tangente a la 
cicunferencia zx* +у*-4х+2у-47=0 en el punto (6;5). 


Determinar las coordenadas de su centro. 
RESOLUCIÓN 


* La circunferencia de centro C=(h;k)tiene por 
ecuación: x* +y*-4x+2y-47=0 


+ De donde obtenemos: (2-2)*+(y+1)*=52 


* luego :C=(hyk)=(2;—1) y R=2,/13, si la circunferencias 
son tangentes interiores: 


м=(5 2,5) > «(i2 


2 
* Pero sí son tangentes exteriores: 
а+4 ыз) 
6;5/-|---;-- 
dal SERE 
6-27 а=8; 5-252 5-8 


*Es decir. N=(8;8) En concecuencia , las coordenadas 
de su centro son: 

PROBLEMA 64 ; 

Se tiene la circunferencia: 


х? +y*+4x-6y-12=0 y el punto (99). Hallar la 
ecuación de la tangente a la circunferencia trazada por 
dicho punto. 


RESOLUCIÓN : 


*Tenemos las ecuación de la circunferencia: 

Y +y?+4x-6y-12=0, de donde: (x+2)*+(y-3)*=25 
luego :C=(h;k)(-2;3) y R=5. Del gráfico , el punto 
“T” tiene coordenadas (3;3), entonces la recta “L” 
pasa por este y es tangente a la circunferencia en dicho 
punto ya que L //Y. 

* En consecuencia , la ecuación de la recta L es:[x=3] 
PROBLEMA 65: 


Una circunferencia de radio 2 unidades y cuyo centro 
se ubica en el punto (4; 3) se intersecta con una recta 
cuya ecuación es 2x — y - 7 = 0. Halle la distancia (en 
unidades) existente entre los puntos de intersección 
de la recta y la circunferecia. 


55 В (85 pas 
5 


1045 
RON 5 5 Bs 


B) с) 


RESOLUCIÓN: 


Calculo de D: p- ! (42 —(3)-7|_ 2 
2+1 X45 


Luego en el 4 sombreado: 
(J rm») (ВЈ авв 
RPTA : "C" 


PROBLEMA 66 : 


Determine la ecuación de la cireunferencia, donde los 
puntos A = (3 ; 2) y B =(1 ; 6) son extremos de uno 
de los diámetros. 

A) х? + y! 4x- 8у + 15 = 0 

В) х? + y*-dx-8y+15=0 

C) x° + yt- 4x- 8y- 15 =0 

D) х? + у*- 4х + ву + 20 = 0 

Е) x? + y'- 4x- 8y-17 =0 

RESOLUCIÓN: 


Calculo der: р = [1-22 «(6-4 > ғ= {5 
Luego: @: (x-2)? +(у-4) =J5* 
€: х? 4 y! - 4x -8By 15-0 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 67: 
Dada la circunferencia de centro (h ; k) y radio г, que 
pasa por los puntos (9; 9), (0 ; 6) y (5; 1) determine 
el valor de: h +k + л 
А) 12 B) 14 
RESOLUCIÓN: 


C) 16 D) 18 E) 20 


Para І: ти, =Тапзт == 
3 Зх 15 
=> Ly 0-0-2(х-5) > Ly IETT 
Para Ly: ти, = Талат === 
> Ly: @-0=-%(х-5) => То: n=: 
9-1 
Пе ВлС: Тов 75757? Pero: - RPTA : “A” 
CB LL, > m,--5 PROBLEMA 69 : 
E O У: Determine la ecuación de la circunferencia que tiene 
clar Уба SUI bal no tecla ПЕЛА агара lb 
Como: Olx; y) - (Lj Ly) А) х* + у: -8х-48=0 В) х? + y +8r-48=0 
Resolvemos el sistema: C)x*+y'-8x-2y=0  D)x*+ y +8x-2y=0 
Зх+у= 21 ^ x42y-17 о ара 


RESOLUCIÓN: Y L. у =16х 


(x;y)=(5;6) 
Así: coordenadas del centro: (В; k)=(5 ; 6) 
Calculo de “г” 


r7 dou) = (5-07 « (6-8) 


>r=5>h+k+r=16 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 68: 
Determine las ecuaciones de las rectas tangentes 
trazadas del punto (6;0) a la circunferencia 


х* + у* = 9. 


3 
A)yc.4--r уана De: r^- 16x 
Bjy - 34-15 n Ue Peto EE 
4 2 4 4 Foco: (450) 
C)2y=3x+15 2у=-3х+7 Para la circunferencia: Centro: (4;0) ^ radio - 8 
D)y-8x—15 =-35+16 > €: (x-4)? «(y-0) = 8° 


Е)4у= 2х+15 4у=- 2х - 15 = €: х? y? -8х-48-0 
RESOLUCIÓN: ВРТА : “A” 


ATHIGONOMETHIAS 
PROBLEMA 70 : 
Dado los vértices del triángulo ABC ;A(6;0) ,B(0;6),C 
(7;7). Hallar las coordenadas del incentro de dicho 
triángulo. 
RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: AC=AC=5/2; АВ-6./2 y M=(3;3) 
* Enel A ABC, por el teorema del incentro: 


Mr 6/2 mL i:I-(x;y) , entonces: 
ATTE AS 8 : 
3 3 

3+=(7) 3+—(7) 
«---б;- A =—8 
+= Ti 
5 5 
х=— A s2 
2 
* Рог lo tanto : |1=(9/2;9/2) 


PROBLEMA 71 : 
Encontrar la ecuación de una cuerda comün a las dos 
circunferencias: C, : x*- y* 4x - бу -12=0 

C, : x^ cy -8x-2y 8-0 
RESOLUCIÓN: 


*Restante las ecuaciones de C, y C, obtenemos la 
ecuación de la cuerda común de las circuferencias , lo 


cual resulta: [x+y+5=0] 
PROBLEMA 72: 
Dadas las ecuaciones: L,: ду +kx+(k+3)=0 
Ту ky+4x+6=0 
Calcular (R+3) de manera que L, y Ё, representan 
la misma recta (R>0). 


RESOLUCIÓN : 
* Si L, y L, representa la misma recta , entonces se 
comple: уз = I 1090 koi 6 


*Pero:(R>0), entonces:k=6 


*por lo tanto : 
PROBLEMA 73: 


La sección transversal de un túnel tiene la forma de 
un arco parabólico, su altura es de 20m y el ancho de 
base ев de 38m. ¿A qué altura tiene un ancho de 18m? 
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RESOLUCIÓN : 


A=(18:0) 


* Según los datos en el gráfico: a*=4p(y - 20) 
* Pero: A є a la parábola , entonces: 


eom =_ 81 
18" =4p(0-20)> р. PS 


* Tambien : С e a la parábola; entonces : 
9d ӨЗІ 20) 


* De donde : £215 

* En consecuencia a 15 m de altura tendrá un ancho 
de 18m. 

PROBLEMA 74: 

Hallar la ecuación de una recta tangente a la 
circunferencia cuya ecuación es: x*-- у + 2х+ dy=15 
y pasa por el punto (1;2). El punto de tangencia es 
(12). 

RESOLUCIÓN: 


Tenemos la ecuación de la circunferencia: 


х?*+у*+2х+4у=15, de lo cual también se obtiene 
(x41)! -(y42)*-20 


* Luego las coordenadas de su centro es: C=(-1;-2) 


*Entonces la pendiente de la recta que pasa por “С” y 
“Т” 05 9 


1 
* La pendiente de la recta L será: ".(2)--1 sm-3 
* En consecuencia su ecuación será: 


PROBLEMA 75: 

Se tiene una parábola de ecuación es; 

Sy! - 5х -18y + 37 = 0 ; si su vértice es el punto 

(h; k) y p es su parámetro, calcule el valor numérico 

de F =12p- 3k +В 

A)-3 B)-2 

RESOLUCIÓN: 
Р:3у!-бх-18у +37=0 


C)2 D)3 E)6 


Completando cuadrados: Р: ( y 3)? = сұх -2) 
Coordenada del vértice : (h ; k) -(2; 3) 


5 5 
Parámetro: а Ра > 12p-3k+h=-2 
- ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 76: 
Se tiene una parábola de ecuación у? = &x ; halle la 
distancia desde un punto de la parábola de abscisa 8 
al foco de la misma (en ш). 


46 B)8 ог 10 E) 12 
RESOLUCIÓN: 
ia (notable de 372153") > D- 10 

RPTA : “D” 


PROBLEMA 77: 

Determine la ecuación de la parábola cuyo eje es 
paralelo al eje X y pasa por los puntos (0 ; 0), (8 ; —4) 
y(3;0) 


А) у? +х+2у=0 В) у? -x-2y=0 
С)у-х+2у=0 Р) у -х+у=0 
Е) у?-х-у = 0 

RESOLUCIÓN: 


Como el eje focal es paralelo al eje “ж” 


>P: y! +ау+Ьх+с=0 
Como: . 


(0;0)єР = 0"+а(0)+5(0)+с=0 => с=0 
(8;-4)e P = 16–4а+85=0.... (а) 
(3;1)eP > 1+а+3Ь = 0............ —— 1:2] 
Resolviendo las ecuaciones (a) ^ ( 8) obtenemos que: 
a=2 л b=-1 
Finalmente la ecuación de la parábola será: 
P: у?+2у-х=0 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 78: 
Determine la ecuación de la parábola con foco en 
(2; 3) y cuya directriz es la recta x = -6. 
A)y'-6x-168y-23-0 B)y'-6x-16y-23-^ 
C)y!-6x-16y +23=0 D)y*- 16x-6y-23=0 
E) у? - 16x – 16y + 23 = 0 
RESOLUCIÓN: 

Xe 


Coordenada del vértice: 
(2;3)+(-6;3) 
ya EC 

2 
También: гр=8 > р=4 = Р: (у–8) =16(x + 2) 


o También: P: у? –16х -6у-23-0 


> v(h; k) -(-2;3) 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 79 : 


Calcule el radio focal del punto P(7 ; y) que pertenece 
a la parábola: у? = 20x. 


А)11 B)12 C)13 D)4123 E)J140 
RESOLUCIÓN: 
EE ұланы Lem 


„Дрим n- [Am P -12 


RPTA : *B" 


PROBLEMA 80: 
Determine la ecuación de la cuerda en la parábola 
Р: х? = 12y , si pasa por el punto M(-2 ; 3) que es el 
punto medio de dicha cuerda, 

Ајх +3у=7 В) Зх+у=5 C)x-3y=-7 
D)2x-y=5 E)3x-y=6 


RESOLUCIÓN: 
vértice : v(0;0) 
PS d 
px T шыла ари Це 
Y 


Рага L: Pendiente: m = 32 3t 
Жа- 4 


Como: (x,591) ^ (xs;y9)e P 


- xj = 13у, (T) 
x3 = 1953 eee I) 


Restamos las ecuaciones (11) ^ (1) 
xj-xp-12(ys- y) 
(xo —x,)( Xo xg)  I2(yo Yy) e „ (2) 


XX; 
Pero: X1**32...2 > x +13 =-4 


" - 1 
En: (a) (x, – 21)(–4) = 12(у; 31) => 5 = === 


ВМХ тін 


es L(y-3)-- $02) = Ш x+3y=7 

ВРТА : “A” 

PROBLEMA 81 : 

Determine la ecuación del arco parabólico formado por 

los cables que soportan un puente colgante, cuando la 

luz es de 82m, la depresión es de 9m y el punto más 

bajo del puente está a 1m del nivel del terreno. 

A)x"+2y+160y-1=0  B)x*-2x+80y-2=0 

C)x*-2x – 160у +1=0 D)x*+2x-y-1=0 

E) 9x* – 1681y + 1681 = 0 


Amplitud o luz del puente 


La ecuación de la parabola sera: x* = 4р(у- 1) 
Como: (41;10) e Parabola 
2 1681 
> 42 =4p(10-1) > —=4p 
Luego: > P: а? = 9-1 


P: 9x? – 1681у + 1681-0 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 82 : 


El vértice del ángulo recto de un triángulo rectángulo 
es el extremo del lado recto de la parábola y*=12x;el 
segundo vértice del triángulo es el vértice de la parábola 
¿Cuál es el tercer vértice del triángulo , si está ubicado 
en el eje X? 


RESOLUCIÓN : 
* Por dato: y*=12x > 4р=12 => р=3 
* es decir: F=(3;0) 


* Del gráfico: LR es el lado recto , en donde Е = (3;n) 
* Pero : п?=12(8) > n2 £6 

* Por relaciones métricas en el К, VRQ:36=(3)(a-3) 
* De donde: a=15 —|Q-(15;0) 

PROBLEMA 83 : 


F RU mU 25-5; 
sea la ecuación de la elipse POM E ¿Qué lugar 


geométrico determina el punto “P”, si ВМ se mueve 
en forma paralela al eje menor? 


А) Hipérbola  B)Circunferencia ^ C)Parábola 
D) Elipse E)Ninguna 
RESOLUCIÓN : 

Y 


2 
* Ecuación de la elipse: 54 p 
* Ecuación de la recta que pasa por PV,;: 
ZW. UM. — за 
х-а жұға Y ry а" 
* Ecuación de la recta que pasa por PM : 


2 
*De()y(ks;m А sy 
“Бі: R= (x у ,) pertenece a la elipse , entonces: 


а? b? a? y? 
> Esta ecuación pertenece a una hiérbola horizontal 


con centro en el origen. En consecuencia , el lugar 
geométrico que determina el punto ““Р” es una 
ГА. 


PROBLEMA 84 : 


Hallar la ecuación de. la circunferencia con centro (3; 
1) y tangente a la recta : x + y + 3-0 


RESOLUCIÓN: 
Y 


Lix+y+3=0 


* Ecuación de la circunferencia de centro 
C-(3;1):(x – 3) (y -1)%=В?......................(1) 


* Reemplazando (2) en (1): 
(Py 


> 
PROBLEMA 85 : 
Sea la parábola: у=ах? +bx+e sabiendo que su vértice 


es el punto v=(2; 3) y que la curva pasa por el origen 
de coordenadas. Hallar: a+b+e. 


RESOLUCIÓN: 


* Los puntos:(0;0),(2;3) y (4:0) pertenecen a la 
parábola de la ecuación 
y=ax*+bx+e, por lo tanto satifacen dicha ecuación. 
Luego: * O=a(0)+b(0)+c 

A A (Д) 


* 3=a.24b.24c 


8-4а%2Б-<с........ӛ4.. ......(0) 
* О=а. 4 +bd+e 

0=1ба +4 c... (3) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos 
3 

9 a- E y 5-3 
* Sumando : atbtoo 
PROBLEMA 86 : 


Hallar el volumen del cono recto cuyo vértice es 
V=(0;/3; 0); cuya base es la región limitada por el 
lugar geométrico : 1*+ y? - 36-0 F 
RESOLUCIÓN : 


* El volumen del cono será : 


ye яхе? x43 > [V=12x V3 


PROBLEMA 87: 


Hallar la ecuación de la perpendicular a la recta 
3y-2x+7=0, que pasa por el punto Р=(2;т) sabiendo 
que “P” є ala parábola y*-2y+2x=0. 


RESOLUCIÓN: 
* Tenemos la ecuación de parábola y?-2y+2x=0, éste 


puede ser también: (у - 1)=2x – E) 


* De lo cual : y «(h;k) => у-(14) y 4р=2 > р-і 


* Además p ga la parábola , entonces: 


m? -2m44-0 => т=2 > Р=(2;2). 


* Pendiente de L, es : т-2 


> (“уь-- 1-п-- Ž (пролёте de la recta L) 


* Luogo: е y-2=|-£)(a-2)>[L: 2548510] 


PROBLEMA 88 : 


ла 


En la elipse eu x. 1 el área del triángulo formado 


por un “lado recto" y los segmentos que unen los 
extremos con el centro de la elipse es: 


RESOLUCIÓN : 


d 


= у? 
Si: 9 +7=150=3yb=2 


* Pero:c?2 a? -5?>c*=9-4>c=V5 


PROBLEMA 89 : 


Hallar la ecuación de la circunferencia sabiendo que 
su centro está en C=(m;n) donde una recta tiene dos 
punto comunes con dicha circunferencia en los puntos 
А=(1;5),В=(4;2) y además la distancia del centro а 
dicha recta es: 34/2 / 2,(n —m-1) y considerar que el 
centro es punto cercano al origen de coordenadas. 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: AB- 3/2 > up 32 


* Pero: cu $8 (dato), entonces: 


2 2 
ge ($2) DE = Без 
2 2 
* Luego: С=(1;2) > т=1 ^ n=2. 


* En consecuencia, la ecuación de la circunferencia 


ps (x -194(y- 2) =? 


PROBLEMA 90: 

Determine la ecuación de la recta tangente a la 
parábola y? — 9x = 0 en el punto (1 ; 3). 
A)2y-x=0  B)2y-3x-3=0 С) 2y + 3х + 1-0 
D)y+x-1=0 Е) 2х – 4y + 3=0 
RESOLUCIÓN: 


Como: (1;3)JeL>3=m+b > b=3-m 
También: Te a la Parábola y a L 


2 
E ЕР = Inia j j] 
Resolver el sistema: t AN ID 


De (ID: 337^ 3 _ „ еп (р: Pm) 
m m 


ahora: my! - 9y + 9(3-m) = 0 
Como: T: único punto de intersección 
> A=0 (Cond. de tang.) 


así: (-9)* -4(m)(9)(3—m)- 0 => 81-36m(3—m) 


(2m-3) -0 > m-$ 


2 
Como: b-3-m = Без 
Finalmente: L: у= 25+3 
ЕРТА : “В” 


PROBLEMA 91 : 

Determine la ecuación de la recta tangente а la 
parábola : у“ – 2x + 2y + 3 = 0, que es perpendicular 
alarecta:2x+y+7=0 


А)х +2у+1=0 — B)x-2y-1-0 
С)х+2у-1=0 О) х+у-1=0 
E)2x-y+1=0 

RESOLUCIÓN: 


vértice: (1;— 1) 


(у+1)? =2(x-1) 


parámetro: і 


L; 2x+y+7=0 
Como L; L L > Го: x-2y+b=0 
Como T e L, ^ Parábola. 


Resolvemos el sistema: 


(9+1)? = 2(x — 1)... (I) 
х= 2у-Ь.............. эбзе бей ОИ 


Reemplazamos (11) en (1) 
у? +2y+1=2(2y-b)-2 
у? -2y+(3+2b)=0 


Como T: es único > А-0 
(2) -4(11(3+2b)=0 = b=-1 
> Lg: x-2y-1=0 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 92 : 
Determine la ecuación del lugar geométrico de los 
puntos de un plano certesiano que equidistan del punto 
(4 ; 10) y dela recta y — 6. 
A) (x - 4)? = 4(y - 8) B) (x + 4)" = 8(y- 8) 
С) (x - 4)? = 8(y - 8) D) (x - 2? 2 8(y- 8) 
E) (x - 4)? = 4(y - 8) 
RESOLUCIÓN: 


= v(4;8) Parámetro: P=2 


vértice: р= 
Luego: P: (x – 4)? = 4(2)(y - 8) 
P: (x - 4)? = 8(y- 8) 


(4:10) + (4:6) 
2 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 93 : 
Determine las coordenadas de los vértices de la elipse. 

х? + 2х +2, -4y = 5 
AM2/2+1;1) (2\/2-1;1) B)(242- 1:1) (-2/2-1;1) 
C)42-1;1) (242-151) D)(2/21:1) (242 +3;1) 
E242 5:1) (242 +7; 1) 
RESOLUCIÓN: 
E-x! + 2х +2у? – 4у =5 


Completamos cuadrados: 


E:(x?42x41)42(y* -2y+1)=5+3 
Е:(х+1)? + 2(у-1)? =8 


(x1) (у-1)? 
Е: = 
(8f 2 4 


Centro: (-1 ;1)eje mayor: За = 4/2 eje menor: 2b= 4 


У,: (-2/2-1;1) 
Va: (2/2-1;1) 


Del gráfico: | 
RPTA : “В” 

PROBLEMA 94 : 

Dada la ecuación de la elipse: 


x? + 16y* 8х + 16y — 12 = 0, halle las coordenadas 
del centro. 


A) (1;-2) B) (4; 1/2) С) (4;-1/2) 
D) (4;-1) E) (4;-2) 

RESOLUCIÓN: 

Tenemos: E :x?+16y? -8х+16у-12=0 
Completamos cuadrados: 


Е: (=? -8х+ 16) +16 +у+1) =12+20 


2 
E:(s- 4f 1e (v2) = 32 


(47 (у+1/2) | 
Е: p NE * Eg 1 
Coordenada del centro: (4 ; -1/2) 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 95 : 
Se tiene una cónica cuya ecuación es 
16x! + y! -224x + 12у + 756 = 0; calcule la distancia 
(en u) que existe desde el punto de mayor ordenada 
de dicha cónica al punto (12 ; -2). 
A)  B)4/97 су)/29 Е)УІ 
RESOLUCIÓN: 
Completamos cuadrados: 
Е: 16(x* - 14x 4+49)+(y? + 12y + 36) 
=- 756+16х49+36 
E:16(x-7) +(y+6)* = 64 


D)6 


қазатын 7 
* Coordenadas del centro: (7; -6) 
* Long. del eje mayor: 2a = 16 

* Long. del eje menor: 2b — 4 


Graficamos: E 


Del gráfico, el punto de mayor ordenada es: V,(7 ; 2) 
Luego: У,(7;2) 


d 
d: Distancia pedida. (122) 
asid = 4(12-7)* +(-2– 2)" 
d-45*«4* => d=J41 
ВРТА : "E" 


PROBLEMA 96 : 

Determine la ecuación de la elipse con centro en el 
origen, eje focal en el eje Y, y que pase por el punto 
P(3;-248) y la relación del lado recto con la 
semidistancia focal sea 3. 
А) 27x* + 36у? = 972 

С) 27y* + 36x* = 972 

E) 5x? + 7y* = 120 
RESOLUCIÓN: 

De acuerdo a la condición : 


В) 18x* + ду" = 972 
D) 18x* + 9y? = 972 


Y 


JXGEOMETRIA ANALITICA ESCALAR 5 [saec (n &—^ EDrrommar калио) 


b a Conocemos: 


Por condición : Ladorecto _ y c 


5-2--3 203-900 ви b 


c 
Pero: 6 - a? с? Reemplazamos: Como: a=2 ; b-1 >0c=v3 
Maa) da € 901 — Зар - 2c? 20 Separamos el triángulo ОҒ,Е, para el cálculo de "0", 


2a c 0 1 
| 2-43 


a -2c F, 
(2а+с)(а-2с)=0 => a-2c 2 
+) 0 
Luego: a=2k b-J/S3k c-k 
2 2 
Ahora la ecuación sera: E ; = _+ У -7 
зк? 4k? 
Como: (3;-246) e E evaluamos: 48 
9 24 3 6 
3k* akt CP up к=3 
5792 Е, 
Finalmente: Е:%%%- ЕЕ Тап15%-2-/8 
ЕРТА : “С” Соё15°= 2 + 43 
PROBLEMA 97 : 
< => Del gráfico: 0 = 60° 

Determine el menor ángulo con que se observe desde RPTA : “D” 
el origen del segmento que une los focos de la elipse. PROBLEMA 98: 

Е:4х? +у? -8х+4у+4=0 Determine la ecuación de una hipérbola cuyos focos 
A) 15° B) 30° C)45  D)60 Е) 75° son (-2 ; 6) y (8 ; 6), siendo la longitud del eje 
RESOLUCIÓN: conjugado igual a 8и. 

E:4dx? 4 y? -8x 4 4y 44-0 year _(›-6Ў _, gj 5-8 -G-8P , 
Completamos cuadrados: 3 4 15 г. 9. > 25 4 
E:4(x*-2x+1)+(y* +4y+4)=4 с/5-8) DO =1 pj 72 Cu => 

1 2] 


: 2 2 (a? +27 _ 2 2 
Е:Жх—1) +(у+2) =4 >> E: 1 repre gp) 5-2) _ (у-6) za 


Centro: (1;-2) Longitud del eje mayor: 2a = 4 9 16 


Longitud del eje menor: 2b = 2 Корсе ү ИЕ 
X Condiciones: 


* Foco: F,(-2;6) ^ Е,(8;6) 
* Long. del eje conjugado: 2b=8 > b=4 
Y 


Centro: (8 ;6) 
Distancia Focal: 2C=10 
Long. del eje conjugado: 2b 


Tenemos: 


Conocemos: 


Asi la ecuación de la Hipérbola será: 
(x-h) (y-k) _ 
A A 1 


Donde: (h; k) =(3;6)>H: 22-22-22 =1 


H: 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 99 : 


Determine la ecuación de la hipérbola con vértices 
(8:0) y (3 ; 0) y el lado recto mide 24u. 


y А х? y 
Sea la ecuación de la hipérbola: H PPP 1 
Del grafico: 
* Distancia focal: 2C 
* Condición: Lado recto (L.R) = 24 


2% y 
> 
Como: a=3 = 2 => b=6 


Finalmente: 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 100 : 
Una hipérbola H tiene por ecuación: 

4x! - 9у? +16x -54y - 101 =0 
Calcule la longitud de su lado recto. 


2 5 8 11 14 
AS B) 3 C) 3 D) EI E) E 
RESOLUCIÓN: 

Tenemos: 4x* - Әу! --16x – 54у – 101 =0 
Completamos cuadrados: 


H:4(x! dx 4 4)-9(y* +6y+9)=101+ 16-81 
H:4(x+2) -9(у+3) = 36 


2 2 
мен: ЖЕР (УЗ y Dela ecuación 


tenemos: 
* Centro: (-2;-3) 
* Long. del eje transverso: 2a — 6 
* Long. del eje conjugado: 25 = 4 
2b* 


a 


Conocemos: Long. del lado recto(L.R) : 


2 
LR AER) ES 
3 3 
ВРТА : “С” 
PROBLEMA 101 : 


Los vértices de una hipérbola son los puntos (2; 0) y 
(2 ; 0) y sus focos son los puntos (3 ; 0) у (-3 ; 0). 
Halle la excentricidad de la hipérbola y la longitud de 
su eje conjugado. 


A)1,1; 245 В)1,1;/5 C)1,3; 4/5 
D)1,4: 5 E)1,5; 2/5 
RESOLUCIÓN: 


Del grafico tenemos: AJx+4/2y-5=0 ;x-5-0 
В)х+у+1=0 ¡x-1=0 
C)x4243y 43-0 ¡x+5=0 
D)x+4/56y+10=0 ;х-10=0 
E)x-4/5y+10=0 ;х+10=0 


Asi: RESOLUCIÓN: 


* e: excentricidad e= > ¿e 
a 2 


* Long. del eje conjugado: 2b => 2b = 2/5 
PROBLEMA 102: 

Determine la ecuación de la hipérbola que pasa por 
los puntos (3 ;-2) y (7; 6), además tiene su centro en 
el origen y su eje transverso coincide con el eje X. 


А) 4x! - 5y? = 16 B)4y!-5x* = 16 
С) 5x*- 4y? = 16 D) бх? – 4y* =16 
E) 5x*- 4y* =8 
RESOLUCIÓN: бу кесе 
Graficamos de acuerdo a la condición: De la ecuación: pg ;* Y 1 ы 
Y 80 20 b? = 20 
Conocemos: 
с 
b 
a 


=> e? =а? + > c*-100 > с-10 


х2 у? 
Ecuación де la Hipérbole: H : = - == 1 
а“ b 


2 
Сото: (7;6)eH = 75- y A) 
A 
(3;-2)єН > Su p XE) 
Resolviendo las ecuaciones (I) ^ (1) 
a=2 a b= = 
Уз 
2 

> Hi pei > H:4x*-5y!-16 


ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 103: 


Se da el punto M=(10;-J5)en la hipérbola 
2 


е nea de Me rodas: 


en а están los radios focales del punto М. 


(10;-48) 


(ATRIGONOMETEIAS —— 0  — — — [3889] — LA ENCICLOPEDIA 3013) 


=) 


Pendiente: EL >L; [S (x+10) 


11-Е (x+10)>L,:x+4/5y+10=0 
4 5 КРТА : “D” 
PROBLEMA 104: 


Determine la ecuación de la hipérbola que tiene su 
centro en el origen, un vértice en (6 ; 0) y por una de 


sus asíntotas las rectas 4x — Зу = 0. 


2 2 


Aya 
64 91 


C) 


ГАН 


Ecuación de las rectas asintotas: 
L,:4x-3y=0 = L,:4x+3y=0 
Asi: 
Ecuación de la Hipérbola: Н : (4x – Зу)(4х + Зу) = k 
H:16x*-9y* =k 
Ahora, como V(6;0) e H evaluamos. 


16х6° –9(0) = = k=16x36 
2 2 
Asi: Н :16x? — 95? =16x36> H : 3 -G=1 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 105; 
El punto de mayor ordenada y de mayor abscisa de la 
elipse cuya ecuación es 9x*+4y? – 36x – 24у + 36 = 0 
forman una región triangular con el punto P(7 ; 8); 
calcule (en u*) el área de dicha región triangular. 
А) 7,2 B) 7,5 C)85 D)9,0 E) 9,5 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: E : 9x? + 4y? – 36x- 24y+36=0 
Completamos cuadrados 

E: Qx” -4х+4)+4(у° -6y+9)=36 

Е:%(х-2) «4(y- 3) =36 

„(х-2# (y-3P _ 
E: TI AC em =1 


* Centro: (2; 3) 
* Longitud del eje mayor: 2a = 6 
* Longitud del eje menor: 2b = 4 


(7;8) 


Calculo del área de la región sombreada (Por 
coordenadas). 


24 
21 72 $s 32 g. 80-61 5-19 
164-2. 42 A c uc 
61 80 

E ЕРТА : “E” 


PROBLEMA 106 : 


El arco de un túnel es de forma semielíptica tiene un 
ancho en la parte mas baja de 16m y una altura en el 
centro de бт. ¿Qué ancho tiene el túnel a la mitad de 
su altura ? 

А)4/3 — B)8/3 


C)543  D)e43 Е)7/3 
RESOLUCIÓN: Y 


В 2. x? y : 
Ecuación de la elipse: E "er 387 1 Sepide L: ? 
Ahora como P (5 ; 3) € E evaluamos. 


G) 

2 2 

E ,3--1 > 1,-8У8 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 107 : 
Una elipse cuyos focos son puntos de trisección del eje 
mayor, tiene su centro en el origen de un sistema 
rectangular y como directriz la recta x- 9 = 0. Halle 
la longitud del eje menor. 
AN2  B)2/2  C)442 
RESOLUCIÓN: y 


2)8/2 Е)1242 


х=9 


2 
Ecuación de la Elipse: E LI т =1 
Сото: 
а, b Además 
^ AE БРЖЕ 
с=Е 
с 

Conocemos también: 4 
Distancia del centro a la recta directriz: D=- 


c 
(Sk 
k 


> Longitud del eje menor: 26 = 4/2 


Reemplazamos: 9 = ===1 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 108 : 


Halle el valor de la constante k de modo que la 


distancia entre las directrices de la elipse 
= у? 
14-Е = 5-Е 
Ы В) 6 
RESOLUCIÓN: 


71 sea 16. 


C)-8 D) -10 E) -12 


Donde: a*=14-k ; b*= 
Como: а? =b? +e? 
Por condición: 

Distancia entre las directrices =16 


5-k 


э е*=9 > е=3 


2 
> ($) S АПАЕ) 6 10 

с 3 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 109: 
Si A(a ; dud ie B(b; 2) son puntos de la hipérbola de 
ecuación 4у? + 8y – 16 = 0 у de centro (h ; №); 
calcule el valor numérico de la expresión 
Е = 6(a* + b*)*h - №. 


A) 85 B) 87 С)89  D)95 E) 97 
RESOLUCIÓN: 

H:3x! -4y! + 8y- 16-0 
Completamos cuadrados: 


H:3x? -4(y? -2y41)- 16-4 
Н:3х? -4(y-1) = 


y? МЕ 
Hi 3 =1 centro :(0;1) 
Por condición: (h; Е) = (0;1) 
También: 


*A(a;3)e Н = За? —4(3)* +8(3)-16=0 


402)? +8(2)-16=0 
16 
X 


*B(b;2)e Н >8b* – 
28 = 
Finalmente; se pide: 
Е=6(а?+5? 28, 16 
(a^ b^ )*h-k- F-6| — q %0-1->Е-87 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 110: 
Si Q es el punto que representa el centro de la cónica 
de la ecuación 4х? – Әу? — 16x +18y - 29 = 0; 
determine la ecuación de la recta que pasa por el punto 
Q y de pendiente 3/4. 
В) 3х +4y-2=0 
D)3x-4y+2=0 
E)4x-3y 42-0 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: Н : 4x? – ду" – 16x +18y - 29 = 0 
Completamos cuadrados: 
Н :d(x* -4x &4)-9(* -2y+1)=29+16-9 
Н :4(x-2)* -9(y-1)* = 36 
(х2)? (у-1) 
9 4 
Donde: Coordenada del centro: (2 ; 1) 
Se pide; la ecuación de “L” 


Luego: Н: =1 


ATRIGONOMETRIA A 


Pendiente de L = 3 
Punto de paso: Q(2;1) 


Condición: 


Asi:L: y- 1-5 (s - 2) Ordenando: L:3x-4y-2=0 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 111 : 


Determine la ecuación de la hipérbola que pasa por el 
punto (2; 3), tiene su centro en el origen y una de sus 
asíntotas es la recta 2y- /7x — 0. 


А) 4x*- 7y! = 64 B)4y!- 7x? = 64 
С) 4x*- 7y! = 8 D) 4y*-7x* = 8 
E) 4y* - Tx? = 16 

RESOLUCIÓN: 


L,:2y -J7x=0 
І,:2у+4/7х=0 


Ecuación de las rectas asíntotas: 
L,:2y-47x -0 ^ L,:2y447x -0 
Asi la ecuación de la hipérbola sera: 
H:(2y-7x)(2y-7x)- kh H:dy! -7x3? =k 
Como (2;3) e H evaluamos: 
43) –7(2) =k > k=8> H:4y? -7x7 -8 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 112: 
Determine la ecuación de la hipérbola cuyos focos son 
(7; 3) y (-1; 3) y su eje transverso es 4. 
А) 5x? – dy? + 40x + 24y + 24 = 0 
В) 4x! — By! + 40x + 24y + 24 = 0 
С) 5x* + 4y* – 40x + 24у -24 =0 
D) 4x* + 5y* + 40х – 24y + 24 = 0 
Е) 4x* — 4y? + 40x + 24y- 24 = 0 
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RESOLUCIÓN: Y 


Tenemos: 
Ecuación de la Hipérbola: Н: e = o =1 
Centro:(-4;8)=(h;k) 
Del gráfico: 4 Dis tan cia Focal: 2C=6 
Long.del eje transverso: 2a=4 
Conocemos: 


Luego: q (214% (9-34 | 


> Н:5х? – 4у? +40х+ 24у+24=0 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 113 : 


Un satélite y tiene la trayectoria como se indica en el 
gráfico. Halle la tangente del ángulo canónico, 
generado por el satélite, al desplazarse de A hasta B. 


Sea g el ángulo en posición normal o canónico cuando 
el satélite pasa por B. 


El punto B pertenece a la curva (elipse) de ecuación: 


E 977,4 


Como B e al ПС эу=®® 
M 23 


*Por difinición de las В.Т. de ángulos en posición 


RPTA : 


“с” 


[27] Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponde: 

I) (2;0) ПС 

П)(0;8)е Eje de Ordenadas 

III) (8;0) e Eje de Abscisas 

AJVVV B)FVV C)VFV | D)FFV E)FFF 
(63) ¿Qué punto está más alejado del origen del sistema 
cartesiano? 

А)(1; 0) B)(2;3) С)(-2;3) D)(3;4)  E)(5;1) 
@ Ubicar los puntos A(3 ; 4), B(5 ; 0) y C(0 ; 0) 

e indicar que triángulo es: 


A)Rectángulo B)Equilátero C)Isósceles 
D)Escaleno E)Rectángulo Isósceles. 


69 Si el punto medio del segmento cuyos extremos 


son: A(3;5) y B(x; y) es M(-1; 2). Determinar: x + y. 


A)6 B)-6 C)-4 D)4 E)5 
(69 Determinar la distancia del punto A-(1;- 2) al 
punto B=(4;2). 

А) B)12 C)13 рм E)8 


(99) Señale la suma de las coordenadas del punto medio 
del segmento AB, del problema anterior. 
А)1,5 В)2,5 С)-1,5 D)-2,5 
(62) El punto (-3 ; 0) pertenece а: 

AJIC вис сис D)IVC 

(ӨЗ Determinar el punto 6%; 8) еп: 


E)N.A. 


E)Eje x 


AE A 

B)D B 

с)с > 

D) A 

E) B c 
D 


(9 Determinar la distancia entre los puntos 
A(1;3)y B(-2;- 4). 
A57  BM58 C)48 DWG EXIT 
(Determinar la distancia entre los puntos 
A(-3; 0) y B(4; 7). 


А)7 C)7/2 | 0)7/83 Е)7/5 


(£3) Determinar el punto medio del segmento AB, si: 
A(2; 4) у B(- 8;— 6). 

А)-1;-3) В/(1;3) C)($;1) D)C-3;-1) EJ(-3;0) 
(2)Determinar el punto medio del segmento AB, si: 
A(0; 4) y B(6;-2). 

AM3; 1) B)(1;3) C)(6;2) D)4;-2) Е)(3;-1) 
(358i el punto medio del segmento АВ es M(-1;-2) y 
ај Determinar la suma de coordenadas del punto 
A)13 B)-12 C)-13 D)-26 Е)12 
@ Si los vértices de un cuadrado son А(1; 1) y B(5; 
4) , Determinar el perímetro del cuadrado. 

A) B)10 С)15 Dj20 

(42) Si los vértices opuestos de un cuadrado son 


(3 ; -2) y (4; 3), Determinar el área de esta región 
cuadrangular. 


B)14 


Е)25 


Аутар? В)37 С)54 D)27 E)47 
@ Si dos vértices de un triángulo equilátero son 


ATRIGONOMETERIA A 
А(-1;-3) у В(4; 2). Determinar el perímetro del 
triángulo. 

Алојг BIN? ©1542 0)16/2 E182 
(DDeterminar el área de un triángulo equilátero 
cuyos dos vértices son A(2;3) y B(-5;-1). 
aus BEI 0258 руба 188 


gg Lees DS 
(43) Si los vértices de un triángulo son 
Ай; 3), B(-3;-4) y C(2; 7) Determinar el mayor lado. 
Aes В),17 C146 _ р)/186 Е)/127 


(f3)Determinar “b”, si la distancia entre los puntos 
А(7; 2) у B(3;b) es 5. 

А)56-1 B)165 С)5б1 р)164  E)4ó-1 
(60) Determinar “х”, si Р(х; у+2) equidista de 
(-4;-6) y (6; 8). 

AJO Вл D)4 E)-1 


Ш\ЙД РД DIRIGIDA) 


(а práctica de un punto M excede en una unidad a 
su abcisa, M equidista de los puntos A(2;1) y B(-6;5). 
Halle las coordenadas del punto M. 

4)(6;-5) В)(2;-1) C)(1;2) р)(-3;-2) E)(3;4) 
(El punto medio de AB es P(-7;2). La abcisa de A 
es 5 y la ordenada de B es -9 la ordenada de А menos 
la abcisa de B es: 

4)6 B)-32 C)s2 р)-6 Е)13 
ӨЗ Пе la figura, calcule las coordenadas de L si: 


ко=6/2;1=(1:9) 
Yi 1 


c)2 


o] 


A) (4; 4) 
B) (5; 2) 
С) (11; 3) 
“D) (2; 5) 
E) (3; 11) - 
9 E 
бЭЕ! segmento que une los puntos Q(-1; 2) y R 
(3; -1) se extiende de R hasta P de tal manera que 


IQP|-3|QR|. Hallelas coordenadas de P. 
A) (10; -3) B) (11; -7) C) (9; -2) 
D) (11; -6) E) (9; -7) 


(E) Los vértices de un triángulo tienen como 
coordenadas A(-7; -2), В(1, 4) y C(5; -1). Halle la 
longitud de la mediana trazada desde C. 
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Ајви  H)2/17u С)4/8ш П)8/2и 
Ф En la figura, calcule el valor de a: 


E)64u 


4)2 Ж 
B) 3 

C) 4 Lı 
D) 5 
E) 6 


а) 


(а+8;0) 
x 


Calcule el valor de n, si la distancia del punto A al 
punto B es de би. Siendo : 
A=(m+3;3n +1) у B-(m-2;2n) 
A)-2 В)-3 C)-4 D)-1 E)0 
(3) Halle la ecuación de la recta mediatriz del segmento 
que los ejes coordenados determinan en la recta 6x 
+ 3y- 16 = 0. 
A)5x-3y 48-0 
С) бх + Зу-8=0 
Е) 3x-5y+8=0 


В) Зх + 5y-8 = 0 
D)5x-3y-8=0 


(69) Encuentre el valor de a + b, si L, y L, son 
paralelas y L, pasa por el punto A(2; 1). 
Грах фу-3=0 
Ly bx +бу-7=0 
3 5 6 7 


4 a 3 


(Ел el gráfico mostrado, halle el área máxima de la 
región triangular sombreada. 


1 
El 
25 


(O) En la figura, calcule el mínimo valor del área de la 
región sombreada. Y 


А) 2 и? 

В) Зи* 

С) 2,75 u* 
D) 2,5 и? 
E) 2,25 u* 


@ Calcule el máximo valor де la región triangular 
cuyos vértices son: (0; n) ;(1;4);(n;1) 


А) 1,2 u? В) 18и" C)2,2u* D)2u* E)15u* 
(O)Para qué valor de k (positivo) en la ecuación de la 
recta kx — y + б = 0 la distancia de P(3; б) a la recta 


obtenida es igual a —— Mt 


А) 1 B)2 C) 3 D)4 Е) 5 
(3)Halle el área de la región triangular que tiene 
como vértice a los puntos A(4;-3) , B(-8;2) y 
С(4; 11) 

А) 36 и’ В)48и* С) 54иї  D)63u*  E)48u* 
((3)Determine el baricentro del triángulo MNP y el 
área de la región sombreada. 


x 
C) (6; 6) y 2 


А) (6; 8) y 2 и? В) (6; 6) y Зи" 


D) (8; 6) y 3u* E) (8; 8) уби? 

495: la recta (h*4+3)x+(k-1)y-7=0 ев 
perpendicular a la recta : х+2у+13=0. Halle el valor 
de3k-1 

4)2 B) 3 С) -3 D) -4 E) -1 
@Una recta tiene un ángulo de inclinación de 136? y 
pasa por el punto A(1; 1). Siel punto B(3; k) pertenece 
a dicha recta, el valor de Ё es. 
A) 1 Bs С)-1 

(£3) Dadas las rectas : 

3: 2x4 Gy 1-0 ^8 ,: 3x4 y -2=0 AL g: ax-2ay« 2-0 
Halle el valor de “a” para que £,%,y d, sean 


D)-3 E)2 


32 16 
3 16 2-35 Di E-i 
(DEl área де la región triangular destinada porla 
recta L: 2x y -1=0 y los ejes coordenados ев: 
A)2u* В) 12и? C)l/4u* D)4u* Е) 16и? 
© Halle el área de la región triangular determinada 
por las rectas de ecuaciones. 

Lix-y=0; Ly у-4=0; Ly2x-y=0 


A)2u* B)4u* С) Зи? D)5u* Е) 10и* 


TERCERAMERAGTCANORIGIDA 


(бђрадо dos vértices consecutivos de un cuadrado 
A(3;-7) y B(-1;4), calcule su área. 

A)127u* B)1374* C)147p* П)81Ш% E)1004* 
Señale las coordenadas del punto “P” ubicado en 
el eje de abcisas que equidista de А (155) y B (7;3) 


аю) mo) одао) also) в) 
(ӨЭЕп un triángulo ABC , los vértices son A(3;-1)B(1;5) 


y C(-1;-3). Calcule la longitud de la mediana relativa 
al lado BC. 


АМБ В  C)NS DWNIS ENIS 


Si tres vértices consecutivos de un paralelogramo 
son A(-1;1), В(1;6) y C(9;7). Halle la suma de 
coordenadas del cuarto vértice “D” opuesto a B. 
А)5 В)96 С)9 D)10 E)12 

Sea traza un segmento desde A(1;1)hasta B(3;5) . 

ta qué punto “C”será necesario prolongarlo para 
que АС... EC? (Señale la suma de coordenadas de C") 


a Y C)42 D)23 E)27 
ФЕл un triángulo ABC se sabe que A(3;5) y el 
baricentro es G(1;-3).Hallar la suma de coordenadas 
del punto medio de BC. 

А)-3 В)-5 С)-7 D)5 E)7 
(6) Пе esquema mostrado, determine las coordenadas 


del punto M. Si : ABCD es un paralelogramo 


АҚ-Ы; ) В)(-6;5) “ЕС D)(-6;4) E)(-6:7) 


ӨӘ5е tiene el triángulo formado por los vértices 
A(1;9), B(6;8) y C(-2;4), calcule la superficie del 
triángulo 


Ај85џ“  B)98,? Сар  D)244% ВМО 


@ Si А(-1;8) , B(3;1) y С(8;4), calcule el seno del 
ángulo CAB. 
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0 Hi 1 i 1 - 
d вуМ0 c): ру? Б) 2 alle el máximo valor de 
> Cosa Cosf Cos Cos ........ 
@ Del gráfico, halle: S,- S, 5 5 8 
ч n 
(5;8) A)Cosnó Вов. С)Соз"5 DinCos E)Cos = 
00: (@Ә5еа ABC, un triángulo equilátero de lado 
"2" Determine el máximo valor de : 
t3: 1 
G= (Sena.Senf .Seng)? 
16; 2) 


А)10и? В)10,5и? С)-6и? D)11,54* E)I2, 


(OSabiendo que x e [-2; 3]asume el mayor valor de 
“А” con el menor valor “В”, Si además: 


(13) Si ges un ángulo agudo, tal que: 3 < 2Тапб+1<7 


x сез Сог0+2 
Señale la variación de : G= Coll 


ali ӨТЕ 52: ГЕ АПТЕ 


(Sabiendo que: x e (-2; 3] intersecta las variaciones 
de: R=5+3x ; С=6-2х 


А)-1;9) B)-2;5) C)(-3;7) D)(-1:6) 


Е)(-1;5) 
(13) Sabiendo que: хє(-4; 7] señale la variación de: 


2 
Sd E 5) Ж Es 1] с ra = NTE) (s 5) 
(Sabiendo quex e (-2;- олды el intervalo de: 


PUE 


alya) (ars) ағ) mrs) ms) 


(O)Determinar el mayor valor que adopta: 


M=3+8x-x? ; xe R 
AJ13 B)16 С)19 D)21 E)7 
(28e tiene “п” variables que se cumplen con: 
(TE ymmo 52 
Cuya suma без constante, es decir: 
a+Pr0+p+ Ass 


248 
6/абе 
@En un triángulo ABC de área igual a “S” y 


т “АВС = В ¡halle el valor mínimo de la suma de los 
lados AB--BC 


ЕА 
аас Vs Tabo m 


eS 278 #42 


А) B) 


28 25 
^l; в) 74 ELE ЕЛ? Б 
€DSi:Tanx + Tany=1 
Calcule el máximo valor de Tan (x + y) 
3 4 1 7 13 
4) В) С) р) = Е) 


ED Obtener el ángulo x, para el cual el segmento PQ, 
tenga longitud mínima. 


B)ArcTan/Tanó 
D)ArcTan(2Tan0) 


A)ArcTan/Tanó 
С)АғсТап3/Со10 
Е)АғсТап-/Со10 
ЕЗЕп el gráfico adjunto , se tiene las rectas L; y Ly 
que se intersectan en el punto P(a ; b) y determinan 
con los ejes “ж” e “y” un cuadrilátero de perímetro 
mínimo. Senale dicho perímetro 


x 


Аја) — BXYJa-Jb) Cja+brab 
Рја+ђ+ Јађ EJa+b-—Jab 


ЗА partir del gráfico, hallar el menor valor de: 


M=Cot*a+Cot*0 «Сор 


7 13 7 2 
A) 4 B) 7 с) 3 D) 7 E)— 
@Hallar el mínimo valor de: Е=х+у+= 

13, 
4 
A) /1956+103/3  B)/295+168/3 С)21 
D)25 E) ү185+108/3 
(E) Señale el menor valor de la expresión: 
W)Sen*x +Cos*x 

А)2° B)2* С)? р)? Ej2* 


(E) Sabiendo que: 8*« a < 15° Señale los valores de: 
W=48Tan*0+5 


A)(21;32) 
D)(19;32) 


B)(17;19) 
E)(13; 25) 


С)(19;36) 


(2 Dados los puntos А(1;3) y B(5;-1), halle la suma 
de coordenadas del punto “Р” ubicado en el eje “х” 
tal que: “AP-PB” sea máximo 

AJ3 В)5 С)7 рин Е)9 
Э Dados los puntos A(1;3) y B(9;9). Hallar la suma 
de coordenadas de un punto “Р” de ordenada mínima 
, de donde se divise el segmento AB bajo un ángulo 
recto. 

4)5 B)6 С)7 D)8 E)12 
@ Determinar el radio de la circuferencia inscrita al 
cuadrilátero ABCD, donde: 


19. _19. .20. 4 
ТЕЗ? 5:1) e( з! 2) 
y D(12;- 12) y 
8, 
x 
AN29 Вз с)47  D)ló5 ЕЗ 


(ШДЕЛД РВД Л УЕ! БЇД 


632 Cuál es la ecuación de la circunferencia con centro 
en C(1;-2) y radio igual a 2? 
А)х?+у?- 2х - 4у+1=0 
С)х*+у?+2х - 4у+1=0 
Ejat+y*+x— 2у+1=0 


63: Cuál es la ecuación de la circunferencia соп centro 
en C(2;3) y que pasa por P(1;-1)? 

А)х? +y- 4x - 6y - 4-0 В)? + y'-2x - 3y-3=0 
С)х?+у?- 2x43y 1-0 Р)? + y +4x+6y=0 
Е)ҳ?+у?- 3x-2y -1=0 

(Halle la ecuación de la circunferencia canónica, 
tangente а la recta: L: 2x - 3y+=0 
А)х?+у?=18 at 
ризу-% 0 қызуы 
(Dada la circunferencia: £ : х®+ у? -8x+6y-1=0 


В)х?+у?- 2х+4у+1=0 
Djx*+y*+2x+4y+1=0 


С)х?+у?=26 


Halle la ecuación de otra concéntrica a ella ‚ de radio V5 . 
Aja*+y*-8x+6y+10=0 Bja*+y*"-8Bx+6y+20=0 
Cja*+y*-8x+6y+5=0 D)jx"+y*-8x+6y+15=0 
Ejx*4y*-8x+6y-15=0 
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(3) Halle la ecuación de la recta tangente а la 
circunferencia cuya ecuación es: 

Li d+ y 4204 4y 1520 
Y pasa por el punto de tangencia (1 ; 2) 


А)х+2у+б=0 В)х+2у-б=0 С)х-2у+7=0 
D)x-2y -7=0 Е)х+2у - 6-0 


(49) En el gráfico mostrado, “F” ев el foco de la parábola 


En es la directríz. 
Calcular el área de la región sombreada. 


A)20u*  B)30u*  C)40u*  D)50u* E)80u? 


¡Calcule el radio focal del punto “М” dela parábola: 
у 720x, si la abscisa el punto “М” es igual a 7. 


А)9 В)10 C)12 D)13 E)15 
(69 Dada la ecuación de la parábola: 
Р: х? - 2х- 8у+33=0 
Halle la ecuación де la directríz. 
А)у=1  B)y-2  C)y-4  Djx=1  E)x-2 


Según la figura, “V” es el vértice, LO=2 y VO=4. 
Halle la ecuación de la parábola. 


Aj(x-2)*—4y 
D)(x-4)*=4y 


(O Calcule el área de al región triangular cuyos 


vértices son los extremos del lado recto y el vértice de 
la parábola cuya ecuación es: P: у’ - 4у – 4x+8=0 


A)2u? B)3u* С)4и? Р)би? Е)ви? 


(O) Obtenga la ecuación cartesiana de la elipse cuyos 
focos son: F,(3;0) y F,(-3;0) y cuyos vértices son : 


B)(x-4)*=6y 
E)(x-4)*=8y 


C)íx-2)*=8y 


V,(5;0) у У, (-5;0). 
х? a a? T x* £e 
A16 B). ect Chat 9" 
sto gioca a 
) 76" >”. Е) + 16 1 


(13) Halle la ecuación de la elipse con centro en el origen 
, focos en el eje x, la longtud del eje mayor es igual a 3 
veces la longitud del eje menor y que pase por el punto 


P3; 3). DAS z 
E 243 = У = 

А)10*90 1 В) 9710 1 С) +10 1 
ж, ы Й 

Ds! E510! 

АЭПада la elipse: 


£: 25x? 16y^ 100x – 96y – 156 =0 
Senale la suma de coordenadas de su centro. 
AJ5 B) С)2 D)7 E)8 
((3)Dada la elipse : 7 : 8х?+9у?+24х – 12y+10 =0, 
halle su excentricidad: 


т вт 
9 


17 413 
rm 787 


1 ? 
B) с); D) 3 Е) 
(3) En la elipse:3x*+4y”=48 , hallar el área де la región 
triangular formada por un lado recto y los segmentos que 
unen los extremos al vértice opuesto de la elipse. 

A)jiSu? B)36u?  C)9u?  D)20u?  E)10u* 
АФГада la hipérbola: Н: 4у!-16х7- 48x – 4y+1=0 


Señale las coordenadas de su centro. 
274 O6 S 
20-12) (353) C)(-1;3) D)(-2;3) EN 4;1) 


(£2) Hallar la ecuación de una hipérbola cuyos focos 
son(0; -2) y (0; 2)además cada uno de sus lados rectos 
miden 6. 


2 2 2 
= yis Ey E E 
A) 4 уѓ=1 В) 3 уѓ=1 Сју 4 1 
2 2 

ру - 22 2:2. 
Ју =1 Е) 473 =1 


@®НапПаг la ecuación де la gráfica que se muetra еп 
al figura , P y Q son los focos. 
У 


AGE 
AJy-4x*=16 B)4x*-y*=16 
DJ9y*-16x*=144  E)y'-9x!-9 
(3 Hallar la ecuación del lugar geométrico de todos 
los puntos cuya diferencia de distancias, en valor 
absoluto, a los puntos F,(0;3) y F,(0;-3) sea siempre 
iguala 4. 

А)5у?-4х2=20 — BJ5y?-3x*=15 
D)3y'-5x*-15 Е)5у:-9х*=45 
€) Halle la ecuación de la recta de “L”, si “F” es foco 
de la hipérbola. 


C)18y'-9x'-144 


C)4y'-6x*-20 


А)4х-Зу-20 
D)5x+3y=15 
Ві: А(-3; 4) ; B(4; 6) y C(1;- 4) son los vértices 
de un triángulo , encontrar las coordenadas del 
cireuncentro del triángulo. 

А)(1;1) В)(1;-1) C)2;1) D)C3;-1) E)(-1;-1) 


@E! cable del puente colgante de la figura tiene la 
forma de una parábola . Las dos torres se encuentran 
auna distancia de 150m entre sí y los puntos de soporte 
del cable en las torres se hallan 22m sobre la calzada; 
Además el punto más bajo del cable se encuentra a 
7m sobre dicha calzasa. Hallar sobre la calzada, la 
distancia de un punto del cable que se encuentre абл 
de una de las torres. 


В)4х+3у=20 
Е)6х+5у=30 


C)3x+4y=15 


A)16 C)16,6 D)14 E)14,6 
© El foco de una parábola es el punto A(4;0) y un 
punto sobre la parábola es el punto P(2;2). 
Entonces la distancia del punto “P”a la región 
directriz de la parábola. 


AP вез ON 


B)15,6 


D)243 ЕМ? 


@ Hallar en el primer cuadrante el área de la región 
no convexa, de una sola pieza, limitada por las curvas 
(a>0). 

С,:жх?+у?=(4а)? 

Сз: у=-2х+4а 


Сз :у=2х-4а 

С,:у=- 2х+8а 

Aj8ra*-2a?  Bji6xa*-6a*  C)i2xa*-5a* 
D)4xa!-6a* | Е)16ха?-ба? 


(ЕЭ Dados los siguientes puntos A=(0;0) ; В=(5;0) ; 


Е=(5;7) ; S=(12;8). Sabiendo que el segmento RS 
es la diagonal de un cuadrado. Hallar un punto P 
en el perímetro de dicho cuadrado para que el 
triángulo ABP tenga área máxima. ¿Cuál es el área 
máxima ? 


А)22,5 В)17,5 C)48,0 D)2,54151,25 Е)27,5 

8) Dado el punto М=(2;4) y la circunferencia 
C:(x-2)  (y-4)* 225, 

determinar el área del triángulo cuyos vértices son М 


y las intersecciones de C con el eje abcisas. 
AJ8 B)9 C)10 D)11 E)12 


© Determine la ecuación de la recta ortogonal a la 
cuerda común de las circunferencias. 


Cux*+y*+8y=64 
Суд? y-6x-16 


3 3 3 
А)у--- =—х- Ede = 
Jy 4174 B)y 7 4 Cyr 1) 


Diy-4-- x1) E)yedo x 


CLAVES DE LA TERCERA PRACTICA) 


RESUMEN DE GEOMETRIA ANALITICA 


En esta repasaremos las relaciones establecidas entre las 
coordendas rectangulares del punto al describir un determinado 
lugar geométrico en el plano cartesiano. Estas relaciones se 
expresan mediante fórmulas, a las cuales se les denomina 
ecuación del lugar geométrico. Entiéndase como lugar 
geométrico al conjunto de puntos del plano con una propiedad 
en común, 


ÁNGULO DE INCLINACIÓN Y PENDIENTE 
DELA RECTA 


– Se llama ángulo de inclinación de una recta, al menor ángulo 
no negativo medido desde el eje x hasta la recta. 


- La pendiente de la recta es la tangente de su ángulo de 
inclinación, usualmente se le denota con la letra "m" y se le 
llama también coeficiente angular. 


y g 


0: ángulo de 
0 inclinación 
де £ 
x 


DETERMINACIÓN DE LA PENDIENTE 
CON DOS PUNTOS DE LA RECTA 
Si en una recta se tienen dos puntos conocidos, entonces 
su pendiente se obtendrá dividiendo la diferencia de ordenadas 
entre la diferencia de abscisas que hay entre estos puntos. 


DEFINICIÓN DE LA RECTA 


Es el lugar geométrico de todos los puntos del plano, 
lales que hallada la pendiente para dos puntos diferentes 
de este lugar su valor permanece siempre constante. 


GEOMETRIA ANALÍTICA 
POSICIONES RELATIVAS EN EL PLANO 


ángulo de inclinación: 0 recto 


no tiene pendiente 


ECUACIONES DE LA RECTA 


Son las fórmulas que relacionan las coordenadas x e 
y de todo punto que está en la recta; estas fórmulas son 
de primer grado y tienen diversas formas de expresarse 
tal como se muestra a continuación: 


"с" 


(х;у) 
~ 
coordenadas 
del punto 


2x+3y+1=0 
Ecuaciones | Y =2X +3 
delarecta | y Y 
3+7=1 
ECUACIÓN PUNTO - PENDIENTE 


Sea m la pendiente de la recta y (ху) un punto 
conocido por donde pasa la recta; la ecuación de esta es: 
тер" 


Ed 
L: [Y-Yo = тек ха) | 


ECUACIÓN SIMÉTRICA с. intersección de rectas 

А уры fell o dispo Ae ij Las coordenadas del punto de intersección de dos rectas 
se obtendrán resolviendo el sistema determinado por sus 
ecuaciones. 
D. Ángulo entre rectas 

Sean L, y L, dos rectas no verticales cuyas 
pendientes son m, y m; respectivamente; si Ө es el menor 
ángulo formado por dichas rectas; entonces: 


y б 32 EA 
ECUACIÓN PENDIENTE - ORDENADA AL 
ORIGEN 
-m 
Sea m la pendiente de unarecta y (0;b) suintercepto — tanó = рт т Я 


con el eje у; la ecuación de esta recta es. 


E Distancia del punto a la recta 

Sea: Ах +Ву + С = 0 la ecuación general de una recta 
y (у) un punto exterior a ella; la distancia de este punto a la 
recta se obtiene del modo siguiente: 


ECUACIÓN GENERAL : 
Es dea forma: 


— A, By C son coeficientes de la recta. 
= А y B no pueden ser nulos a Іа vez 
- La recta es oblicua si y solo sí: Ағ0лВ-0; siendo su 
* г. Distancia entre rectas paralelas 
pendientes [n--$] Sean L,:Ax+By+C,=0 у |, :Ах+Ву+С, =0. 
OBSERVACION : Las ecuaciones de dos rectas paralelas; la distancia entre estas 


Los interceptos de una curva con los ejes coordenados se obtiene 


rectas se determina del modo siguiente: 
араны жесең oa S: Ах + By 0] =0 


(0;у) а > la | ој 
+B? 
050) 

x gy Ах + Ву + 05-0 


PROPIEDADES : CIRCUNFERENCIA 


ресе Es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que 
= tetas (//) equidistan de un punto fijo A este punto fijo se le denomina 
Siendo L, y L rectas no verticales; entonces: centro y la distancia constante se le llama radio de la 


чеши: 
шй» <> [m =m] РА 


в. Rectas perpendiculares (1) 


Siendo L, у L rectas no verticales; entonces: Fw pl 


115 > [m m =-1 


ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA 
A. Ecuación аса 


B. Ecuación ordinaria 


Y 
С: (х-һ)? + (у-Ю? = R2 


centro: (h;k) 
kp radio: R 


Р(х;у) 
о h x 
с. Ecuación general 


Es de la forma: х2 +у? +0х+Еу+Е=0 


donde se tiene: 


centro: (-2:-5) radio: io af 


D. Ecuación de la recta tangente 

Sea (ху) las coordenadas del punto de tangencia de la 
reda L y la circunferencia: хг + y? + Dx + Еу +F=0la ecuación de 
la recta L será: 


iie ~ 


$: х2 + y2 + Dx + Ey+F=0 


E Ecuación de la cuerda común 

La ecuación de la cuerda común a las circunferencias 
C, y C; se obtiene restando sus ecuaciones y eliminar los 
términos cuadráticos. 


EDITORIAL RUBIÑOS: [ 251 | 


1. Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos 
(2,3) y 1,2). 


2. Determine la ecuación de la recta que tiene pendiente 2 y 
pasa por el punto (-1;3). 


3. Determine la ecuación de la recta que pasa por los puntos 
(73:2) y (12). 


4. Calcule las coordenadas del punto de intersección de las 
rectas L, : 2х +3у = 15 л L,:x+y=6 


5, Calcule a, si se tiene que el punto P(a – 1; a + 1) pertenece 
a la recta L: 2х + Зу = 26. 


6. Calcule b si los puntos de coordenadas (1;3); 
(b- 1; b + 1) y (3;7) son colineales. 


7. Dada la ecuación de la recta L: 2х + Зу + 1 = 0; calcule la 
ecuación de la recta paralela a L y que pasa por (-3;-2). 


8. Siendo el centro de una circunferencia el punto  C(-2;3) 
y su radio 3, determine su ecuación. 


9. Determine la ecuación de la circunferencia cuyo centro es 
(71;-2) y su radio es 5. 


10. La ecuación de una circunferencia es: 
C:(x + 2) + (y- 1? = 16 
determine su centro y radio. 


"econocer y definir las razones trigonométricas de un 
angulo de cualquier magnitud . 


INTRODUCCIÓN : 


El origen de la palabra trigonometria proviene del griego, Es la 
composición de las palabras griegas trigonon: triángulo y metron: 
medida; trigonometria: medida de los triángulos. 

Se considera а Hiparco (180-125 a.C.) como el padre : : la 
trigonometria debido principalmente por su hallazgo de algunas 
de las relaciones entre los lados y los ángulos de un triángulo. 
También contribuyeron a la consolidación de la trigonometría 
Claudio Ptolomeo y Aristarco de Samos quienes la aplicaron 
en sus estudios astronómicos. En el año 1600, el profesor de 
matemáticas de Heidelberg (la universidad más antigua de 
Alemania) Bartolomé Pitiscus (1561-1613), publicó un texto con 
el título de Trigonometría, en el que desarrolla métodos para la 
resolución de triángulos. El matemático francés Francois Viète 
(1540-1603) hizo importantes aportes hallando fórmulas 
trigonométricas de ángulos múltiples. Los cálculos 
trigonométricos recibieron un gran impulso gracias al 
matemático escocés John Neper (1550-1617), quien inventó 
los logaritmos a principios del siglo XVII. En el siglo XVIII, el 
matemático suizo Leonard Euler (1707-1783) hizo de la 
trigonometria una ciencia aparte de la astronomia, para 
convertirla en una nueva rama de las matemáticas. 


Originalmente, la trigonometría es la ciencia cuyo objeto es 
la resolución numérica (algebraica) de los triángulos. Los seis 
elementos principales en todo triángulo son sus tres lados y 
sus tres ángulos. Cuando se conocen tres de estos elementos, 
con tal que al menos uno de ellos sea un lado, la trigonometria 
enseña a solucionar el triángulo, esto 65, a encontrar los otros 
tres elementos. En este estado de la trigonometria se definen 
las funciones trigonométricas: (seno, coseno, tangente, etc.), 
de un ángulo agudo en un triángulo rectángulo, como las 
razones entre dos de los lados del triángulo; el dominio de 
definición de estas funciones es el conjunto de los valores que 
puede tomar el ángulo [0; 180]. 


Sin embargo, el estudio de la trigonometría no limita sus 
aplicaciones a los triángulos: geometría, navegación, 

, astronomía; sino también, para el tratamiento 
matemático en el estudio del movimiento ondulatorio, las 
vibraciones, el sonido, la corriente alterna, termodinámica, 
investigación atómica, etc. Para lograr esto, se debe ampliar el 
o ide función trigonométrica a una función de una variable 

en vez de límitarse a una función de ángulos. 

n un sentido básico, se puede afirmar que la Trigonometria es 


ÁNGULO DE POSICIÓN NORMAL , 
CANÓNICA O ESTANDAR 
Es un ángulo trigonométrico que cumple las siguientes 
características. 

D El vértice coincide con el origen de coordenadas, 
11) La posición inicial del rayo está en el eje positivo 
de las abscisas. 


Ш) La posición final del rayo posee cualquier ubicación 
en el plano cartesiano . 


Posición 
final 


nn 
8: Representa el ángulo en posición normal, entonces 
la ubicación final del rayo me indica el cuadrante al 
cual pertenece 0(0 e ПС), además 2>0. 
EJEMPLOS : 


Y 


Posición 
inicial 


DEFIVICIÓN DE LAS RAZONES 
TRIGONOMÉTRICAS PARA UN ÁNGULO EN 


POSICIÓN NORMAL 


Sea в un ángulo en posición normal y Р(х; y) un punto 
que pertenece a su lado final, se define : 


P(x;y) x У 
х : abscisa 
: огдепада 
9 > : radio vector 


Ordenada 


senl = Radio vector > 
_ __Абзегза. ___ 
6080 vector 
_ Ordenada у 
tola ibea a 
соб = Abscisa__x 
Ordenada y 

ox Radio vector _ 
8660 = Abscisa —— 
0- Radio vector _ 
csc? =- Ordenada 7 


EJEMPLO: 

Si el punto P(-1; 3) pertenece al lado final del ángulo 
en posición normal “g” ; calcular: К = sen 0.cos0. 
RESOLUCIÓN : 

*Ubicando al punto “P”, se obtendrá : 


Y 


Р(-1;3) 


* Ahora calculamos el radio vector; 


zs х* + у? > r= у(-1)° +32 = J10 


y=3 


* Piden: K =senoxcoso=(2)][*) 


ae. 


SIGNOS DE LAS RAZONES 
TRIGONOMÉTRICAS EN LOS CUADRANTES 


En el ejemplo anterior , algunas razones 
trigonométricas resultaron positivas y otras 
negativas . Esto dependerá del cuadrante en el que se 
ubique el ángulo considerado , en el cuadro adjunto se 
aprecia un criterio para recordar los signos ; 
entendiéndose que están indicadas las que son 
positivas y sobre entendiendo que las no mencionadas 
en cada cuadrante , son negativas . 


ndo Primero 
П 
19 
Seno y Todas las R.T. 
cosecantes son positivas 
son positivas 


зеп, сзс, cos, sec 


TV 
270" <0-< 270“ BU CR PN 32 


EJEMPLO : 


Senale el signo de: E — sen100*.c08200* 


tan 140^ 
RESOLUCIÓN : 
* Identificando los cuadrantes: 


* Entonces : 
100° = ПС = sen 100°: (+) 
200° e ПІС => cos 200°: (-)) > Е = 
140° e ПС => tan 140%: (-) 


eO oO 
070 


=+ 


(ки ви ANGOLOS DE CUMQUIER HAGSITUD| зва |. 


Г PROBÜENASNRESUELTOS 


PROBLEMA 1 : 
Siel punto Q(-5;-12) pertenece al lado final del ángulo 
canónico “д”, calcular : E=secf+tanf 


2 2 
ai в)-1 os 2-5 E)-3 
RESOLUCIÓN : 
* Graficando tenemos : 
X 
1 7 
sa E Ce) dad 
. t ке. 
Nos piden : E = sen f + tan В аты 
әк-19,-8 18,12 -3412 І 
-5 5 5 б 5 5 
ЕРТА: “В” 
ег 


Тали алын жулын: уйын y 
) 

RESOLUCIÓN : 

Sea d la distancia, por fórmula 


d=lG-3)*+(2-1 > а=ж-3)# +1 


Para obtener d mínimo 

> (x -3)=0 > dmin=V1=1 
PROBLEMA 3: 
Si las coordenadas de que punto P están dadas por 
(sen o; coto) tal que PL A 
enel: 
МІС B)IC СШС D) IVC ЕЈАУВ 
RESOLUCIÓN : 
*Las coordenadas del punto Р es : P-(sen6;ctg6) como 
06 ШС - senB «0 ^ сі0>0 
*Luego el punto P tiene abscisa negativa y ordenada 
positiva : + P e ПС 
EA У RPTA : “В” 
PROBLEMA 4: 


ах 55, ve ууй: 
Sabiendo que : sen 9 =- 5; 6 e IVC. 


EDITORIAL RUBIVOS 
Calcular : S = sec - fano 


У 1 1 
А)2 В) З С) -21 Diz Е) -73 
RESOLUCIÓN : 
* En este tipo de problemas se puede proceder así , 
А A 919--4 
puso 5 2p 


* Luego: r? 2x* + y! = х? p? - у? 
х? =25-16=9>x=3 
х=-3.....(по lo toma : $ e IVC) 


* Graficando; reconocemos el punto del lado final de 
“4”, luego podemos ubicar el punto (4;-3) así : 


PROBLEMA 5: 
Sabiendo que : tan f - 0,8; Ве ШС. 
Calcular: С = sen B.cos В 


А) 02 В)0,3 С)04 D)0,6 
RESOLUCIÓN : 

* Otra forma de resolver estos problemas, es decir 
conocida una В.Т. calculamos cualquier otra ; es con 
la ayuda de un triángulo rectángulo , pero teniendo 
muy en cuenta el cuadrante al cual pertenece el ángulo 
considerado. Así en el ejercicio : 


E) 0,8 


ЕЛ) E 
вапр -0,8- 5.5 tanp =т= 

* Luego , по olvide que : £ e ШС: 

1 3 

Aon NE 
1 3 3 

* Entonces: Ou тен неба нду 

10 10 10 RPTA n "pg" 


STRTGONOMETRIAS 31358) LA ENCICLOPEDIA 3018 


PROBLEMA: 
Sabiendo que : cos? = —0,6; 0 e ПС. 
Calcular: E= о Ады С e: 
Ап - pli бо 

-2 3 
RESOLUCIÓN : 
* Aplicando el caso anterior : 


D)2 


* Como бе ПС: соё=-® ^ csco=5 


* Entonces : к-5, —= == 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 7: 
Si: 1п0--2 y ĝe IVC, calcular el valor de : 
Е = /29 (sen Ө + cos?) 


А)1 B)2 С) з р) 4 
RESOLUCIÓN : Y 


E)5 


* Del dato : tan6 = 2. 


* Luego lo que se pide : 
Е = 429 (sen0+cos0) 
> g- 5 (5+=) 


a 
ЕРТА: 


ap» 
PROBLEMA 8: 
енер евип чаагай саар еррор де 


2 
Е- TF G5sena—4eota 
'А)3 

B7. 

св 

D)11 

E)18 
RESOLUCIÓN : 

* Del gráfico se obtendrá : 


Y 
p. 4а c 


4a 


A fa 03а 


* Ahora еп lo que nos piden : 


E = /6бзепа – 4ctga = «es (2)- «(= ) 
==) 


5d 


>E=4+7=11 
ЕРТА : “D” 


PROBLEMA 9: 


Dela figura adjunta calcule: М =tan0+cot9 (P y Q 
puntos del segundo cuadrante) 


RESOLUCIÓN : 
* Del gráfico : 
S PSP fungi. CI a) 
5n 


* Para 0 : гапд = "1 жым (II) 


» Igualando (I) y (ID : LL m=-2 


* Reemplazando en el punto Р: P = (-2;3) 


3.2. 18 
=>М= fane ОЙ e — t S EET 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 10 : 


Del gráfico mostrado , calcular € 
E=a-8tanó ^ 


4)0 
В)1 
C)-1 
D)2 
E)-2 


valor де: 


Хил. DE ANGULOS DE CUALQUIER MAGNITUD) 256 ( | — (— à— 1 1 11 EDITORIAL ROBIGOS) 


RESOLUCIÓN : 


* Nos conviene utilizar el triángulo rectángulo grande 
, reemplazamos еп: 


E=a-8tano 
>E=0-8(2) 
х 


>E=a- a(ES)=a+1-0=1 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 11 : 
Si: вел > 0 л сов f « 0, entonces “2” pertenece al: 
АІС В/ПС C)HIC D)IVC E) VC 
RESOLUCIÓN : 
I) Como : sen f > 0 => sen В: positivo, por lo tanto: 
Ве ПС 610. 
II) Además : cos В < 0 => cos В: negativo, por lo tanto: 
pe IIC ô HIC. 


Como deseamos que ambas condiciones se cumplan , 
entonces : Be IIC 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 12 : 
Si: cosa<0 ^ tana » 0; entonces “а” pertenece al : 
АТС вис  C)HIC D)IVC  E)VC 
RESOLUCIÓN : 


I) Como: cosa « 0 => cosa: negativo , por lo tanto: 
acIIC ШС. 
П) Además: tana > 0 => tan a: positivo, рог lo tanto 
tae 1C $ ШС . Entonces : се ПІС. 
к ЕРТА: “С” 

PROBLEMA 13 : 

tan 200* . cos 310° 

"зеп 190° . cot 250° 
о (66) D) (+) у (3 


Señale el signo de : Q- 


A) (+) В) C) 
RESOLUCIÓN : 
1) 200° є ПІС > tan 200? : (+) 


II) 310° € [УС = cos 310^ : (+) 
11)190" e ШС => sen 190%: (-) 
IV) 250" e ШС => cot 250" : (+) 


* Рог tanto;Q- mo. 


ш RPTA : "B" 


PROBLEMA 14: 

Si: Be ПС; a e ШС у 0€ IVC, señale el signo de: 
_ sena - sen f MS ey 
Сане AGE. 

А) е) В) (+) €96C) DIG)» 

RESOLUCIÓN : 

I реПс = вепр: (+) ^ tanp: (-) 

1) a € HIC > sena: (-) 

III)0 ГУС > tan : (-) 

* Reemplazando :С = C) == 

RPTA : "B" 


PROBLEMA 15: 


Siges un ángulo positivo menor que una vuelta, 
diferente al tercer y cuarto cuadrante cuyo seno es 
negativo; determine 0. 


А) 360° В) 270° С) 180° р) 90°  E)290 
RESOLUCIÓN : 


* Del enunciado: веп@ < 0, 0 € ПІС ^ 0€ IV 


= El único valor que cumple ев: д = 270° 


RPTA ; "B" 


PROBLEMA 16: 


0098. feot8 _ y 


¿A qué cuadrante pertenece 0 ? Si: —— 1-со49 


АЈІС В) ПС D)IVC | E)VC 


RESOLUCIÓN : 
* Se observa : -cos0 > 0 ; de donde : 


созд «0 — 8e ПС ó ІПС.......) (94) 
* 1- cot 8» 0 ^ cot 0» 0 es decir: 1» сог6 > 0 
>0€1 6 ШО нннеее Ш) 
* De (I) у (П) concluimos 0 e ПІС 


C) HIC 


RPTA :"С” 
PROBLEMA 17: 


Calcular: K=tanf+tana 


A)-3 

B)6 

c9 

D)1 

E)-1 
RESOLUCIÓN : 
* Recordando que : fan a = 


> 
ж 


[STRIGONOMETHIA2 > 8 7 (| $87 | 


* Entonces : 


4a 
*tana=>—=5 = 
ES 


* tan = =4 
a 


* En la expresión : K=tana+tanP=>K=5+4=9 


ВРТА : “С” 
PROBLEMA 18 : 


En la figura mostrada , ABCD : cuadrado 
Determinar: К = cota * tan f . 


АЈІ 
В) -1 
С)2 
D) 0 
Е) -3 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


* Reemplazando : 
-a b 
ES arb (a+b) 


_-ба+ь) 2 
_ (a«b) | 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 19 : 


Si: cos3- 5 LA qué es igual: Е = све 3—cot 3? 


АБ Bo cj9*5 a-b Валь 
b+a a-b 

RESOLUCIÓN : 

* cos3 = + , notando que : зе ПС Y 


= E-csc3-cot3 


(а; /5" -a* ) 


b a 
> E s- - -q 
Vb*-a* Jota? 
[р-а 
355 b+a 
PROBLEMA 20 : 
En la figura mostrada , si AB = ВС, calcular: 
| 8 хвеса = Е 


ВРТА : “В” 


RESOLUCIÓN : Y 
* Graficando : 


* Para : 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 21 : 


Dela figura , halle : ser a cos 


1 
Sg 
2 
B) 5 
3 
С)- f 
22-4 
D 
RESOLUCIÓN : 
* Tabulando algunos valores : 
y=2x 
112 


-1 


ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 22 : 


Dela figura adjunta , halle : metg0+2n. 


Ајп 
В) 2n 
C)n 
D)2n 
Е) Зл 


RESOLUCIÓN : 


* Después de hacer trazos geométricamente, se 
obtendrá : 


* Бе pide: K =mcot0+2n 
ke emn 


ВРТА : “С” 

PROBLEM23: | 
En la figura, calcular: E=1g0-1g4 

Ene y 

5 
iem ө 
o! фе x 
a 82 
D (2m 
Ев 


(-3;-4) 
* Del esquema : 53° + 82° – ф = 180° 


—$--45? > ги ф = tg (45%) - 1 
* Además: 


tg 0 =-tg 37° = -3 s.. (ver el próximo capítulo) 


* Se pide: В =-# (40-1 


ВРТА : "C" 
PROBLEMA 24 : 
Del gráfico, si: АВ= 2BC . 


Calcular: k = 8fana - 3cota Yi 


4)11 
B) -11 
C) 3 
D) 8 
Е) -5 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando: 


A 
* En la figura sea BC =5 => AB = 10a 
* Entonces: B=(-8a;-3a) 
-За 3 8 
ж H ш-----ш-- m— 
Además: tana а g^ cota 3 
Л 3 8 
Reemplazando en | : = а(5)-з(3) =-6 
RPTA “E” 
PROBLEMA 85: 
Si ges un ángulo en posición normal costa- =. 
Los puntos P y Q tienen por coordenadas(-15;a) y 


(b;-24) respectivamente, pertenecen a su lado final. 
Calcule ; 


'alcule la distancia entre dicho punto. 1 — 
А)8 B)10 C)? 013 ^ EJ25 
RESOLUCIÓN: y 

x 
> 5 
521) 
с Lg 
ge- 
ES -24 del grafico: 
dj =13 
је e en 2 A 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 26 : 


Si; POMP- = 56-30(0) ус вел <0<2x entonces, 


al calcular W=/13sen( B)4-/34 cos(0), se obtiene: 
А)-5 B)4 C€)-3 D)-2 E)-1 
RESOLUCIÓN: 
Condición : ¿3Tanf-2 .. 55-3Cot6 Una posibilidad para 
que la igualdad se verefique es que: 

3TanB-2-0 ^ 5-3Со40-0 

Талр-3 2 

Se nos da que: 0<2<л-эре1С 


Тод 


Пе допае: 5елд=®=-#- 


también: &«0«2x 0c HIC у 


De donde: 
== ур We ISSenp + За Совд => W=-3 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 27 : 


~ = 


Si: аа Саса C Ue ы; ‚а eas 
cot(x) 50; entonces al calcular 


| реза cos(x)+ J3 сон ж) ве obtiene: 
A)-6 B)-1 сл D)3 E)6 
RESOLUCIÓN: 
Condición: 
9 Скх 


= = беп20° — Соѕ70° + Сов? => 9%*=9* => Свех=2 
0 1 


ahora, tambien: Cotx «0 (dato) > X e ПС 


Y 


-У3 
Del gráfico: 
Cosx=- лом УЗ > Е=2 /3Созх 43 Сох 


F= «x (e TE 43)=> F=- 


AJO | B)1 
RESOLUCIÓN: 
Condición: 

Зл 
ке(0; AA Coss а a 03:=5 
Ahora: F=2Senx+Csc3x +3Tan= 


F= 28en—+ Csc=+3Tan—= => Е=4 
2 T 3 i 


RPTA : “E” 
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PROBLEMA 29 : 
Si tenemos la medida de los ángulos coterminales 
Ла medida del mayor ángulo es el séxtuplo de la 

edida del menor ángulo y la suma de sus medidas 
está comprendida entre 1000” y 1050*. Calcule la 
Cif D)174 


72 В/122% E)216* 


RESOLUCIÓN: 
Sean los ángulos coterminales: a ^ @ Por condición: 
а 1 


D 2% 
П) (a+9) e (1000 ; 1050°) 
Por ser coterminales; #-а=360п ; пе 2 


а 1 d a 1 
Dég7673-a 5 ^ зета 8 ^^ n 
también 5 


De: = => 07 4321" así: (а+0)=504п° 
ahora como (а +0) e (1000 : 1050“) > п=2 
= la medida del menor será: а = 144° 


КРТА : “С” 
PROBLEMA 30 : 
Dela figura mostrada, halle K-3tan(5) — /10 sec(a). 
(153) ҚҰ 


A2 


B1 
RESOLUCIÓN: 


C)-9 ри E) 


Del gráfico: Тапр «т >3Tanf=1 


беса= "=D > „Лобеса =10 
luego: k=3Tanf – /10Seca => k=-9 
275559 ВРТА: “С” 


ta 


PROBLEMA 31 : 5 
Еп la figura mostrada, calone Ў 


E-tan(a) «tan(f)- 


A)-2 В-Т 0)-02 DPS ЕРШ 
RESOLUCIÓN: е) 
(b;-a) 
x 
Conocemos: Тапа = z =y Тапа--% 


Tanf- == Tanp=" 


luego: E- Tana x Tanf > Е--1 


ВРТА : “В” 


(695: un punto del lado final del ángulo “а” tiene 


coordenadas (3 ;2), hallar: CSC? 4. 


9 13 2 13 4 
A) 13 В) EI с) 3 D) 79 E) 13 
EI punto P(-1; 2) e lado final del ángulo “д”. 
Hallar: ctg а – esc? a : 
А) -1 В)-6 С) з р) 4 E) 7 


(GEI punto Q(-1;-1) e al lado final del ángulo “а”. 
Hallar: sec? 2+1 
Ај2 В)42  C)V2+1 Dja-  E)N2-1 


63 Sean: P(6; га) y @(а;3) dos puntos que 


pertenecen al lado final del ángulo “р”. Hallar: tag 
3 4 УЗ 
Ат ов с) D) E)1 


(93 Sean: A(1; a) y Bla; 4) dos puntos que pertenecen 


= 


ATRIGOSOMETRIAS —  — 861] 


al aldo final del ángulo а e ІО. Hallar : sena 
2/5 y5 


1 1 
4; в) 25 OT D)z E)1 
(695: tga - 0,5; a c ПО. Hallar: sec a 
4-45 в-25 a р) Е)1 


638i: лепа = 278, ае1У0 Hallar: 4secf a 
А)-26 В) 4/13 C)-13 D)J1I3 E)13 
(63) Si P(-6; -8) e al lado del ángulo “g ” en posición 
estándar, calcular: sec0+1g0 

дз B-3 0-і D Wi 
(Si el lado final del ángulo “ 2 ” en posición estándar 


pasa por el punto medio del segmento 4g donde 
A(-1; 1) y B(5; 7), calcular: (20 


А) 1 B)2 C) 3 D) 4 E) 4 
(Si: зепд = - 15 ; 0 e ШС Calcular: 

1 PsC М = зесд +150 
4-7 B С) -4 D)4 E)2 


7 7 
е ча P ir «РЕ 2 
35 B) “17 С) -%5 D E 


(3) Calcular: А = /5 ese x -etg x 
(-2;1) Y 


A) 


A)3 

B)4 

С) 

D) 6 

E)7 $6 


(38i se cumple: 31g x + 4 = 0; x є IVC Calcular: 
1 Tx ems 

A) 3 С)- 3 Юю) 

@ Соп respecto а un ángulo standar se tiene la 

siguiente información: 

DEn un ángulo trigonométrico. 

II) La posición inicial se ubica en el semieje positivo 

de las ordenadas. 

III) Los ángulos standar son solamente positivos. 

Indicar lo correcto. 


A) Sólo I В) Sólo II 
D)IyIH E) HI y II 


1 1 
B- E-7 


C) Sólo Ш 


ENCICLOPEDI/ 


(De la figura hallar: 5sen В + 13 cos a 


A)1 

B) -1 

C)7 ах 
D) — ($4 

25 (-3;-4) 12;-5) 


(SI: вико - 4, además: бе ШС. 


Calcular: sen cos 
2 3 6 6 3 
AS В) 15 O De E)-1s 
((28i:sena «0 y tg a> 0. Indicar el cuadrante de a. 
A)IC ВИС С)ШС D) IVC E) FD. 
((S)Segün el gráfico mostrado, uu зес 0+ свсб 


А) 42 


B) 242 
€)-42 
Р(а+1;-3), 
D)- 242 Le 
ЕҢ Q5a-1) 


@ Si: tg p = 413; Be ШО. Hallar: sec д 


Уз КЕЗ 1 
А) Bry B) 2 C)-2 DF ES 
Asi: сер =; вепд. Hallar: 88-1. 
а: mi о H DA EJO 
(ASI: seca = E, gua Hallar: ctga. 

2 

A) N2 5) €) -42 DE E)1 
(695: cosa —-0,3; a c ПО. Hallar: tga. 
A)-J8 В)-3 С) 242  D)-42  E)-242 


(695: Р(2; а) pertenece al lado final del ángulo 2177. 
Hallar: a - 1 

2 

A)1 Bs 


69 Se tiene un ángulo en posición normal cuya medida 
es 210°. ¿A qué cuadrante pertenece? 

AJIC ВПС С)ШС D)VC  EJAl eje "X" 
Dado un ángulo canónico de 3587 ‚ѓа qué cuadrante 
pertenece? 

МІС ВПС СШС р) ТУС E)Aleje "Y" 


1 5 
с) г D)2 E) 3 
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CE e DIRIGIDA 


(DEl ángulo standar que mide 200°, pertenece а: 


A) IC B) IIC С) ШС 
D)IVC E) No se puede precisar: 

(03) El ángulo canónico que mide -95°, pertenece al : 
A) IC B) IIC C) HIC 

D) IVC E) No se puede precisar. 


(03) Si el lado final de un ángulo canónico “2” pasa 
por el punto P(2;-1), calcular: J = sen £ .cos f. 
4)02 B) -0,2 C) 0,4 D) -0,4 Е)-0,6 


638i el lado final de un ángulo canónico “0” pasa 
por (3 ; -2); calcular “tan 8”. 

2 
3 
(695: el lado final de un ángulo canónico “g” pasa 
por Q(2; 1) ; calcular: S = tan8 -cot 8. 


3 3 5 5 
а B). 6) D), 


2 3 3 3 
AM. B)- == D, „Де: 


5 
E) з 
(698: el lado final de un ángulo en posición normal 


“а” pasa por P(4 ;-3) ; calcular : S = sena + cosa. 
А) 0,2 B) 0,3 C) 0,1 D) 0,4 E) 0,6 


@ Si el lado final de un ángulo en posición normal 
“р” pasa por P(-2 ; 3) ; calcular: T = sen £ . cos В 


2 
4) 15 


2 6 6 12 
Б). E E. © 
) 13 9 13 13 13 


Фра gráfico mostrado, calcular = (see tan 2) 


А) 3 
в) 6 
с) э n x 
D) 12 


E) 15 1558) 


© Del gráfico mostrado, calcular: E = /13sena —5cos0 


A)2 
В)4 
C)6 
D) 8 
E) 10 


@Si el punto (-12; 5) pertenece al lado final del 
ángulo “в " en posición normal , Calcular el valor де: 
Е = зес В + Гап В. 


А) 5-2 62 


2 1 
2 2 3 E ns 


Si: seca = -3 ^ а e ПІС, calcular el valor de: 
E- 42 (esca – cota) 


4)0 B)-2 C)2 D)1 Е) 1 


(9 Si: tan p =É ^ ре ПС. Calcular el valor de : 
Е = 434 (sen B — cos В) 


А)8 B2 C)-8 D)-2 Е) 4 


o jo 
(3)Senale el signo de: P = sen 200" cos 810" 


tan 140° 
A) (+) B) (-) С) (+) ó C) 
D) (+) у () E) № se puede precisar: 


o o 
Señale el signo de: Q = *@7100° + cos 130° 
sen 160^ -tan 340° 


_ sen 100" cos 200" — R cos 190" 


Е сов170% 
А) (+), (+) В) (+), (~) С) (-), (>) 
D) (-), (+) E) No se puede precisar. 


42) Sabiendo que: sena > 0; сова < 0; entonces “а” 
pertenece al: 


A) IC B) ПС CHIC D) ТУС 
(f3Si:tan B < 0; sen В < 0 ;епіюпсев“ д "pertenece al: 
A) IC B) ПС С) шс D)IVC 


-—. 


(19) Si зеп0<0; соз < 0 ;entonces'*g " pertenece al : 


A) IC B) IIC C) MIC D)IVC 

@ Sila expresión : ал A [cos В < 0 ; entonces “д” 
pertenece al : 

AJ) IC B) ПС C) ШС D)IV C 


€) ¿A qué cuadrante pertenece el ángulo en posición 
normal “в” que cumple: sec9<0 ^ tan8» 0? 
АЈІС В) ПС C) ШС рту C 


€3) Señale el signo де : 
3 sen 170° cos 240% + tan 210° cos 100° 
sec 200^ 


А) (+) 
D) (+) y C) 


B) (-) С) (+) 6 C) 
E) No se puede precisar. 


Siendo : sena- 3; а € ПС, calcular : 
Q- VBtana- T сова 


в)5. 


7 5 7 
As 3 @-з D)-3 


@ Hallar “соға” en el gráfico mostrado . 


€ Del gráfico mostrado , calcular “n”. 


воз» 
alo юе l o 0] ar 


қ 
= 
! 
wla 


TAREARDOMIGICIARTA 


(658! el lado final del ángulo en posición noi “а” 
pasa por (-1; 4), calcular: /17sen a - 1 

1 1 
A) 5 B)5 €) 3 Р) Е) 1 


(695: el lado final del ángulo canónico “y ” pasa por 
(-12 ; 5) , calcular : cscy-—ctgy. 


1 1 
45 В) 5 сз D) 8 E) 1 


(E) Si el punto P(-2 ; 3) pertenece al lado final del 
ángulo canónico “0”, calcular; sen @.сов@. 


6 12 12 13 
TA С) BE D)- 18 EF 
(Hallar “ғала” en el gráfico mostrado. 


A)1 


в) Уз 
4 

с) з 
3 

Dr, 
6 


EJ 


6 
a-is B) 


AZ 


67) Determinar las 6 razones 
trigonométricas del ángulo en 
posición normal "о," 


(-7;-24) 


A1 В)2 C)3 р) 4 E)5 


@ De la figura, calcular el valor 
de: /SCsc0 — Став 


сад ДУ 
6 
х 
А)1 В)З С) 5 р) 7 Е) 9 


@ De la figura, calcular el valor 
de: JI3 (Sena — Cosa). 


A)-5 B)-3 C)-2 D)1 E)2 
E om 


A) 4/5 B *5/4C) -4/5D) 5/4 E) -4/8 
ӨЗ Si Созб =—0,4 además : 
8 € III C. Calcular: Cscó . С 


A) -10/23  B)-21/10 C) -10/21 
D) -5/21 E) 10/21 
Os 


Cosa =— 0,8;а € ШС 
calcular: R = Tg*a + Seca: 

А)1 B)2 C)3 D)5 E)4 
69 Si:4'7^- 8; a c IHC 


calcular: E = Sena Созо 
A) 6/13 B) -6/13 С) 2/3 
D) -2/3 E)1 


O 510 е IV С, además: 

8T? = (Ѕес45°)2780-2 
calcular: Sec0 — Тед 

А) 1/8 В) 1/2 С)2 D)3 E)4 
б) Si el punto P(-1; -7) pertenece 


al lado final del ángulo en posición 


standar a, calcular: /Smo То Sea 
А)1 B)3 C)5 D)7 E)9 


ӨЗ Calcular: Cosa . Cos 


А) 1/5 B) 2/5 C) -1/6D) -2/5 Е)0 


@ Si el punto (-1; 3) pertenece al 
lado final de un ángulo en posición 
canónica 9. Calcular: Send Ctg0 


I 2 3 
MI Бер 95% 
0-75 Ejo 


(38i ау p complementarios 
6 € II C, donde: 


(Sena. )***** = (Сова) 0-1 
А) 0 В) 112 C)1 D) 32 Е)? 


АЗ) 51 : Send --0,75у0 € IVC 
calcular el valor de 
Е=/7(8есд +Tg0) 


А)-1 B)-1/7C) 117 D)1 E) р 
(8 Del gráfico, determinar: 


A)-3 (10 C) –1 


B)— 
D)- 1/3 E) 2/3 


(12) De la figura, determinar: 
(5еп0 + Cos0 )Csc8 


y 
(7-20) 
А) 17/24 В) 2417 С) 2417 
D) 7/24 E) -7/24 


(9 Si: Sen =-0,6; Ө c ШС 
calcular: 3Ctg0 + 4Tg9 

А)-1 B)1 C)-7 D)7 EJO 
4915. Si € IVCy Gio) --/6 
calcular: Cosó 
A вуй opt 


9 De la figura, hallar el signo de 
la expresión: Sena: ТЕЙ Cosy 


458 


р) gs 


А) + B)- C) c 6- D) * v - E) М.А: 


* Calcular los valores de las razones trigonométricas 
de los ángulos cuadrantales. 


*Reconocer los ángulos coterminales y definir sus 
razones trigonométricas . 


REGLA DE ORO DE LA TRIGONOMETRÍA 


En el antiguo Egipto existían determinados a quienes 
llamaban “tensores de cuerdas” (harpedonaptas) que 
aprovechaban una propiedad métrica del triángulo 
rectángulo para los números 3 ; 4 y 5, la cuerda la 
ponían bien tensa, sujeta por dos estacas, y juntaban 
los extremos. El resultado era una escuadra (“el 
triángulo egipcio”) que servía a los constructores de 
templos. Pitágoras de Samos, que conoció esta cuerda, 
“experimento” las relaciones entre los valores 
numéricos 3; 4 y 5, descubriendo su famoso teorema 
al comprobar que el cuadrado de 5 era igual a la suma 
de los cuadrados de 3 y 4. Siguió “experimentando” 
con otros triángulos rectángulos cuyos lados no 
tuviesen esos valores numéricos y comprobó que 
siempre “el cuadrado de la hipotenusa era igual a la 
suma de los cuadrados de los catetos”. El 
importantísimo teorema descubierto por Pitágoras (se 
le llamó Regla de oro de la Geometría) fue demostrado 
dos siglos después por Euclides, Hoy ya existen más 
de cincuenta demostraciones del teorema. La más 
conocida y la más intuitiva es la del ilustre matemático 
hindú Bhaskara . Una aplicación del teorema de 
Pitágoras nos lleva a la famosa relación 
trigonométrica : seno cuadrado de un arco más del 
coseno cuadrado de dicho arco, es igual a la unidad 
(Regla de oro de la Trigonometría). 


ÁNGULO CUADRANTAL 


Es aquel ángulo en posición normal cuyo lado final 
coincide con algunos de los semi ejes del sistema 
coordenado. Los ángulos cuadrantales son de la 


fórmula: 
А.С.=90°К |; KeZ 


LA ENCICLOPEDIA 2018 


-180* 0 


-90* 


UBICACIÓN DE UN ÁNGULO 
90? 


180". 0 
360° 


270° 


Sig esun ángulo positivo y menor de una vuelta, se 
Cumple: 

EIC <0% <0< 90° 

Өє ПС <>90% <0<180% 

Өе HIC <> 180? < 0 < 270% 

8 є IVC <> 270° < 0 < 360° 
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я гад 


9 IC <> Огай <0 < = тад 


де ПС = = тад «0 « тад 


де ШС c» rrad<0< E rad 


бє ТУС 37 rad<0<2x rad 


Para determinar si un ángulo es cuadrantal se hace lo 
siguiente: 

El ángulo dado «x» se divide entre 90° о 1/2 rad 
dependiendo si «x» está en grados sexagesimales o en 
radianes. Si el resultado es un número entero, 
entonces, dicho ángulo «x» es cue ]rantal. 
EJEMPLO 1: 

Determine si los siguientes ángulos son cuadrantales 
o no y grafíquelos en cada caso: 

1) а= 1440° П) В = —810 Ш) 8—750* 
RESOLUCIÓN: 


Para determinar si los ángulos dados son cuadrantales, 
debemos dividir entre 90° y el residuo debe ser cero, 
caso contrario el ángulo.no será cuadrantal. 


AAA 
$- -Ф- - 


EJEMPLO 8: 
Ubique el cuadrante de los siguientes ángulos: 
| ја = 65° П) а= 136° 

а = 247 ТУ) а = 315° 


RESOLUCIÓN: 


Da=65 A P <a < 90° >65 ЕС 

По = 186% A 90" <a < 180° => 136°Е ПС 
lila = 247 ^ 180° <a< 270° => 247 € ШС 
IVJa=315" ^ 270° <0<360° => 315° є IVC 


NOTA : 


Si a es un ángulo positivo y mayor de una vuelta, se 
divide a entre 360° (21 rad) у se analiza el residuo. 


EJEMPLO 3 : 
¿A qué cuadrante pertenece el ángulo de 2 000°? 
RESOLUCIÓN: 


Dividimos 2 000° entre 360°. El residuo de esta división 
y el ángulo 2.000” pertenecen al mismo cuadrante, 


2000" | 360° 
"Sm АҒУ 
18002 | 5 Residuo: 200° € ШС 
Entonces: 2 000° € IHC 
200° 


Sia esun ángulo negativo cuyo valor absoluto es menor 
de 360* se le suma 360°. 


ÁNGULOS COTERMINALES 


Dos о más ángulos son llamados coterminales: si tienen 
un mismo lado inicial y un mismo lado final. 


"Еп la figura “a” y “2” son ángulos coterminales . 
* Propiedades : 
a-p =360"K(KeZ) 


Е.Т(а)= Е.Т.(В) 


Razones 
Trigonomátricos 


«a y В son coterminales. 


EJEMPLO 1: 

* 750° y 30°ѕоп coterminales porque : 
750° — 30° = 720^ = 2 vueltas 

* 330" y -30 son coterminales porque : 
330" – (—30° ) = 360" = 1 vuelta 

* 2 200° y 40° son coterminales porque : 
2200" — 40" = 2160" =4 vueltas 

* 80° y -1 000° son coterminales porque : 
80° — (-1000") = 1080“ = 3 vueltas 

* 450° y -90° no son coterminales porque : 
450° — (-90°) = 540? + # vueltas 

EJEMPLO 2: 


Grafique el ángulo 390^ y halle sus razones 
trigonométricas. 


RESOLUCIÓN: 


En el gráfico se observa 
que los ángulos de 390* 
y 30? son coterminales 
debido a que se 
diferencian en 360* (1 
vuelta); por lo tanto: 


*Sen390* = Sen30^ 


"Senso => 


Aplicando la propiedad de los ángulos coterminales, 
hallamos las demás R.T. 


*Соз390° = УЗ. *5есз90° = 2/3 

2 2 
"тела = У. %Со4390% = 4/3 * Свс390° =2 
EJEMPLO 3 : 


Grafique el ángulo 780% y halle sus razones 
trigonométricas. 


RESOLUCIÓN: 
Y En el gráfico se observa que 
в los ángulos de 780" y 60" son 
coterminales debido a que se 
X diferencian en 720* ( 2 
780* vueltas ); por lo tanto: 


Sen 780° = Sen 60° 
Рог1а propiedad de los ángulos coterminales, tenemos: 


*Sen780" = e *Сов780° = i * Sec780* = 2 
*Тап780°=/8 *Со?780° = x * Csc780* дй 


RAZONES  TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS COTERMINALES 


(ауу) 


а. 


* “a” y “В” son coterminales , entonces se cumple 
que: Ж б 
E NAS poc» sena sen B 
x x 
А, собе CER $ 


y 


s Pros tanp=2>tana=tanp 


Análogamente : 
cota = cot B || seca = sec f || esca = све В 

EJEMPLOS : 
* 750^ y 80% son coterminales 
> зеп 750° = sen 30° 
* 330° y -30° son coterminales 

> сов 380" = соз(-30°) 
* 2 200^ y 40” son coterminales 

> tan 2 200" = tan 40° 
* 80? y -1 000? son coterminales 

=> cot 80" = cot (-1000") 
* 400° y 20? no son coterminales > sec 400? + sec 20° 


PROPIEDAD : 
* Si "a" y “В” son coterminales , tal que : а> д, 
entonces : 
R.T.(a) = В.Т)... 
* Pero : а – £ = k(360*) 
= @ = Ё(360°)+ В 
* Reemplazamos en (1) : 


R.T.[r(360%) + p]=R.T.(8) 


(1) 


"sen 1845" = sen(1800° + 45") = sen 45° = 2 


+ cos 630" = cos (360° + 270") = cos 270° = 0 
* tan 900* = tan (720° + 1807 ) = tan 180° = 0 


* sen125x = веп(124л + 1) =вепл = 0 


RELACIONES ENTRE R.T(-0)CON R.T(90) 


Si “ө” es un ángulo en posición normal 
positivo, entonces “-0” es un ángulo en 
posición normal negativo , como se muestra : 


Calculamos el seno, coseno y tangente de “g "у“-0". 
seno=2a sen(-0)=-2> веп(-0)--веп0 
совд == А соғ(-0)- = => cos(-6) = соз0 
tano=2 ^ tan(-8) - -3.— tan(-0)=-tan0 


* Análogamente : 2 
EJEMPLOS: 


* sen(-30) = -sen 30° --1 


* сов(—45°) = сов 45" E 


* tan(-60*) =-tan 60" =-/3 

* cot (-90*) = —cot 90" = 0 

* sec(-180*) = sec 180* =—1 

* ese (-270*) = — csc 270* ==(-1) 


(3 
А 


DE LOS ÁNGULOS CUADRANTALES- 


* Como ejemplo , calculemos las razones 
trigonométricas de 90°. 


P(0,y) 


т= 


* El punto P(0,y) está sobre el lado terminal de 90°, 
luego: 


* зеп 90° = >= > 1 
r y 
* сог90° === ©®0 
rax 
• tan90° = У = У = no definida 
х 0 
• сог 90“ = = = © =0 
У У 
* гес 90" =Т= = по definida 
• свс90° = -= 3 =1 
93 
очо: 


{е podrás calcular las restantes, que en 
resumen se obtendrá : 


* Las razones trigonométricas de 0 y 360* son 
equivalentes por ser ángulos coterminales . 


* ND : No definido. 


ATRIGONOMETRIASL 


PROBUEMASPRESUELTOS 


cot E + aec 27 
c) o D) -1 


А)1 
RESOLUCIÓN : 


B2 E)3 


* Los ángulos están en radianes, haciendo la conversión 
obtenemos : = = 90° => я = 180" 


2 
LI = 270° = 2л = 360° 
* Reemplazamos: 


2sen 90" — cos 180% -20)-(-) 


С cot 270° + вес 360° 0+1 
ьЕ=2+1 5-3 
En RPTA: “E” 
PROBLEMA 2: 
sen 90? cos? 180° 
= 
рг Звепї 270° 
AO В)2 о D)-1 .E)-2 
RESOLUCIÓN : 
* Con la ayuda del cuadro de las R.T. de los ángulos 
6 
cuadrantales: Z, = sen 90° + cos" 180". 
3sen* 270° 
_ 1+4? 1:650 _ о 
зс) з 3 
ЕРТА: “А” 
PROBLEMA 3: 
Calcular el valor de “E” рага: х = 45°. 
E= sen2x+c086x 
қ __фапах+совВвх = = 
Ај B2 ЕЛЕС д Е) 
RESOLUCIÓN : 5 
* Reemplazamos y = 45°, еп la expresión: 
sen 90° + cos 270^ 140 
E aii LIA EE 8р чш 
tan 180" + сов 860" ^. 0+1 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 4: 
Simplificar la expresión: | - 
(ағыу. sen 90" + аЬ cos 180“ 


> 47 asen90* +Ьсов180° 
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Аја - B)b ©)а- b 
RESOLUCIÓN : 


*Reemplazando valores: E — 


E) 2a 


(а+5)* x(1) - 4abx C1) 
ax(D+bx(-1) 


¿Dash 


2 2 2 
3 к-“ +b)" -4ab в *2abb* —4ab 
a-b a-b 
 a'-2ab*b! (a-b) _ 
Е ЕЕ s 
RPTA: "C" 

PROBLEMA 5: 
Calcular el valor de : 

E - (cos 2700)" 10360 (sec 1800)" 

cos 0° 

A1 B)2 с)о D)-1 Е) 4 
RESOLUCIÓN : 


*Aplicando las razones trigonométricas de ángulos 
cuadrantales: p. (0)? _ Qc 1-1 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 6: 
(a+b) sen? 5+6- Б) sent 2. 
ТИ E [AS TES EAS 
2abcosx 224, 
А)2 B)-2 C)4  D)5 ЕЈО 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerde que ien = зеп 90° =1 
sen 2? = sen 270° =-1;с08 я = cos 180? =— 
s (a* + a С° 
p 2ab(-1) 
_ а®+2аЬ+Ь°* + (а? -2а65+5*) _ 4ab 
Е E ipn 
RPTA: “В” 


PROBLEMA 7: 


Se tiene los puntos Р(2(@+1); За) y 9(3; a) que 
pertenecen. al lado final de jue e 


Q(3;a) 


У 2a 
= Е үре 
ИҢ tang -— m аза) =>а+1=3 y а=0 


como a>0>a=2 Luego апд = 2. cotó- 2 
> гапд + cota 13 


PROBLEMA 8 : 
Calcular el valor de : 

E- tan sen (con 5 )|-cos[tan oom] 
A1 B2 C)-1. р)4 Е) О 
RESOLUCIÓN : 


* Aplicando las razones trigonométricas de ángulos 
cuadrantales : 
E = {ап {зеп (0)]- cos[tan(0)] 
= E = tan[0]- cos[0] > E=0-(1)=-1 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 9: 


Sabiendo que а y 0 son coterminales y n 
КО al IIIC , también se sabe que : ша 


1 
0) 2 Е) 17 
RESOLUCIÓN : 
* Como son coterminales 


ay8-| R.T.(a) = R.T.(0) 


* Por tanto “E” quedaría: E = 522 + Соза 
со CO=5 А9 


ж " — 
Ahora: CA^ cA- 13 2 * 18 


tga= 


* Reemplazando : E = 


>El signo negativo ¿que se ha puesto es porque : 


Uu ay0e ШС 
RPTA: “C” 


ROBLEMA 10: 

de dos ángulos coterminales, si la suma 

deambos es 2480" y el menor de ellos está comprendido 
entre 304" y 430. | 


- B) 2 220° C)2 140". D) 2 320* - E) 3 000° 
OLUCIÓN : 


son ángulos coterminales, entonces: г - р ato 


a+ f = 2480....(1) | restando : 28 = 2480 - 360n 
a-B-360*n..(1] | = 2 =1240" – 180*n 


* Entonces : MT 
304" «1 2936” 
< 1240" – И EET AS тау 


>4,5<n<5,2>n=5 
* Reemplazando en (1) y (11) : 
а + В = 2480" 


sumando : а = 2140" 
Е 


RPTA: "C" 
PROBLEMA 11 : 


Si: "a "y “ f" son ángulos coterminales y suman 90°. 
Hallar: 7, cuando 220° « a < 260%. 


1 5 4 E 5 
VEIGA түк 74 EIE 
RESOLUCIÓN : 

%а+ f = 90° ог (1) sumando : а = 180" h +45" .....(S) 
а-В= 360 k .....(2) 


* Por condición: 


2207 «a < 260" — 220 < 180° 45? < BP —0, <Ё<1,.. 
* De donde : 
k=1, en (3): а = 180" (1) - 45" => а = 225°; р=-135° 
бүр de 

B S 
PROBLEMA 12: 
Hallar la medida de dos ángulos coterminales que están 
en la relación de За бу la suma de ambas está 
comprendida entre 4 0827 y 4 608^. 
А) 1320° В)1 240 С)1 610° 0)1 620 EJ1840* 
Resolución : 


ЕРТА: “р” 


* Sean los ángulos coterminales 
ayf-a-f-360?n.........(1) 

Por condición : £= 5... (2) 

* Además : 4032° < a + B « 4608°........ (3) 


*De(2): B= За, reemplazando en (1); 


a- Ва = 380°п => а=900°п 
* Reemplazando en (3) : 


4022" < 900*n + 2900* < 4608" 
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4037" < 1440Рп <4608° >2,..<п<3,..>гп=3 PROBLEMA 15: 
* Como : æ = 900°п => а =900° (3) => а: = 2700" Siendo “р” "wn ángulo en posición normal del ПС, 


JS seco, 


в-а B = 8(2700") => p = 1620* 


ВРТА: “D” 
PROBLEMA 13: = 
Del gráfico, calcular: Ко оеп(0-ад A, y 
Т Ене с е зз ы бс. 
о 9 RESOLUCIÓN : 
р)о 4 *Reduciendo la fracción ilimitada : 

1 207 e Раса 
Tu P red Nr 4*gip 
RESOLUCIÓN : SEU 

"y 


* Del gráfico : 0-а = 180? y 2--180% А 3 
* Resolviendo la ecuación : P--Le48 


sete - a4), $ р--3-(З (absurdo) 


* Luego: К = sen(6- a) 


cos B 
z z * Luego se tendrá : 
> K- sen 180° + 22 (180 - C180") |, QR. eoo ele REOR 
cos (-180*) ATRAE 
o 1 
о к=о “2582 +13 K=1+2=0 > 1 
- - +=— 
RPTA: “D” 3+". 
PROBLEMA 14: 3 ЕЯ 2/3 
2 AS Ж O 59009 ==— 
Si “4” y “9” son dos coterminales y complementarios, + Graficando : 
tal que “д” toma su máximo valor negativo, calcular; 
АСЯ 2, 1 
AI В)0 С)-1 D)2 E)-2 А ip 
RESOLUCIÓN : А76 
3 * Reemplazando : 
I) Por ser coterminales : %-0- 2пл; E=28en0-V3 зес= E- X. gy o8 
I)$460z 5... (1) 
z * ЕРТА: “С” 
Sumando: 2# = пл + => ф= пг + PROBLEMA 18: 
* Pero “g”, adopta su máximo valor negativo, quese Si зепд – сов0-0, tal que де (0805) halle а valor 
obtiene dando a “т” el primer valor negativo. de M-sen20--cos20 - = 
>n=1=3p2=-1+ te PE SOLUCIÓN : 
De la condición: sen—cos8 Por razones de ángulos 
end): 93-422 (25) -5 complementarios 
г. 0%0-90% >0=45" > веп20 = веп90° =1 
E cos 20 = сов90° = 0 M - 1 
* Reemplazando : E = сов| —.—$— |= cos(-x)- -1 
5 - PROBLEMA 17 : 


RPTA: “С” Si: ѕес10° = a , entonces: £i 


© 


*tan(-2060*) = –гап (2 060") 
=-tan(260" + 1800“) 
1 
= - tan(260") = (==) 
PROBLEMA 18: 
Sii аеис у : ета = (sena y ^* * Calcular : 


tgaxsena 
п 1 
ла Lr 2 (Hi с) EAT D)-7 4140 EI 


RPTA: “Е” 


RESOL теге : 


ета = (oen a) = 


2 

> Ҹзел?а = (sena) "*" = (sena)z« = (sena) ““ 
2 £ 
* Igualando : Ма = 


* Por dato : a e ПС 


LPR 
cum a 12/148 
% RPTA: “E” 


аан 
ане (o Беде 


DEM 
o әзіне pe 


бу ss 
53 


=1, в1-а* Oda! 1 Dhia B * Luego : -esca = 8 = esca = -8 


RPTA: "E" 
PROBLEMA 20 : 


Determinar el signo Че: зел? 0 sec" 9 ctg* 6 
— ; si Q pertenece al IC 
B) + ; si Q pertenece al ПС 
С) +; si Q pertenece al ШС 
D) +; si Q pertenece al IVC 
RESOLUCIÓN : 
* Sea: P = sen’ 0 гес“ 0ctg^0 
Ај 0e IC S Р : (+) (+) (+) = PG) 
B)Si де ПС =Р :(+)(—)(+)-> PC) 
C)8eIlIC 5 Р: (-)(-)(+) > PG) 
D)Si 0€ IVC > P: (2606905 PC) 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 21 : 
Hallar el signo de las expresiones trigonométricas en 
el orden dado . 


52x. 225,394, 225 _ 20бл 7, 732. 
О Ei goo. ien SE је 10 
А) (+)(+)(—) B) (—)(+)(-) C) (-)(-)(+) 
D) (—)(+){+) E) (+)(-)(+) 

RESOLUCIÓN : 


* Para determinar el signo de cada expresión, hay que 
determinar el cuadrante de cada ángulo . 


52a л 25л т 

вая. (и 5 је m 2r (ят) ет 

327 -( zr) 227 -( =) 
тее rt eI 3 1145 € III 

2057 73m sz) 
t =(в8х + *)ет A 10 С e HI 


* Ahora que ya sabemos el cuadrante, determinamos 
los signos: 
(jano 


E H 
. eC) r)- G) =+ 


« —sen| 206% 28 | _„_ == 
sen 3 Jess 10 је no 

ш 

ВРТА: “В” 
PROBLEMA 22: 
Sielángulog es positivo, pertenece al cuarto cuadrante 
y estal que 0 < 9 < 2x ; entonces, hallar el signo de las 
siguientes expresiones trigonométricas : 


А) (+)(+)(+) B) (—)(—)(-) с) CQ) 
D) (+)(+)(—) E) (—)(—)(+) 
RESOLUCIÓN : 


* Dato: 0 <0 < 2x y pertenece al cuarto cuadrante . 
* Se deduce que : E <0<2x, para facilidad 
expresaremos que: 270? < 9 < 3607 - 
* Luego : 
* 67,5" «2 <өо° => 5 e 1C 
4 4 

. 90° <$ «120 > enc 
2 9 e 

195" €, «180* > e ПС 
+ 202,5" <P < 270" э 32 е ШС 
. 180° « 3 < 240° = enc 
. 2 сто >в 

54" « 5 <72 > 5 e IC 
* Ahora que hemos determinado los cuadrantes, 
determinamos el signo de cada expresión: 


«ta() 9) 
Os 8) ј ехе” 
«Se m Qo Қыс + (XD __ 
TT 5 о гы ту” 
PROBLEMA 23: 


Del gráfico mostrado, Exo L= Btan0reotA | 
Si, además: tana=2,5 Т, 


RESOLUCIÓN : Е 
* Graficando : 


+ Dato: fana - 5 


* Del gráfico : “180° +9” y “ в — 90°” son ángulos en 

posición normal , luego aplicamos definiciones de 

razones trigonométricas : 

* tan(-180* +0)-4 => tan = * 
5 5 

• гап(р -90*)- 22. cotg - 5 


* Бе pide: L=5tan0+cot В 
4). ( 2 
»L- (2 (-2)-e 


PROBLEMA 24: 


Si "P" es un punto del lado terminal del ángulo °” 
en posición normal , Sonna 


RPTA: “E” 


4)9 В)-9 
RESOLUCIÓN : 


* Graficando : 
P(-9;40, 


* De la figura anterior "ond (-9)* + (40)! - 41; 
sobre el eje X se toma un punto Q ,tal que: OP - OQ. 
Si M es el punto medio de PQ tenemos : M(16 ; 


* Reemplazando en L :: = 4(5 a(i )-» 
ЕРТА: “A” 


PROBLEMA 25: . Tang -15 
Del gráfico, calcular: tana 2 Del gráfico E 8 > Е-Тапб-8есб-Ес4 
RESTE с 1 
ЕРТА: “р” 
PROBLEMA 27 : 
Si а es la medida de un ángulo en posición normal, 
además: 


fan(a)-0,225;a € az dol el valor de 
E= 40sec(a)- 41веп(а) 
А)-50 _ В)-32 | сл D)32  E)60. 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando : 


RESOLUCIÓN: 

Condición: Tana - 5 лає (su; 2 
22-9: Y 

Graficamos : 4n 5 


Зп X -40 
* Del gráfico : tg a = 210330) 


Del gráfico: 5еса=^ э Seca= -2 
e : У за Еви - 
3 Тил йт ЕЗШ luego: Е =405еса – 415епа=> Е-- 82 
alle: E= d RPTA : “В” 
e: E tan(0)-sec(0) #/ PROBLEMA 28 : 


ОВ) 3 D E)5 
В) ©з 5 / En la figura mostrada si ABCD es un rombo, entonces 


RESOLUCIÓN: eds avs 
Condiciones ¡cular F=tan(0)+cot(9)se ol tiene: 
I) |Созд|-- Cos0 => Созб < 0 
II) [Cotó|=Cotg => Со40>0 | c 
Luego: 0 e ШС > 
x а 
8 
E» 2843 2842 Lo 15/8 
ET p dE 16 D s S 3 
RESOLUCIÓN: 
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Del gráfico: Tan9=*=- - RESOLUCIÓN: os у} 
Luego FeTonps Cotge 5. 5 > p, 248 
Le “А” 
PROBLEMA 29 : 
De la figura mostrada , а V65u , L: 2x-y+1=0, (-6; 243) $ 
halle cot(0). : 


X 
AA A) 
4)5/9 B)9/5 С)9/4 D)4/9 Ej2/9 Calculo de las PET de M: 
RESOLUCIÓN: E 
| Me (005 6:249). (p fg) 
luego: Tana 2. = Тапа=- (428) 
RPTA : “C” 
PROBLEMA 31 : 
Dela figura mostrada, halle fan(a). 
L: 40x-9y=0 | 
P 2 
Xx 
Del triángulo rectángulo sombreado:. 
(2a - 1) +a*=/65* - а=4 Coordenadas de P: Р(4;9) 
luego:Cot0=* = сою-4 
У БРТА : “D” 
PROBLEMA 30 : 4)0,4 B)0,6 C)0,6 D)0,7 E)0,8 
Dela figura жанадан si OE OS elvalorde RESOLUCIÓN: 
tan(a). Y А 8:ángulo de referencia 
| " "7 dea 


(-6; 243) 


EDITORIAL RUBISOS: 


A(a+b;b) 


41 9 


40 4 
Luego: = m) == 
ego: Tana =Тапд 50 = Тапа 5 m 
RPTA : “Е-' - 
PROBLEMA 32 : Tenemos: Tana = Lana b. В 
Se tiene una circunferencia tangente al eje X y al 
A UN, => а? ђе =ђ" > а?= 2b? 
segmento РО. 8: ОА=АВ, P(-9;0) y Q(0;-12) halle 
el valor de fan(6). Y ahora se pide: A=Csc%a + Тап?а 
| s 2 2 
3 A-Cot*a +1+Tan ^as a-(* cid «i (2:5) 
Е 2(a*+b*) 
A= EE +1 
Como: a*=2b* = A= A 7 
ғ ЕРТА: "C" 


PROBLEMA 34 : 


А De la figura mostrada (b»a) , determine tan(a) en 
B)-(42*1) C)R/8-6 términos dea y b. Y 


E)2 (42 - 
ARE > 1077042 de 
| вири 


Notemos que: 
9=6а+2 /За 


22-2 2 
64242 


Como: 
8eIV C —Tan6 «0 


Tan9= e НАЧИН 42) 


T" RPTA : “E” 
PROBLEMA 33: 
А@+ь) УВ; а = b) pertenecen al lado 
en posición normal а, calcule Coordenadas de M: м(2°, zb) 
A рв . —E)5 luego: Тапа= У = Tana $35. 


ЕРТА: “A” 


ATRIGONOMETHIAA 2 


PROBLEMA 35 : 
De la figura mostrada. Halle el valor de: 
tanía)-tan(f) Y 


А) 12 B)1 С) 3/2 р)2 Е) 52 
RESOLUCIÓN: 
Del gráfico: 2 > тапа+ TanfB== 


Tang =— = 
ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 36 : 
Del gráfico , ABCD es un rombo . Calcular; 
tana+cota. Y 
B, 
@ [5 
-28/3 
B) ТЕ 
43 
КОЕ 
1 
Us 5 
RESOLUCIÓN : Y 
* Graficando : 
(-ба;/8) м 


77 
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* Sea el lado del rombo 4a, entonces las coordenadas 
de M son : (-ба га /3) 
* Como а es un ángulo en posición normal, tenemos : 


ауз УЗ -5 
tan 53 2 сој = 
а = а 78 
ru dE. El 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 37 : 
Si ве cumple | 
Хвепх cos y 


cotx апу: 


RESOLUCIÓN : 
a) De (1) 
Vsenx cos y<0 = senx>0;x e ICoIIC 


=>еову < 0; y e IIC o ШС 
De (П) 


coixjtany «0 => cotx < 0; x є IIC o IVC 
> ѓапу>0; y» IC o ШС 
seconcluye: y e ШС, x e ПС b) Si y € ПІС = seny 


>(-) y € ПС > cosx > (—) Luego, el signo de 


sen? y совх=(-)*(-)=(+) 


PRIMERANERACTCANO/RIGIDAS 


@) Calcular : eos 0° + сов 180° + соз 90° 


А) 3 В) 2 С) 2 D)o Е)-3 

63) Calcular: зеп 90" – веп 270" + tg0^ 

4)0 B)-2 C)2 р)4 Е)6 

(2) Calcular: etg - seem 

A) -1 B)1 с)о р)2 Е)-2 
2 

(93) Simplificar : mar UE 

А)1 B)2 С)-2 D) 0 E)-1 

3. 
бӛ) Simplificar: sen (=)- eo ( 
A)-2 B)2 C)-1 D)-11 Е)0 


¡sec 0°+.свс 90* — cos x — ex (5) 


B)2 С)-2 


соз( 2х )sen90* + tgO*tg (==) 


ӨЗ Simplificar : em 
sen(2x)- сас Е 


D) 0 E)4 


АЈІ В) 2 С) 0,5 Р) 3 E 
2 Зл 
68) Calcular : sen (21) + sen? () ( >) 
А)6 В)4 C)2 Р)8 Е) -3 
= ари (a-b)? совл + (а +)" sec 2x 
()Simplificar : 
(tenz + 0007) ab 
2 2 
A)I B)2 С) з Р) 4 Е) 0 
(9) Calcular : 3 cos 180" + 4свс 270° 
A7 B)-1 C) 1 D)-7 Е) 8 
mete 5) мия 
Simplifi E 
ES E 
А)1 В)0 Cj4 D) 2 E)3 
(3) Calcular : cos(senx) 
А)1 В) 2 с) 0 D)-1 Е) л 
@ Calcular :ctg [cos 0 + соз x] 
А)1 в)0 С) ® D)2 E)-1 
@ Calcular : 
сов0°+ оов + сов180°+ cos З? + сов 360° 
A1 B)2 С)-1 р)0 E) 3 
оо: 
1) веп90“ > sen60” ^ + бтр) cos 90° > cos 30° 
Ш) sen — sén360* 
А) УУУ В) ^O FEF D)VFF Е) VFV 
(O Calcular: хенд? – cos 180 + sen270° 
AI B)-1 C)2 D)4 E)-2 
(O Simplificar ; (72 + 1)" sen90* + (m – п)? esc 270° 
a mn 
44 B2. Олт рве Ез 
веп270° + 2 cos 180° 
O Hallar el valor de: ES IAA 


05 В-15 С)-25  D)-35  E)-45 
( ) Señalar verdadero (V) o falso (F) 
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()sen30* + sen? 45° = – cos 180° 

()sec 180° + 1180? = ctg 45? 

( )cos 60° — cos 0° = sen270? — sec 30° 
4)VVF  B)FFV  C)VFF  D)VFV  E)FVF 
д Calcular el valor де: 


4tg? + 28en90? — 3 соз 180“ — ck 
4)6 B)-6 C)-11 р)-5 


GARZA DOMI GITARI. | 
(61) Calcular el valor де: 


4sen? + 2cosz -esc 37. 
Е= 2 2 
secr + tan 2z 
A)-3 B)-2 C)-1 
(6) Calcular el valor де: 
Е =sec|tan(tan 0*)] – cos [tan(sen 0°)] 
А)-2 В)-1 C)0 D)1 E)2 


SEGUNDARERAGIICANDIRIGIDA) 


@ Calcular : С = sen 90° - cos 180° 
A)1 B) 2C) 3 D)-2 Е) 0 
2 sen 270^ — 3 сов 180^ 


cos 360^ 
D)-1 


A; 


сов". 
2 


р)о Е) 3 


63 Calcular: L= 
A) 1 B) 5С) -5 


63 Si: Ко = 


Calcular: E 


E) -2 


sen 12x —cos4x 
зепбх 


us 


1 1 
А)1 в)2 с) 3 D)-2 E) 7 


(63) Calcular el valor de “E” para : ==. 
E- tan x+ sen 2х + свебх 

AJO B)1 
(93) Calcular : 
Е = вес[ sen (tan x) ]- sen [tan (sen 2я)] 

А) 0 В) 1 C) -1 D)2 E)-2 

(Calcular el valor де : 

2 

2-4 180% - 

8 зеп 90% 

1 

с) 3 


cos 4x 
C)-1 D)2 E)-2 


cos? 180° + sen* 270° 
-веп? 270° 

1 1 
А)1 В) Ds E 
(a +b)” соз0° - (a =b)? seco” 


ЗаЗзеп“ 90° + b? сөс! 270° 


(G2) Reducir: К = 


ATRIGONOMETHIAS5 >> —— à 7| 379] 


A)1 B) 2a с)ь 
@ Calcular el valor де : 


E = (cos 2707) ^^ азо" 
соз 


AJ0 В) 1 C)-1 
(69) Calcular el valor де : 
E = tan| sen (cos z) + cos [tan (sen x)] 
А)0 B)1 С) -1 D)2 Е)-3 
(9) Calcular: E = cos[sen (tan x) |+ sec [tan (sen x)] 
А) 0 B)1 C)2 D)-1 E)-2 
(OSimplificar : 
т? esc 90° + 8m Lan 180° + п? cos 0? + 2mn cos 180° 
m cos 0^ + nose 270° 
AJO B)1 C)-1 D) m+n 
(2) Calcular el valor де : 
_ Ssen 90° - cos 180° + 2 cos 0" 
sec 180° — све 90° 
А)1 B)2 C) 3 D)-3 
(13) Calcular "x" еп: 


р)25 Еј: 


+ (sec 1807" 7 


D)2 E)-3 


Е)т-п 


Е)-2 


2 л Зл 
х?веп +| sen & secs |х = совт 


2 
А) 0 В)1 С)-1 D)2 E)-2 


498 “а”, “ В” y “ө” sonángulos positivos., menores 
que una vuelta , cuadrantales ; tales que: a» f > 0. 


А)1 B)2 р)-2 


Зл 2 
(a+b) sent ^7 «(а у: cos? 
(13 Simplificar : 8 = = x > 


А)25 В) ?а С) 4а D) 4b E)4 


(98i “a”, ^8" y “g” son ángulos positivos 
diferentes menores que una vuelta, cuadrantales, tales 


que: cosa = tan f ; a> В, calcular : y = 9210-0088 
sena 
А)1 B)2 €) -1 D)-2 в-і 


Señale el ángulo que no es coterminal соп 200°. 
А) 560° В) 920° С)-160° Р) 520° Е)1 380% 


@ Señale el ángulo que no es coterminal con 130°. 
А) 490% B)850  C)1210 П)-250% Е)-590% 
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(3) Señale la medida del ángulo coterminal con 1 730° 
positivo, mayor que 2 vueltas pero menor que 3 vueltas. 
А) 1 020° В) 1 010° C)1110* D) 1 120” E) 970° 

(ED)Señale la medida del ángulo coterminal соп -215°, 
positivo mayor que 3 vueltas pero menor que 4 vueltas, 
A) 1 125° В) 1 090° C)1135» D)1225* E) 1215" 


ТАВЕ! 


(G3) Calcular: К = 


(а +Ь)зеп 90° - (a -b)cos 0° 


Аз B)b © 


@ Calcular : g — (а +b) sen 0" — (a - b)* cos 180" 
a? sen 90° + з (Безе 2707) 

A) 2b B) 2a C)2 D)a E)b* 
(3 Calcular: 25en 90" + Зсов 180" +41g 360?  5ctg 2707 
А) 14 B)7 C)6 D)5 E) -1 
(а +)? cos 360° + (а — b)" sen 270° 

a sen 180° + ab sen 270° + bsen 360° 
С)1 D)2 Е) 4 


(63) Reducir : 
A) -4 B)-2 
(93) Calcular 5 si se tiene que : 

(a+b) cos0+2abtg 2л + Зађвесл E 


3 3 
O > 
1 
АЈ 2 B) т? С) 3 D)2 ЕЈЗ 


(63) Indicar (У) о (Е) de las siguientes expresiones : 


I) 500° € IC И)555° e HIC 111)900% е IVC 
А) ЕҰУ В) ЕЕЕ С) УУУ D)VVF E)VFV 


бд та саг (V) о (Е) de las siguientes expresiones: 
I)- 200° e ПС 1I)- 350° «ІС  HI)- 650" € IC 
А) УУУ  B)VFV  C)VFF D)VVF E)FVV 


(03) Si: 240° < 0 < 3207 · ¿En qué cuadrante esta 6 
А)Т ВВП CMI D)IV  E)Ningán cuadrante 
(6 Si:sena<0 ^ cosa>0.¿En qué cuadrante está 
“a”? 

АТ ВИ СШ DJIV Е) Ningún cuadrante 
(DSi: tana>0 ^ esca < 0. ¿En qué cuadrante esta 
“а” 

АЈІ ВИ С)Ш D)IV Е) Ningún cuadrante 
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ӨЗ Del gráfico determine el valor de tan 9 


AD BÀ —— : 
| Ugo Y 


2 
А)10 B 


1 3 
O D); 


1 
E 


(93) Sabiendo que : seng = Тапд;фе ПС де ІС. 
Halle: Tané 
а) 589 ру Соё y 3 р)--©°_ gj- Bend, 
өз Si todo punto que conforma la hélice posee como 
forma general: (Cost, Sent,t) 
Determine el valor de: үу = Csc?9 + Coto 

2 


@ Si tang - t; luego de maximizar el área del 
rectángulo sombreado. 
Calcular: tana 


00 Siendo y y @ dos ángulos en posición normal, 
positivos y menores que una vuelta, además > <0<у 
; para los cuales ве cumple que : 


send — [Cosy – Seng > 0 


Obtenga el signo de: p= Tanó + Coty 
Cos8 — Secy 


A) (+) B) (-) C) No positivo 
D) No negativo Е) (+) 6 (-) 


62 Бі ФеПС;а<0 ^ b»0 donde: 
aSeno + y Csc*0 = БСов0 + [Caco 


Entonces halle el término de “a” y “b” la expresión: 


Е = ЈађТапд + JabCot0 
A)2a*b В) аЬ Cjb-2a D)b-a  E)a*b 


(93) Según el gráfico mostrado. 
Calcular: Tang 


(695: "a" es un arco negativo comprendido entre Зу 
4 vueltas , además , es conterminal con el doble del 


я Ал а 
suplemento de T Calcule : сы (= z) 


40 вл сул руу BG 
@@5ї "a" en un ángulo de medida negativa mayor 
que -270° y perteneciente al ПС, señale el signo йе: 


a a 

Cos| – Se ы 

5 05 ( 4) MARS 
Sen 


E Ру ANRE А 
| a a 
2 Tan| - 2) с» (< - sr) 
А) (+); (-}; (-) В) (+); (+) (+) С) CCS CC 
D) (+); (+); ) E) s C; (+) 


Ф De acuerdo a la posición de la circunferencia у 
sabiendo que ов] =c, 


Halle: К = (с? -b*)Tan0+(e? – а? Coto 
Y 


А) ab 
B) abe 
С) 2ab 
D) гађс 
E) atb* 


L- 


(3) Del gráfico, halle: Е = Tana + cota 
Si: 4AB = ЗАВ ^ CO- OM 
O : es centro de la circunferencia 
M : Punto medio de AC, nu 


@ Del gráfico halle: Tang Si: 
G : Baricentro del triángulo TRI 
R : Vértice de la parábola. 
L : Punto de tangencia 


M (y-3)=4(x+2) 


(3) Sabiendo que en la igualdad : 


Тапд = Тап?  Tanf;"Tanü" asume su menor 
valor posible. Calcular :W = /17Csc9 – J5Cosf 


Si además: бе IV y Зе ПС 
A) 18 В) -13 С) 15 D)-15 
AD BC 


áfico: BC// AD; — = AB - — 
«Ел el gráfico: BC // AD, = АВ 3 


E) -19 


Calcular : W = Tana(Tan9 + Tang) 
А)-1 т 


2 A x 
@ Бі el lado final del ángulo en posición conónica 
"В" pasa por el punto “М”, que es punto medio del 
segmento AB, tal que la suma de coordenada de los 
puntos А y B es cero. 


Calcular: W = Tan f + /2Csc ff 


АЈ1 B)3 C)-3 D)-1 Е)абс 


«Ел el gráfico mostrado: 
рза 


se verifica АВ = BC, АС = CD 


Calcule tan а. 

5 6 4 9 7 
A o o2 Ez 
(38i а es el mayor arco cuadrantal el cual verifica: 

2034-4 11 
-12 2a-3 7 
Entonces el valor de sen 515055 es: 
ai mi o-$ D$ E) 1 
251: 
O es в 
2/3 - 3tan8 
2- БЕТТІ 
zu- Запе 
БЕТТІН 
сағыла 


Calcule el valor de 6 para que Р exista, sabiendo que 
pertenece al ИТС, es máximo y menor que una vuelta. 


AJ es р) ES 


в) 


RESUMEN DE RAZONES TRIGONOMETRI 


DE CUALQUIER MAGNITUD 

Se dice que un ángulo trigonométrico (generado por 
rotación de un rayo en sentido horario o antihorario) esta 
en posición normal, estándar o canónica o regular si y sólo 
si el ángulo tiene su vertice en el origen de coordenadas, su 
lado inicial coincide con la parte positiva del eje de abscisas, 
y su lado final puede estar ubicado en cualquier parte del 
plano cartesiano. 


Yi 


b Se menciona esto porque 
X el lado final de O se halla en 
elllIC. 


> аєШС 


Se menciona esto porque el 
lado final de 0 se halla en el 
ИС. 


200° 


120° e IIC 
MOTA 1 
90? es un ángulo en posición normal pero no 
ск d coniirante aiguo: 


50? e IC 


M: Зои а en posición normal tal como se 
muestra Ре al lado final de а. 


X 
Sea « un ángulo en posición normal. eligimos un punto 
cualquiera Р(х; y) en su lado terminal con radio vector “r”, 
las razones trigonométricas se definen como sigue: 
ER. 


ѕпа= У ; сса= 1 

т y 

cosa=X% ; seca = 1 

r x 

y х 

а =% ; а = х 

tg x > de 5 
г= yx? + y? 


MOTA y 
х = abscisade P у = ordenada de P 
г = radio vector de P. 


Ejemplo 1: 
Dada la expresión, hallar las razones trigonométricas de 0. 
Y 
P(-4:2) 
0 
Resolución: 


Para hallar las razones trigonométricas necesitamos el 
radio vector. => г= 4-47 + (27 - 2/5 


Abscisa = 4 
Ordenada = 2 
Luego: 
2-8 
. PA > себ-У5 
4 _-25 45 
. сал ES > зесб-- 
2 -1 
+ %9--4-2 > 99-2 
Ejemplo 2: 
бе observa que а esta en posición normal. 
Y OPE 
y =mx+b, 


y =Ax+B 


a=90"mmeZ 6 A kez 


1 Ejemplo: Calcule sen90? + cos90° 
Sm 2 (да =1 Resolución: 

1ro ubicamos el angia 90? en posición normal. 
cuadrantes. 


Рага calcular las В.Т. de 909 se puede escoger entra PQ 
y R uotro par ordenado que se halla en el semieje positivo 


de ordenadas. 
Ejemplos: Nosotros elegimos el punto. 
* 141009 < 0 ; puesto que 100°є ІС Q(0:2) = АЫѕсіѕаѕ = 0 
* cos280? < 0: puesto que 280°= МС ordenada = 2 т. vector = 2 
* зел(-2009) > 0; puesto que -200? e ПС Luego: sex SEA 
vector 2 
Ejemplo:Si sena>0 y cosa< 0 
Indique el cuadrante de a. P a O 
riyector 2 
y En un plano > sen90° + 608909 = 1 
sena>0 Ф| ® cartesiano De igual forma se puede calcular las R.T. de otros ángulos 
(+) X Yi cuadrantales. 
4 RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE LOS 
> ÁNGULOS CUADRANTALES. 
Y . [_— sen] cos] t | сө | sec [ec] 
созо<0 * ШЕ еі A ла | г! 
(-) 
NOTA : 
St аа ИС 
= Esto no significa que 90°< а <180° Donde: N.D.: no definido. 


Sólo indica que su lado final se halla en el IIC. 


Podría а ser. y ÁNGULOS COTERMINALES 
| Son aquellos ángulos trigonométricos que tienen los 
mismos elementos. es decir un mismo lado inicial, vertice y 
о lado terminal. 
a X Ejemplo: 
9 


ÁNGULO CUADRANTAL 
Es el ángulo en posición normal cuyo lado terminal 
coincide con cualquier semieje del plano. Las 


medidas de los ángulos cuadrantales son múltiplo de |“ a son ángulos coterminales. 


90%. 
^ Sia y Ө se Ке сото ángulo еп posición normal se 
lemplo: 
Ejempl: Y Y бе 
+ a>0;0<0 
* а-0 = 36 
-27 x 
Dos ángulos coterminales o у В tiene la siguiente 


característica. 
La medida de los ángulos cuadrantales tiene la ) «-B-3607m , meZ №) RT(o)-RT) 
forma: . z 


DA 


Disque cuadrante pertenece el 
ángulo 0 si:Cos0 <0 ATEO > 0? 


A)JIC В) ПС 
D)IV ВМА. 


63 Siendo $ un ángulo que 

pertenece al ПС. Encontrar el signo 
Send — 2 Созф 

< de la expresión: Ехать 

А) + B) - C) +6-D) +у-Е) МА. 

(938i се IG ВЕ ПС өє ШС, pE IVC 

Determinar el signo de: 

А = Tga . Сов). Ѕепф 

В = Sec? f. Соз . Таи ip 


C) ШС 


_ Sen0 .Cosa .Tg B 
Сів o . Sena 


А) +; +;- В) +) + С)+;-- 
D)-; +; + E) +;- 


(69 Determinar el signo бе: 
Sen 190^ . Tg 200%. Cos? 100 
Бес" 300“ 


3Tg 50°. Cos*150*|" 
Csc 300° 


В) -;- 


Е= 
F= 
A) +; - 


D); + E) N.A. 


бӛ Бі: Seng <0 л Сове « 0- 
Determinar el signo de la expresión: 
(Тад + Стад )Secó. 

A)* B)-C) +6-D) + y -E) МА. 


C) +; + 


69 Calcular el valor de la 
expresión : 

(Cos60*)9"??* + (Све2т0°)5°°%2' 
А)1 В)2 C)S D)4 E)5 


Calcular "y si 


'x Sec (x-1) Tg180*- (х%-1)5еп270% 
=" Cos360*4- Csc90" 


A)! В/2 C)8 D)4 Е)5 


(93) Reducir: 


a? Sen 90° + 2abCos 0^ — b? Cos 180° 
а? Cos 360° + ab Tg 0° + b? Sen 270° 


два O 
a—b 

b 
D) bla E 
(99) Calcular : 
Cos10" Соз20° Cos30" ............ Cos170* 
А)1 В)-1 C)O D)2 E)-2 
($9) Calcular : 
Tg[Sen(Cos90" )] - Соз[Тұ(Ѕеп180° )] 
AJO В)" C)-1 D)2 Е)-2 

Sena Cos 8 


(O) Calcular : Senp ta Со 


4)1 ВО С)-1 D)2 


(Siendo a y в 
coterminales reducir : 


(2Sena+3Senf8) (ЗСвса — 2Сзс8) 
А)1 В)2 С)3 D)4 E)5 


438 со y 8 воп ángulos 
coterminales, además 


Sena —06ya € ТЇС. 
Determinar: Cos 

A) -0,6 B) 0,6 С) -0,8 D) 0,8 E) 1 
(13) Siendoa y B< s coterminales 
además : Seno+Sen/3=1 y a € ПС 


Determinar : Cos 


E)-2 
ángulos 


A) 1/2 B) -1/2 C) - 512 
D) 32 ЕО 
495 о у 8 воп ángulos 


coterminales además : 


(Sena )**'2(Cscg )** 
А)12 B)1 C)2 D)S32 E)3 


(19) ¿A qué cuadrante pertenece el 
ángulos @ si: 

Созв < Cos e ATg0 > Тит 
A) IC B) ПС с) HIC 
D)IVC E) МА. 

(DA que cuadrante pertenece el 
ángulo g si se cumple que : 

Seno > Sen360" ^Clgü > Ctg90" ? 
A) IC. B) ПС C) шс 
D) IVC E) IC AIIC 


495: а у B воп ángulos 
coterminales además : 


(Sena)! -(Seng)"** determinar x 
А)1 В)2 C)3 D)4 E)6 
(49) Calcular : a/b si: 


(a+b)? Cos 0°  2abTg 2r + 4ab бест 


а? Sen +5? сез? 


А)-2 В)-12 C)12 D)2 Е) З 


=3 


ед De la figura, determianr el 
signo de la expresión: ЗепоТи 8 Cosy 


(6) Sena. Csce: =1; Va 10: 1/21 
63 Sena = Соз(90° — а) 
© Cosx.Secy =1>x+y="/2 


(03) En un triángulo rectángulo la 
altura relativa a la hipotenusa es 
«h» y uno de los ángulos agudos es 
«0» expresar la hipotenusa en 
términos de hyg 


А) h(Sen0 * Cos ) 


([STRIGONOMETRIAS> — 7 |285) 


В) h(Sec0+Csc0 ) C) h(Tg0+Ctg0 ) 
D)hSen&Cosó E)9hTg8 


63) Calcular la altura del árbol 
sabiendo que al cortarlo a 4 m con 
respecto al suelo, al caer la punta 
del árbol forma con el suelo un 
ángulo" a"; tal que Sena=0,2 
А)24 В) 22 С) 21 р) 25 E) 20 


698: а уй son ángulos 
agudos; tal que 

SenaCsc2571 ^ Сов(о+8)8ес(30° –а)=1 
caleular; a — 8 


А) 6° В) 8° C) 10° D) 12° E) 15° 


63) Si AD=4 y BC=3, calcular : 
Сова Созд 
р 


B 


Pe 


A) 3/4 B) 2/3 C) 4/3 D) 3/2 E) 1/4 


68 Si: 180 = 


determinar : Sen9Cos9 
A) 1/10 B) 410/10 
D) 3/10 E) 2/5 


C) 1/5 


62» Desde un punto del suelo se 
observan, la parte central y la parte 
superior de un edificio con ángulos 
de elevación'o" y "90 —a". Calcular 
"Ciga" 

А) 112 В) 2/2 C)1 D) № Е)2 


@ Una persona ubicada а 36 m del 
pie de una torre observa su parte 
más alta con un ángulo de elevación 
cuya tangente es 7/12. ¿Qué 
distancia en la misma dirección 
debe alejarse, con respecto al punto 
anterior para que la tangente del 
nuevo ángulo de elevación sea 1/4? 
А)12т В)21т  C)36m 
1)48т Е) 84т 


(O) Si оте? 8 , además c HI C. 


Calcular: 10Sen9Cos0 
441 В)2 ©)3 D)4 E)5 


(В Бі: 0 x < 360° ASenx=Tg2x 
calcular : 


зеп [=] + eu |=] + с.) 
А) 23/3 В)2 С) 3 р) 4Е) 3/2 


(£3) Si: Fix) Cos" 2c —Tgdo+Ser? Gr 


determinar : ғ") 
AJO В)1 C)-1 D)2 Е)-2 
@® Calcular : Тед 


Lon 


л) 2 в) ісу фр) si Б)з 
@ En un triángulo rectángulo 
ABC, TgA=2,4. Determinar el 
perímetro del triángulo si además 
el lado mayor mide 39 cm 
A)S0cm  B)60cm С)90ст 
D) 120 ст E) 150 ст 

@ Calcular : АС 


A)RSen а B)2RSen а C) 2RCos сх 
D)RCos а Е)ЕТЕ a 


@ En un triángulo rectángulo 
ABC (recto en A). Calcular: 


Sen*B+Sen*C+TgBTgC 

А)1 B)4 С)3р) 3/2 Е) 5/2 
(43) Desde un punto еп tierra se ve 
lo alto de un edificio con un ángulo 


de elevación de 45” y lo alto de la 
antena que se halla sobre el edificio 
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con un ángulo de elevación de 53° 
sila antena mide 3 m. )Cuánto mide 
el edificio? 

A) 12m B)9m 

D) 18m E)24m 
(69 De la figura calcular : 


Е-Сі;0 -Tgo 


C) 18m 


4 


22 


А) 1/2 В)1 C) 3/2 D) 2/3 Е)0 
(60) Determianr Соз 
~ 
1 


us. 
Аб: = A 8. 
ТЕТІ 


об) 


А 
в 5 


ED De la figura mostrada , si 
d(PQ)- /65u , L:2x-y+1=0, 
halle cot(8). 


A)5/9 В)9/5 С)9/4 
D)4/9 E)2/9 
8) En la figura mostrada si ABCD 


es un rombo, entonces al 
calcular F=tan(9)+cot(9) se 


obtiene: Y 
с 
E Ж 
6 
28/3 E y 2842 
А Es B e 
wS 


pisi p 


OBJETIVO: 

Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 
* Calcular las razones trigonométricas de un ángulo 
cualquiera, expresándolo en función de un ángulo 


agudo, reconociendo para ello el caso en que nos 
encontremos . 


* Utilizar la reducción al primer cuadrante para casos 
especiales, como son los ángulos complementarios y 
suplementarios. 


| INTRODUCCIÓN : 


Un ángulo puede hallarse situado en cualquiera de 
los cuatro cuadrantes de que consta la circunferencia, 
dependiendo de su posición los valores de sus 
correspondientes líneas trigonométricas. 


Pues bien, cuando un ángulo se encuentra situado en 
el segundo, en el tercero o en el cuarto cuadrante 
siempre es posible relacionarlo con otro ángulo del 
primer cuadrante cuyas líneas trigonométricas tengan 
los mismos valores absolutos, esto es, de los mismos 
valores salvo posiblemente el signo. 


Las relaciones entre las líneas trigonoméricas de los 
ángulos situados en los distintos cuadrantes resultaba 
esencial cuando no se disponía de calculadoras. 
Existian tablas con los valores de las razones para 
ángulos del primer cuadrante. Los demás ángulos no 
figuraban en la tabla pues no era necesario: bastaba 
con reducirlo al primer cuadrante. 


No obstante, el tema Sigue siendo de interés para 
aplicar las razones trigonométricas i inversas, es decir, 
para determinar. un ángulo conocida una de sus 
razones trigonométricas. Como sabemos, si buscamos 
un ángulo a partir de una razón trigonométrica, la 
calculadora nos proporciona sólo una solución. 
Nosotros encontraremos el resto de soluciones con los 


conocimientos adquiridos en esta unidad. 


REDUCCIÓN 


ule los. en posición estándar con las razones 


trigonométricas de ángulos agudos (ángulos que 
pertenecen al primer cuadrante). 


CASOS DE REDUCCIÓN 


AL PRIMER CUADRANTE 
Se presentan los siguientes casos: 
* Cuando se trata de ángulos positivos menores a una 
vuelta 
* Cuando se trata de ángulos positivos mayores a una 
vuelta 


* Cuando se trata de ángulos negativos 
REDUCCIÓN PARA ÁNGULOS POSITIVOS 


MENORES A UNA VUELTA 


Todo ángulo positivo menor a una vuelta se puede 
descomponer como un ángulo cuadrantal más o menos 
un ángulo agudo, dependiendo del cuadrante al que 
pertenece , se recomienda tener en cuenta las 
siguientes sugerencias: 

D Mantener la misma razón trigonométrica si el ángulo 
está próximo al eje horizontal, esto es, cuando el ángulo 
es de la forma (x = x) 6 (21tx). 


ЕТ (180°+х ) = +ЕТ(х+х) 
=> +ЁТ(х) 
ЕТ (360° + х)= + ЕТ(2х + х) 


NOTA: 
Para determinar el signo (+) ó (-) se asume x como 
agudo (así no lo sea). Con el único fin de determinar el 
signo (ver figura adjunta) . 

H) Cuando el 


я 
б 
al eje vertical; еп tales circunstancias, де la razón 


trigonométrica dada se deberá pasar a la co-razón 
trigonométrica. 


ЕТ (90°+х ) = +вт(5+:) 


ángulo es de la forma: 


3. 
=) =) se dice que el ángulo se aproxima 


P =>%Со- RT(x)) 
RT(270*+x)= ввт(8 ==) 


NOTA: 

En todos los casos, se considera «x» como ángulo 
agudo. 

III) El signo que tendrá la operación de reducción será 
el mismo que posee la razón trigonométrica en el 
cuadrante al cual pertenece el ángulo. 


EJEMPLOS : 
+ Тап200° = фап(180°+20°) = + tan20* 
шс 
* зеп (270° — а)=-— cosa 
¡aa 


шс 


* Со1300°=со1(270°+30°)= + tan30* 


IVC 
* зес (180°+а)=- seca 
шс 
* Csc120*— св (180° — 60°) =+ све60° 
пс 
* cot (270^*- a)=-tana 
IVC 
* Sen(z x) = -senx 
> 
шс 


+ Cos 1172° =соз(360° x 3--92%) =соз92° 
= Соз(90°+2°)=- веп2° 

EJERCICIO 1: 

Reduzca al primer cuadrante: Sen 110% 


RESOLUCIÓN: 

1er. Método : 

Empleando la fórmula de reducción (I): 

Sen 110° = Sen (180^ - 70°) => 7 Sen 70° 

A continuación, el signo se consigue a partir del 
siguiente hecho: 


110 Е ПС 5 Sen 110° = (+) 
> Sen 110" = + Sen 70° 


2do. Método : 

Ahora emplearemos la fórmula de reducción (II), esto 
significa que: 

Sen 110? = Sen (90^ + 20°) = 7 Cos 20° з 
Enseguida determinamos el signo apoyándonos еп el 
hecho de que: 

110% Е ПС > Sen 110° = (+) 

> Sen 110° = + Sen 70".............. (Sen 70? = Cos20^) 


EJERCICIO 2: 

Calcule; 

Cos 10 + Cos 2" + Cos 3^ + .... + Cos 179 + Cos 180° 
RESOLUCIÓN: 

Aplicando lo visto en la teoría sobre ángulos 
suplementarios, tendremos: 


Cos 1°+Сок 2°+Сов3°+ ...+ Сов 177: + Cos 178° + Cos 179°+ Cos 180° 
сэ E ET л 


Luego de hacer las simplificaciones indicadas, 
tendremos: 


Lor T^ Сов 20 + Cox 3 +... ©Сов3° – Соз2° – Tor - 1 2-1 


REDUCCIÓN PARA ÁNGULOS POSITIVOS 
MAYORES A UNA VUELTA 


Para este caso bastará con dividir el ángulo entre 360^ 
o su equivalente 27 rad, para finalmente tomar la 
misma razón trigonométrica al residuo o arco sobrante. 
Si el residuo no pertenece al primer cuadrante, deberá 
utilizarse la reducción explicada en el item anterior. 
Si el residuo es menor que 90? (7/2 rad) el problema 
habrá concluido. 


а |366 ЕТ. (а) = КТ (360° К + B -RT. (б) | 
ме 
p @ = ángulo mayor a una vuelta 
к= número de vueltas (cociente) 
8 = arco sobrante (residuo) 


В.Т. (a) -R.T. (К vueltas + x) -R.T. (x) 


6 [ЕТ (360K+x)=RT(x); VK eZ] 


Aquí se observa que si a un ángulo de una razón 
trigonométrica se elimina el nümero entero de vueltas 
que contiene, el valor de dicha razón no varía . 


EJEMPLO : 
Reducir al primer cuadrante Sen400” 
RESOLUCIÓN : 


Dividimos 400? entre 360? para obtener el número de 
vueltas que tiene el ángulo . 


400: | 360° 
360 1 


_ => зеп 400° = веп40% 


sen (400°) =зеп(360°+40°) -sen40^ 


MÉTODO PRÁCTICO : 
En este caso se elimina la mayor cantidad de vueltas 


posibles que contiene el ángulo original y se procede 
de esta forma : 


R.T.(a) > R.T.(0) 
a| 360? 
Ө 9 
* Donde : 


* 4 cociente (# de vueltas a eliminar) 

* g: residuo (ángulo coterminal con “а ") 

* Note que de la división, es el residuo el ángulo que 

reemplazara al ángulo original . Este cambio tiene 

sentido toda vez que este ángulo (residuo) es 

coterminal con el original , y por lo tanto sus razones 

trigonométricas son iguales . 

EJEMPLO: 
Cos 3244° = сова", ya дие: 


3244* | 860% 
ње > | 
Ф. 


EJERCICIO 1 : 
Reduzca al primer cuadrante: , 
I) Sen 1990° II) Tan 5555" 
RESOLUCIÓN: Р 
I) Dividimos 1990° entre 360" para obtener el número 
de vueltas que tiene el ángulo 
уче г, 
P 1900* | 360* 
Sen 1990" = Sen: 
Sen(180* + 10°)=- Sen10* === 
ha Residuo — 190° 


H) Dividimos 6666" entre 360° para obtener el número 
de vueltas que tiene el ángulo . 


Тап 5555” = Тап155° 
= Tan(180* – 25") =– Тап25° 


PARA ÁNGULOS NEGATIVOS | 


Рага reducir al primer cuadrante las razones 


trigonométricas de un ángulo negativo, primero 
pasaremos de ángulos negativos a positivos, para lo 
cual se deberá tener en cuenta las siguientes 
propiedades: 


беп(-0) -- Seno] |Сәс ( - 0) =—Сзсё | 
Cos (-0)= Cos0] [Sec (—6) = Seco 


Estas propiedades se verifican en la siguiente figura, 
Чоп4еф esun ángulo positivo, у por lo tanto —$ será 
un ángulo negativo: 


EJEMPLOS : 
* Sen- 80" =- зепво“ 
* Sec( – 30°)=вес30°=2 


* Cos( - 20°)= cos20* 


* Tg( - 45)z-igd--1 * Cige- 607) - свт 


EJERCICIO : 

Reduzca al primer cuadrante 1 

1) Тап (- 300°) П) Sec (- 200%) 111) Csc (- 500%) 

RESOLUCIÓN: 

I) Para ángulos negativos y en el caso de la tangente 

de un arco negativo se verifica que: 

Tan (-300") = -Tan 300* = —Tan (270° + 30°) 
TUM 


=-(-Cot300) = Cot30* 
=> Tan ( — 300") = Cot 30* 


Пе lo expuesto anteriormente, para el caso de la 
secante de un arco negativo se tiene que: 


Sec ( - 200") = Sec 200" = Sec (180^ + 20°) = – Бес 20° 
nic 

> Sec ( — 200") =— Sec 20° 

Ш) Para el caso de la cosecante de un arco negativo ве 

tiene que: 


Свс( – 500°) = — Све 500° = – Cac (260° + 140") =— Све 140° 


=> Све ( – 500") -- Csc (90^ + 507) =—( Sec 507) = - Sec 50° 
uc 


=> Cse ( – 500°) = — Sec 50° 
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS Y ARCOS 
COMPLEMENTARIOS Y DE ÁNGULOS 


"Y ARCOS SUPLEMENTARIOS 
En esta parte veremos algunos casos especiales que 
frecuentemente aparecen, así: 
1) ÁNGULOS Y ARCOS COMPLEMENTARIOS : 
Si dos arcos que sumados algebraicamente dan un 
cuadrante, se dice que son arcos complementarios. En 
consecuencia: «La razón trigonométrica de un 
arco es igual a la co-razón trigonométrica de su 
complemento», 


Six +y =т= 90", se cumple que R-T.(x)= Co-R.T. (J| 


EJEMPLOS: 
* Sen10 = соѕ80° 
* ТЕЗ0" = ctg60* 
> 5ес20° = свс70% 


5x x 

* Cos — z Sen — 
12 "1g 
бл 

* С X Se — 
Еа 


П) ÁNGULOS Y ARCOS SUPLEMENTARIOS : 


Si dos arcos que sumados algebraicamente dan dos 
cuadrantes, se dice que son arcos suplementarios. En 
consecuencia; «La razón trigonométrica de un 
arco es igual a + la razón trigonométrica de su 
suplemento». 


Si: x + y =x= 180°, se cumple que: |R.T. (x) = + R.T. (у) 
EJEMPLOS: 


* зеп 130“ =зеп50° * cos120^ —— cos60” 


* 1170" =- 1:10 


2x бх 
ж i RE == 
tan 7 tan 7 


NOTAS: 
D[Siza+P=270" => R.T.a-tCo-R.T.f 


NOTA: 
Sólo (+) es tangente y cotangente. 
EJEMPLOS: 
* зеп240° = —cos30* 
* с08210° = —sen60* 
* 12250 = сір20° 


ШІ Si: а+В=360° > В. Т.а=+ В.ТВ 
МОТА: 
Sólo (+) en coseno y secante. 


EJEMPLOS: 
* sen300^ = —sen60^ 
* с08350° = сов10% 


* 1:80" = — 1580° 


EJERCICIOS 
1) Calcular: sen 750^ 
RESOLUCIÓN : 
750° | 360° => зеп70° = sen30* = 
30° 2 


2) Calcular : cos 540° 

RESOLUCIÓN : 
540° | 860: => соз540° = сов180%-- 1 
180 1 


3) Calcular : tan900* 

RESOLUCIÓN : 
900° | 8602 => 4ап900%-іап180%-0 
18° 2 


4) Reducir al primer cuadrante : sen3010^ 
RESOLUCIÓN : 
3010" | 360° > sen3010* = веп130° 
180: 8 > зепзото = sen(180^ - 50°) 
> sen3010* = sen50^ 


¡DUCCION AL PRIMER CUADRANTE Y 
i га! primer cuadrante : cos4910* 
UCIÓN : 
| 4910" {860° —, cos4910* = cos230* 
2 230 13 сов4910" = соя(180%%507) 
ЕС = с084910% = – сов50° 
6) Reducir al primer cuadrante : гап 10000“ 
RESOLUCIÓN : 

10000" | 360° > tan10000° = tan280* 

280° 27 ., tan10000” = tan(360” — 80°) 
> ѓап10000° = —tan80* 


7) Sen(107+x)=sen(101+x)=senx 

8) Cos(416x+ x) =сов(416я+ x)=c08x 

9) Tan(35x+ x)=tan(34x+x+ x)=tan(2+x)=tan x 
10) Cot(499xx) =cot(498x+x+x)=cot(x+x)=cotx 
11) Sen1728x = sen(1724x+x)= вепх = 0 


12) Cos4377x= cos(13761+x)=c08x =- 1 


14) Cos 7 а dividimos sin el я: 


287|5 237 2 237%. 2 
dl с е4. + 
2 477 5 “47+ Cos, 5 = cos(4 +2): 


= еее, Je 


+ 


№ & 
Хы 
315 А,” ,815|8 315 8 
W Tans 5 x dildos sin el x: 3397 в “59+ Б 


ё Y 
E Tan P. пенал (394 х= tan (39 37) 


/Cos110* = —сов70°; ojo: 110°+70°=180° 
140*— — tan40* ; ojo: 140°+40°=180° 


[290| | à 1$ 1 1 EDITORIAL RUBISOS) 


2x x 2a x 
19) Sen геп ojo: Fi" 


4х XN. „> 4- X. 
20) Сов - сову: ojo: rx я 
Ax 3z ‚. 4х Зя 
21 Ж. tant; ојо 5525 
) Tan 7 tan 73 uo: 7 + 7." 
¿¡HECORDAR:..... (resumen) 
D ÁNGULOS NEGATIVOS : 


Aplicaremos el siguiente criterio : 


А) [Sen ( - х)= - sen x B) 
; 


п) ÁNGULOS MAYORES DE 3607 

En este caso se debe dividir al ángulo original entre 
360 para eliminar el mayor número de vueltas 
posibles . Luego el residuo de la división seria el nuevo 


ángulo a trabajar : 
R.T. (a) -R.T. (K vueltas + x)=R.T. (х) 
6 |RT(360K+x)=RT(x); VK eZ 
Aquí se observa que si a un ángulo de una razón 


trigonométrica se elimina el número entero de vueltas 
que contiene, el valor de dicha razón no varía . 


|En este caso el 
signo no sale 


П) Para Ángulos Menores De 360^ y Para Razones 
trigonométricas de la forma . 


180° tx = rRT(x) 
мис 
90°+х = +00-RT(x) 
вт| а= 
ТУ) Para Ángulos Relacionados 
Da+B=9" > В.Та =Со-Е.Т.В 


а 


* ща = стар 
+ seca = сәс) 


2) a+B=180" > В.Та=+ В.Т.В 
NOTA: 
Sólo (+) en Seno y cosecante 


PROBLEMA 1 : 
Calcular: E Lam 3:5 (- 53°). 


4? Вб E)-1 
RESOLUCIÓN : 
* Primero : 


* 780°| 360° 
720 2 


60° 
* tg(—58)=- tg 53°=— 


ов —D)O 


> Sec 780° = sec 60* = 2 


4 
3 
* Reemplazando en lo pedido: E= 2-(s-2)- 6" 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 2: 
Simplificar: в-Тап (270% x) 


Cot (180°+ x) 
RESOLUCIÓN : 


* Caleulamos por separado : 


Тап(270° + х)=- сох y cot(180"+x)=+colx 
IVC HIC 

* Reemplazamos en “E” 

tan (270°+ x) 


Diac Li anu i г. 


cot (180%- x)  cotx 


PROBLEMA 3 : 


Calcular el valor de: p= #62 120) 


Tan (-185% 

АП 82  0O)-48 E 

RESOLUCIÓN : 

* Primero calculamos por separado : 
Sen( - 120°)= —sen120^ =- sen (180° - 60°) 

J8 ис 


=- + sen 60^- — — 
* Reemplazamos en “E” 


_ sen (-120°) "9 . 
Tan (-135°) 1 


E)-2 


2/8 

2 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 4: 

sel valor de: C = sen 150 sen240” _ 


RESOLUCIÓN : 


шс 
* Reemplazando еп “С”: и ы 3 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 5: 


Simplificar: E: sen (180° — x), sen (860° — x) 
Cos (90°+ x) соз (270* - x) 
АЈІ В) -1 с) 0 р) 2 Е) -2 
RESOLUCIÓN : 
* Ѕеп(180° — x)=+senx * sen (360° – x)=- зепх 
Tic mc 


* Cos (90°+ x)=- senx * cos (270* – x)=- вепх 
dai 1 e 2 


тіс ШС 
* Reemplazando en “E”, se obtendrá : 
E= serk ‚ —зепх 


ELO. -1%1-0 


ЕРТА: “С” 


tgx SAS 5 
<  Bjcosx. С)вепх _ D)Senx 2502, А 
RESOLUCIÓN : 

* Veamos сада uno de los elementos , individualmente: 


* беп(к+х)=- senx * sen (x – х)= +зепх 


*Tg(2jk-x)e- ig + (&- )= 
= y tg > + clgx 
* те[ + «|+ etes * sen(2x — х)=-зепх 


* Reemplazando en E : 
__—senx + (+вепх) + ( —igx) 
(—ctgx) + (*etgx) + ( - senx) 
Ew emu liM 2 
-senx зепх 


RPTA : "A" 


= =) senta») в Sen ex 


HN f cot(2v-x) | 
41 а со n2 Е) -2 
RESOLUCIÓN : 


* Recordar que :5= 90; л 7180,57 = 270; 2x = 360° 


* Luego hacemos las transformaciones : 


4 Tan 5 -x)=+cotx б.а) n сове 
BL. тс 


* cot (2x — x)=- сойх 
mc 


* Sec(x — x)=- secx 
ис 
* Reemplazamos en “Е”: 
я 3x 
tan(5-=). Бес(л – x). Se [35+ =) 


Е= 


Cot(2x - x) 
(cotx) ( – secx) ( – cosx) 
cotx 


> Е= 


ВРТА : “В” 
Жу; 162 
* Calculem -У% 
ов por parte! Tan210= AH 
* cos150= Ei 
веза себе V3 => Au "m «s 2). -2 
* Ahora : 
_ В =.соз1 200 tan.1 500" 
CIE гапб0°=({— 00360). tango (- 2) g. s 
| EA 


| С-вел(-120% cos( — 240°) tan( — 300°) 
= С = (-sen120") (cos240*) ( – tan300*) 


* Sen 10°=+ sentire E 


* Соз240°= — собт--1 e 


* Тап300°=- tan60=- /8 
48( 1 3 
> с. 4) - 49-2 


* Se pide: A B С 444» Pm 
ВРТА: “E” 

PROBLEMA 9 : 
Si: - 
A -.Sen(90 kx) . p _зеп(270 + x)tan(180* x) 

Cos (180-х)” cos (180 — х) 

Sx 
Еш) 

с Senn 0) = 5: ур sen(s- ) 

PACAP (x-0) 


Calcular: 8 = AXBXCXD | 
АГ — B2 00 
RESOLUCIÓN : 


1) Sen(90 + х) = +созх => Cos (190 — x) =- cosx 

. A + совх 
Luego: A = 

П) Sen(270^ + x)= -cosx => Tan (180° + х)=+ tanx 


ры E4 


=-1 


Cos (180° — x) = - cosx 
* Luego: B = (- cosx) (- tanx) _ ch 
(-совх) gy di 
tan— —0 
Ш) C= sen(x+0) 
Cos| +0 cot (x-0) 
2 
E. с "sen (180 + 8) tan (270°—0) 
Cos (90° + 0) cot (1800) 
ы —вепд | + согд 
* Red: do: (С = —— = -1)= 
luciendo : С = — +9 1%(-1)-0 
* Lu в-С cosx)( - tanx) 
si ( - cosx) Fs 
IV) 
ревет (s - ST )=-sen(270 - 5)=-(-coss)=coww 
* Finalmente lo que se pide : 
A B С D=(-1) tgx (0) (cosx)= 0 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 10: | 
sen? 300" 


Calcular; E=(sec135%sc160?+12 


Tg 315° 


RESOLUCIÓN : + 
% Ѕес135° = sec (180° – 45") = – зес45°=- /2 


ис 


* Свс150%-свс(180% - 30")= + свс30°= 2 


ис 


* Sen300* = sen (360° — 60)-- генбе-- 78 
ТҮС 


* Тап315°= {ап (360° - 45)=- tan45 = - 
Ive 
* Reemplazando en “E”, se obtendrá : 


(4) 
Ez(- 43.27 «125 .8-9--1 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 11: 

Sen (а- В) 
Calcular: С- 

Sen (2-а) 
41 юв? €)0 
RESOLUCIÓN : 


* Tenemos: С = [ic аі Si: apro fa 


RPTA : "E" 
PROBLEMA 12: 
Si: 0<А<%, evaluar: 
Ж я м (+4) 


`В) -2senA С) pon D) -2езсА Е) 2совА 
RESOLUCIÓN : 


“Бе тал) сов А 


"сета (2x + А)= сірА 
"Seo 5+A)=-cuca 
* Соз(х+А )-- cosA 
* Reemplazando : 
F = cosA - cosA — ctgA – сзсА + сірА —cscA 
= F=- 2escA 


` (л) ова 
“сәс (л+А) = — сесА 


RPTA: “р” 


П) Сова) = ов а, у sere ба) = = - св 
Ш) Tg (a) =- iga, y 


5.4 

RESOLUCIÓN : 

* Por convención de signos : 
* Sen (-a) = -sen a * ctg (a) = -ctg a 
* Cos (-a) = cosa * esc (-а) = -csc a 
* Tg (-a) =-tga 

* De las proposiciones : 
DVF П) ЕУ Ш) УУ 


* вес (-а) = веса 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 14: 
Hallar el valor de "y" en la siguiente expresión: - 
.. sen(-a) _tg(180°+ 2). _ со : 
У Беп(1807+ а) ctg(00-a) sentra) | 
4) 3 B): ог р) $1 о Бг 
RESOLUCIÓN : 
* Por reducción al IC , sabemos: 
__- зепа tga соза UP e 
S ano ler > y=1-1+1= 
ЕРТА : “D” 


"m 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad , sabemos : Si: senx = сов y 
* Entonces : x + y = 90° 
* Luego, de : Sen (B -A) = cos (A + B) 
* Tenemos: В-А+А+В= 90° = В = 45° 
* Reemplazando en : 
(tgB- secB)(CscB- ctgB) e (15-/2)(42 -1)=1 


RPTA : “D” 


PROBLEMA Ria : 
— 


7 а = sen(360* + 150°) + cos (360°+150°) 
= а = веп150 + cos150* 
=> а = sen(180”- 30°) + сов (180° — 30) 
= а = зеп30° – cos 30° = EU 

b = веп(360° + 60°)+ cos (360° + 60°) 
=> b = sen 60°+ cos60^ = 


а?-Ь# = (a + b) (a - b) = 
3 43 43,1 


сөс (720*+ A) sen. (180°+ A) sec (180°+ A) 
etg (90°+ A) соз (А – 180"). Tg (А— 270%) 


csc(720* + A). Sen(180* & A). Sec(180* + A) 
cot(90* + А).Соз(180°- A). [ - tan(270* — АЛ 


* Reduciendo al primer cuadrante : 


Sk 
= [сзсА] [ – senA] [ – secA] 
[—tanA] [ – cosA] [ - cotA] 
AAA 


4 | 


* Pero: sentA =» sena =. 


-'eosA соз'А 


J2 с/2-/3%/2 


E= tant + B (2 + =) 


8 12 


* Pero: 


* Análogamente: Cot (ts =) =cot— 


2 № 
1 
Е= + [2 + У3]= /2 + /3+1 
> (жн) 12 + /3]= /2 + УЗ 
RPTA : "B" 
PROBLEMA 19: 
Reducir la siguiente expresión : 
$s С te 8+0] Сие (2+0) а 
Е = E540 -0)Сон(810- + 0)8ес(18205-0) 
A)1 H)sen28 С) с0820  D)tg280  E)ctg'o 
RESOLUCIÓN : 
* Transformando adecuadamente : 
-sen Б - ol. І-соғд1 [- свеб] 
7 504(180%- 0). Сов(907 + 0). Sec(180* 8) 
(- cos8) (petb coco) совд ссд _ стид 
Е= = . Sen&s смо 
(2001 ) ( -веп8) (весб) sena »есд Ed e 
RPTA : "E" 


E 


PROBLEMA 90 : 5 

Halle el valor aproximado de ctg (-1628") - tg (-1628) 

4-7 B. 0-6 mf? ве 

RESOLUCIÓN : | 

* Del dato: H = - cot 1628° + tan 1628" 
1628 | 360° 


1440 4 
188* 


= H = – со4188% + tan188* 
= Н = -cot&^ + tan8” 


* Pero: 53 1 
1 48 3 
> Н = -7%2а- 
ЕРТА:“Е” 
PROBLEMA 21: 
Si: keZ, simplificar : 
S "ms "p esc (3kz + а) 
Cot(kx—a) tan(kz + а) cos Ел 
А) свеа  B)-esca С)-1 | D)!  E)cosa 
RESOLUCIÓN : 
AS csc(2kz + Вл + а) 
( – cota) (tana).( – 1)" 
EFT) 
аса све(Ел%а) (-1) — од 
ADE ==) 
КРТА : “B” 
PROBLEMA 22: 


Si: 180° < а « 270^, señalar la alternativa correcta 
respecto a : 
T= “(2 соз 220% exe (Sen (-140% 
А) (+) В) (-) С)(%)о() D)(+)y() E) Neutro 
RESOLUCIÓN : 
* Dato: 180°<а<270° 
* a ; 4 “= 
905188 gcc > жоны (+) 
* 220 є ШС = соз220° =(-) 
a a a. 
» 60 «590; =1С => 1005 =(+) 
* — 140° Е ПІС = sen ( – 140") = (-) 
* Reemplazando en “Т” 
Т= (4)(-)*(*)(-) => Т-(-) 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 23: 
Si: 70" < 0 < 360°, дее Ue 


A) Сов ре) МА. 
RESOL; ICIÓN : : 
* Según condición del problema, tendremos: 


А) 270°< 0 «360* 135°<9 <180",esto significa 


que: he HQ > ње = о) 


Bj 270*« 0 <360° = 90° << 120°, lo que quiere 
decir que: зе пе > жеб- (-) 
С) 270°< 0 < 360° => 67230! <5< 90°,luego diremos 


que: 510 => зесб = =(+) 
~ E el signo de “M” será: 
М = (-)(-)(+) = + 


RPTA: 


RIMERANERACTCANO!RIGIDAS 


“А” 


(93) Reducir: Tg 120° 


ВЗ си 


Reducir : Sen 106° 
о: 46 + 2 7 


Adi B) M Ei 3 тет 


(G3 Reducir: Све 100°20” 


A) Sen100* B) Cos100*20* 
D) Csc79^40" E) -Cse79^40* 


С) Свс80%40" 


ӨЗ Reducir: -Sec170* 
A)Sec10” В)Сов170% С)Сов10% D)Sec170” Е)-8ес10% 


O Calcule: с = 3€n323* + сов 307" 


cos 240% 
А)2 B)-2 C)1 DI DO 
Calcul: E 2зеп 210° — бвеп 143° 

o SA 2 tg 45° 
А)2 В)-2 C)3 D)-3 E)5 
Q2 Calcule: г=? ew 4 cos 300* 
AJ3 B)4 С) D)6 E)7 
ec Calcular: I = sen? 50% — 5 cos 127° 

А5 В)5 оз D E) 41 


(03) Reducir: веп (90° + х) – cos (180^ + х) 
A)2Senx B)Senx  C)Cosx D)Tgx E)2Cosx 


(O) Reducir: tg (609 + х) - etg (30* – x) 


A2 B)1 C)-1 р)0 Е) 3 


REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE Г 
NS 

Reducir : 

'(180°+ х) + сов(90°+х)+ sen x + cos (270% + х) 


4r B)0 C)!  D)Senx Е) Совх 
2222. sen 480° cos 150* £g 930° 
ө ва сің 240° sec 660° csc 330% 
213 3 8 3 3 
Au В) 5 О D Ето 
@De las siguientes proposiciones: 
Т)веп (720° +0) = веп0 
II)cos(1080* – a) = cosa 
III) tg (1800* - B) -tg В 
Son verdaderas: 
Ат БВП ОШ D) Todas Е) Ту 
Calcular : 
4sen(—150*) + 3tg (-225°) + 2 sec (-300°) 
A)-5 В) -4 C)-9 D)-1 E) 1 
@® Si: a+0=360", reducir : 
sena cosa | ша 
sen(-6) ' cos(-8) tg (-0) 
A1 B)2 C)3 D) -3 E)-2 
(OM Calcular el valor de: зеп 150° — cos 120° + tg 135 | 
А)-2 B) -1 C)0 D)1 E)2 
(2) Calcular el valor de: sen 120° cos 330% 
УЗ Уз 1 3 
А) Br о: Du E)1 
© Calcular: 7sen 40° - 3cos 50° 
веп 1407  . 
42 B)4 Сё D)8 _— E)10 
(9) Simplificar : 


iras ==). 19 (я+х) 


ese (22 25)-ег( Mir Ag(2x +x) 


А) Costx В)Совх C)Sentx D)Senx Е) МА. 


y Si: senA – 2cos A - 0 
= 


qe: 


1g (90*+ А). sec (180° — A). tg (270* — A) 


Eon eu. A). жс 2); 


Шөк erp m2 № 


(GD Reduzca : Cos 135° 


УЗ 


42 
Ба; 


Bg Ое SA КАЕ 
(62) Reduzca : Соз96°1б” 


A) Sen96*15* B) -Sen6*15"* 
D) Sen6*15" E) Cos6"15* 


63) Reduzca : -Sec25030'15” 
А) Соз250° В) Sec20"30'15” 
D) Sec250” E) Свс20%80715" 
63) Reduzca : -Ctg240^30" 
А) -tg240* B) -ctg240" 
D)ctg240730' E) tg240"30* 

БА 


СЕТИ ЭСИС ЩОТ: 


(03) Calcular: С = sen 135°. Cos240^ 


C) -Cos6*15* 


C) Sen20*30'15" 


C) -etg60730" 


ЈЕ £e ~ 42 42 42 
NG Y о-- р)-—— Б) 
сала cos 120° в 
: 3 
m #3 6) аға D) ЕО 
63 Calcular: 46330% % 

ANS в)-43 о-% 01 EO 
(93) Señale el valor de: sec 135° 

A)2 B)-42 сл D-2 ву 
@ Calcular: А 

A1  B)1 ОЈ8 Рр)-48 в 
69 Calcular: С = sen 120°. cos 225° 

УЗ Уз 46 Уб Já 
АВ О 
(92) Calcular: С = (веп330° + сов 240°) tan 210° 
ANS B)-J3 224 DA PEO 

tandi 

Calcular: eene 
O cer А { tantas 


42 3 42 " 
4 o BO C D)-Js  Ej-242 


(O Calcular: U = (cos 135-3 fan 127) se? 940 


A) 16 B)18 С) 32 р) 9 
@ Señale el valor de: sen 2580° 
А5 Bf o- 5 n 
O Señale el valor de: tan6173* 
А в 0-3 
( Calcular: fan 5520° 

A3 


Ya 


4 
777264 
3 


УЗ 


B)-J3 o LE 


3 2 


sen3015*. Тап4290% 
Cos 2730° 


o2 
6 


(3) Calcular: D= 


ГА 


2 42 
А 


B- 
(3) Calcular el valor de: 


Ezcos210^ – tan120^ + cot330” sen 240° 
Aj B)-43  C)2/3  D)-2/3 Е) 


(3) Calcular el valor de: 
E= | sen240". Sen120", Cos 330. Сов150% 


9 3 4 1 
АЛ B) 16 с) 4 D) 3 E) 3 
@ Calcular el valor de; 

Е = sen225". Соз210°. Тап 120“. Cot330^ 


3 4s 3J6 Уз 
в © р) Wk 


1 
А) 3 4 


42) Calcular: 

Е=зес 135°. Свс150°, Тап240°. Cot210* 
А)-2/2 | B)j2/2 (Cj?  D)-2 ЕЗ 
(A Calcular el valor de: 

_ зе1120" + соз240° + tan150^ 
сог 240" – веп2 10" – cos 330° 
А) 0 B)-1 C)2 D)2 
O Calcular el valor de: 
_ tan120+ sen330” + cos150* 
7 сов120" + sen 210° - tan315* 
АЛ  B)1 O3  Dj)-|3  E)nodefinido 
60 Si: веп40°=Е. ¿A que es igual? 
E- зеп 140“. сов130". tan230* 
сог 220". вес 310°. csc320* 


Е)-2 


АјЈЕ B) k? C)k* D)k* E) k* 
© Si: соз10° = a. ¿A que es igual? 
E- sen170*. сов 190". tan350* 
cot280". esc100". сзс260° 
Аја“ Вја“ си D) а? Eja? 


Antes de Hiparco, Arquímedes de Siracusa (aprox. 287 a. 
C.) había usado básicamente estas mismas fórmulas en 
sus cálculos acerca del número ж. Para calcular el área y 
perímetro de un círculo, los babilonios usaron una 


aproximación muy burda de ж, el número 3. los egipcios 
2 


=3,1604 ; valores que se 


una un poco mejor, 9 
cree, fueron obtenidos experimentalmente. Mostrando 
su habilidad como calculador, en su obra La medida 
del círculo, Arquímedes prueba que: 


que, expresado en notación decimal, nos dice: 
3,1408 < х < 3,1428 


O sea, calcular con un error menor que dos milésimas. 
La idea detrás de sus cálculos es muy sencillas, si 
consideramos una circunferencia de radio 1 y dos polígonos 
regulares, uno inscrito en la circunferencia y el otro 
cireunscrito; sabemos que la longitud de la circunferencia 
(o sea 27 ) será mayor que el perímetro del polígono 
inscrito p(n) y menor que el del circunscrito P(n). En 
términos de las fórmulas adecuadas , podemos ver que lo 
anterior queda expresado por: 


Pín) = 2nsen n < 2x« 9n tg A = P(n) 


o lo que es equivalente: 


1 180° 180 1 

в(п, 37 ріп) = nsen 7— <x<ntg та =3PtM=Sím) 
También sabemos que los perímetros de los polígonos 
inscrito y cireunscrito se parecerán más entre ellos cuando 
mayor sea el número de lados. Lo que Arquímedes es, 
primero, considerar hexágonos, pues para este caso es muy 
sencillo calcular los perímetros correspondiente, ya que 
Sm. 30 es un ángulo del que, como sabemos, se calculan 
fácilmente las funciones trigonométricas. Después, usando 
en esencia las fórmulas para las funciones trigonométricas 
del ángulo mitad, estima sucesivamente los 
semiperímetros s(n) correspondientes a п igual a la 12; 
24 ; 48 y 96, siendo este último cálculo el que le permite 
obtener su resultado. 


OBJETIVOS : 
Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 


* Aplicar correctamente la reducción al primer 
cuadrante, de un ángulo de cualquier magnitud . 


* Hallar el equivalente de expresiones de la forma: 
В.Т. (90. n x), ne 2. 


* Hacer un repaso del capítulo anterior. 
INTRODUCCIÓN : 


Si observamos las razones trigonométricas en cada 
cuadrante, notaremos que los valores se repiten y son 
iguales a los del primer cuadrante, variando sólo en el 
signo. Por esta razón, sólo son importantes los valores 
tomados en el primer cuadrante. Las fórmulas de 
reducción que se presentarán nos permiten hallar el 
valor equivalente de la razón trigonométrica de 
cualquier ángulo, reduciendo el cálculo al valor de la 
razón trigonométrica correspondiente a un ángulo del 
primer cuadrante. Es decir, varía el signo que toma la 
razón trigonométrica y no el valor numérico que se 
repite en cada cuadrante, por eso la importancia de 
saber reducir un ángulo al primer cuadrante. 


Es conveniente reducir una función trigonométrica 
deun ángulo cualquiera a su equivalente de un ángulo 
del primer cuadrante. Para tal efecto , vamos a deducir 
las fórmulas para calcular las funciones 
trigonométricas де (180° - а), (180° + a) y (360^ - a). 
También, vamos a constatar que «las funciones 
trigonométricas de un ángulo, en el primer cuadrante, 
son iguales а“ yar cofunciones del ángulo 
complementario»: lemás, vamos a calcular las 
funciones trigonométricas del negativo de un ángulo. 


REDUCCIÓN AL CUADRANTE 


Es el procedimiento mediante el cual, las razones 
trigonométricas de un ángulo que no es agudo, se 
expresan en función de un ángulo que si lo sea. Es 


En 
e (a) ——=—==> В.Т. (B) 


"B" si es agudo 


CASO І: 


Ángulos de medida positiva, mayor que 90" y 
menor que 360° (no cuadrantal). 


En este caso, se reconoce el cuadrante al cual pertenece 
el ángulo original, y luego se aplica el siguiente criterio: 


R.T(6) 
Ө e TICO e ТЇС 
0 e HIC 
*R.T(180p-0) +Е.Т(0 ~ 180°) +R.T (360° -0) 


El signo (+) dependerá del cuadrante al que pertenezca 
el ángulo original y de la razón trigonométrica pedida. 


EJEMPLOS : 


* sen120^ = + sen (180-120) = sensor = 73. 

пс J 
* cos 25" = - cos (225"- 180 = -cos 46 = -Ë 

mic 
* tan 330”=-tan (360° – 330°) = -tan ap. 
CASO п: 

К.Т. de ángulos de la forma: 90 n+x ;neZ 
R.T. (90 nz x) 

К.Т. (90+х) = ¿COR.T (x) M (180+ x)= ЗЕТ (x) 
R.T. (270 £x) = £CO-R.T. (х) В.Т, (360°= x) = ВТ. (s) 


En cualquiera de los casos el signo que va a acompañar 
(=) dependerá del cuadrante al cual pertenece el 
ángulo original y de la razón trigonométrica pedida. 
Note también los casos en que se cambia de: 

В.Т. (x) = СО- В.Т. (x) 


Sen Cos 
Tan Cot 
Sec Cse 


EJEMPLOS: 


sen (90° + х) = + cosx 


Е] 
TE се 
COTES, 


CASO Ш: 


Ángulos cuya medida es mayor que 2х. (Medida 
expresada en radianes) 


tan (180^- x) = – tanx 
Ico 
ПС 


* Aplicamos el siguiente criterio: 


Piden: вт (5t >2b>0 


* Hacemos: a| 2b 
q 
pI——À 
*Luego: ВТ (= -вт (= 
EJEMPLO S : 
* Sen ura: = ве 22 = зеп — = 1 
2 2 
133| 4 
13 33 
1 


VALORES NOTABLES 
Acontinuación presentamos algunos valores notables: 


* Sen 120° = Sen 60° = 22 

* Sen 330° = Sen (360° - 30°) -- Ѕеп30° =- 5 
* Cos 150° = — Cos 30° => 

*Cos 210°= Соз (180°+ 30“) = – Cos 30°= — w 
* Cos 315° = Cos (360° - 45°) = Cos 45° = a 


*Tan 135? = - Tan 45° =- 1 

“Тап 300°=Тап(360°- 60°) = - Tan 60°=- /8 

* Cot 135° = -Cot 45° =- 1 

* Cot 240° = Cot (180°+60°) = Cot 60° = = 
* Sec 225° = Sec (180°+45°) = – Sec 45° = – 2 


* Sec 330° = Sec (360°— 30°) = Sec30° = a 
*Csc 150° = Cse (180° – 30°) = Cse 30° = 2 


“Тал ( – 300°) = – Tan ЗОР = -Tan (360° – 60°) = -(-Tan 60°) =/3 


* Sec (— 210) = Sec 210° = Sec (180°+30°) = -sæ s =- 25 


EJERCICIOS 


*Determinar o simplificar cada una de las siguientes 
expresiones : 
зеп(т —a)--cos(7. —a) 
ЕЛЫ Ьа заса 


mJ Ішіп +a) => 


sentín +а) + sen"(7. +a) 
b) =~ .„...Еріа : — сова 
зес(п — а) 


- 
sen(7 + а) 
meras meu MA Шс», Е Rpta : —1 
sen(¿=a) 
4 4 
а) (90* — а )— sen (90 +а) _ y „Ерла : cos? a 


соё #?(90° —a)—1 


e) хвеп (90° — a) tga = соз(90° —a)...¿ calcular x? 

f) secacosec(90" — a )-х cotg(90° — a )= 1...2 calcular x? 
g) tgí(n 4)-cotg(n 4) = x.........à calcular х? 

h)x —(sen 90°+ tg 45°)(зеп 30% cos 90°)... calcular х? 


Ајзепх | -j- —senx Сјесах De E) – свсх 
RESOLUCIÓN: 


* Piden: ЕЗІ х = веп(270° + x) = —cosx 


RPTA: *D" 
PROBLEMA 2: 
Бі: ео8107- а, ¿a que es igual: E=sen 100°Хсоз190? 
да — а QF D Юа 
RESOLUCIÓN: 


Sen100^ = sen. (90° + 10°) = +сов10° 
пс 


Сов190° = cos (180° + 10°) = -сов10% 
шс 
* Reemplazando en “E” 
Е = веп100° x сов190% 
= E = (сов 10") ( – соз10°) 


> E =-cos* 10° ; pero: соз10° = а 


>E=-a*? 
RPTA: “E” 
еп 450° + (k + 1) cos 900° 
Оро. E)-4 
RESOLUCIÓN: 
450% |360° => зеп 450% = зеп90° = 1 
360 1 
90 = residuo 
900° |360* =, cón900" = cos 180° =-1 


720 2 
180 = residuo, 


* Reemplazamos en “E” : 
E = (k 1) sen450” + (Е + 1) cos900? 
> E=(R=1) (++) (-1)=-2 
RPTA: “В” 


PROBLEMA 4: 5 
х-у= 270° Señale verdadero (V) o falso (F), 


[зеп = cosy Te ee III) tanx =- соғу 
SERVE. -B)FVV . C)VFV - ср) VVF E) ЕРУ 


RESOLUCIÓN: 


%Сошо: x —y- 270° => x = 270: + y 


EDITORIAL RUBIÑOS 


* Entonces: 
I) Senx = sen (270% + у) = – cosy ders 
П) Seny = – сов (270° + у) = – зепу.....(Е) | 
III) Tanx = tan (270% + y) = – coty ......(V) 


PROBLEMA 5: 
Si “0” es el ángulo agudo tal que: 

1+ сов (—0)* tan (– 6) = созд tan 
Calcular: L = sen x сове. Ў 
B2 ой DSe ADA 


1 
45 5 5 10 


RESOLUCIÓN: 


* De la condición: 
14 cos ( – 0) - tan( — 0) = cos8 +tanó 
1+ cos0 — гапд = с080 + апд 


1- апо >tan0 == 


O 


* Luego : Г, = зепб.совӨ = 


&j-" 
5] 
Ote 


PROBLEMA 6 : с 
Del gráfico, calcular “fan à ". 


rt eS B 


2 3 
MESE D)-2 E 


| со 


RESOLUCIÓN: 
* Recordando el lx de 37 y 53° с 


Аы B 
2 o.c 2 


*Sea: BC-32 АМ - MB- 2 


*0+х=180° = 0-180 -x 


> tanó = tan (180 – x) > Тапд =tanx 


* 3 3 
:tan=2= tano =-® 
Ex. мвс: tan EM 2 


RPTA: "C" 
PROBLEMA 7: 
Calcular el valor de: 
Е =с081°+ cos2 + соз3? +... + со8179"%сов 180° 
Ао В) -1 C)2 D)-2 E)1 
RESOLUCIÓN: 


* Sabemos que: соз180° = -1 = Aplicamos ángulos 
suplementarios para transformar: 
Соз179° = сов1% 
Соз178° = cos? 
Сов177%-- cos” 
\ / 
Сов90%- 0 
* Reemplazamos en “E” 
Е = соз1° + cos2? + соз3° + .... + с0890Р +... + сов 177 + 
cos 178° + соз179 + сов180° 
Е = соз1° + сов2° + сов° + ...б... — 0083 — cos2? — сов 1°—1 
Е=0-1=-1 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 8: 
Calcular “x” que verifica la igualdad: 


25x 
Tan (325 ЗІ )- fan К o us 


4/1 B2 С) 3 D) 4 E) 11 
RESOLUCIÓN: 
25x 22x Sz Зя Зя 
tan( 11 )=tan( 71 * зя) tan (2 11 )- tan 11 
* Reemplazamos en la igualdad: 


Tan( 2) - вал =) > tan (35 = ЕЗ 
11 11 11 11 
* Comparando, obtendremos: x — 3 

RPTA: “C” 
PROBLEMA 9: 
Si:tgx+ctgy=2;x+y=x Hallar: cfgx 

42-1 2а 

А)? В)1+/2 gt D) Е)%/2-1 
RESOLUCIÓN: 
"Сото: х+у=я > у=я-х 
* Entonces: ctg y =- стих 
* Reemplazando: tgx- стих = 2 


LA ENCICLOPEDIA 2012 


> —cigx = 2 => 1—ctg?x = 2ctgx 


> ctg?x + 2cotgx - 1-0 
* Ahora aplicamos la formula general de la ecuación 


de 2do grad bib- 
BE 2+6х+е= 02 = DEVI dee 
> ск 2 EVA -2%/2 
2 2 
> etgx =—1+ 42 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 10 : 
Un triángulo ABC, se cumple: Sen (B + С) = cosC 


dicho triángulo es: 

A) Escaleno B) Rectángulo C) Isósceles 
D) Acutángulo E) Equilátero 
RESOLUCIÓN: 

* Dato: sen (B +С) = cosC............. en a) 


* Pero: А+В+С =180- => В+С = 180° - A 
=> sen (B + С) = senA 
* En (1): senA = cosC 
Entonces: А + С = 90° Esto implica que B = 90°; 
luego, se trata de un triángulo rectángulo. 
RPTA: "B" 
PROBLEMA 11 : 


Si a +b+ c = x , entonces al simplificar 
tg (5 c). (5-а) se obtiene: 


А) саса В)зепа С) соза П)-веса E)2seca 
RESOLUCIÓN: 
* Condición: a+b+e=x=>b+c=x-a 
* Se pide reducir: 
tan(b+e)xsec(ž—a) 


=tan(z-a)xsee(ž-a) 


=(-tana)(csca) 


(же ¡SS 


cosa JV вета. 
RPTA: "D" 
PROBLEMA 18: 
Calcular el valor de: 
. сов7 + cos63" + cos 117° + cos 173° 
А) 1/2 B) 0 €) = D)1 E) МА. 


RESOLUCIÓN: 

* Sea: F = с087° + cos63^ + соз117° + сов173° 

* Observar que los ángulos de lo términos 

equidistantes son suplementarios, esto implica que: 

Е cos 173° = – сов7 

cos 117 = - cos63” 
* Volvemos a escribir la suma: 
Е = cos 7° + cos63”- cos63”- соз7°= 0 

RPTA: “B” 

PROBLEMA 18: 


Hallar “a” sabiendo que está en el tercer cuadrante, 
es positivo, mayor que una vuelta, pero menor de dos 


vueltas, y que: Cosa = -sen 7. 

75л 73% Тіл 69л 67x 
acu Du ON DUI 
RESOLUCIÓN: 


* Сото а pertenece al ПІС, y es mayor de una vuelta; 
pero menor de dos vueltas, podemos decir que: 


@ = Зх + x...(I) donde x es agudo 
* Reemplazamos en el dato: 
т 
cosa = “вељ => соа( ЗА + 2) =— 008 


mom я я 9x 
xt = >x= = => © = - 
11 2 2 11 22 
CETT ende LÀ 
22 22 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 14: 
Бе а = (1+ k) 860-1035, Ke 2 
El valor de sen (а — 22,5") será: 


[2«4s. _ [2-43 [2-2 J2=43 12-72 
„58 np; o e 


RESOLUCIÓN:. 
*Si: a =(1+ k) 360° – 1035° 
> sen (a — 2230') = sen [(1 + k)360° — 1035” – 22^ 30'] 
= sen [ – 1035" – 22^ 30] = 
=-sen (1085? + 22° 30') 
=-sen [3x 360° — 45° + 22301 
=-sen | – 45° + 22*80'] = -sen ( — 22°30') 


E sen зо 
RPTA: "C" 


42:42 


PROBLEMA 15: 

Enun triángulo ABC, se cumple que: 
LES cos (A + B) = sen C 

Entonces, el valor de A 4- B es: 

DEE 5095. р) 

4 8 13 

RESOLUCIÓN: 

* Sabemos que: A +В + С = 180° 

* Entonces: А +В = 180°-С 

* Luego: сов (А + B) =- cos C... sse (d) 


* Del dato: cos (А + B) = sen C. «^ (II) 
* De (I) y (П) 


—cos С = зепС > cosC = -senC > cigC =-1 
* Entonces: 


C = 135” esto implica que: А%В-4ғ-% radianes 


pe 
16 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 16: 


Sabiendo que: ЕЗ - о) (28 e) =k 


Calcular: F = cos8 зепд , en términos de m. 
A) 2k B)-k* C) 2k D)-k E)k 
RESOLUCIÓN: 


* Entonces: 
( — cos8) (— sen8) = k => senücos0 = k 

ж Е = с080 senü =k 

h RPTA: “E” 
PROBLEMA 17: 
Que valor de x en el ПС , verifica la ecuación: 

tg (x + 45) «dg (x – 45) -2clg x = 0 

A) 120° В) 135° С)105° — D)165 E)150 
RESOLUCIÓN: 
* De: £g (x + 45°) + tg (x 45°) -2ctgx = 0 


* Recordamos que si: а + 8 = 90° => tga —ctgf 


* En la expresión: £g(x + 45°) = ctg( 45* - x) 
* Luego ctg (45° – x) + tg (x – 45") = 2 ctg x 
ctg (45° - x) - ig (45° -x) = 2 ctg x 
Е 2ctg (90° – 2x) = 2ctg x 
ctg (90^ – 2х) = ctg x 
* Como las Е T. son iguales: 90? 2х = x => х = 30° 
* Pero como: хє ПС => x = 1607 
ЕРТА: “Е” 
PROBLEMA 18: 
Si “a” es un ángulo agudo у “Б” es su suplemento 
¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son correctas? 
I) Sena+senb=0 П) Соза +cosb=0 


П) Са = ctg b 
AJSóloI B)Sólo П C) y 1D) y UI E)Todas 
RESOLUCIÓN: 
* En general si: a+b=x 


* Entonces: Cos a = —cos b= Sen a = sen b 
Ста = -ctg b 
* Luego la afirmación П es la correcta 
RPTA: “В” 
PROBLEMA 19: & 


Calcular el valor de la expresión: 


sent + seno + J3 sen 2 
Kr 8-o 
0060 + сова + 300 


=x 


Con los ángulos de la figura: 
Аз БЫЗ С)-48 
RESOLUCIÓN: 

* Del grafico: 9 — о = 180% 


D)-438. ye 


send + seno + Фет) 


* Se pide: К = 


совд сова + зеов ^9] 
* Reemplazamos: 2 
_ sen (180° + a) + seno + 8 sen 60° 
cos (180° + ш) + cosa + Зсоз 30" 

+ зема + ЈЗветб0" к _ X 

@ + 3 cos 30° tos30 3 


PROBLEMA 20 : 


4-1 вуз 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos: F= 4Таһ1749% + 5Cot327 7 
F=4Tan (аг + =) +5Cot c = =) 


F-4Tan7 +5Со(-*)= F=-1 


1 -1 


RPTA : “А” 


PROBLEMA 21 : 


Simplifique: | 


2 pM. 
сов(бя+а)х сов(Тл a)xcot(9&ta) | 
А)-2 B)-1 cjo D)1 `Е)2 
RESOLUCIÓN: 

Reducimos al IC cada uno de los qs. 


*Cos(5x+a) =- Cosa 
E 
p 


*Cos(7z — a) =- Cosa 


*5ел[7*-а}=-Сова zc 
2 E 
E * Cot (9x — a) =- Cota 
(22 ec 
*se( 95 на) Cosa (y 
clic 
f*) 
luego: , (  Cota)(-Cosa)(Cosa) _ pp. y 


(-Cosa)(-Cosa) (Cota) 
RPTA : “D” 


EDITORIAL RUBISOS 


PROBLEMA 22 : 
Simplifique: | 
59 : z Зл 
РОК” СГ; xCos(s- х)хТал[|х-Э* 


Cot(x — 2x)x Sec(x — 2x) хСвс Ел) 


< y AR > же 
А)Сбов'(х) В)Сов*(+) C)- Сов(х) D)-Cos*(x) E)- Cos*(x) 
RESOLUCIÓN : 


Reducimos los ángulos al primer cuadrante por 
separado. „ зя 
* Sen(s— ,)eSen( , x) ш-Совх 


* Cos( x - л) = Соз(л+х) = -Cosx 
* Tan(x- Эх )=Тап(®+х) =-Cotx 


* Cot(x - 21 )=Cotx 
* Sec( x - 2x)- Secx 


ы Coo - SE.) = Coe( 5 ex) = Secr 


Luego: 
_ (—Совх )(—Совх )( -Cotx ) „a Cox SER 
SN e e оре Сова 
Cos’ x 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 23 : 
Simplifique: 
Sen(x—0)xCos(2x — 0) x Cot 2+0)xsen( 9-0) 


i Sen0xTan(x+0)xCos(x-0)xTan 
А)-Соз0 В)-5еп@ С)Совв D)Senó 
RESOLUCIÓN : 

* Sen(z-0)-SenÜ  *Tan(x+0)=Tan0 


ПС —— 


Е)Тапд 


1+} 
* Cos(2x-0)=Cos0 


* Сов(л – 0) = –Совд 


— 
elc 


(-) 
т» Tan(5+0)= Coto 


picados co ЕЁ 
6 F= Sen xCos0 x ( - an0) (—Cos8) 

Тапд x (-Cos0) x (-Cot8) x Seng 
. Cose 


RPTA : “р” 


PROBLEMA 24 : 
Si а+ B =>, simplifique: ; 
___ Беп(а + 28) + Сов(2а + fB)-1 _ 
_ Сов(2 28)4- Сов(а + 28+ 907)+1 
1 1 

8—5 С)0 2) 2 
RESOLUCIÓN : 
Condición : a+ 8 — x 
Ahora, reemplazamos en F, la condición. 
(-Sen)* (-Cosa) -1 


A)-1 ЕЛ 


_ _ Sen(x* B)* Соз(х+а)-1 


_ Соз(л + B)* Сов(270" B) 1 ^ (CCosB) +(Senp)+1 
lora) 
_ _ (Senf + Cosa +1) E] 
АЕ. 
ЕРТА : “Е” 


PROBLEMA 25 : 
Si A, B ‚С son las medidas de los ángulos internos de 
un triángulo ABC simplifique: 

Ѕеп(А + 2В + 2C)xCos( 2A - B C) 
Sen(3A + 2В + 2C) x Cos( 4A + 3B + 3С) 
A)-1 B)! C)-Tan(A) D)Cot(A) E)Tan(A) 
RESOLUCIÓN : 
condición A+ B+C = 180° 

>F= беп (360° — А) х Соз (180° + А) 


F= 


— беп (360° + А)хСоз(540°+ А) 
luego: = [5 епа ]|- Сова] = 
EES Есил 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 26 : 


Si col E ) ERE, nano = (2-0) 
Е 4 Е=Сзс 30 8 


Аб ву CN -42 руб ?Е)24/2. 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: 
Сов(122%0) = 8 id 


у6 + /2 
4 


=> Sen(78 – 0) = 


46442 
4 


=> Ge 0)=/6 2 


RPTA : “С” 


x 
BSen(13. 5.0) 


PROBLEMA 27 : 

Бі Sen(-9)+Csc( — 0)-45, halle F- Cos 
5H „-/5-1 (45-1 | 464 _ 5 

Amr D к ptm Er 

RESOLUCIÓN : 


15x 


—-—- 6|. 


Condición: 
-Sen0 – Свс0 = 45 => Seng + Свев =-/5 
1 
a 
> Sen*0 + /5Sen9+1=0 


2 
Ав енд _ VEEN - cen 


Send + 


2 
PL MS E! 
2 2 
Dado que: Senó e [-1; 1] > Seng = 5 Ahora, se 
ЈЕ 
pide: F = cos(155-0)>F= ЕТЕ 
ЕПС 
сє, 
ВРТА : “С” 


PROBLEMA 28 : 
Реја figura mostrada, calcule: W-tan(a)*tan(8) 


(3:4 
4)-25/12.  B)-7/12 ај D)7/12  E)25]12 


RESOLUCIÓN: 


$ (3;-4) 


notemos que: 
"а = 180°+53° > Тапа = Тап53° > Tana =— 


L3 


169 со 


*В = 180°+37 > Tanp =Tan8 7T pde uer: 


ав: "= Тапа =Tanf > у= 
БЕРТА : 


“к” 
PROBLEMA 29 : 

ре la figura determine la suma de las coordenadas del 
punto P. poU UO An UD 


longitud г. 


A)r[sen(8)scos(8)] _ 
C)r|cos(6) - Беу 
E)r[2sen(6)— cos(8)] 
RESOLUCIÓN: = 


P(x;y) 


Tenemos: 
*Cos(0-E)=% > х= rCos( 58) 
2 r 2 


* Sen (6-5)-3 5 y-r(-sen-o)) >y=-rCos0 


luego: (x+y) 2r(Sen0 – Cos0) 

RPTA : “В” 
PROBLEMA 30 : 
En la figura mostrada, las coordenadas del punto M 
son (-6;8); halle el valor de: 


F=5[sen(a)+cos(9)]-6csc(9) 


Y 
a 
$ g 
55 
А)-9 В)-3 (95) - D)9 Е)17 
RESOLUCIÓN: М 
Тепетпов: 
* PLI a -3 
Cos(90°+a) T 10^ Sena- 8412523 5 
+ Cos(0 — sm 5 =- => =Зепд= - = 669-2 
• вел(6 – 907) = = Ê –веп(90“ –6)= 4 
r 10 5 


A 


= -Cosó = 5- Созб---- 


=“ 


EDITORIAL RUBIÑOS 


jor 


RPTA : 


“р, 


Же b 

бсоз SS + сова: + совЬ 

SI а Т 1 
Am B) 3 €) 4 D E 
RESOLUCIÓN: 


* Observa que: b-a = 180° 


3sen(* 55. seria sen 
* 8e pide: K - = 
6 

_ Ззеп(-60°)+ será + већ (180° + а) 


- 6cos( -30*) 4 cosú + p06(180%4+a) 


–8 ве 1 
ее“ 


PROBLEMA 32: 


6cos 2 + сова + cosb 


ЕРТА: “А” 


100 
Sise define fín) =tan(n!)" calcule el valor de ж fik) 


(factorial de n:nl-1x 2X3 Хон пе 2) 
ANS - во C)100 D)-J3 E)-1 
RESOL UCIÓN: 

Por definición de factorial de un número natural 
n!-nX (n-1)X (n-2).......... eere ХЛ 


Tanbién п/-пх(п-1) Sea S= > f(k) evaluamos 
S= tan(5 Jj* -tan(6 ват (те 4... «tan (100 !)* 
$ = tan 120° + tan 270? + tan7 х720°)+...+1ап1001° 


8=-/3+0+0+....+055=-\3 
OBSERVACIÓN : 


` tan(mx720*) -0;meZ 


a partir de tan(71)”, las expresiones tienen la forma 
ѓап(тх720°); тє Z 
RPTA : “D” 
PROBLEMA33 : : 
Resuelva la ecuación i e 
12cot 127^ – (3 tan 225°)х 
esc? 45° + (10 сов 60°)х 
y de como respuesta el valor de 47x. 
А)-58 B) -63 С) -50 D) -25 
RESOLUCIÓN : 


Piden : 47x 
Dato: 12cot 127*  (3tan 225°)х 
све" 45° + (10 cos 60°)х 


Por reducción al primer cuadrante 
12 сої(180° – 58°) -(3%ап(180° + 45°))х _ 3 


=1+ 
ма" „(поје 4 


=coslP+tan37” 


E)-16 


=c080"+tan37" 


3 
-—12со?58°-(8%ап45°)х 7 _ -1?*4-(5*U* 7 
2+5х 4 


2+5х 74 
-9-3х 7 


> imu. > -36-12х=14+35х > 47х-- 50 


50 


>... 


Por lo tanto, reemplazamos en lo que piden : 


47x х(- 2) -50 


47 RPTA : 


DIRIGIDA? 
білі C = sen (180% + х) cos (90° + x) 


А) cos*x В) зеп*х  C)-sen?x D)-cos'x E) tanx 


Reducir: cos(180° - x) cot(270° + x) 
e E веп (90° + x) 


A)senx B)tanx C)cotx П) созх E) - tanx 


“с” 


РСС 


я 
sen(2 2) tan(z*a) 


(3 Reducir: С = сова а) "2 (E: sj 


4)-2 B)2 C)1 D)-1 
(3 Señale el equivalente de; ѓал(х – я) 
A)senx B)tanx C)-tanx D)-senx E)cosx 


iy у _ зеп(180 + x) 
Qro сов(90° + х) 


A)-1 B)1 С) сох | D) - cotx 
Q9 Reducir: 1 sen (z - х) “(+ =) 


20 


Е) tanx 


Bi C)-1 
(Reducir: 


4)0 D) tanx E)- tanx 


зес(я sa)tan(a - хп) 
eot( +=) 


С)-1 


y= 


A)1 D)-tan's — E)tanx 


(Reducir: С = sen[ s - месі -z) 


B) tan'x 


A)tanx В)—1 C)1 D)-tanx Е)-соік 


123л ) 
+л 


(Señale el equivalente de: с» 


A)senx В) сох  C)tanx Ю) сох Е) -зепх 


[1] Del gráfico, calcular “tang”, si: СМ = 2MB 
A 


A) 3 

B)-2 J 
с)-і Ф 
D)1 

E)2 A в 


@Señale verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda, si: x - y = 180° 


Dsenx = -вепу П)созх = cosy Ш) tans = tany 
А) ҰҒУ B)VFF С) ЕЕЕ D)VVV Е) FVF 
5 
@ Calcular: L = Зет" +=) 
nzi 


A)senx B)-senx C)cosx D)-cosx Е)0 
4 

(3) Calcular: R= У он( а) 
лл 2 


А)-совх В) – сох С) вепх D)-senx 
@ Reducir: mcos (180°+ х) + cosx 
А) 2совх В) – 2сох С) 0 р) -1 


@ Si: 6sen (180° – 8) – 3 = 5 — 4 cos (270° +0) 
(ӨШ C). Calcular "соз" 
А)-0,3 B)-0,4 С)-0,6 D)-08 


(9 Reducir: R= 


E)0 


E) - cosx 


E)- 0,1 
совх tgx 
cos(-x) tg(-x) 
C) 0 D)-1 E) -12 
senx cosx 
esc(-x) sec(-x) 


senx 
веп(-х) 


+ 


A)1 B)2 
(Reducir: R= 


А)-1 В)0 C)1  D)2seng 
(13) Calcular: 1 = sen ( – 240") cos ( —120*) 
УЗ УЗ Уз УЗ 
Ara В) €T b 
(B Reducir: A = e^ (7 x) + cos (==) 
зепх – cosx 
A)1 B)-1 C)2 
Simplificar: z, = sent (90° + x) 
O Simp Б, cos (180° x) + cot ( - x) 
А)1 В)-1 со D)2 E) -2 
€) Simplificar: yy _ sen (180° + x) cos ( 360" — x) 
веп(270° + x) 
A)senx B)-senx С) совх  D)-cosxE)1 
mede er) 
sen| — + х |tan| — + х |зеп| —-x 
с“ 2 2 2 


cotlx=x)008| 5+=) 


E) 2cos8 


D)- 


D)-2 Е)0 
tan (270^ - x) 


A)senx B)cosx  C)-senx D)-cosx E) -1 
G3) Reducir: sen(x — x) tan(x - 3) 

T ar ЕС те 

2 
А) сох В) – сох С)-вепх D)1  E)-1 
© Simplificar: 
tan(123x + x)sen (125 E =) 
Ax 2 


cot (15237 - D 


A)cosx B)-cosx C)tanx D)-tanx E)-senx 
695: x +у=180° 

además: 3tanx+2tan y = совх+созу + 2 
Calcular: С = Жапх + Запу 

В)2 


А)1 с)0 


(9) Reducir: с - 967 (180* +) 


sen( 360? + х) 
А)1 В)-1 C) tanx D)-tanx  E)-cotx 
г.р. Sen (270 + х) 
(62) Reducir: L= Е 5 
A) 1 B)-1  C)tanx  D)-tanx. Е) со 


(BReducir: С = tan (90°+ x) tan (180° + x) 
A)tan'x B)-tan'x С) сох П) сойх Е) 1 


senz + s)tan(7 « 3 
сөн S= +) 


A)tanx B)-tanx C)cote D)-cotx Е)-1 


tan (xz — x) sen (5: =) 
(i3 Reducir: ç- PEA ас 
A)-tanx В) созх C)-cosx D)tanx 
ODA que es igual: L = sen (x - л) 
А)-вепх B)senx C)cosx D)-cosx Е) -secx 
ДА que es igual: C-tan(+-2) 

A)-cotx В) сох C)íanx D)-tanx Е)-1 


(93 En el triángulo ABC, reducir: 
sen (A+B) , tan (B*C), cos (C + A) 


tan(-x) 


E)-1 


am senC tan A cos B 

А)1 В)-1 C)-3 D)2 E)-2 

En un triángulo ABC, reducir: в - 3€ (A * B- C) 
69 gu! lucir: R С 
A1 B) -1 с)о р)2 E) 3 
«0 Del gráfico, calcular "tan 0" с 

2 1 
аз E)-5 


SEGUNDA] ЕЛДЕРІ DIRIGIDA 


(Señale Verdadero (V) o Falso (Е) cada una d e las 
Proposiciones: 
D. СЕ -1)0 в] (=D *Cot0 Уве Z 


Ш) Sen(kx = (-1)*8) = (-1/* Send; Vk e Z 
mien * 95- бр] = (-I)* Cscó; Vk e Z 


У; 
Е 
| 


УРУ В) ГУЕ С) ЕУУ. D)VVF Е) ЕЕЕ 


(03) Sabiendo que : n e (-2;3). Sume i valores E 
toma: 
т = ет [л] + | + сан Га + и +x) 


А) Бепх – Cosx В)- Ѕепх – Cosx C) Secs + Совх 
D) 2Senx – 3Cosx E) Cosx – Senx 


63) Sume los valores que puede tomar la siguiente 


expresión: СС ж. z) 
К-------“те2 
co (^) 
2 
д3 ек gms СИ+ Sena DIS + Senx Е) 5 En 


63 Si: Log, ез) existe neZ Además 
“х” es agudo. 
Reduzca : 


e 


sm [em 195 tæ} conma - n 


пл 
Cot! TI =) 
A) г5епх B)-2Senx С) 2Совх D)-2Cosx Е)2 


Señale los valores que toma: 
E les E 755 + 2 [Cos(318x —x)] 


W= 


Ton[(2n+3,5+2) 


A)2 B)-2 с)0 D)-1 E) 1 


в 
Y Tan(nx +x) 
69 Siendo : == 
Y Sen(nx - x) 


n=1 


=7;х є IVC 


1 
Calcule : P = — Tanx + Secx 
v13 


4 4 
A3 В) сл D)-1 


(Del gráfico , calcule : W = Tana Tang 


2 
T o 


лд 
= 


М0 y. 
3 3 


€) 


АЛ 


1 
C)2 D)-2 Ес 


(DSi el gráfico, ABCD es un cuadrado, calcule el 
máximo valor de: y= Тапа + Tang 


Ж. 
p 


D 


A)-2 B)-4 C)-6 D)-8 Xo) -12 
(O) Del gráfico, hallar “D” en función R, r ауд 


59-71 


D 


A Rr + Тап —rCotÉ B)2 JRF + RCot 2 —rCotÉ 


2 


суз + RCot 2 +rTan£ D)2Br - RCot +rCot E 


E) 2r - RCot 5 +rTan б 


42) Sabiendo que : 


Тамик = =) = сов( 7 а) sime z 


л 2х 

mt) 

УЗ УЗ 42 42 УЗ 
А) = В) 4 C) 4 D) 4 E) 4 
Señale el máximo valor de “k” ві: 

(s ж ап € z) 

k-Tan(5z- x (man (52 + + Таби «2)) 

2 Contar я) co (58. =) сона =) 
А) 0. В) 2 С) 4 D)-2 Е) 4 
@ Del gráfico, calcular : Tang 

Y, 

A)2 B)-2 С) з D)-3 E) E 


@ Si en la figura las circunferencias son iguales. 
Calcule : Tang Ж 


O)4(48 -2) 


B)2(48 - 2) 
Е)-5(2+ 48) 


4)2(2--/8) 
D)-4(2+ 3) 


А)0,3 В)0,4  C)05 D) 0,6 E) 0,8 
O De acuerdo al gráfico mostrado, señale el 
equivalente de : W - Tana Tang 


А) Тап?0 В) Со" С)-Тап?0 D)-Cot*9 E)Tan8 
43) En que tipo de triángulo АВС se cumple : 


Sen(A+2B+3C)=Sen(24+3B+2C) 
A) Equilátero B) Isósceles 
D) Acutángulo Е) Obtusángulo 


(3 Si neZ*, reduzcala siguiente expresión: 


C) Rectángulo 


ғ > Y 
е(20- Ha) 


2 

n, DAD AA A A 
cos(11^m) + ©5с(11л—2о) 
А)2 B)-2 С)1 D)-1 
Е)0 

ED Simplifique: 


sen 3" д) ее" i) ;nymeZ* 


A) -J2 
D) piel 2 


B) 42 
E) ara 


€) Halle el radio de la circunferencia menor еп 
términos de R y x, si A, M y N son puntos de tangencia. 


A) Rtan?x 


B) ariane (3) 


=) 
D) вы(&) Б) Ro? (5) 
DS сы[ ^+) #+#‚һәйе pacre[ ¿9% 9) 


AX6--[2 p) +5 CN - [2 руб E)Z 


@ En la figura mostrada, las coordenadas del punto 
M son (-6;8); halle el valor de: 


F=5|[sen(a)+cos(0)]-6csc(9) 
Y 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 

* Definir la Cireunferencia Trigonométrica (С.Т). 

* Utilizar la C.T. como instrumento de visualización 
de las razones trigonométricas, mediante segmentos 
dirigidos. 

* Ubicar los números reales en la circunferencia 
trigonométrica a través de los arcos dirigidos en 
posición normal . 

* Justificar el paso de una razón trigonométrica a una 
función trigonométrica. 

* Representar , graficar y analizar las razones 
trigonométricas seno, coseno , mediante segmentos 
dirigidos. 

INTRODUCCIÓN : 


Si hacemos coincidir el centro de una circunferencia 
de radio unidad con el origen de coordenadas 
obtenemos la circunferencia trigonométrica (también 
llamada circunferencia goniométrica), en la que el 
seno y el coseno de un ángulo vienen representados 
por la ordenada y por la abscisa, respectivamente. 


La circunferencia trigonométrica es una circunferencia 
de radio unidad en la que se inscriben los ángulos, con 


el vértice en su centro. También en su centro se ubica 
el origen de un sistema de coordenadas ortogonales 
(х;у). En la cireunferencia trigonométrica se considera 
que los ángulos están orientados; se atribuye un signo 
al sentido de giro: si los ángulos se miden desde el eje 
x, crecen positivamente en sentido contrario al de las 
agujas del reloj . Por lo tanto , si se miden en sentido 
horario , los ángulos serán negativos. 

La razón del valor uno es por simple comodidad, es 
más facil deducir los valores de las funciones 
trigonométricas a partir de un valor simple como uno 
(el único valor más simple que 1 es cero , pero el cero 
no aplica en este caso), asi que se toma este por hacer 
las cosas más fáciles y poder deducir los valores de 
manera sencilla. 


TENER EN CUENTA: 


* Ángulo es el conjunto de puntos del plano comün a 
la intersección de dos semiplanos. Se los mide en grados 
sexagesimales, grados centesimales o radianes. 

* Un ángulo de un radián es aquel en que el arco que 
subtiende, trazado con centro en el vértice del ángulo, 
es igual al radio. 

* Los argumentos de las funciones trigonométricas son 
ángulos. 

* Las funciones trigonométricas son nümeros sin 
unidad de medida. Surgieron como relaciones entre 
las medidas de los segmentos que forman los lados del 


triángulo 
ARCO ORIENTADO 


Es la trayectoria descrita por un punto al desplazarse 
sobre una curva, en un determinado sentido. Estos 
arcos poseen un origen y un extremo. p 


Q 
P 


A 


a 
B 
Para "a":B = origen ; А = extremo 
Para "f": P > origen ; Q > extremo 


Es aquella circunferencia cuyo centro es el origen del 
sistema cartesiano. Estas circunferencias, en la 
geometría analítica, poseen una ecuación de la forma: 


ду = 
Donde “г” es el radio de la circunferencia. 
EJEMPLOS: 


CIRCUNFERENCIA 


TRIGONOMÉTRICA 


Es aquella circunferencia canónica cuyo radio es igual 
a la unidad del sistema. Se pueden notar las siguientes 
características: Y 


pF 


Ecuación de la 


circunferencia 
trigonométrica 
* Donde: 
A (1; 0) : origen de arcos. 
(0; 1) : origen de complementos. 
A'(-1;0)  :origen de suplementos. 
B'(0;-1) :віп nombre especial. 
Ту :eje де tangentes. 


a y 0: воп arcos dirigidos 
en posición normal. 


P : extremo de arco 6. 


0 : es un arco positivo 
(sentido antihorario). 

а :esun arco negativo 
(sentido horario). 


ARCO EN POSICIÓN NORMAL 


Son arcos orientados determinados de una 
circunferencia canónica; con origen en el punto “A”, 
mostrado en el grafico adjunto; los cuales pueden ser 
generados en sentido antihorario (positivos) o en 
sentido horario (negativos), por ejemplo: 


"а" л" В" son arcos en posición normal 
"a": positivo 

"B" : negativo 

"М" y "N" extremos de arco. 


Así tenemos un arco dirigido QP en posición normal 


del sector circular sombreado, se tiene que por 
longitud de arco др = o x r. Para una CT (r=1), еп 


consecuencia se cumplirá: ор == 


Es importante trabajar los arcos en posición normal 
en la CT , teniendo en cuenta el extremo del arco , 
este extremo nos indicará el cuadrante al que pertenece 
dicho arco. Así por ejemplo en la siguiente figura 


а € IC ^ € ШС. 


А : origen de arcos. 


MAN  : extremos de arco. 
0:(+) 
% :(-) 
В : Origen de complementos de arco. 
А’ : Origen de suplementos de arco. 


B' : Anónimo. 


Además; se cumple que: 4 AOM (en тай). AM 
(numéricamente); y debido a esta observación se 
cumple: 


В.Т. (бгаа) = В.Т. (0) 


- л 
Беп g 2d = sen 3 


tan2rad = tan2 


* Es decir, con esta propiedad fundamental es posible 
calcular las razones trigonométricas de cualquier 
numero real, siempre y cuando esta se encuentre 
definida. 


En la siguiente figura de la izquierda , se tiene una 
recta numérica vertical donde el origen de la recta 
coincide con El punto A(1; 0) de la CT. Considerando 
a la CT como una sección de un carrete y la recta 
numérica como un hilo (espesor despreciable) entonces, 
en la siguiente derecha , la parte positiva de la recta se 
envuelve en sentido antihorario y la parte negativa en 
sentido horario. 


Yi 


[аз | 


CIC] DIA 20 


Este procedimiento tiene por fin ilustrar al lector que 
a cada punto de la recta numérica le corresponde un 
único punto de la CT. 

Como ya se ha enunciado, es importante ubicar el 
extremo de un arco en la CT ya sea para la ubicación 
de su cuadrante o para las definiciones que se verán 
más adelante. Así por ejemplo el arco 1 en la CT se 
relaciona a un ángulo en posición normal lrad , 
análogamente el arco ха т rad y el arco -2 a -2rad . 


ARCO EN POSICIÓN ESTANDAR 


Es aquel arco cuyo extremo inicial es el origen de arcos 
de la C.T. y su extremo final cualquier punto sobre la 
C.T. (es aquel que indica el cuadrante al cual pertenece 
dicho arco). 

Elángulo central correspondiente a un arco en posición 
estándar tiene una medida en radianes que es igual a 
la medida del arco en unidades lineales. 


“9” y “а” son arcos en posición estándar tales que: 


Des (+) ^0€IC aes (-) лає ШС 
x 
AT-a 
OBSERVACION: 


Para poder ubicar el extremo del arco 1 se necesita 
ubicar el ángulo de 1 rad, de forma análoga para el 
arco 2 el ángulo 2 rad, y así sucesivamente hasta el 
arco 6. Por ello del segundo capítulo se sabe lo 
siguiente: 1 rad <> 5721744" (aproximadamente) 


De igual forma podemos obtener 2 rad <> 114°35 28" 
(aproximadamente) 3 rad <> 171" 53' 12" 
(aproximadamente) 4 rad <> 229" 10' 56" 
(aproximadamente) 5 rad <> 286% 28' 40" 
(aproximadamente) 6 rad <> 343° 46' 24" 
(aproximadamente) 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA І ^ 


Del gráfico estos extremos de arcos servirán como 
referencia para ubicar aproximadamente otros arcos 


en la C.T. 


1eIC 

26 HC 
jo 3e nc 
2 = 628% | с 

бє IVC 


6e IVC 


En los siguientes gráficos , se muestran a los arcos de 
mayor uso . 


әуе 


La simetría existente entre los extremos de los arcos, 
Veamos en qué medida nos facilitará en calcular las 
coordenadas de otros puntos, conocido uno de ellos. 


Las coordenadas de los extremos de los arcos 
representados en las siguientes figuras y , tales 
coordenadas se han obtenido teniendo como referencia 
los pares ordenados en el primer cuadrante y luego 


utilizando criterios de simetría respecto al eje de 
abscisas y al eje de ordenadas. 


Ны 


Hasta aquí queda claro que los arcos en la С.Т. son 
números reales, es decir, cantidades sin unidades. 
También se les suele llamar cantidades 
adimensionales. 


Expuesto lo anterior, se debe tener presente que los 
arcos dirigidos en posición normal no necesariamente 
pertenecen a determinado cuadrante, puede darse el 
caso que dichos arcos no pertenezcan a cuadrante 
alguno. A estos tipos de arcos que se encuentran en 
posición normal y no pertenecen a cuadrante alguno 
se les suele llamar ángulos cuadrantales. 


EJERCICIO 1: 
Determine cuál de los siguientes puntos pertenece a la circunferencia trigonométrica. 


13 42 42 34 
оң) 2 A » 438) 
RESOLUCIÓN: 
Para determinar si un punto pertenece a la С.Т. se debe cumplir: x^ + y! =1 
2 a а a 
1) E) 49 la) G) -in. 


„0 8] 4-68] 8] =, еее 


Luego Pe СТ. 


2 2 2) |2 

зу (47 _9 1625 үзү [47 
3) G) 49 +) 49 =1, Luego Se СТ. 
EJERCICIO 2: 


Ubique gráficamente en la circunferencia 
trigonométrica los extremos de arcos (en posición 
estándar). бл 

в’ 4;-1 
RESOLUCIÓN: 


Para que los arcos se encuentren en posición estándar 
en la C.T. esto tendrán su posición inicial en el punto 


M: extremo 
de arco 
5x/6 e ПС) 
М: extremo 
de arco 


4(4 e IIIC) 


Q:extremo 
de arco 


-1(-1e1IVC) 


EJERCICIO 3: 


Ubicar los siguientes ángulos en la circunferencia 
trigonométricas: 


120" ;— 507; e 5 
RESOLUCIÓN : 


REPRESENTACIONES DE LAS RAZONES 
TRIGONOMÉTRICAS EN LA 
CIRCUNFERENCIA UNITARIA 


En esta parte al referimos a un arco, hacemos la 
suposición de que este es un arco dirigido en la C.T. en 
posición normal, es decir, su punto inicial es el origen 
de arcos A(1;0). En las representaciones siguientes, 
se han utilizado segmentos dirigidos. 


LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 


Son segmentos de medida positiva o negativa que van 
a representar el valor numérico de una razón 
trigonométrica de un ángulo o un número cualquiera. 


Л) Livea SENO (Ordenada del extremo del 
Arco) А 


Es el segmento determinado рог la perpendicular 
trazada desde el extremo del arco considerado, hacia 
el eje de abscisas. 


* En el gráfico, tenemos entonces que: 


* Debe notarse además que la L.T. seno puede ser 
trazada para cualquier arco “9”, verificándose además: 


– 1< вепд <1 
=> (вепд ) max 
> (вепб),,, 


У = зепд => М(х;у) = M(x; sent) 
suextensión: —1< sen < +1 


EJERCICIO 1: 
Si a € ПС, ¿entre qué valores varía Sen a? 
RESOLUCIÓN : 


En la figura, considerando 
solo el ПС, trazando la С.Т. 
y analizando en el ПС, se 
observa que si a € ПС, 
entonces: 


0 < Sena < 1, luego cuando a € ПС, el Sena varía 
entreü y 1. 


EDITORIAL RUBINOS 


EJERCICIO 1 : EJEMPLO 2 : 3 
Si a ИС ; halle el intervalo de variación de B siendo: Represente la razón seno y coseno para 
P = 3Sena + 20 я. 2л dz бл 
7.” , DS 
RESOLUCIÓN: PIE 953 


Como a € ПС; según el ejercicio anterior , se tiene: ASIA 


0 < бепа< 1 ; multiplicando por3; 0 < 3Sena< 3 ; 
sumando 2: 


2<3Sena+2<5 —2«P«5-c(2;5) 


Ш) Шел COSENO | (abcisa del extremo 
del arco) 


Es el segmento determinado por la perpendicular 
trazada desde el extremo del arco considerado hacia el 
eje de ordenadas. 


* En el grafico, tenemos entonces que: 


Variación Analítica OBSERVACIÓN: 
ы Las coordenadas de “Р” son (x, ; y, ),luego se tendrá: 


7 ы (хо: Yo) = (совӨ; sen) 
2 nere 


COORDENADAS DEL EXTREMO DE ARCO : 


* Debe notarse además que la L.T: coseno puede ser 
trazada para cualquier arco “ 0", verificándose: 


-15 сов0 <1 


(совб),4, = 1 
(соз0),, = —1 


x=c080 => M (x; y) = M (cos0; y) 


genérica los arcosque se ubican en " A*,"B* 
"A"o*B^tendremos: 


VARIACIÓN ANALÍTICA 


I) VARIACIÓN ANALÍTICA DEL SENO : 
Analizando la С.Т, ; se observa 


* NOTA:  *C:crece * D: disminuye 
H) VARIACIÓN ANALÍTICA DEL COSENO : 


Analizando la C.T.; se observa: 


* Cos0 < coso. 
* Cos0 > cosp 
* Созф > cosp 
* Созу > cos) 


También, si queremos representar de manera 


En los siguientes gráficos se muestran los ángulos 
cuadrantales (en radianes) y las coordenadas de los 


extremos de estos arcos o ángulos (K € Z) . 


ACT); 


8-1) 


Luego, identificamos los valores del seno o coseno de 
estos arcos, relacionando con las ordenadas o abscisas 
delos puntos A, B, A’ y B’. 


Esdecir : 
*[cos0=1] ;[cos2z = 1|; 
*[seno =0]; [зеп 3s =0);[senór =0];..... 


бт 
сов ———= 0 
2 


соз4л = 1];....... 


cost 0|: ; 


. sen E «il еп © =1 


ent m 


*[cosx 20] :[cos3x =0 |; |согбл «0]; 
*[senx=0);[sen3x -0)||зепбя =0 


5 = о | [cos Ше =o} een 


LE Llame Е 


“ы. т =0|; 


PROBLEMA 1 : 

Con la ayuda de una circunferencia trigonométrica, 
señale la expresión de menor valor: 

А)8еп50% B)Sen70* C)Sen140* D)Sen210* Е)5еп290% 
RESOLUCIÓN: 

* Graficamos una C.T. y ubicamos en ella los arcos 
mencionados; luego trazamos la línea trigonométrica 
seno correspondiente a cada uno de ellos y notamos 
que: беп210% y sen 300" son negativos (-);$еп50°, 
sen 70° y веп140°; (+) 


* Como piden el menor, solo comparamos entre los 
negativos (¿porque? es obvio), y notamos que el menor 
es: Sen 290° 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 2: 
Con la ayuda de una C.T., senale la expresión de mayor 
valor: 


A)Sen20* B)Sen120* C)Sen220* 
D)Sen240* E)Sen320^ 
RESOLUCIÓN: 


* Graficamos una C.T. y ubicamos los arcos 
mencionados, luego trazamos la L.T: seno 
correspondiente a cada uno y notamos que: Sen20? y 
sen120”: (+) Sen220^, sen 240° y зеп320° : (-) 


* Como piden el mayor, 
positivos, es decir sen 120*. 


comparamos entre los 


RPTA: “B” 


PROBLEMA 3: 

Indicar verdadero (V) o falso (F). 
I) Sen 100° « sen 160° 
II) Cos 290^» cos 340° 


III) Sen 200° > cos 200° 
А) УУУ B)VFF C)VFV D)FFF Е) ЕРУ 
RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico se observa que: 
sen 100? > sen 160^ 


* Por lo tanto: 
sen 100° < sen 160° es 
“FALSA” 


* Del grafico se observa que: 
Cos 340? > cos 290° 
* Por lo tanto: 


* Del grafico se observa que: 
sen 200% > cos 200° 
> Por lo tanto: 
X sen 200° > sen 200° es 
“VERDADERA” 

RPTA: “E” 

PROBLEMA 4: 

Senala la expresión de menor valor entre: 


A) Cos10" B) Cos 50° C) Соз140° 
D) Сов240% E) Cos300* 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando la C.T. y ubicando los arcos 
correspondientes , notamos que las L.T. 

coseno de estos arcos cumplen:Cos 10°; cos50" ; y cos 
300° son positivos (+); у Сог140° ; cos 240%: (-) 

* Comparando entre negativos, notamos que el mayor 
ев: со8140%, 


OBSERVACIÓN : 


Note que el cos240? y cos 300? son simétricamente 
opuestos. 

RPTA: "C" 
PROBLEMA 5: 
Senala la expresión de mayor valor entre: 


А) cos 70^ B)cos130* С) сов160% 
D) сов220% Е) cos 310° 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando en la C.T. los arcos mencionados, 
trazamos las L.T. coseno correspondientes y notamos 
que: Соз70° у eos310” son positivos (+); y Cos130” ; 
cos 160" у cos1220" : (-) 

* Comparando entre los positivos, notamos que el 
mayor es: cos310^ Y 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 6: 
Señale lo que es verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda, en; 

I) зеп130% > sen 150° 

П) cos 105° > соз 120° 

Ш) зеп210 < соз210° 
A)VFV В) ЕЕУ С) УУУ Юр) ЕҰУ Е) УУЕ 
RESOLUCIÓN: 
* Cada caso lo representamos en una C.T. 
D 


П) 


* Note que: соз 105° y соз 120*(-) pero соз140° ев 
negativo, luego: Cos105” > cos120^ 


* Note que: Sen210? y Cos 210° (-) , pero Cos210* 
es mas negativo, luego: Sen210* > Cos210* 


> Después de analizar cada caso: VVF 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 7: 
Señale la expresión del mayor valor en: 
A)Seni B)Sen2  C)Sen3  D)Sen4 Е)Ѕепб 


RESOLUCIÓN: 

* En este caso, no vamos a ubicar arcos expresados 
en unidades angulares sino como números reales. En 
este caso se usa la C.T. con las siguientes 
consideraciones: (x = 3,1416). 


* Del gráfico, se puede notar que el mayor es: Sen2 
RPTA:"B" 

PROBLEMA 8: 

Cual es el menor número entre: с084 ; с085 ; cos6 


А) Cos4 B) Cos5 C) Cos6 D) Ninguno Е) ЕР. 
RESOLUCIÓN: 

* Recordar que: Irad— 57 17 15 

1267 ; 4222,?; 6 = 285° ; 6=342 


* Ubicamos los arcos 4; б y 6 en la circunferencia 
trigonométrica y sus cosenos. 
Y 


* Del grafico se observa que: 
с086 > созб > созї 
X * El menor número es: сов4 


RPTA: “A” 


PROBLEMA 9 : 


Hallar el máximo valor de “Ё” para que la siguiente 
igualdad exista: seng = 2K – 3 
A3 B)2 C)4 
RESOLUCIÓN: 

* Sabemos 0 e 111 que: -1< gen8 «1 


* Reemplacemos -1 $ 2K -3«1 
>3-1<2K<1+3>2<2K<4 


jsEsIOIsKA2 


2 
Máx 
* Luego el máximo valor de “K” es: 2 


р)-2 Е)1 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 10: 
Si: бе 111, hallar todos los valores enteros де “К” para 
que la siguiente igualdad exista: ¿eng = 2K-7 
3 
D) 12; 3; 4) E) (3) 


A) {1} В) {2} C) (23) 
RESOLUCIÓN: 


*Si: бє -1« Senü« 0 


5214-7052 dc SESTO 


27-8«2h«047-4«2h«7 


sik S 2xh<8,5 
+ El único valor entero que toma “k” es: 3 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 11 : 
Si: де ІІ. hallar todos los valores enteros de “k” para 
que la siguiente igualdad exista: Cosg — B 


А)1у2 B)-2y1 C)2y3 D-3y-2 Е)4у-5 
RESOLUCIÓN: 


* Si: де П => -1« соз < 0 
nup EE О 2555550 


2-5-7 <ЗЕ<-5 =>-12 <ЗЕ <-5 


-12 -5 5 
Pg REG T 


* Los únicos valores enteros que toma “Ё” son: 
-3у-2 
RPTA: “D” 
PROBLEMAS 12: 
Si: 0 e IVC, calcular el conjunto de valores de “k” para 


Ssen0 - 2 


que la siguiente igualdad existía: K — > 


1.2 $T 
АДЫ; A) o(-5:-3) 2-11) 
RESOLUCIÓN: 
“Бі: Qe IVC = -1< зеп < 0 
* A partir de la desigualdad anterior vamos a construir 
la expresión de valor “k”. 
3x(-1)<3 зепб < 3x(0) => —3 < Звепд < 0 
ш>-3-2<8веп0-2<0-2->-5 < 3sen0 -2<-2 


4 ue 
ыбыз 


ВРТА: “С” 
PROBLEMA 13: 
Si: а e IVC, halle todos los valores que puedan tomar 
cosa. 


A) <-1;0 > В) [0 1» С) [-1;0> 0) [-1;1> Е)0 
RESOLUCIÓN: 


Y En la figura, se ha 
dibujado algunos 
extremos de los infinitos 
que puedan adoptar el 
arco a en el IVC. 

х También se һап 
representado por 
segmentos dirigidos las 
abscisas de los extremos 
del arco a, que por 
definición representan 
al cosa. 

Seobserva que dichas abscisas son mayores a cero pero 

menores a 1, es decir: 0 < cosa «1. 


С.Т. 


* El intervalo que contiene los valores del cosa se 
observa en una recta numérica paralela al eje x. 
RPTA: *B" 


PROBLEMA 14 : з, 
Halle todos los valores de зеп, віл « 0 < X 
С) El; 1> 


А) <-1;0> В) [-1;0> 
RESOLUCIÓN: 


D)q 


En la figura, se han 
dibujado algunos 
extremos de los 
infinitos que puedan 
tener el arco ø 
según la condición 


( 1. LA ENCICLOPEDIA 3013) 


3x 
F 
segmentos dirigidos las ordenadas de los extremos del 
11500, que por definición representan al sen 0.бе 
observan que dichas ordenadas son mayores a Ју 
menores o iguales a cero, es decir: -1< зеп0 < 0. 


El intervalo que contiene los valores del sen gse 
observa en una recta numérica vertical paralela al eje Y. 


RPTA: “A” 


LETS También se han representado por 


PROBLEMA 15: 
¿Qué igualdades, son verdaderas o falsas? 

I) sena = П) senf = 43 – /2111) senü = 1-2 
A) VVV B)VFF  C)FVV Ю)УЕУ Е)КЕЕ 
RESOLUCIÓN: 

* Para que las igualdades sean verdaderas se debe 
cumplir que: –1 < senx < 1 б senx e [ — 1;1] 
* Por tanto: 


I) sena = A =1,5 е [— H1]. Falso) 


П) senp = J3 -VÈ = 1,73-1,41 = 0,32 € [ — 11]. (Verdadero) 
Ш) send = 14/2 =1-1,41 = 0,41 e [ – 171]. verdadero) 
RPTA: “C” 

PROBLEMA 16: 
¿Qué igualdades son verdaderas o falsas? 

I) cosa=-2 Ш) cosp=U3+1 Ш) свод 8 -1 
A) VVV B)FFF C)FVV РУКУ Е) ЕЕЕ 
RESOLUCIÓN: 

* Para que las igualdades sean verdaderas se debe 
cumplir que: -1< cosx < 1 ó cosx €[—1; 1] 

* Por tanto: 2 

1) сова =-3=-0,6 € [ – 11. (verdadero) 


П) cosp = 43 +1=1,73+1= 2,73 e [ — 151]... (Falso) 

HI) cosü = 42 -1-1,41-1- 0,4 - 1  [ — 151]... (Verdadero) 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 17: 

Calcular el máximo y mínimo valor de: 

Е = 5 sena – Scosf 

А)6у7 B)-6y2  C)-8y8 D)-4y0 E)12 y 14 

RESOLUCIÓN: 

* Para calcular el máximo y mínimo valor de “E” 

debemos observar que “a” y “2” son independientes, 

por tanto pueden adoptar cualquier valor siempre que: 

-i 5 зепа < 1 у – 1< сова <1 


* Calcularemos el máximo valor de: 
Е = 5 sena – соз) => тах = бзепа - 3 cosf 
mass! “тісі 
тах 
= тах(Е) = 5 (1)-3( -1)-8 
* Calcularemos el mínimo valor de: 


Е = 5sena – З сов В > min(E) = б sena – 8 cosf 


mini “таты 


mín 
> тіп(Е) = 5( -1)- 3(1)=-8 
RPTA: "C" 


OBSERVACIÓN: 


* Si la expresión tiene un ángulo, así: E = бвепа — 3cosa 
El máx. (E) no es 8 y el min. (E) no es -8. Este tipo de 
problemas de un mismo ángulo lo vamos a calcular en 
el capítulo de ángulo compuesto. 


PROBLEMA 18: 

Calcular el máximo y mínimo valor de: Е = 2cosa – sen* $ 
А)-2у-4 В)2у-3 C)8y1 D)-1y0 E)2y-2 
RESOLUCIÓN: 

* Seobserva que “a” у “ 8 ” son independientes mejor 
dicho diferentes por tanto pueden adoptar cualquier 
valor siempre que: —1 < сова «1 y 0 < зеп «1 


* Calculamos el máximo valor de: 
Е = 2cosa - sen? В => тах (Е) = 2cosa – sen? В 
тах! o “mino 
max 
= тах(Е) = 2(1) - (0) = 2 
* Calculamos el mínimo valor de: 
> E = 2cosa – sen? В => min(E) = 2( – 1) – (1) = -8 
min—1 marci, 


>» ЕРТА: “В” 


PROBLEMA 19: 
Si: 120°< а < 240° > т < cosa < nCalcular el valor 
de (m + n) 
А)1 В)-1 
RESOLUCIÓN: 
* Representamos la variación de cosa en el eje "x", 
recordar que: сов120 =-1/2; cos 1807 =-1; сов 247 =-1/2 

Y 


1 1 
€-3 р)-% Е)-2 
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"бе observa que a medida que “а” recorre de 120° a 
240° entonces el cosa recorre desde -1 a 1/2, esto 


quiere decir: -1< сова « 5; pero: m 5 сова «n 
* Comparando: m=-1 y п-1 


* Se pide: т+п=-1+5--5 
RPTA: “D” 


PROBLEMA 20 : 
7 
Si: ae(5:%%)Determinela variación de > 


arcis ns 2) БЕ 


RESOLUCIÓN; 


2) D) <-1;3] Еф 


7л 


* Por condición: * < a < = 
4 6 


* Ubicando los arcos en la С.Т. tenemos: 


* Luego : 
42 


-1 < сова < E 
х“ Sumando (-2) 
42 


-8<соға-2<72-ф 
а 5-5 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 21 : 
En la circunferencia trigonométrica, indicar verdadero 
o falso respecto a las siguientes proposiciones: 
2z 


I)Sen10^ «cos10^ П)Сов4 < cos2 III) Cos z > GUB 


A)VFV B)VVF C) FFV D)FFF  E)VVV 
RESOLUCIÓN: 
I) Verdadero II) Verdadero 


Ш) Falso 
PROBLEMA 22: 
Si: 1/4<x<5x/6. Calcula : K = 2(senx),,., —(cosx) us 
1 1 Уз 3 5 

Aly 3 в)» C)? D3 Е) +33 
RESOLUCIÓN: 
ж ici " я бл 

De la condición: 2555 FY 


* Del grafico: 
(вепх)„„х = 1 
(008% Jin = – 872 


* Entonces: k= зоо -(- 3 2+ 


КРТА: “C” 
PROBLEMA 23: 
Hallar la diferencia del valor máximo y mínimo de la 


función definida en: f(x)= Seose? 
A) 10/8 B) -4/3 C) -1 D)43  E)3 
RESOLUCIÓN: 
* De: fa). 5mm 7 «5cosx-2«3 
7 _5cosx-2_3 7 

* 71241-23 жас «айыл EAS = =— 

Sea: 42 3 53” 357(=)51 
* Бе pide: f(x), — (min = i CZ)- æ 


PRIMERANERACI CANO A GIDA 


(ӨЗ Determine el signo de comparación que se d e b e 
colocar respectivamente: 


sen250* |_| Sen 360° => Соз10° | | Cos300* 
А);:> В) >;< С) эт D)=;< Е) >;> 


(Señale la expresión de mayor valor en: 


A) Sen40” В sen64* C) веп96% 
D) Sen114* E) веп160° 

@$5ейа1е la expresión de mayor valor еп: 

А) Ѕеп190° В) веп210° С) sen260* 

D) Sen310* E) sen320* 

@5ећа!е la expresión de menor valor en: 

A) Sen70* B) sen100* C) sen190* 

D) Sen250* E) sen320* 


(3) Indicar verdadero (V) o falso (Е) según 
corresponda: 

I) Sen 20° > Sen80” П) Sen 190° < Sen250” 
A) VF В) УУ С) ЕЕ D) КУ Е) Faltan datos 
(B)Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

I) Sen 100% > Sen140* II) Sen 350° < 5еп290° 
АЈУУ B)VF С) ЕУ р) ЕЕ Е) Faltan datos 
Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

I) Cos 100° < Cos170° II) Cos 290° > Cos340° 
A)FV ВУК С) УУ р) ЕЕ E)Faltan datos 
@Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

1) Cos 10° < Cos50° II) Cos 200% > Cos250° 
A)VV B)FF C)VF р) ЕЕ Е) Faltan datos 
(Indicar verdadero (У) o falso (F) según 
corresponda: 

I) Sen20° < Cos20° П) Cos 80° > 5еп80° 
А)УУ B)FV С) УЕ Юр) ЕР Е) Faltan datos 
@ Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

I) Sen190° < Cos190° II) Cos 260° > Sen260° 
A)VV B)VF C)FV р) ЕЕ E) Faltan datos 


(O) Indicar verdadero (У) o falso (F) según 
corresponda: 

I )Sen100° +Cos100°<0 II) Sen170°+Cos170° > 0 
А)УУ В) УЕ С) ЕУ ПЕК Е) Faltan datos 
(Indicar verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda: 

1) 5еп280°+Соз280° > 0 II) 5еп350°+Соз350° > 0 
А)УУ В) УЕ С) ЕУ р) ЕЕ Е) Faltan datos 
(13) ¿En que cuadrante (S) el seno crece y es negativo?. 
AI ВП ош D)IV E) I y UT 


(13) ¿En que cuadrante (S) el seno decrece mientras 
el coseno crece?, 


АЈІ B) П C) III D) IV E) HI y HI 
(13) ¿En que cuadrante el coseno decrece y es positivo?. 
AT B) II C) III D) IV E)IyIV 
49 ¿En que cuadrante el seno crece y es 

negativo?. 

АЈІ B) II C) II D) IV E)Iyu 


(D Indicar el intervalo de “т” si: Senx= m 


A) [-3; 3] В) [-1/8; 113] С) [-1/8; 1] 
D) [-3; 1/8] E) [0; 3] 


2a+3 


Indicar el intervalo de “a” si: Cos x= 
9 


А) 13/2; 1/2] В) [-7/2; 1/2] 
D) [-1/4; 1/4] E) [-5/2; 1/4] 


((3)Determine el intervalo de "m" si x e ПС 


C) [-1/2; 1/2] 


Sen x = m2 
A) 1216; 11 В) [1/6; 1] С) «1/5; 1» 
D) «2/5; 1» E) «-1/2; 1» 
д Determine el intervalo de “а” si x e ШС. 
1-а 
MT а 
А) [1; 8] В) [-1; 3] С) <1;3> 
D) <-1; 3» E) «0; 3» 
€) Determine el máximo valor de: 
Е = Ззепх – 7 сову + 2 сов = 
4)-2 B) 0 С) 1 D) 10 Е) 12 
(8) Señale la expresión de mayor valor еп: 
A)Seni B)sen2 C)sen3 D)Sen4 E) зепб 
€3) Señale la expresión de menor valor en: 
А) сов1 B)cos2  C)cos3 D)cos4 Е) созб 


(E Señale verdadero (V) o falso (Е) en: 
I)Sen(sen1)»Sen (sen2) 

II) Cos(cos2) > Cos(cos3) 

A)VV B)VF C)FV D)FF Ејпо se puede precisar 
(E% ¿Cuál es el numero menor?. 

А) беп? B)sen3 С) [sen4] D)Sen5  E)sen6 
9) Ordenar de menor a mayor: I) Sen1; sen4; зепб 


A) Sen1; sen4; зепб B) Sen1; sen6; sen4 
C) Sen6; sen1; sen4 D) Send; sen6; sen1 
E) Sen6; sen4; sen 


€2Determine el intervalo solución de “a”, si: 
2со80%3 а 
E 


Ds 2 10 2.9 1.5 2 11 
als АЕ |< 21:5] oë: 7) 


@ Calcular““a+b”si el intervalo solución де“ "es 


4sen*0-1 
7—5 +4; беп 
25 25 
А)- В)- С, 
2 8 ) 7 у 3 D) 4 4 
ЕЗ Determine el máximo valor de: 


[a;b» en: 


E=4senx – 2вепу - 3cos?z ;х%ужа 
А)9 В)7 C)6 DJ3 E)-1 
@@ Dada la expresión: 


М = 2cos? x – 4cos? y - 3senz 


Determine el mínimo valor. 
A)-9 В)-7 C) -5 


D)-2 
REA DOMIGA 


ЕЈО 


(3 Indicar el símbolo correspondiente: 


Sen20” Sen70* 
A)» B)« С)= D)> Е)< 
(0) Indicar el signo correspondiente: 

зеп160° | |sen300* 
A)» B)« C)= D)2 Е)< 


(3) Indicar verdadero (V) ó falso (F), según 
corresponda: 

I) Cos25” > Сов80% II) Соз100° < Cos160* 

A) VV B) VF С) ЕЕ Р) ЕУ Е) М.А. 
(93)Indicar verdadero (V) falso (Е) según corresponda: 
I) 8еп10° > Соз10° II) Sen200^ < Cos160* 


B) VF C)FF  D)FV 


г a quién je defe el спсиб 
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Es а Lazare Carnot político, ingeniero militar y 
matemático francés (1753-1823), a quien se debe el 
círculo trigonométrico, pues fue quien interpretó los 
signos de las funciones seno y coseno con la 
configuración completa de los cuatro cuadrantes y no 
únicamente en un cuadrante o con un triángulo 
rectángulo, ya que es a partir de Carnot que el círculo 
se divide en dos ejes perpendiculares y esto pasó a ser 
la figura resumen de la trigonometría. 


Destacó en geometría escribiendo una célebre obra 
«Geometría de posición»(1803). 


Asimismo, escribió sobre diversas cuestiones 
científicas: «Ensayo sobre.las máquinas en general», 
«Reflexiones sobre la metafísica del cálculo 
infinitesimar, entre otras, y fue uno de los que intervino 
en la formación de la Escuela Politécnica de París, de 
donde se origina la denominada etapa de las ingenierías 
científicas, que abarca desde la creación de esa escuela 
politécnica hasta la finalización de la Primera Guerra 
Mundial. 


Los descendientes de Carnot tuvieron una figuración 
preeminente en Francia: su hijo, Sadi Carnot, fue un 
físico (se le debe el ciclo de Carnot); otro hijo, Hipólito, 
fue asambleísta y ministro de Instrucción Pública. Su 
nieto, Adolfo Carnot, fue químico y miembro de la 
Academia de Ciencias, y otro nieto, Sadi Carnot, fue el 
cuarto presidente (1887-1894) de la Tercera República 
de Francia. 


Analizar y aplicar las líneas seno y coseno . 
INTRODUCCIÓN : 


No es posible resumir en pocas líneas todos los posibles usos 
de la circunferencia trigonométrica. En general, se puede decir 
que ésta puede ser empleada en todas las situaciones en la 
cuales puede ser una «ventaja» visualizar en modo gráfico las 
relaciones con las cuales nos estamos confrontando, La 
capacidad de decidir cuando ésto es una ventaja o una 
desventaja, como a menudo sucede, depende en mucha medida 
de la experiencia: lo ideal es entonces tratar de aplicar más 
de un método a la solución de un problema, de tal manera 
que se enriquezca nuestro nivel de análisis. 


PROPIEDAD PARA PROBLEMAS 
GEOMÉTRICOS LONGITUDES 


La longitud de un segmento dirigido es un número 
real positivo, cuando queramos calcular, la longitud 
de un segmento dirigido indicamos mediante una 
llave así: 


longitud 
—— 
о 
A segmento dirigido В 


A ENCICLOPEDIA 201, 


79 


?g-1 


зеп?а + COS 


EJEMPLO : 


La circunferencia es trigonométrica, calcular el área 
del triángulo sombreado. 


A) seno 
B) сов0 
с) d 


ka 
2 

созд 
2 


D) 


E)- 


RESOLUCIÓN: 


* Para determinar el área debemos ubicar a la base y 
la altura del triángulo sombreado: 


(1) (- соз) 
2 2 


cost 


үз (base) (altura) | Зе” 


RPTA: “E” 


PROBUEMASIRESUELTOS 
PROBLEMA 1: 


En la C.T. mostrada, hallar el área de la región en 
función de “g”. Y 


RESOLUCIÓN: 


* En estos tipos de problemas, se usaran líneas 
trigonométricas para determinar lo pedido; por ello es 
necesario aplicarle valor absoluto a la L.T. usada, para 
garantizar el signo del segmento utilizando. 


En el grafico: Y 


RPTA: "A" 
PROBLEMA 2 : 
La circunferencia es trigonométrica, calcular el área(S) 
del triángulo sombreado. 


A) веп0 


RESOLUCIÓN: 
* Ahora: 


S= (base). (Altura) 
2 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 3: 


triángulo sombreado. 


ЕЛ 


RESOLUCIÓN: 
* Ahora 

_ (base). (Altura) 
3 2 

_ (1) х(веп0) 


5 


2S 


PROBLEMA 4: 


La circunferencia es trigonométrica, calcular el área 
(S) del triángulo sombreado. y 


(0х (оов) cob 
2 вы ОЕ 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 5: 


La circunferencia es trigonométrica, calcular el área 
(S) del triángulo sombreado. 


A) sen 
В) cosü 
C) - seno 
D)1 
E)1/2 


RESOLUCIÓN: 
* Utilizando la propiedad de la mediana en áreas: 


5 d (base).(Altura) 
2 2 

S (1).(-cos0) 
xc м ~ 


ВРТА: “B” 
PROBLEMA 6: 


En la С.Т. mostrada, hallar el área de la región 
sombreada en función de “д”. 
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A) g semel - oos) B Е зетб(1+совд) С) р маб) 


ю-$ сов зеп) ю-і гепдсовд 
RESOLUCIÓN: 


* Calculando los elementos necesarios, tenemos: 
Sz MPxBQ МРхОР 
2 


* Luego: => 5 = send( – cosó) = — кепбеогб 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 7: 


La circunferencia es € calcular el área 
(S) del triángulo sombreado. 


D)1 


-sen0(1+c080) 
2 


RESOLUCIÓN: 


E) 


(base).(altura) 55 


_ (—sen0).(1+ созд) 
2 2 


S= 


> 8 =P (140090) 


RPTA: “E” 


ee 


PROBLEMA 8: 


En la circunferencia trigonométrica mostrada, calcular 
el área de la región sombreada (еп и?) ОВ L AC 


веп20 = Хвепдсовд 


E)- ¿seno 


* Del grafico: 26 = 1.0080 _ с созд 
a 


4 ә 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 9: 
Еп el círculo trigonométrico, se pide indicar el valor 
de: ОС + DB.» en función del DI a. 


А)сзеса + ctga 


В) веса - ша 


* Se pide: OC+DB = свеа + ctga 
RPTA: “А” 

PROBLEMA 10: 

En el círculo trigonométrico, calcular el área de la 

región sombreada > 

A) gj (eene + cos0—1) 257 


в) g seno - совд - 1) 


с) ға - вепбсоз0) 
D) $(1- 2cos0) 


E) за - Әзеп0) 


RESOLUCIÓN: 


* Observar que el área de A A'PB es igual al área del 
cuadrilátero A'OBP menos el área del AA'OB, 


1 
Observar que: Зов = 5 


* El área del cuadrilátero: B 


1 
Sara === 72 73 > Sua 255 097000001) 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 11 : 
Calcular BQ en el círeulo эы үке adjunto en 


función de “а”. 
A)41- sena 
B)/T+ sena 
С) /2(1- sena) 
D)/2(1+sena) 
E) 42(1* cosa) 


[ses E 


RESOLUCIÓN: 
* Observar del С.Т: que: 
№ = sena > ОМ = cosa 
* Pero: 
OM = NQ y ON = МӨ 
* Entonces: 


= вд = Ја – sena)! + costa => BQ = {1 2sena + senta + cosa 
= вд = Ј2 1 sena) 
RPTA: "С" 
PROBLEMA 12: 
En la circunferencia trigonométrica mostrada, calcular 
el área de la región sombreada /en и?) , y 


A) 0-0 вепдсов0) 


В) ds - 0 + вепбсовд) 
C) 1 — 0 — вепдсовд 
1) х – 6 + senücosü 
E)z + 0 – вепбсов0 
RESOLUCIÓN: 

54 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 13: 
En la circunferencia trigonométrica, calcular el área 


МА 2012 


A)sen*0 B)— sen*0 C)0,5sen*0 D)0,5cos*0 E)—0,5cos*0 
RESOLUCIÓN: 


(1+ X1- ) 


* Luego: 5 ть = 


* Рего: 
lcos*g| = сов?0 => Somb 
РКОВЕЕМА 14: 


En la circunferencia trigonométrica de la figura 
mostrada se tiene que mAP == ‚ calcular el área de 


PROBLEMA 15: 
Determina los cuadrantes donde es negativa la 
senx-1 

ctgx 
AJ y HI  B)IyIV C)SólolI D)Sólo IV E)Todos 
RESOLUCIÓN: 


шесе 


ехргевїбп: 


* Sabemosque: -] < senx<1=>-2<senx-1<0 


* Observamos que el numerador de F es negativo en 
cada cuadrante. Entonces para que F sea negativo el 
denominador debe ser positivo. 


=> ах »0«»xcIC o ШС 
RPTA: “А” 


PROBLEMA 16: 
En que cuadrante se cumple que: 


35.6084: <0;л<Ь<2л 
cos В 
Апуш ВП СЛУШЬ  EJIyIV 
RESOLUCIÓN: 


* El numerador de esta expresión ,/1- сова es 
positivo; entonces , para que la fracción sea menor que 
cero (osea negativa), cosf tiene que ser negativo, 
como: x < f < 2x; entonces, el cosf solo es negativo 
en el III cuadrante. 


PROBLEMA 17: 


Si ae[-5;2] para que valores de n se cumple 


n+1 
cos?a = 


1 1 1 
A[; 2] в а] ofie 


RESOLUCIÓN: 


* Condición: a € ЕН * Tenemos: 1 < сова «1 
з 3 Y 2 


>7Sn+153 >-¿sns2 
ЕРТА: “С” 


0 « 16| 55 ,determina todos los 
valores de x. 
A); 2] B)(-2; -1] C)(-3;- 2] D)(-3;- 1] Е)(2;8] 


RESOLUCIÓN: 
* Condición: 0 < |g| « 32-3<0<0У0<0<% 


* De la С.Т. tenemos: 


* Multiplicamos por 3: 
-221-1>-3-12x>-26 xe(-2;-1] 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 19 : 


Si a es el mayor arco cuadrantal el cual verifica: 
20 = Sa-4 > 11 
13 2a-3 7 


entonces el valor de Sen? x Cos es: 


Ал Вг св  D)jéj Е)У64 
RESOLUCIÓN: 
* Piden: 
а а 
= 52608-- eorecansorsanacrontranicescarenasaconanos! T 

М -sen gg (1) 

а: es el mayor arco спайгапїа1.................... (II) 

20 3a- 4. 11 

73 ваа qmm (EH) 


3 
* Para despejar а de (III) sumando -5 
20 3 3a-4 3 11 3 


о 72 
EBAT 


* Reduciendo : 56° 4876514 


* Invirtiendo: 14 < 4a-6 < 26 
* Despejando: 5< 4 <8 


* Como a es cuadrantal (2- Exe z) en la C.T. 


* El mayor valor de a cuadrantal es а = = 


М-вепб cos” __ М 43 УВ 
4 6 2 2 4 
RPTA: “E” 


PROBLEMA 20 : 
Determine el área de la región Es 


А)зепасова В) - senacosa C); - sena D)25sena - 1 E)2 


RESOLUCIÓN: 


* СрО =A АОВ 
= ОА = sena 
ВА = (сова = – cosa ;a е ПС 


D |cosa||O sena А 


* Luego, el área де la región trapezoidal se expresa así 


$ = Soan + вос + Sonc 
_ зепа сова] , 1x1 |соза\зепа 
2S- TIG" 3434 са 
1 1 
5 8 = = tsena|cosa|- = - sena cosa 
ВРТА: “В” 
PROBLEMA 21: 
En la figura mostrada, halle el área de la región 
triangular OQP. 
-веп0 cosü 


—senücosü 


E) — вепбсов0 
RESOLUCIÓN: 


* Se denota: AMPO = ANOS 
* Рог lo tanto, siendo ON: р, 
lsenól 
PM : |senó|...(Altura) 


* Además QO es base A Ne x 
media del ANPS N 

LE 8 
епіопсев: 90:19980 азе) 


* Área= g (base)(altura) 


ЕРТА: "A" 
PROBLEMA 22 : 
Del grafico, calcular “д” si el área sombreada es igual 
а 0,125џ?. қ 
4)120% 0 
B)110* 
С)150° Xx 
D)135 
Е)115° х?+у?=1 
RESOLUCIÓN: 


* Sea S el área sombreada : са ) ) 
>8= 2 


2 


ГЕЗ EDITORIAL RUBISOS 
(93) En la C.T. mostrada, calcular la longitud del 


ВРТА; "C" 


PROBLEMA 23 : 


А)0,5(вепа + cosa + 1) 

B)0,5 (sena + сова – 1) 
С)0,5 (cosa - sena +1 ) 
D)0,5 (sena – cosa – 1) 
E)0,8 (cosa – sena — 1) 


RESOLUCIÓN: 


(93 En la circunferencia trigonométrica mostrada : 
сово - 5 y OM = MB. 


Calcular el área de la región triangular OMP. 


5=5, +S; +53 А) 1/6 В 
"Пеја figura: g_(D(D, (1) (соза), (1)(вепа) B)1/3 
2 2 2 С)1/4 А А 


>8=0,5 (сова + sena + 1) р)1/2 


ЕРТА: “А” Е)2/3 


A) d - eno) сов) 
B) gt по) (1-000) 
с) 2(1- <000)(1+зепд) 


р) 101- senó)(1- seno) 


@НаПаг el área del triángulo sombreado. 
4-3 (1 + seny + cosy) 


в)-5 (1+ seny — cosy ) 
С)- 5 (1— вету + сову) 


D) 101+ вету соғу) 


юза —seny.cosy ) 
Calcular el área de la 
e XT. 


@ La circunferencia es trigonométrica, calcular el 
área del triángulo sombreado: 
senf 
A) 2 
_senf 
B) ERG 
senf 
с) == 
сов 
D)- EE 
E)-senf 


(La circunferencia es trigonométrica, calcular el 
Y 


área del triángulo sombreado, 


área del triángulo sombreado. 
A)sené 

B) - зепф 
С)зеп$ 

1) – созф 

Е) зепф + созф 
45) La circunferencia es trigonométrica, calcular la 
longitud del segmento MN. Y 

A) sena + сова 


La circunferencia trigonométrica, calcular la 
longitud del segmento PQ. Y 
А) зеп0 – вепф 


B) зепд + seng 8 m i 

С) созд + соѕф (А X 

mem CN do 
|_-7ф 


E)sen0 – соѕф 


Өр la feu hallar el área sombreada. 
senf x 
2 
np сл. 
B) 2 
с) == 


ЕЯ 


2 
senf + созд B 
2 
(En la С.Т. mostrada, hallar "A'P". 


E) 


@@ En la С.Т. mostrada, hallar Lp 
A)1+ send 
B)1-sen9 
C)sen8 - 1 
D)2sen8 - 1 
E)1- 2senà 


sombreada. 


@ Calcule el valor máximo del área de la región 
sombreada en la С.Т; mostrada. 


3 Sabiendo que se cumplesen( соза) > 0, halle los 
valores de a en el intervalo [0; 2). 


А(54%; ) mois) *} © (өз таз) 


оны 


Analizar las líneas tangentes , cotangente y otras en 
la circunferencia trigonométrica. 


LÍNEA TANGENTE 


La tangente de un arco en la circunferencia 
trigonométrica es representada geométricamente 
mediante un segmento dirigido vertical, 
correspondiente a la ordenada del punto de 
intersección del radio prolongado que contiene al 
extremo del arco y al eje de tangentes(E). 


VARIACIÓN ANALÍTICA 


la tangente no existe 


la tangente no existe 


Гу» > ТО; y 7T (1; tgs)] 
Su extensión : — o < tgx < + co 


La tangente no está definida en : 
т Зп Sn 77 97 


Н 


22222 


* La tangente toma cualquier valor (Tanx € R) 
* La tangente no tiene máximo ni mínimo . 


-ю 9 +0 


vee во [msn] ne 2:Tan'x e R=>Tanz20 
EJEMPLO 1: 


ст 


EJEMPLO 2: 


En la figura , trace las líneas tangentes de а, 3,0 уф; 
luego ordene en forma ascendente. 


RESOLUCIÓN: 
Trazando las tangentes de с, 8,0 уф, tenemos: 


Tan*$ > 0 ; multiplicando por 3 
3 Тап?ф> 0; sumando -2 


3 Тап"ф -2 > -2 — К> -2, ubiquemos en la recta 
numérica: 


Se observa que el menor valor entero que toma K 
es -І. 

EJEMPLO 5: 

Si фе IVC, halle el intervalo de Tan $. 


RESOLUCIÓN: 


Eje dc tangentes 


* Observamos que en forma ascendente ев: 
Tan8;Tanó;Tano ;Tan8 


EJEMPLO 3: 
Ordene de mayor a menor tan^; tanl; tan3 
RESOLUCIÓN: 


Ubicamos 2 y3enlaCT. 


Se analiza solo el ГУ С y se observa que si фе IV C 
"m Entonces —oo < Тапф < 0 


Luego, podemos afirmar que: Tang € (-со;0) 
зек Y X LÍNEA COTANGENTE 


La cotangente de un arco en la circunferencia 
trigonométrica es representado geométricamente 
mediante un segmento dirigido horizontal, 
correspondiente a la abscisa del punto de intersección 
del radio prolongado que contiene al extremo del arco 
y al eje cotangentes(E,). 


=> Dela С.Т. seobserva: ѓап1 ап >іапЗ Y 
EJEMPLO 4: = 

Si ф € IVC, calcule el menor valor entero de К; siendo 9 
К = 3Tan!$-2. 

RESOLUCIÓN: 

Puesto que ф € IV С, en este cuadrante la tangente 

es siempre negativa, es decir: 


Tang < 0 ; elevando al cuadrado: 
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* Su extensión: 
x=ctg0 > T(x; 1) -T(ctgo; 1) 


* Su extensión: — со< e£g6 < +0 


-00 0 
Voce R-i(inz)ine 2 zu thee 


EJEMPLOS: MES ни o 
voe r-(en+2); neZ 


EJEMPLOS: 


YU scm. 


LÍNEA SECANTE 


Esta representada por la abscisa del punto de 

intersección entre el eje de las abscisas con la recta P y Q puntos de tangencia 

tangente trazada por extremo del arco. 
Y 


=S у К extremos de secantes 


F y G puntos de tangencia 
LÍNEA COSECANTE 


Esta representada por la ordenada del punto de 
intersección entre el eje de las ordenadas y la recta 
tangente trazada por extremo del arco. 


х=весө > S(x; 0) =S(seco;0) 


y=csco > С(0; y)=C(0; esce) 


* Su extensión: 


Csco<-1v Свсө>1 


Voce R-(nx)ne 2 
EJEMPLOS: 


B y T puntos de tangencia 
=G y A extremos de cosecantes 
Y 


S y R puntos de tangencia 
LÍNEAS AUXILIARES 


SENOVERSO, CONVERSO y EX - SECANTE 


* El seno verso o verso de un arcos denotado por 
vers 0 , se define: 

versó—1—cos0| ; Voe Е 
* El coseno verso o converso de un arco(8) denotado 
рог сое , se define: 


ре 


* La ex-secante о secante externa de un ағсод 
denotado por ex – sec(6), se define: 


[ex seco seco -1]; voe (п) nez 


EJEMPLOS: 


meet (o 


msnm C) C) 


“ех вес(л)-веся-1-(-1)-1--2 


Teniendo en cuenta lo anterior , se llegan a deducir 
las siguientes variaciones: 


I) 0 < verso < 2 IDO < covo < 2 
Ш) ex- seco<-2 ó ех весе>0 


* Gráficamente el verso de un arco es el segmento 
dirigido en el eje X que parte del punto cuya coordenada 
es el coseno de dicho arco hacia el orig e 


EJEMPLO: 
* De la figura se cumple: 


verso = PA 

ya que РАЕА-Р 
=> verso= A- P 

> versó= 1- cosos 


* Gráficamente el converso de un arco , es el segmento 
dirigido en el eje y que parte del punto cuya coordenada 
es el seno de dicho arco hacia el origen de 
complementos. 


EJEMPLO: Y 
on B 


De la figura se cumple: cove- 


yaque: QB-B -Q 
> covo=B-Q 
> cov9=1-— seno 


Gráficamente la ex. secante de un arco, es el segmento 
dirigido en el eje X que parte del origen de arcos hacia 
el punto cuya coordenada es la secante de dicho arco. 


EJEMPLO: 
De la figura ; P es punto de tangencia y se cumple: 


ex-seco= AR, 
yaque __ 
AR=R-A 
> ex.seco-R- А 
> ex.secü-secó-1 


conductora que se desplaza con velocidad constante 


PROBLEMA 1: 
Si: 1/2<x<x ¿Cual afirmación es falsa ?. 


A) El seno decrece. B) El coseno decrece. 

C) La cotangente crece. D) La secante crece. 

E) La tangente crece. 

RESOLUCIÓN: 

* En primer lugar reconocemos que el ángulo x 
dado, pertenece al ПӨ , luego analizando cada función 
requerida en dicho cuadrante , así tendremos: 


* Seno: * Coseno: 
(oe 
[2] 


La línea seno es decreciente La línea coseno es 
decreciente 
* nie: + Cotangente: 

+- 

<= 


La línea tangente es creciente. Línea cotange 
decreciente 


* Secante: 


------- 
------ 2 


+ 


La línea secante es creciente 


* Del análisis anterior , se deduce que la falsa es 
respecto a la cotagente. 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 2: 
En el intervalo E =] se afirma que 
I) La función cosecante decrece de —1 а-о 
II) La función secante decrece de -1 a -œ 
Ш) La función tangente crece de -œa 0 


IV) La función coseno crece de —1 a 0 


Entonces son verdaderas: 


A) Sólo I B) Sólo II C) Sólo Ш 
D)SóloV Е) Sólo Il y IV 
RESOLUCIÓN: 
D 
* Crece de:-o a — 1 
32 
* Luego , ев Falsa 
esu 
п) ay 


E 
+o 
Ш) | 
* Crece de 0 a4-co 
* Luego , III es Falsa 
IV) к = 


+ Crece de – Та 0 

* Luego , IV es Verdadera 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 3: 

Dela afirmaciones: 

I) La cotangente es decreciente en cualquier 

cuadrante. 


II) La cosecante es negativa y decreciente en el cuarto 
cuadrante. 

III) La secante es negativa y creciente en el segundo 
cuadrante ; son verdaderas. 

4) Sólo I y II В) Sólo I y III 
D) Todas E) Ninguna 
RESOLUCIÓN: 

I) La cotangente es decreciente en todo cuadrante, 
luego la proposición I es verdadera. 


C) Sólo ПУШ 


II) Observamos que la cosecante | 
es negativa y decreciente. Luego 
la proposición Ш es verdadera. 
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III):La secante es negativa y 
creciente. Luego , la proposición 
Ш es verdadera. 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 4: 
¿Cuál de las siguientes funciones trigonométricas , en 
el cuarto cuadrante , además de ser positiva , aumenta 
a medida que el ángulo aumenta?. 


A)Tangente B)Secante C)Coseno 
D)Seno E)Cosecante 
RESOLUCIÓN: 


* Las ünicas funciones trigonometricas posibles son 
el coseno y la Eem dado ile son positivas en el 
cuarto cuadrante. 


ЕЯ 


* Notamos que la secante disminuye. 


== 


* Notamos que el coseno aumenta. 


* Finalmente, La función que cumple con las 
condiciones del problema es el coseno. 

- RPTA: "C" 
PROBLEMA 5: 
Calcular todos los valores de tano, si 9 € [5 я =) 


3 
А)(1;21 Bus] C3) D)u;3) Ев 
RESOLUCIÓN: 
En la figura , se han dibujado en la СТ, algunos 
extrem os de los arcos o e (57) а 

Y а 28 
tgo 
1 


También sobre la recta 22 tangente еп el punto А se 
han dibujado los puntos cuyas ordenadas representan 
Іа 250. Se observa que dichas ordenadas pueden ser 
mayores o iguales a 1 , pero menores que ./3 , es decir: 
1stanec|/3 una forma de hallar el intervalo que 
contiene. Los valores de la fg , es proyectando los 
puntos obtenidos en la recta .Z^ sobre una recta 
numérica paralela al eje Y . 

ЕРТА: “р” 
PROBLEMA 6: 


Si,ee (= - =) halle todos los valores de la соге . 


А)<-1;%о> В)<0;+®> C) D)() E) <-®;0> 
RESOLUCIÓN: 


En la figura se han graficado en la CT , algunos 


extremos de los arcos бє [^ =) 


También sobre la recta .© se han dibujado los puntos 
de intersección cuyas abscisas representa coto. 
Se observa entonces que dichas abscisas son positivas, 
es decir: coto>0. 
Una forma de hallar el intervalo que contiene los 
valores de la cota , es proyectando los puntos obtenidos 
еп la recta 57 sobre una recta numérica paralela al 
eje X. 

RPTA: ”B” 
PROBLEMA 7: 
Si, ae (5; = 
А)Ё-{0} B)(-o;—2)0[2;*«) C) 0){1} Е)<-®;1] 
RESOLUCIÓN: 
* En la figura , en la CT se han dibujado algunos 
extremos de los arcos a , y sobre eje x los respectivos 
puntos de intersección cuyas abscisas representan la 


seca. 


* Se observa que los valores de dichas abscisas son. } 


)- Я , halle todos los valores de: seca 


menores a -2 o mayores o iguales a 2 , es decir: 
seca«—2 о весе > 2. Una forma de obtener los 
intervalos que contienen los valores de la seca, es 
proyectando los puntos obtenidos en el eje x sobre una 
recta numérica paralela a ésta. 


;-2)0[2;4) 


7a-2 


Si se cumple que весх= , halle el intervalo de 
“a” para el cual , la seex no existe. 
3 3 2 
АҚ-ға) ву) ola) ә(21) mer 
RESOLUCIÓN: 
7a-2 
5 


* Como : -весх- 


* Se conoce que: 


зесх <-1 ó зесх>1 ve #-{@п+1)®) 


«4-2 ó6azl 


* Gráficamente: 
A, м __ 


-$ 1 
* Se pide valores de “a” qúe no satisfacen la condición: 


— 


PROBLEMA 9: 


RPTA: *A" 


Si ae (o =), calcule todos los valores de: esca 


4 
А) (-2;+=) B)R Е)(\2;+=) 


RESOLUCIÓN : 

* En al figura , еп la СТ se 
han dibujado algunos 
extremos de los arcos а , y 
sobre el eje Y los respectivos 
puntos de intersección cuyas 
ordenadas representan a la 
esca. 


сф  D)(1;2] 


Se observa que los valores de dichas ordenadas son 
„2, es decir : свса > /2 


Una forma де obtener el intervalo que contiene los 
valores de esea , es proyectando los puntos obtenidos 
en el eje y sobre una recta numérica vertical paralela 
al eje de las ordenadas. 

> esca e (42; ©) 


тауогев а 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 10: 


En la circunferencia trigonométrica , calcular el área 
de la región sombreada. 


A) tgo seno) B) 5 fge(1 - seno) C) tgo +0080) 


DJ tge(1 - сово) E) tgo +0ec9) 
RESOLUCIÓN: 


* Del grafico: 
іапф.һ 4апф.[1- созф] 
= > Somb? 


Бит 


ех аан izan 


* Dando que: g e ШС 


> ltanol=tane |cose|- — cose 
_ tane. [1+с080] 


> Бот= 2 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 11: 
¿Cual expresión es menor? 
I) vers 4 П) vers 2 Ш) vers 1 


A)I B) HI 
RESOLUCIÓN: 


CH D) FD. E)NA 
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* Graficando: 
CT. 


* De la figura se cumple: 
PA > QA > RA 
== “7 RM 
versá > vers2 > versi 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 12: 
En la circunferencia trigonométrica mostrada, 
sim АМР = а, halle la abscisa del punto 0. 
Y 


P 
X 
M 
A) cos(a) B) cos(a) —cos(a) 
2зеп(а)+1 1- 2зеп(а) 2зеп(а)+1 
cos(a) | Е) 3cos(a) 
2sen(a)-1 2sen(a)+1 
RESOLUCIÓN: 


E: Sena+112 _ 2.,1-289ma 1 ... Cosa 
Соа-0 х-0 2Cosa 2x 1-2%епа 
ч RPTA : "B" 
PROBLEMA 13: 


En la circunferencia trigonométrica mostrada, 


Sim AM = 9, determine el área de la región triangular 


APQ. Y 


1- све(8) 1+вес(8) 1– зес(0) 
ШЕРҮ B) соғ(0) С) зет) 
sec(0)-1 Ey2ecto)-1 
2sen(0) 2с08(0) 
RESOLUCIÓN: ы 


_(Seca+1)Csca 
2 


Ahora: a => < de referencia deg. 


Sarg 


_ (\бесб\+1)\Свсб| 


> Sarg 2 


como e ШС 
cu Sono И Caen) 
> Sapos 2 


ВРТА : "D" 
PROBLEMA 14: 

En la cireunferencia trigonométrica mostrada, si el 
área de la región sombreada es igual al área de la región 


triangular ОРО, x « 0 « ж halle Е-е $)cos(0) 


44-2 B)r-0 C)ri0 D)2x-20 Е)2ж%20 


Calculo de b 


> g, „= SeneliCosel 
2 "0Р6 2(1+|Cosél) 


> Sopq= 
Comog e ШС 
> |Бепд|= – еп ^ |Cosü|- — Соз 


de (1) ^ (1I) 
Зя 0  Sen6Cosb 


8 4 2(1-Co80) 
E 

I- Соз 

Зл 


Cos0(Coo0+Coto)="% – 5 => Совдх Cot 


e 
му 


сове => cos (oe 
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RPTA : “A” 
PROBLEMA 15: 


Six «6, «0, «JT. determine la verdad (V) o falsedad 


(F) de las siguentes proposiciones: 

I)sen(0,) < sen(0;) 

II) cos(0,) > cos(0,) 

III)tan(80,) « tan(0,) 
АЈЕЕЕ  B)FVF  C)FVV  D)FFV Е)УЕУ 
RESOLUCIÓN: 


x 
2 
eje de tangentes. 

Apartir del gráfico: 

I) бепб, < Sen0,.. ХЕ) 

II) Cos6, > Cos, (Е) 
III) Тап, < Тапб, (V) 

RPTA : “D* 


PROBLEMA 16: 

Indique la veracidad (V) o falsedad (Е) de las siguientes 
proposiciones: 

I) cos(4rad) < (5rad) 

ІП )cos( 5rad) < cos(6rad ) 
АЈУУУ B)VFF C)VFV Р)ЕУУ 
RESOLUCIÓN: 

Analizamos cada proposición: 


D n 


II )sen( Irad) > sen(4rad ) 


E)FFF 
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Сов5 < Cos6............. (verdadero) = УУУ 
ЕРТА : 


DU 
PROBLEMA 17: 

Silal s Gp además Е -a)=-4 calcule la medida 
del ángulo 2a. 


я я Зл 2л бт 
(2; 1-9 aq 22 55. 
A) 3 B) 2 ) 4 D) 3 E) 6 
RESOLUCIÓN: 
Condición: 


ғ == = 
Тапы-а)= 11455 
-Таңа-)--1 
Tan(a-7,)--1 
я л бл, 
e(t] 


ж 4л 
aig nem 


л хох 
Ahora, como|a| < = => E CR 
Bs ran 53 «e| 3 z] 
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asi que: а===га= De 
З 3 78 
RPTA : *D' 

PROBLEMA 18: s er 
Sicos(a)e (-- 3) , además: a e (0; Эя) determine el 
intervalo deg. 

2л 4л 2x 4л гл 4л 
eps) ва] e) 

2л 4x я 
25:3] spe 
RESOLUCIÓN: 
Condición: 


-1< Сова « — ^ a e (0;27) 
Representamos estos valores en la С.Т. 


2л 4л 
Del gráfico: а € Es, p 
ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 19: 


8. 
Si fe [5:5) halle los valores de a para los cuales se 


verefica la siguiente a 
1- sen (5)- 291. 

2 224: ; SL, ps 45 
А)[0;1] в) 51) б > 1] EX $1) 
RESOLUCIÓN: 

Condición: PES 4) 


enla С.Т. 


Ѕеп ЗЯ < Seng <1>0<Sen*p<1 
С 
Рог: (-1):0 > -Sen*8 > -1 


Mas: 1: 12 1- Sen*8 20 

2a+1 1 
12—35 20-2202, 

RPTA : “р' 
PROBLEMA 20 : 
Se emplea una grüa eléctrica para alzar una pieza de 
material de construcción , como muestra el grafico. Si 
la pieza ha de ser alzada би y la posición de А después 
de la rotación es A”; indique el valor al que pertenece: 
E=tg0- ctga; Ig? 


А)(0; 1] 


RESOLUCIÓN: 
* Dibujando y observando frontalmente , tenemos. 
POSICIÓN INICIAL POSICIÓN FINAL 


Y, Y, 
M Xx X 
58 ^ 


* Si la pieza ha de ser alzada бд, entonces dicha 
longitud se enrollará sobre la circunferencia de radio 


Ти (ver gráfico). 
De tal manera que : [1 =0=5u 


* Luego : 
Lo 
x 
tans 
* Del gráfico se tiene 


tan5<0 y соб <0 


* Además sus valores absolutos cum] lo siguiente 
leot5|<ltanb| Ear ae 
=> cot>tan5 = tan 5- cot5 < 0 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 21: 
Del grafico , calcule el área de la región sombreada , si 
BOC es un sector circular. 


Ajtg?o—1 


RESOLUCIÓN: 


* El área del trapecio circular (S) , lo calcularemos 
como una diferencia de regiones entre los sectores 
BOC y AOD. 


* De la figura: Е 
S-Spoc - S,op 8-1 (есе) – 201)? 


=> S- (вее?о - 1) 

RPTA: "D" 
PROBLEMA 22: 
En la cireunferencia trigonométrica , “8” es el área 
de la región sombreada. 


E) 1 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando: 


* Del gráfico: 
ed 28.79 


PROBLEMA 23; 


Determine la variación numérica de #40 „еп cada caso: 
УЗ 


ID— , $sends -1 


RPTA: "D" 


II)1«5sec0 «2 


RESOLUCIÓN: 
* САЅОІ: 


* Analizando en la circunferencia trigonométrica: del 
grafico: 
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* Del gráfico tanó e (-1 ; 1)- (0) 
PROBLEMA 24: 


En la C.T. mostrada , hallar el área sombreada. 


A) - усе овесд B)-Fsectócaco C) - Fsen*acosó 
D)-cos*0weno E) у senócscó 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: 
s s, lect НЕЙ „са 


*Si: де ШС 
se LL Heg C 


SzS,-S, 


) 
2 
> S-- кесіп „csc 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 25: 
Hallar el área de la región sombreada 
У 


A) 0,5(sec8 — 128) N 
B)0,5tg0 
С)0,5сас0 
D)0,5(tg0 — sec) 
Е)0,5вес . (csc0-1) СТ 
RES 


RESOLUCIÓN: 

* Dela figura: BT=ctg9 BN=csc0-1 QBN: 
BQ=(csc0 = 1).1g0 

* Donde: QT=BT - BQ 

> QT =ctg0- (саеб – 1). tg0 
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= QT =ctg0 – весе +160 
> QT =1g0+ctg0- secó 
= QT =зес9 cscó – secó 


=> QT = sec (csch – 1) 


Luego 


PROBLEMA 26: 


s- (QD) - 0,5 восб(евсд — 1) 


Y 


RPTA : "E" 


En la circunferencia trigonométrica de la figura 
mostrada, АМ = – 30*, halle (en unidades) el valor de 


PQ. 4 
443 4/3 

E 

RESOLUCIÓN: 


Y 


DJ4/3 Е)/3 


PROBLEMA 27: 


RPTA : “В” 


Еп la circunferencia trigonométrica mostrada,si 
OR LOP , mAP=0. Determine el área de la región 


OQR. 


Y 


A)cot(6) - tan(8) B)Z[cot(0)-tan(9)] 
C) sec(0)ese(6) D) Zlsec(0)-csct0)] 
Е) 2 sen(6)cos(0) 
RESOLUCIÓN: 

R 


también: Воде = 7 Sec x Cac 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 28: 


En la circunferencia trigonométrica de la figura 
mostrada, si el área de la región triangular A' pM es 
S, y el área de la región triangular BOM es S, y 


siendo mAP - 6, determine: E= 22 
1 
Ж- 


A)[1-cos(0)- sen(0)] cot(0) 
B)[1*sen(0) — cos(6)]cot(6) 
C) [1*-cos( 8) – sen(0)]tan(0) 
D)[1—cos(0)] -tan(0) 
E)[1*cos(8)]tan(0) 
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Del gráfico: Del gráfico 
E 5 ІТапбіх(1- |Совді) ITan6|- |Бепд 
g4 рани © в-ға E 5, _а = уе 1 cH = Я 
Д 
Sen – Тапд 
Calculo де “b” ЖЕ” como0e IVC > Sona a 
Рог semenjanza: 7 rt RPTA : "C" 
Ў 1 |бепб|+1 PROBLEMA 30: 
juego: 

E ICosól En la circunferencia trigonométrica mostrada, 
S, 2 8) 5, _ РА'=НМ ,mAM=f,T es punto de tangencia . 
St ku >” 3, = (Бањ - сое) Тела Calcule сов(2). Y 

|Бепб+1 

Como 8 e ШС 
|Бепд|= – Sen ^ |Cos0|- – Cos 
^lTan6|- Tan 


> senor * Cos0) (- Tan0) 
1 


= Бі. - Sen6--Cos0) x Tang 
1 


RPTA : "C" 
PROBLEMA 29: 
En la circunferencia trigonométrica mostrada ,si 453 B) ya pj zi p 55-1 
mAP=0, determine el área de la región sombreada. 2 4 2 3 2 

Y RESOLUCIÓN: 
C.T. 
X 

А) [c00(0)-cot(0)] в) [sen(ó)&tan(8)] 
C) S [sen(6)- tan(0)] D)2|tan(9) - sen(6)] 


E) z[tan(0)- cot (0) 
RESOLUCIÓN: 


TRIGONOMETRIA 8 $— — $38 J3%8] 


Condición: HM -PA' => Cos = Secü — 1 
Multiplicamos : Cosa 

Cos*9=1- Созд 

Cos*9+Cos0 – 1-0 


2 
ED 14 JT ADD _ Cose -ізУ5 


2 2 
Como: Өчадийо => Cos9 > 0 
ast: Cosg- 5-1 
45-1 


Ahora: 9 :« de referencia de 2 > Сова = 2 


ЕРТА : "E" 


PRIMERANERAGTCAND RÍGIDA 


"5 Sz 

@ Si: ASA << 

( ) sen x, > sen x, 

( )tgx, > tgx, 

( ) cos x, > cos x, 
АЈУУК ВЈУКУ СЈЕКУ  D)FVV  E)VFF 
(62) Ordenar de mayor a menor: 

1g20^, tg250”, tg300* 

А) 12300" , 11250“ „1:20“ В) tg20^, tg250"^ , 18300” 


C) 14250", tg20^ , 1300" D) tg300° , tg20^ , tg250° 
E) 1;20%, tg300^ , tg250^ 


(E) Siendo (k) un número entero , hallar todos los 
arcos cuya tangente no se encuentra definida. 

A)kxi2 о B)kx  C)2kx ПШ)?  ElN2k-1)x/2 
өз ¿En que cuadrante la línea tangente aumenta еп 
valor absoluto?. 

АЛ ВП Cum D)IV E) y Ш 
@ En que cuadrante se cumple: gx (вепх-1)>0 
Алуп ВИПУІУ CJIyII DI yIV EJ y 1V 
69 ¿En que cuadrante el seno y la tangente crecen en 
valor relativo?, 


А)ТУП B)IyIV C)IyIV D)HIyIV EJI y UI 
(62) Calcular el valor de: 

Алпа D +өепэ43® +tg 2007 
4)2 B)3 сл р)о E)-2 


69 Si: es <x¿<2x; afirmar si es (V) o (F) 
()tgx, <tgx, 


( ) sen x, < senx, 


( ) cos x, < cos x, 
А)УУЕ B)FVV 


(69) En la figura hallar РТ T 


C)VFV  D)VVV  E)FFV 


(40) Hallar el área de la región sombreada en la С.Т. 
y T 
A) A tgo 
2 


1 
B) —ct, 
) 280 


C) tgo Xx 
D) сінб 
E)1 


(O) Indicar el mayor valor de: 


1250"; tg120^; tg140^; tg240"; tg300^ 
A)tg50* B)tg120^  C)tg140” D)tg240^ E)N.A. 
(13) Haliar el signo de: £g1 ctg2 tg3 
A)* B)- С)+о- D)J+y- ВЕБ; 
@3 Si: 0<а «045 


Senalar verdadero (V) o falso (F) 
(Jiga<tg0 ()ctga»ctg8 ( Jtgactgo>0 
A)VVV B)VVF C)VFF  D)FVV E)FVF 


el área de on sombreada: 
Hallar el de la regi: breada 
A)sena+ cosa 


B) F(senatcosa) 


с) 2 вепа+ніва) 


Р) 5 (cosa+etga) 


E) сонша) 


(E) Hallar “PT” 
A)tgð+senð 
B)ctg0- созд 
C)tg0 – вепд 


D)etg0 – созд 
E)cos0 – зепд erd, 
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(19 Afirmar si es verdadero (У) o falso (F): 
( ) La tangente en el ПС es creciente. 
( ) El coseno en el ПС es creciente. 


(С) El seno en el ГУС es creciente. 
AJVFF B)VFV | C)VVF  D)FVF E)FVV 


(12) Hallar el área del valor de la región sombreada: 
А (9-1) E 
"duet © 
0) 500-0) 

р) 1080-0) 

E) (tgó - ctgo) 


(9 Calcular el máximo valor de la expresión: 


3- 2tgx 
А)1 B)2 C) 3 D) 4 E) 5 
(49) Señalar verdadero o falso: 


() Si Ea >sena+tga>0 


(8i 87 <а<®* > cosa+tga>0 


() 51 PE cac T > tgaretga>0 


А) УУУ  B)VVF С) VFV Юр) ЕУЕ Е) ЕЕЕ 
(0 Hallar las coordenadas del punto “Р”. 


A)(sena;tga) 
B)(cosa;ctga) ст 
C)(sena; сена) 
D)ícosa;tga) х 
E)(ctga;tga) 


O Duis ое) 
Calcular la variación de : T=Cos?*9+Cos0 
a »|-1 1 | o|- 


Ме soi] 


1 E d 


4572 2 
63 Si: <$<2x 
Además: E сон UE 


Hallar la extensión де: Тап?) 


aos =) в) Его ОБ; о) БИ =) ЕД? 500) 
(63) Sabiendo que : 


С-т8еп?0%5еп0; L-Cosf — mCos? B ; m 1«0 
Señale la intersección de las variaciones de C y L . 


TAE pium 
Apre e] 5| - 2 ©] эк лы] 
m-1 1-m 


отт] вут+1;1-т] 


63) De la С.Т. mostrado , se sabe que 8,-28, 
Calcular: J=Sen8 - Cos 


63) Sabiendo que: Тапа є (-1;1) ае(0;2л) 


_4Sen*. а+б 
- 2Sen*a41 


a|Z;s] muse суп; oos E) 4;5] 
00 En (0; 2x), señale un intervalo donde sea posible: 


Señale la variación de: 


Л+25епхСовх+ /1- 2SenxCosx=- 2Senx 


бл Зл бл 7л бл 7л 
MN га 
Зл бл Зл бл 
р) DT 


62 Calcular el valor de Tang , para el cual: 


3x 
ас Csc0-* TanÓ , toma su valor máximo , siendo x e 


y las coordenadas del punto P. 
Además: 2AP-3TP 


A) - J6 5-35 


"E: 


pen 


(тиволонетиа, зви IA ENCICLOPEDIA 3013) 


Os: Les (3) Halle el preoducto de valores que toma la 


~ expresión: ^ Талпбел0]+ Сон Согд] 
Hallar la variación de: E=See? |x| - 6Seclx|+11 Sen[Seng1+Csc[Cos6] 
Indicar su máximo y mínimo. A)Sen1+Cos1 В)Ѕеп1-Соғ1 C)(Sen1+Cos1)* 


D) CosI-Sen1 Е)(Соз1-8еп1)-! 


та salgo ът ti (3) Señale verdadero (V) o Falso (F) , Según 
C)Emás= No tiene D)E,;,76 corresponda en : 
Emin=No tiene к„„=8 I) [Sen11+[Sen21+1Sen31=0 
E)E 4,73 П) [Cos1] -[Cos2] -[Cos3] - — 1 
Е,һ--6 ITan11+[Tan21+[Tan3l=- 3 
(O Sabiendo que: ке(- Es) AJVFF B)VVV C)VVF  D)VFV E)FVF 
(£9) Siendo д un arco, el cual cumple: 
А n E x 
Señale la variación de: L- 20 (35 - z«)-1 5: Ceca < /% 
А){2;4] B)[1;4) C)u;4] D)U;3] ЕЛІ) Halar los valores de 
Señale la variación de : 2 1] [1 42 29 8 1 
E TU Coe Seno) Ме ЕМУ] 98] 
1 
А-1 оне) в){=;-Сее ote СЕЛА СЕ! A j 


о(-=г-се4ї поље) Dy(-æ; Csc 3 Лове) 


E) (-o;-1]u[Csc2; +) 
@ En la С.Т. mostrado, las áreas de las regiones Si: MP es una vertical de longitud igual al diámetro 


42) En la С.Т. mostrada , hallar: Тапа 


De Ee VE айк: de la С.Т; y además 00=0,5 
Calcular: L=Tan9+Tan*0 А а IO By ло 


c) ло DŽ Ло 
EZ I0 


Calcular: C 2 Cscó + Seco 


(42) Sabiendo que: #е Es =) 


Señale la variación de: L=[2Sec4 - 1] 
AJ-5;-3) B)(-4;3) C)(-5;-4;-3) 
D)i-4;3)  E)(-4) 
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Bla circunferencia trigonométrica, halle la distancia 
entre los puntos H y W. 


1-20 =+20 
(1%) ван) 


(03)Del gráfico adjunto, calcule Cos . 
Datos: РА" = НМ, АМ = В, T es punto de tangencia. 


En una circunferencia trigonométrica se ubica dos 
arcos positivos a y b, uno en el segundo cuadrante y 
otro en el tercer cuadrante respectivamente, se une 
los extremos de los dos arcos y el segmento trazado 
corta al eje de las abscisas en el punto (m; 0). Halle m 
si(b>a). 


Tan(a+b) | Sen(b -a) Sen(b-a) 
A (Senb - sena) (Senb - sena) Ci Бени anb) 
D) Cos(a-b) . Cos(a — b) 

(Cosb – cosa) (Cosa – cosb) 


(938i las coordenadas de Р son (x;y), halle 
М=у+/3х. 

А) еп + Совб 
В) Зепд + 3 cos 0 
С)вепд– 3 созд 
Р) [3sen0+ Cost 
Е)МЗвепд - Cost 
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Determine el área de la región sombreada en 
términos de 0. 


А) (1* tan6 — cot 0)* 

B) 2(1- send coso)? 
C) (1+ sen8)(1* сов0) 
D) g (1 вепд - созбу? 


E) $(1- send coso)" 


(6д ¿Cuál de las alternativas tiene mayor valor? 
A)Tani-tan2  B)Tan2-tan3 | C)Tan3-tan4 
D)Tan4-tan6 E)Tan5-tanl 

(92De la figura, determine el área de la región 
sombreada en términos de 0. Y 

A)2Sen0 Cot 2 
B) – Cosó Cot 3 
С)2Сов20 Cot? 


р)- Cos20Cot 5 


Е)- Sen20Tan 9 


(ФА partir del gráfico adjunto, halle el área de la 
región sombreada, si Т es punto de tangencia. 

Y 
A) А coto 
В)Соіб 
С) tan 9 
D)Tan8 


Е)- узесб 


(9 Calcule el área de la región sombreada, en el círculo 
trigonométrico mostrado. Y 


(xmucosonETRAS [358] IA ENCICEGFEDIA 3913) 


Coso 2С080 Seno 
S 2(Сов0 – Зепд) m Cos - 2Seng E: 2(Sen0 – Созӣ) 
Seno —Сов@ 
MEME 
2 2(8еп + Cos0) Se 2Sen8 – Coso 


(¿Para qué valores de x sería posible la siguiente 
igualdad : 

(2cos0 — 1)(cosx — senx) = (cosx + senx) 
si además e IVC? 


я) ря, ж) (35, 3л 4т) 
мг) mtn) o (ue) came) 


(DHalle la variación del ára de la región triangular 


sombreada si 9 e E гіт), (Т: punto de tangencia) 


(202) в/в) €)(42;1) DJ J2;2) (2) 


(3) Siendo x,;x, е R 

tal que x, e (0; ху); 6, e ИС;8, e ШС, halle el intervalo 
de E = x, cov 0, – x verso, . 

A)(xiixg) B)(1+x3;x3-x,) С)(хү-хь;-х›) 
D)(x,+x952x3) Е)(хі-2х:;-х%) 

@ ¿Qué alternativa es correcta a partir de la siguiente 
expresión? 


[зепх] ) 


Sec(cos x) ап | 2 


A) Su máximo valor es 2. 

B) Es siempre positiva. 

C) Es siempre negativa. 

D) No tiene valor real para todo valor de x. 

E) Los valores de la expresión son sólo números 
enteros. 


(3) De las siguientes proposiciones ¿Cuántas son 


falsas? 


I) Six, «x, cosx,»cosx,; Vx; x, СЕ 
II) Six, < x, > tan x, > tanx,;Vx,;x, Dom(tanx) 


III) чз (-1;1)- 0}; [сов xx – |= совлх —1 
IV) Six e (ос) оог з= cotx-x 


A)1 В)2 C)3 D)4 
@5еап x e y dos ángulos que pertenecen al cuarto 
cuadrante que cumple 0 = senx + cosy. 


Señale la veracidad o falsedad de las siguientes 
proposiciones. 


E) Ninguna es falsa 


I) в puede ser cuadrantal 
ID g pertenece sólo al IVC 
Ш) - O pertenece al ШС 
A) VFV B)FVF C)VVF D) VFF Е) УУУ 
@®А partir de las siguientes condiciones : 
вепх > ANS ..........„(1) 


Halle los valores de la siguiente expresión : 
веп?х+вепх+совх. 
A)[0;2] В)[-1;1] С)(0;2] D)(0;1) E)(-12) 
^ 4 8 
42) Sabiendo que 55553 obtenga los valores del 
2х-3 
ж+2' 


arco 0 si se sabe además que зепд = 


Señale un posible intervalo. 
loz и] в) 


((3) Halle los posibles valores de п , los cuales 
verifiquen las siguientes condiciones: 


1 1 
2] (ово жебе тера А (1) 


2n-3- cos? > — | /3 сов = + 8 – дп.....(2) 
par p ао (8 | 


рңьз)-05, es) Е)[1; 21-22) 


(9) Dado el intervalo — E ses га obtenga la variación 


del arco 4 sabiendo que зес@ es positivo, 


4Sen? (+=)- 1+ весф 
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dedos 


@@ Siendo a un arco perteneciente al tercer 
cuadrante, halle los valores de la siguiente expresión: 


_2-4cosa—sen*a 

| сова + гап 105° 

А)(-2; 18) в)(/3-3; V3 -2) c)(-1:43 -1) 
D)[V8 -3;48 +2) E)(0;2- 43) 


€) Calcule el menor valor de k, el cual debe verificar 
la siguiente desigualdad 
k2 sen*(cosa) - 2cos(cosa);a е Ri 
B)-2 C)Sen*1-2cos1 
E) Sen*14 2cos1 


A 


A)-1 
D)Cos?1—2cos1 


3) Si se verifica la siguiente condición: tana <9tana 


halle el valor de Sec a esca, si tana toma su máximo 
valor entero negativo. 


17 1 
4)--- B)-3 C)-2  D)-4 E). 


Q3) А partir de la siguiente igualdad , halle а si 
tana es un número real. 
[senx] 
. 
. 


Pena] 2004 veces 
[senx] 
tana - [senx] 


AJO B)he*^:keZ C)?ke «T heZ руље њег ЕЈЕ 


Өз о«(5 я), además соз0=-0,3 у 05547, 
calcule el mayor valor de А y menor valor de В si 


А < сов? x-2cosx -4« В 
A)-L69 у-1 . B)-2,24 y 1 C)-3,81y -1 
D)-3,31 y 1 E)-8 y 1 


e si «є((вк+1)®;(8һ кат) ед. además: 


све („+ еж] = 5]- ау? +2 a variación de a es 


4 4 2 
ANZ; +=] B2 +2;+=] Ci (o; 2-42] 


Dn)z-48;«]  EX(-2-2] 


Ed Indique la verdad o falsedad en las siguientes 


proposiciones. 
42 


Зх L4 
I) В 56 + - 1 00827 <-> 


; Зл бл ж--4 
II) Бі 15%, РО ВЕНЕ 
Зя 


III)Si Tias Es 0scotzel 


2 
IV) Sicos TT. + 1 < sen 55 


А) ЕЕЕЕЕ В)ЕЕУУ C)FVVF D)FVVV E)VFFV 


@DHalle los valores de 9, positivos y menores de una 


vuelta, para que se cumpla: 
sen? В 
cos! B-2cos? 8 +2 


oia 
AE 

(E) Determine el máximo valor de k si se verifica 
ANS  B)/ó с)4з ри? 
EN Sabiendo que == ім <5 
y= V8|tan(=+2). 


A)(1;0) 


созд = 


Е)46 


, calcule valores de 


В)[1;+=) ofo; Eussa)" 
D)[0:J3) u[2;4«) Е)[0;1)0[3;+=) 


6081 z <х<4л halle los valores que asume H 


. p _4Senx—1 
Н = Senx+2 * 

A) R- [-5;4] B)R-(-5;4) С)(-ж;-б) 
Djx*+y=1 E)R - (-1;1) 


6) Se tiene 2 números reales x, y xy en el recorrido 


ES «x, «x, «-5 , luego ¿Cuáles son proposiciones 
verdaderas? 

I) Cosx; < Созх, 

II) Senx, < Senxs 


HI )Sen(-x,)<Sen(x3) 
A)I, H B)I, HI ОПАТ D) 11, И E)Todas son falsas 


(B)Siendo x un número real positivo, mayor que dos 
vueltas pero menor que tres vueltas, perteneciente al 
cuarto cuadrante , donde ве verifica 
tanx =tan(227x | 450); luego x vale aproximadamente 


A)991x / 180 B)2991x / 180 C)2475x | 450 
D)2477x/450 Е)2479х|450 


@En la figura adjunta calcule : 


TE TE 2аБ? согд ) 
n b? cos? Ө+а? 


en términos de a , sabiendo que la ordenada de P es 


A)1-cosa C€)1-2cosa 


D)1- 2sena 


В)1+ 2сова 
E)2cosa-1 


@ЭЕп el siguiente gráfico, calcule el mínimo valor de 


Е) 4 


D) 16 


А) -10 B) +12 C) -14 


@3) En la circunferencia trigonométrica mostrada ,si 
тАР =0, determine el área de la región sombreada. 


A) F[cos(0)-cot(9)] 
в) вето унат(0)] 
C) S [sen(8)--tan(6)] 
D) 2 [tan(0)-sen(0)] 


E) [tan(6) - cot(6)] 


69 En la circunferencia trigonométrica de la figura 


mostrada, si el área de la región triangular A: pM es 
S, y el área de la región triangular BOM es S, y 


siendo m AP — 9, determine: Е = E 


A)[1-cos(0)-sen(0)]cot(0) 
B)[1+sen(0)-cos(0)]cot(0) 
C)[1+cos(0)-sen(0)]tan(0) 
D)[1-cos(9)]-tan(0) 

E)[1+cos(0)]tan(0) 

@ Se emplea una grúa eléctrica para alzar una pieza 
de material de construcción , como muestra el grafico. 
Sila pieza ha de ser alzada би. y la posición de А después 


de la rotación es A” ; indique el valor al que pertenece: 
E-tgo - ctgo;I=0 


4)(0; 1] 
811; 2) 
С)(2; 3] 
р)(-о;01 
Е)ф 


REPASO DE CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRI 220000, а 


La circunferencia trigonométrica es aquella circunferencia en radianes que es numéricamente igual a la medida del arco en 
Inscrita en un sistema de coordenadas, su centro se ubica en el unidades lineales. 


origen de coordenadas y su radio es igual a la unidad del sistema, Para ubicar arcos enteros en la C. T. se reemplazará el valor numérico 


razón por la cual también sele suele llamar cincunferencia de x que es 3,1416 tomando como referencia los valores 


Unitaria (С.Т. 6 CU) obtenidos para los arcos cuadrantales. 

La ecuación de todo punto que esté en la circunferencia A. Ubicación de ángulos en la С.Т. 
trigonométrica es: x? + y? = 1 y el círculo determinado por 
esta circunferencia es el denominado círculo trigonométrico. X ad 
ELEMENTOS DE LA C.T. 2 


A(1; 0) = Origen de arcos 

B(0; 1) = Origen de complementos Я 
A'(-1; 0) = Origen de suplementos x 2л 
В(0; 1) = Sin nombre particular 

O(0; 0) = Centro de la СЛ. 

Р(х; у) = Punto cualquiera de la СЛ. 3E 


5 2 
Ecuación: х:+у:=1 л radio: r=1 z 
ARCO EN POSICIÓN NORMAL А сів "rra los arcos cuyas medidas son 1, 2, 3, 
Un arco está en posición normal, estandar o canónica (5 
cuando su extremo inicial este ubicado en el origen de 
arcos de la C.T.; el extremo final de estos arcos determinan 


ed ai cuo pepe opem % 


Resolución: Para ubicar estos arcos en la С.Т. 
reemplazaremos el valor de x como 3,14 en los arcos 
cuadrantales; obteniendo el Wu siguiente: 

r 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ARCOS 
EN POSICIÓN NORMAL 
Las razones trigonométricas de todo arco en posición 
normal son numéricamente iguales a las razones 


trigonométricas de su respectivo ángulo central en la 
y además: CT. 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA 


LINEAS TRIGONOMETRICAS 

Se denomina así a aquellos segmentos de recta orientados, 

cuya medida nos representa en la C.T. el valor numérico 
= (сој ШЕСІ de una razón trigonométrica; como son seis las razones 


trigonométricas, tendremos seis líneas trigonométricas. 
No tene Si tiene A. Linea seno 

El seno de un arco se representa en la C.T. mediante la 
ordenada trazada por su extremo. 


ÁNGULO 
X Xx =. 
tan( 3) - tan(Zrad) 1 
ARCO ÁNGULO 


sen(30) = sen(30rad) 


* Ejemplo m ео қ > 4 
cos (45) - cos (4srad) Sabemos por teoría que; зепб = зело, pero: 

= —— 

ARCO ÁNGULO 


CÁLCULO DE LAS RAZONES 

Ubicamos un arco en posición normal de cualquier 
cuadrante y aplicamos la definición anteriormente 
estudiada tendremos: 


» Variación analítica 
sen0=+1 


i 
Ка) 
pem аб 
зепд = sena = = Y т^? аб 0 зепө=о 
x 
POE IR NBSP 


senü--i 
tano = tana =X • Rango de valores del seno 
cotó = cota = X 
y 
r=1 


= 
máx(seri0) = 1 
mín(sen0) = -1 
В. Linea coseno 


El coseno de un arco se representa en la C.T. mediante 


Sabemos por teoría que: с050 = cosa 


pero: cosa = 2 =x 


Tel 


* En сада cuadrante 


=> 


máx(cos Ө) = 1 
min(cos 0) = -1 


С. Linea tangente 
Para representar la tangente de un arco en la C.T. 
trazamos primero el eje de tangentes (recta tangente 
a la C.T. trazada por el origen de arcos), luego se 
prolonga el radio que pasa por el extremo del arco 
hasta que corte el eje en un punto: la ordenada de 
este punto de intersección nos representará la tangente 


de arco. | 
жапа = eje de “tgs” 
Ly) 


3tano —| 
Sabemos por teoría que: tano =tana 


pero: tana = Y = y 


Капе = y 
* Encada a 


э [o <tan0 <+] 


lo cual implica que: ~. tan0e К 
SUGERENCIAS : 


-issenx <1 => 0 < ѕеп?х «1 
Si 1–1 < соѕх «10 < сове х «1 


-o < tanx < о => 0 < tan? x < +o 


LÍNEA COTANGENTE 

Para representar la cotangente de un arco en la C.T. 
trazamos primero el eje de cotagentes (recta tangente a 
la C.T. trazada por el origen de complementos), luego se 
prolonga el radio que pasa por el extremo del arco hasta 
que corte al eje en un punto: la abscisa de este punto de 
intersección será la cotangente del arco. 


61) x y “Eje de cotgs” 


Y 


lo cual implica que coto e R > 


LÍNEA SECANTE 

La secante de un arco se representa en la C.T. mediante la 
abscisa del punto que se determina al intersectar la recta 
tangente trazada a la C.T. por el extremo del arco y el eje de 
abscisas. 


NOTA : 


cot8>0=>0€ IC o ШС 
coto «0 = 0 e ПС o IVC 


OS: 


Sabemos por teoría que: seco 
seca 


pero: seca = ex 


A. En cada cuadrante 


MOTA г 
sec0>0>0€IC o IVC 
зесд <0 > де ПС o ШС 


C. Rango de valores de la 
secante 


о} 


Le 4—1 


(IN 


máx(sec о ) =1 
mín(sec 0 )= -1 


i 


)relativos 


Ш. LÍNEA COSECANTE 


La cosecante de un arco se 
representa en la C.T. mediante la 
ordenada del punto al que se 
determina al intersecar la recta 
tangente a la C.T. trazada por el 
extremo del arco y el eje de 


сөсб-1 
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> 
máx(sec ө) =-1 
mín(seco)=1 ) relativos 


OBSERVACIÓN : 


Las coordenadas para el extremo 
de un arco en la СТ. 
independientemente del cuadrante 
en el cual está ubicado este arco, son 
coseno y seno de dicho arco 
respectivamente; tal como se 
observa en la figura: 


* Como muestra determinaremos 
las coordenadas de los extremos de 
los arcos cuadrantes. 


0 1 
LE] 
(= =) 


мы E 

SENS 
32 

cos 3 3: 


к 


LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 
AUXILIARES 


1] SENDVERSO О VERSO [VER] г 


Es el segmento de recta 
orientado desde el pie de la 
perpendicular que nos representa el 
seno hasta el origen de arcos de la 
OT. 


pen 


Por definición: Ver (8) = QA 
Pero en la figura: 


QA = 1 + |coso] 
-с056 


к 


MJ COSEMOVERSO 0 COVERSO [COV] ғ 
Es el segmento de recta orientado desde el pie de la 
perpendicular que nos representa el coseno hasta el 
origen de complementos de la C.T. 
Por definición: Cov(8) = RB 
Pero en la figura: КВ = 1 + [Seno] 


-зепаб 


Ga] 


ИП EXSECANTE 0 EXTERNAL [ЕХЅЕСЈ 1 
Es el segmento de recta orientado desde el origen de 
arcos de la C.T. hasta el extremo final de la secante. 
Por definición: exsec(8) = 4S 
Pero еп la figura: AS = Seco – 1 


> [Exsec(0) = seco -1 


MNENOTECNIA SOBRE PI(7) 


El número Т, que se obtiene como razón de la longitud 
de la circunferencia al diámetro, tan familiar a todos los 
estudiantes, hace ya muchos afios, ha sido calculado 
nada menos que con 707 cifras exactas. Esta hazaña de 
cálculo fue realizada por W. Shanks (1873), y aunque en 
la actualidad este número de cifras ha sido largamente 
superado, ocurre que estas 707 cifras figuran grabadas 
alo largo del friso circular en que se apoya la cúpula del 
“palais de la Decouverte”. Para ninguna aplicación 
práctica con 2 son necesarias tantas cifras, bastando 
usualmente los valores aproximados 3,14 ; ó 3,1416 ; ó 
22/7. De todos modos, como regla mnemotécnica para 
recordar las 32 primeras cifras, se puede acudir a los 
siguientes versos, originales del ingeniero R. Nieto París, 
de Colombia: 


Soy л, lema y razón ingeniosa de hombre 
sabio, que serie preciosa valorando, enunció 
magistral. por su ley singular, bien medio el 
grande orbe por fin reducido fue al sistema 
ordinario usual. 


Si se sustituye cada palabra por el número de letras que 
la forma, obtendremos el siguiente desarrollo decimal 
para д: 

Л = 3,141 592 653 589 893 238 462 643 383 279 5...... 


También es posible recordar de memoria el valor 


recíproco de Л; —, 
л 


2=0,3183098 


=0, 3 1830 98 
> -.. 


Para ello se ha ideado la siguiente frase mnemotécnica: 
"Los 3 días de 1830 dan un 89 al revés”. 


Debe advertir que la utilidad de esta frase la aprecian 
casi exclusivamente los estudiantes franceses, porque los 
hechos citados aluden a efemérides de la Historia de 
Francia. La alusión al 89 corresponde, como es claro, al 
inicio, en 1798 de la Revolución Francesa. Después de la 
Restauración, reinando Carlos X, el Ministro Polignac 
decidió prescindir de la Cámara y gobernar por 
ordenanzas reales. Constitucionalistas, liberales, 
bonapartistas y republicanos formaron un bloque político 
para derribar el régimen, y durante tres días de 1830 (esto 
es, del 27 al 29 de julio), los obreros de París se hicieron 
dueños de las calles de la capital, sembrada de 
barricadas. Carlos X abdicó a favor de su nieto, el Conde 
de Chambord, de 10 años de edad. 


01.Ел la figura mostrada, halle la 
medida del ángulo AOB en radianes. 


ъ" 


A) 6028 
0)7013 


В) 6534 С) 6842 
E) 7467 


03. Si S y С son el número de grados 
sexagesimales y centesimales de un 
ángulo, y (85) — 4(С)° = 12924, 
entonces, se le pide determinar el 


valor del ángulo en radianes. 
* х 
А) — ЕЕ: ER 
5 9) 20 6) 30 
х М 
Эх Ba 


; 


sexagesimales que mide un ángulo 
es 27040, calcule la medida (en rad) 
de dicho ángulo. 


AI 


E 
біз ЗІ» 


x 
9% 


E 
| 5 
m 


Hs 
А 
55 
à: 
53 

Е 

8 


A)8 B) 10 С) 12 
0) 14 Е) 16 


06 La medida de un ángulo en el 


sistema sexagesimal es: xy zw y la 
medida del mismo ángulo en el 
sistema  centesimal es 50850", 


S peu ДЕ 
2+\ 

А) 1 B)2 оз 
D)4 Е)5 


07. ¿Cuántos grados sexagesimales 
mide un ángulo si los números que 
expresan su medida en grados 
sexagesimales (S) y centesimales 
(C) están definidos por: 
S= (202+ За + 1) 

С = (Зп? + n-2)9 
А) 16° В) 30° 
0) 60° Е) 75° 


08. Un ángulo trigonométrico © se puede 
representar como 6 = х9 = yz, 
donde x, y, z pertenecen al Z* (y » 
2). Si los dos ültimos nümeros se 
diferencian en 3 y los nümeros de 
grados centesimales y 
sexagesimales se diferencian en 5. 
Determine el ángulo en radianes. 


С) 45° 


L 
а әш ош 
+. 27х 


D) => E 
09. El número de grados sexagesimales 


que tiene un ángulo es mn y su 
nümero de grados centesimales es 


по. Determine la medida radial del 
ángulo. 

АЕ = 
) $ B) с) 1 

02 Е 
) 3 ) 


10. Si los números 5, C y R representan 
la medida de un ángulo en los 
sistemas ya conocidos y que 
cumplen: х5 =уС=2В=х 
0) 

I men aia). 
yz 200 180 ) 


eto (2) 
Determine dicho ángulo. 

A) 60* B) 100%. С) Frad 
0)27° E)200* 
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YC + 4S _19+6/10 
52.5 к 


х 
Calcular la medida del ángulo еп el 
sistema radial. 


R х х 
^i вх a 
A 
о) = Ех 


12. Se idea un nuevo sistema de medida 
angular, en donde 30 minutos en 
este nuevo sistema equivale 1 grado 
en este nuevo sistema y; 90 grados 
en este nuevo sistema equivalen a 
135*, hallar el número de minutos en 


este nuevo sistema que contiene un 
ángulo de 180* 
A) 200 B)360 С)450 
D) 2000 E) 3600 

13. Si: 


E = 90° + 100° + rad + 45° + 


50" + F rad + 2230 + 299 + 5 rad 


+... se le pide que determine E en 
radianes 


A)2- 43 
D) J2 +1 


B) 2-1 
E) +1 


C) -1 


am hasta las 8:15 am? 


ost Е)2/? 


17, Dos ángulos centrales de una 
circunferencia cumplen: 
1. Son suplementarias 
1. La diferencia de la longitud de los 


arcos que subtienden es 2 cm. 
ll. La razón entre la medida de los 


ángulos es 2 halle (en cm) la 
х 

longitud del radio de la 

circunferencia, 


2(4-х) 3(4+ х) 

x(4- n) B) z(4- x) 

7(4+ x) 9(4+ x) 
9 2x(4- x) A 2*(4-х) 

5(4+ a) 

z(4- x) 


18. De la figura: AOB, COD y EOF son 
sectores circulares. Si el área de 
dichas regiones es бА, ЗА y Au", 


Si 4..-2u 
с 
А 
с, 
Е 
n 
0 
F 
Б B 
Nota: m y n son longitudes de arco 
1%, © КЕ 
2i Э = о 
оё — E26 


19. Si В, L, S son el radio, la longitud de 
arco y el área de un sector circular 


сен éd SABLE C Halle 
el valor de x en: 


В.Е хз 

9 i € al 
A)2 B)3 сја 
0)5 E)6 


20. La semicircunferencia ANB tiene 
como radio OA = 5u, con centro en B. 
se traza el sector circular MBN con 
radio BM = би. Calcule el área (en 
кышы о co DEM 
segmento circular sombreado. 


N 


A мо B 


A) 5=- 12 В) 5z- 10 
a о n 
Ба 8 


21. Un sector circular de ángulo central 
6 tiene un área igual a la de un 
triángulo rectángulo isósceles. Si sus 


calcule Е-9-4 
А) 4-22 


C) 4+2 
E)6+ 2/2 


В)6-2.2 
0)2+4/2 


22.5 АОВ, COD, EOF у GOH 
son sectores circulares у 
OA = EG = 2AC = 2CE y además se 
sabe que el área de la región CEFD 
es 14/2 Se le pide, determine el 
área de la región EGHF (еп и?) 


А) 32 В) 34 C)36 
0:38 E) 40 


23. Halle el área (en u) de la región 
sombreada. 


T 


A) Жі.) B) € 
R? 12 

C) Же? D) 30-9 

E) Sen 


24. Еп la figura mostrada, В + r = 4u y 
RT = 2u. Si O y O' son centros de 
las semicircunferencias, determine el 
área de la región sombreada (en u?). 


A) 16—5x B) 10-3x С)14-4к 
D)-xz  E)12-2x 


25. En la figura mostrada se tiene el 
sector circular АОВ donde 
m(zAOB) = 45% mzAHO = 90°. 
OA = OB - R. Halle el área de la 
región limitada por el cuadrado 

EFGH en función de R, 


R? 
БОВ 


26. En un semicírculo de radio R se 
inscribe un rectángulo con la base 
sobre el diámetro del semicírculo. 
Halle el área de la región rectangular 
(еп u^) cuando la longitud de la base 
sea igual al triple de la longitud del 


ancho del rectángulo. 
R? 10R? 1R? 
А) — — — 
) 2 9 13 а 13 
2 
27. En la figura, ¿cuánto debe subir А 
para que B baje 10 cm? 


A 


А)5стВ) Жат C) 10cm 


D) 15cm E) 20cm 

28. En la figura se muestra un elemento 
circular de radio b dentro de un 
recinto cuadrado. Si el elemento 
circular rueda por sobre las paredes 
del recinto cuadrado y dá 20 vueltas 
para hacer un recorrido completo, 
halle la longitud del lado del 
cuadrado 


= 
К) 


58) 10xb 


A) 815 
С) (10x+1)b ^^ 0) (10х+2)Ь 
E) 120 


29. Еп el sistema mostrado, el disco 
A gira 90°. Además гл = 3, ге = 5, 
fc = 1. Calcule la medida del ángulo 
que gira el disco C. 


DO 


A) 18° 
D) 54° 


8)27* 
E) 62* 


30, En la figura adjunta se muestran 
ruedas de 3cm y 5cm de radio, 
cuyos centros se ubican en 


AO y OB . Si m-AOB = Grad y 


la rueda mas cercana al punto A gira 
м4 rad, se le pide determinar 
¿cuánto gira la rueda mas cercana al 
punto B (en rad)? 


C) 36° 


з (45 -1)x 
А6 5 

Jn Li үй 
с) ETE D) 3 E) TY 


31. Los lados de un triángulo rectángulo 
están representados por 3 nümeros 
en progresión aritmética. Calcule el 


coseno del menor ángulo agudo. 
А) 0,4 В) 0,5 С) 0,6 
0) 0.7 Е) 0,8 


32. En la figura mostrada hallar х en 
términos de « y m 


2sena + cosa. 
m 


sena + 20052. 
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33. Siendo 3x e y ángulos agudos, y se | 
cumple: ~ 


[sen (x + у) = sen(2y - 2x) 


Lo оку! 
Calcule u = ctg(3x) + ctgy + (ду 
A)-1 B)0 ої 
0)2 E)3 


34. Si sen(2«) csc(0 + 30°) = 1; además 
sen(8 – $) sec(à + а) = 1; calcule el 
valor numérico de F = 8/2 зеп(а + 
5°). соз(@ + 10%). 


A1 B)2 c3 
D)4 E)8 


35. De la figura DC = m unidades, halle 


А АЕ 


A) m(1 + tanta) seca. 

B) m(1 + tan*a) tanacosa 
C) ти + tanta) tanasena 
D) (1 + tanta) sena 
E) m(1 + tan“o)tanasena. 


36. De la figura mostrada, halle "coto" si: 
DC=3AD. 


A D с 


A)2 B)3 Орао 
0)5 E)6 m 


DITORIAL- RURI 


37. Halle el área de la región sombreada 
(т?) en términos de $. 


S 


| 1m———4 


A) (1 + зепфвесф В) (1 + sengllgo 
C)1-sewks D (1 - 
Seno)seco 

E) (1 + 2senj)sece 


38 En un trapecio isósceles АВСО, la 
base mayor ADmide b, la base 
menor BC mide a y m.“BAD = 
m-CDA = а. Halle el área de la 
región trapezoidal en función de a, b 


ya 
А) (b? - a^)tana. 
B) (b! -acota 
C) (1/2)? - a?ytana. 
D) (1/4)(b* — a?)cota: 
E) (1/4) – a?)tana. 

39 En la figura mostrada, 
т/АСО- т = ¿CAD = q AD = Tu; 
ВС = 5u; halle el valor de 
F = (7 + 246 Лапа + 10050(2а) > 


m 
о 
e 


^ B 45. Dado el triángulo rectángulo ABC 
A 520 cuyos lados están en progresión 
a+b abía +b) aritmética, cuya razón es cuatro. 
о-- DC Determine la mayor razón 
2ab (a-b trigonométrica de uno de los ángulos 
B ri d оын 5 
% Da dE 
41. En un triángulo rectángulo ABC, 7 
recto en B, si: tanAcscC = 3, calcule D)3 95 
el valor de R= vsec? A- 3oscC. 46. En la figura mostrada, ABC es un 
A)1 B) VŽ с) в triángulo isósceles (АВ = BC), 
D)2 E)3 MNPQ es un cuadrado, т ВАС = 
53% m¿MCQ = a. Calcule: tana. _ 
42 La figura muestra un triángulo 
rectángulo ABC con ángulo recto en 


B. Desde B se traza la mediana BM 
y la atura BH. Si tana = 1, hale 


tan(C - A) 
B 
А M e 
7 15 16 
^ > 8% Ox 
9% 9% 
А M H 
47.En un triángulo rectángulo con 
d КЕ ángulo recto en B se cumple: 
А сү_1 
Ab 52 о? 2) $5 
$ ur ) а?со! 2 +оо 5 
93 53 Si el perimetro del triángulo es 1и, 
2 halle la longitud de la hipotenusa 
43 En la figura АОВ es un sector (en unidades u) 
circular y CDEF es un cuadrado . 45-2 45-2 54 
Determine aproximadamente |а AE == а== 
razón entre las longitudes de los $ в 
агсоз ОЕ у АВ (tg 14° = о) в! 
025) А 4 2 
48. Calcule: tana.tang, M punto medio 
ey de AB. 
= 
PAZ 
B 
мою 8097 C)045 ^ 4 й 2m 
D)0,53 Е) 0,75 х: M 22 
Аз 85 94 
44. En un triángulo ABC, m.B = 45° y Di 51 
тС = 30° se tiene que: АВ = 2" y 3 2 
АС = 4”, Calcule BC. 49. Halle la longitud total (en m) del 
А)2 B)243-1 C841 recorrido del centro de una rueda де 
оз B \3+2 radio r = (2 — /2ут, al rodar en el 


interior de un Vet обо 


_ Isósceles cuyo cateto mide 3m. 
А)1* 8 8)2+ {5 C)35 
D)2«48 EJ4 


50. En la figura mostrada calcule AB, 
donde CD- 46 y BD- 2 


с 

А B 

A42 BE ойы 
6 в 


51. En la figura mostrada ABCD es un 
rectángulo si BC = 2AB, m.-MBD = $ 
ym.-QAD = 6 
calcule E = seno + 2c0s4 

B 


A) Y2seng В) /3вепф C) 
x5 seno 
0) „б сове Е) /бізле 


52. En la figura adjunta: DEMAG, 
DF = EF, DB=-24D. mzDAF = а. 
as ея 


B) 


C) (cota.« сор) D) cota + соф) 
E)3(cote* сор) | 


53. Sea el cuadrilátero mostrado, tal que 
AD-Bu CD-2u m:BAD = 74%, 
тААВС = m¿ADC = 90°. Se le pide 


que determine AB (en u) 
B 
c 
A 'D 
104 114 128 
Az A 9% 
156 208 
9% 955 


54. Una diagonal de un paralelepipedo 
rectángulo forma con las tres aristas 
concurrentes a un mismo vértice, 
los ángulos а. p y 6. El valor de 
senta + вел“ + sente es 
А)1 B)32. 0)2 
0) 5/2 E)3 

55. En la figura ABCD es un cuadrado y 
ABE ип  trángulo rectángulo 


isósceles. Calcule E 
Usar; tana = csc(2a) – cot(2a) 


A) 0,31 B)0,41 
D) 0,61 Е) 0,71 


56. En la figura mostrada: ABCD es un 
cuadrado ADC un sector circular y M 
punto medio de AC entonces la 
tangente del ángulo MAB es: 

А В 


C)051 


AJ-1+ 42 9-14 801. 
01+ EJ1+ 43 
57. En la figura, ABCD es un cuadrado 
cuyo lado mide Вот. Si tan =>, 
determine el valor de OE (en cm). 


АЈ B)2 суз 
оја E)5 


58: Del gráfico adjunto, halle x en 
términos de a y b. 


b 


b 
Е 
" a 


59. Pedro mide 1,75 m de estatura, él 
observa un árbol con un ángulo de 
elevación de 60* la parte superior y 
con un ángulo de depresión de 30* 
su base ¿cuál es la altura (en m) del 
árbol? 

А) 56 B)6 C)7 
D)7,2 E)75 


ө Halle tane. 

5 48 28 
Ма Biss аз 
08 948 


61, En la figura mostrada, halle со, 
Y 


x 
PE5,-12) 

A)-28 8)-24 С)-12 

0)12 E)24 


62. En la figura mostrada, halle tana. 
Y 


cumple que: 


ім nja Ni ja 
1 оюм 
ім oja —— м 
— 
[4 
la wla 


1 
o 
— 


©) (5 


С 
—— 
о! 

зім Nja 
—— 


64 De la figura mostrada, determine 
tano, si АМ-8М 


Y 


1 1 
ЈЕ 8; 0! 
0)2 E)4 


65.Halle сою a partir de la figura 
mostrada, si M es punto medio de 


А)5 8) 4 C)3 
0)2 Е)1 


66. En la figura adjunta АС, pasa рог el 
origen, Si А(-1, 2), se le pide, que 
determine: 


E = све) – coté 
= 


А)2 B)3 04 
0)5 E)6 


67. Еп la figura mostrada, | 
per hala pi 
Calcule el valor numérico 
Е = /73sena.- бїапа 


A) - 24 

D) 8 

68. Con los datos de la figura mostrada 
determine: 


B)-16  C)-8 
E) 16 


x 
р 
а 
A)-4 B)-2 C)-1 
D)- 1/2 E) 12 
69. Determine el signo de S en cada uno 
de los cuatro cuadrantes: 


5= es (cse) – — весх + 1 
А) +; 


В+; 
70. ¿En que CST se cumple que 
cota > ссо? 
A) solo en | 
C) solo Ill 6 IV 
E) solo 11 ó IV 
71. Determine el signo (en los cuatro 
cuadrantes) de la expresión: 
Е = tanó + сове – secó 
А) (+), (+), 2. (>) 
В) (=); (+), C). (9) 
С) (=), (~) (+), (+) 
D) (+), (2. (+), C) 
E Q9. (+), 0 


B) solo en II 
D) solo IV 


72 S Ea senti —совт6н вето n- 8-7 o7 
_ у сох < 0, calcule el valor de D) 54 E)72 
21У = CSOX + собе. 
А-5 B)-45 98 78.En la e se cumple 
D) 45 E) 245 que senz--.7, detemine 
M = tana + {апд + tan(a — 0) 
73.Еп la figura adjunta, si la Y 
circunferencia tiene su centro en (3; 
5) y T es el punto de tangencia, se le 
pide, que determine: 
М = весе + (апе, a 


A E 
6 3 2 3 5 7 
0)3 Е)б -А) > = = 
A B7 94 
76. Еп la figura mostrada al calcular 
tano, se obtiene: D) 9 Е) 5 
4 4 


Calcule: W = cos(a + В + 6) 
А)-2 B)-1 сјо 
E)2 


la figura mostrada. 


77.En la figura mostrada, las 
is de los puntos Ay B 

son (6; 8 y (- 8 - 4) 

respectivamente. 


Calcule el valor de 
F = 9 tana + 20,5 senó - tana. 
Y 
Á А)-4 B-23 0-Ф 
D) - 21 Е)-20 


X 81. Dados los puntos A = (-2; - 3); 
В = (2; 1), С = (4, - 9) y M punto 
medio de BC. La distancia de M al 


segmento AC ев > | 
a A)2 B)242 04 
04 -—E6 —  -—- 


82. Halle la ecuación de la bisectriz del 
ángulo agudo formado por las rectas 
x-2y-4=0 y 4х-у-4=0 


A) (V7 - 445)x - (2417 - 45) y - 
4(4t7 -45)-0 


в) (V17 + 445)x - (2417 + v5) y- 
4(/7» б)=0 


©) (МТ -445)x+ (2417-45) y- 
4(47-.5)-0 


D) (V17 4ЈБјх- (217 +45) y 


+4 (7 + v5)-0 
E) (7 + 45)x-- (2417 + 45) y 
+4 (VIT -45)=0 


83. La figura muestra la intersección de 
las rectas Li: y +2x-2=0 y 


L¿:y-3x-7=0 
Determine el valor de tano 
Y 
X 
La e Lı 
1 1 
-4 His оры 
A) ) 1 Дл 
D)4 E)6 


84.De la figura mostrada, calcule 
W= Убзепф + tano 


D) E E)4 
85. Los puntos que una recta determina 


sobre los ejes X y Y son 
respectivamente, (2,0) y (0; – 3). 


Hallar su ecuación. 

A)2x-3y 76 В) 2х + 3у=6 
С) 3x-2y=6 0) 3х+ 2у=6 
Е)х+ 2у=6 


86. Halle la ecuación de la recta cuya 
pendiente es — 3 y pasa por la 
intersección de las rectas х = – 1 y 
y=4 
A)3x+y+1=0 
B)3y+x+1=0 
C)3x+y-1=0 
О)х+ 3y-1=0 
Е) х+у-1=0 


87. Sea rx + sy + | = 0 la ecuación de la 
recta que раза por el punto А(- 6, 7) 
y el primer cuadrante y forma con los 
ejes coordenados un triángulo де 
área igual a 10,5 u? Halle la suma-r 


*s*l 
A)-25 B)-24. · C)-23 
D)-22 E)-21 


88. Halle el simétrico del punto Q(4, 8) 
con respecto a la recta L: x- y + 2 = 
0. 


А) (3/3) — B)(66) C)(44) 
D) (9. 9) E) (- 6, 6) 


89. Si € es el ángulo que forman las 
rectas Li y Lz del gráfico mostrado 
entonces {апе es igual а: 


52 

AL B) бше 
557 567 

Dm Өз 


90. Sobre las rectas x+ y-470 y x-y= 
0 se encuentran las diagonales de 
un rombo. Si uno de sus vértices es 
el origen de coordenadas y la 
medida de una de sus diagonales es 
igual a la medida del lado del rombo 
entonces el área del rombo es: 


A) $6 B) б с)5,8 


028 веб 


91. Halle en el eje X, un punto P de 
manera que la suma de sus 
distancias a los puntos A(1, 2) y 


B(3, 4) sea mínima. 
A) (s ој B) (1, 4,0) 
©) (% ој D) (5: ој E)(2:0) 


92. El punto A(3; 9) es uno de los 
vértices del triángulo ABC y las 
ecuaciones de dos de sus medianas 
son 
Ы:у-6=0 
1: :3х-4у+9=0 
Si los otros vértices son В(х, уі) У 
Сб, уз), halle хи + хг. 


А) 4 B) 6 C) 10 
D) 12 E) 14 


93. Los puntos A = (- 2; - 2), В = (0; 4), 
C = (С, C3) son los vértices де un 
triángulo equilátero. Si C esta en el 


segundo cuadrante ^ entonces 
УЗ (C. + Ca) vale: 

A)-9 B)-8 C)-6 
D)-5 E)-4 


94. Si la recta Ly: ах + 2у -6* bz 0 
pasa por el punto P(2, — 3) y es 
paralela a la recta Lz: (b - 2) x - 3y + 
а = 0, halle la suma а + b. 


А)-12 B)- 10 
D)-6 E)-4 
95. Hallar las coordenadas del punto P 
de la recta Lr: 3x — y + 3 = 0 que 
equidista de los puntos A(2, 4) y 
B(6, — 2). Dar como respuesta la 


C)-8 


suma de tales coordenadas. 
A)-6 B-5  C)-4 
D)-3 E)-2 


96. Halle la ecuación de la recta que 
pasa por el punto A(-2, — 4) y tiene 
pendiente mayor que 1 tal que la 
suma de sus intersecciones con los 


ejes coordenados es 3. 
A)x-2y76 В) 4x-y=-4 
C)2x-3y - 8 О) х+у=-6 
E) y -x=-2 


97. Determine un valor negativo para k, 
para que la recta 


А ПЕЕ 


L 3x - ky - 8 = 0 forme un ángulo 
de 45° con la recta Ly: 2x + Sy – 17 = 
0. 


11 9 8 
А-7 8-7 0-5 
5 4 
рј== Бс 
т 
98. Dada la igualdad 
seno- Ы. an 


Halle e! intervalo de valores para "n" 
de tal manera que el sene exista. 

А) 1; 3] В) [-2;4] C)-42] 
0) [-2;2] Е)[0;4] 


99 En la figura mostrada se tiene 
la circunferencia — trigonoraétrica. 
Determine la medida de 6 para que 
el área sombreada sea máxima si 


2x Эл 5л 
А) — = o 
) 3 B) 2 ) 3 
7x 11 
us Эа. 


100. ¿Qué valores puede tomar “р” 
para que se cumpla que : seno= 7? 


A) |pl «1 B) [p] «1 
O) pl 21 D) 1р > 
Е) lpl<1t ^ р=0 

101. En la figura mostrada hallar el 
área de la región sombreada (nota: 
АВР -ө). x 


1 
А) — в) — = 
Y espe ЕШ: A: ЭД о 
9 
D) 2 E) = D)= E)2 
A 106. La figura muestra una 
e circunferencia trigonométrica. Si 
ОЕ ав mZB'PQ = 30°, halle la ordenada del 
donde  S=S¡-S;, punto О. 
Y 
P 
А X 
в 5 
А) -i 8-; o 
A)-2 B)-1 С) 0,5 
0)1 E2 mt p 3-3 
4 
104. En la circunferencia 107. Si - 1 < tan 6 < 1, determine los 
trigonométrica, halle QR. valores de cos: 
Nota: 1% с052а = 2cos'o. f BV [В 
МЕА 
Y ED. 2-' 
Ван 
А x 
Е 
ө ө 8 
А) 2с05— 2sen- C)2tan= 
) 2cos. 5 B) 2sen 2 ) ns 
0) 2005 E) 2 tano 


105. En la circunferencia trigonométrica 
mostrada en la figura, halle MR, 


si p= 2460° y Өз grad. 


* Conocer las relaciones básicas entre las razones 
trigonométricas de una cierta variable , así comos sus 
aplicaciones. 

* Reconocer y emplear de manera eficaz propiedades 
auxiliares que simplifican las expresiones, mucho más 
rápido que si colocáramos la expresión en términos de 
senos y cosenos. 


INTRODUCCIÓN : 


En matemáticas, las identidades trigonométricas 
son igualdades que involucran funciones 
trigonométricas, verificables para cualquier valor 
permisible de la variable o variables que se consideren 
(es decir, para cualquier valor que pudieran tomar los 
ángulos sobre los que se aplican las funciones). 


Estas identidades son útiles siempre que se precise 
simplificar expresiones que incluyen funciones 
trigonométricas. Otra aplicación importante es el 
cálculo de integrales de funciones no-trigonométricas: 
se suele usar una regla de sustitución con una función 
trigonométrica, y se simplifica entonces la integral 
resultante usando identidades trigonométricas. 


IDENTIDAD 
TRIGONOMÉTRICA 


A toda identidad de expresiones trigonométricas que 
se verifica para todo valor admitido por la variable se 
denomina Identidad Trigonométrica. 
EJEMPLO: 1 

свех=——— 

зепх 
* Esuna identidad trigonométricas , porque se verifica 
la igualdad para todo valor de "x" diferente a 180° n: 
(0°,180°, 360".....) 
* Probamos para: 
х=30°; 45° y 270° 


зеңде 2 2057 ipu 2-22 


2 
test = 


n 45" 
JE 


ә-і-і ә -ізі 


42-42 


1 


* TENS 
AOS TP 


* Así podemos seguir dándole valores a “x” y siempre 


se va a verificar la igualdad pero no para: 0^, 180^, 
360"... 


* Estudiaremos las Fundamentales: 


A) IDENTIDADES PITAGÓRICAS : 
Aplicando el teorema de Pitágoras en el triángulo 
anterior se obtiene : 
зеп?х + соз?х = 1. — (2) 
* Dividiendo por cos*x en (*): 
sen*x | cos?x T 


=> sec?x - tg! x =1 


соз?х cos'x sen*x 
* Dividiendo por sen*x еп (*) : 
sen?x | cos?x 
2 сената) 
зеп?х sen*x sentx 


* Resumiendo: 


> esc?x - ctg?x-1 


веп?х = 1-cos*: 


к 


(SIDESTIDADES TRIGONOMETRICAS 15 | 8372 | 


B) IDENTIDADES RECÍPROCAS : 
* Del triángulo OSM se puede deducir: 


Vxenmnezz 


€) IDENTIDADES POR COCIENTE : 


> (2п+1)л 


R 
3 2 


Los problemas que se presenten , son de tipo de 
demostración ; simplificación , condicionales y 
eliminación de variables ; pero lo mas importantes es 
el manejo adecuado de las igualdades ya conocidas , 
para obtener la solución del problema. 


OBSERVACIÓN: 
Verso de "x" ver x = 1- cosx 
Converso de “х” Сор x = 1-зепх 
Ex secx = secx-1 


 Exsecante de "x" : 


EDITORIAL RUBISOS. 
SDIPLIFICACION DE EXPRESIONES | 
TRIGONOMÉTRICAS 


Las ocho identidades fundamentales y sus formas 
equivalentes se pueden aplicar también para 
simplificar expresiones trigonométricas. 
Simplificar quiere decir reducir el número de términos 
de la expresión trigonométrica , este proceso llamado 
simplificación se muestra en el siguiente ejemplo 
ilustrativo, 
EJEMPLO: 
Simplificar la expresión: 

E = Cosx Тапх – Senx 
A)1 В) cosx С) tgx D) secx 
RESOLUCIÓN: 
* Colocando la expresión en términos de senos y 
cosenos: 


E)0 


E=cosx, tanx – senx 
=> Е=совх E sen. 
cosx 
= Е=зепх – зепх >E=0 
RPTA: “E” 


CÁLCULO DE EXPRESIONES 
TRIGONOMÉTRICAS DADO 


UNA CONDICIÓN 


A continuación citaremos un ejemplo que ilustran el 
cálculo de expresiones trigonométricas a partir de una 
condición , esta condición es una relación entre otras 
expresiones trigonométricas , para tal efecto 
aplicaremos las identidades fundamentales y sus 
formas equivalentes. 


EJEMPLO: 

Si: senzscosz =- 
Calcular el valor de: E = senxcosx 
А)1 B)2 с) -i 


RESOLUCIÓN: 


* Para obtener “senxcosx” elevamos al cuadrado a 
ambos miembros de la condición así: 


D) 1/2 Е) 3 


2 
1 2 У 
вепх + совх = T > (senx + cosx) 5) 


> sen? x-cos^x +2вепх coss et 
1 


=> вела Совх = 1 — 15 senx созх=-® 


A partir de las identidades trigonométricas 
fundamentales se pueden demostrar que: 


1) 
2) вес? + 0sc*x=wec*xcsc*x] 
3) [senz + cosx)* 213: 2senx сова] 


4) 
5) 


1 


si: escx+col x=m> ARS 


PROPIEDAD: 
Si: asenx+bcosx=c Además, a? b*- c? 


spesso poen 


La utilización de estas fórmulas , reducen el tiempo 


6) [senx+cosx+1)(oenx+cosx - 1) 2senxcosx] de resolución de los problemas ; por ello se recomienda 


(1<вепх + cosx)? =2(1 + senx)(1+ cosx) 


familiarizarse con su empleo. 


| | ш 
a 


z| EN 
hip 
ca 

сі) ШШ 
hip 

ung-— 6 
са ot 

<: | ШШ 
со 

sco "P e | 
ca (60 
со 


капе (со 0) =1 


cos0(secó)=1 


1-csc 8- cot 


Ed 
E 


Simplificar: R=ctgx . sen*x-tanx . соз*х 


EDITORIAL RUBINOS 
_ зепх (1— 2sen?x) 
cosx(2cos* x — 1) 
* Еп el numerador cambiamos “sen*x” рог 
“1- cos!x" 
к зепх[1- 20 cos*z)] _ senx[1-2+2c08*2] 


E 


О ыл 
А) вепх В)0 С)зепх.совх Ю)1 Е) сов*х cosx(2c0s*x — 1) cosx(2cos*x – 1) 
RESOLUCIÓN: 2 
»U 1 т ка Ре Вера Dem ыс 
samos solamente senos y cosenos , así: cosx(2cos?x 1) cosx 
R=cotx . sen?x — tanx .cos?x ЕРТА : “А” 
әк sent tE cosx РЕОНБКА 62 
senx cosx Simplificar: E ESE 
> R=senx .созх – senx .cosx=0 'esex +вепх Ji +cos tx 
RPTA:"B" Ај1 B) tanx С) сох В) вепх E) cosx 
PROBLEMA 2: RESOLUCIÓN: 
Simplificar: Пен CORE * Pasando a senos y cosenos , así: 
свех – зепх ( 1 егеп?) 
A) tgx В) {рх C)tgx D)1 E) cosx _ (зесх+совх). (1+sen*x) _ 5222065 Сори 
RESOLUCIÓN: fescessenz).(15c08*x) ( 1 еп) (1+оов?х) 
* Transformamos a senos y cosenos: 2 es 
s j 2 (1+ сов?х). (1+ зеп? х) 1 
-cosy 216085. snx n E М, 
Е=1-608 .. соз: cor (1+веп?х).(1+ сов?) _1_ cosx 
_1 _зепх 1-8еп? х сов?х senx senx ВРТА : “B” 
гел senx sens PROBLEMA 6: 
0" x _| зепх | _ ASS а 3 Е 208% + senx.tanx 
E As ( ) (tgx)"=tg"x Simplificar: > m 
RPTA: “С” А) senx В)сзсх С) 1 D) tgx E) cosx 
Lu = RESOLUCIÓN: 
Reducir: — K-(tanx-cotx) . сов'х * Cambiamos dans o sens y por-— 
A)tanx В) сох С) 1 D)cosx Е) весх 
RESOLUCIÓN: preme созу. _ совёх+вепх 
* Pasando a senos y cosenos: AE о Би senx 
вепх совх cosx cosx 
K 3652 A—- j 
" ,cosx*sen х l _ 
xr x РУЙ = Е: а свсх 
*Pero: — sen*xcos!x-l Е 
PROBLEMA 7: 
Rs ier ER тіре Reducir: K=(senx + cosx + 1)(senx + совх – 1) 
RPTA:"B" А)2зепх В)2совх C)2senx.cosx D)2  E)l 
PROBLEMA 4: 3 RESOLUCIÓN: 
Simplificar: Е =” Seps * Multiplicamos todo contra todo: 
2с08`х – cosx A 2 
A) tex Выше > C) D) Е)1 К=веп"х + senx . cosx – senx + 008% . senx 
RESOLUCIÓN: + cos*x – cosx + вепх + cosx - 1 


* Factorizamos en el numerador “senx” y en el 


denominador “cosx”. 


=> K- sen? x-* cos? x+2senx.cosx 
ced y 


1 
= =2senx.cosx 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 8: 
Simplificar: Е-е _ cotx 
1-совх 
A)senx В) сох  C)secx D)1 Е)усясх 
RESOLUCIÓN: 


* Cambiamos соёх por —— y efectuamos : 


(1— cosx)senx 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 9: 
sec?x — tan?x 

secx + tanx 

A) cosx В) senx С) secx D) tanx E)secx+tanx 
RESOLUCIÓN: 
* Haciendo uso de productos notables y adaptando a 
la expresión: 
а? - b*- (a-&b)(a - b) 
_(senx+tanx)(secx – tanx) 
г (secx+tanx) 
> К =зесх -tanx+tanx 
> K=secx 


Reducir: K= +ѓапх 


K +tanx 


RPTA : “С” 

PROBLEMA 10: 
тапд + cotü 
secó.cscó 
C) seno 


Simplificar: E= 

A)1 B2 

RESOLUCIÓN: 

* Transformamos a senos y cosenos toda la expresión: 
зепб , совд  sen*O+cos*0 


D) cos E) 1/2 


RPTA : "A" 
PROBLEMA 11: 
Бі: tanx=2senx; x e ТУС 
Calcular: K=senx . tanx 
1 1 3 3 
A B)1 0-3 Р)== Es 
RESOLUCIÓN : 


* Pasando a senos y cosenos : 


LA ENCICLOPEDIA 3013 
tanx=2senx => "Є =2вепх 
совх 
=> 2е0вх =1 = оовх= 5; e IV 
__N8 
AE ЛЕ -48 2 43 
* Luego : 
УЗ 3 ы 
K=senx 4апх=-ә-(- З)=+ 
RPTA : "E" 


PROBLEMA 12: 
Analice la veracidad de las siguientes proposiciones : 
I) (1+sen0)(1— вепд)= - сов?0 


send 1+с080 


Што свећа 


Ш) веп%0 — cos*0 = 2sen*9 — 1 
A) УУУ B)VVF  C)FVF D)FVV Е) ЕЕЕ 
RESOLUCIÓN : 


* Analizando : 

I) (1+вепд) (1- sen0) 

*Por diferencia de cuadrados : 

renes FALSO 


1? – зеп? = соз? 


senü _1+созб 
1 — cos send 


> sen*0=(1+c080(1— созӣ) 


п) =c08*0 


— зеп?0 = 1— costo VERDADERO 


веп20+соз?; 
OBSERVACIÓN:| > 2 
sen^0-sen^8 


ш) зеп*0 — cos*0- (зеп?0+соз?0)(зеп?0 — cos? 0) 
1 


МЕЗ PR a Ф 
Енды тела). VERDADERO 


= 2sen°0 -1 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 13: 
Redusca la expresión „вере CUN) 
senftand 

1 1 1 
А)1 B оз D)2 Е)— 
RESOLUCIÓN : 


*Coloquemos en términos de senos y cosenos: 


1 1 -cos?8 


_ l- соз? _ sento 
зеп?0 sento 
send — созб = 


и RPTA : “A” 


PROBLEMA 14: 
sentx+cos*x 
зепх + созх 


C) tgx 


Simplificar: E= 


А)0 B)1 
RESOLUCIÓN : 
* Aplicamos “suma de cubos” en el numerador , asi 


азы - (a4b)(a?- abb) 


*senx.cosx 


D) cosx E)2 


_(senx+cosx)(sen*x — senx .cosx cos? x) 


E 
(вепх + coax) 


-senx.cosx 


Жа о 
> Ez (sen? x-cos? x) — senx . cosx-ksenx . cosx => Е=1 


RPTA : "B" 
PROBLEMA 15: 
Sabiendo que: tanx+cotx=5 
Calcular: K-senx.cosx ` 
5 1 2 1 
А)1 В)— С)- ES ps 
) ) 2 ) = D) 5 E) 
RESOLUCIÓN: 
* De la condición: 
tanx+cotx=5 
SUN екы 
cosx вепх 
2 2 
5 х+с08 “> 15— к=! 
созх.зепх K 5 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 16: 
Simplificar: => Ez(1-cosx)* + (1— совх) + 2senx?x 
A)1 B)2 C)4 Dj6 E)8 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicamos a siguientes identidades algebraicas. 
(a+b)*= а?+ 2ab b? v (a - b) - a? — 2ab+b* 
Е=1+2совх+сов?х+1- 2cosx-tcos? x -2sen?x 

= Е=2+2соз?х+2веп?х 

=> E=2+2(c09*x+sen*x)=24+2=4 

|- 1 RPTA : “С” 
PROBLEMA 17: 
Si: Фапх+ cotx = 2secx ; x є ПС 


Calcular “х”. 

A) 30° В)100% 
RESOLUCIÓN: 
* Pasando senos y cosenos: 1 


С) 120° D)150" EJ49 


зепх | cosx | 1 


* Como: 
а+30°=180°>а=150° 
ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 18: 
Simplificar: E=tanx(1- cot*x)+ cotx(1- tan*x) 
A)1 B) cosx С)? D)O E)-1 
RESOLUCIÓN: 
* Efectuamos las multiplicaciones: 
E-tanx —tanx.cot?x-cotx — сох .tan?x 


> E-tanx -tanx .cotx .соёх + сох – соёх .tanx.tanx 
1 


1 
=> E-tanx – соїх +соїх -їапх=0 
у RPTA: “D” 


PROBLEMA 19: 
Siendo: fanx — cotx=2 ; Calcular : C=tan?x + соЁх 
A)2 B)4 C)6 D)3 Ејб5 
RESOLUCIÓN: 
ЖА partir del dato: tanx – соїх = 2 
* Elevamos al cuadrado : (fanx — cotx)? = 2* 

tan?x — 2tanx .cotx * cot*x =4 

— 
1ап?х+с0Йх-2=4>С-2=4=>С=6 
с ЕРТА:“С” 

PROBLEMA 20: 


Simplificar : Е = send + cosp. 


(1+ sen0)? +(1+созб)? -3 


A)1 B) 1/2 C) 0,3 D) seng Е)0 


RESOLUCIÓN: 
* Efectuamos solo el denominador: 


E= вепд + cos 
(2зеп9 + 22080) + (веп?0 + cos*0)-2 – 8 
1 


зепб+совд _1 
2(sen9+cos0) 2 


RPTA: "B" 


c Nu senO- созд 


“2(епё+совё)+3=8 ^ P^ 


PROBLEMA 21: 
Eliminar “x”, si: 

senx = т; совх = п 
Ajm=n*  B)m'-n--1 C)m’+n’=2 
D)m'mzl Ejm+n*=1 
RESOLUCIÓN : 


* Los problemas de eliminación de “x”, consiste en 
hallar una ecuación en función de los parámetros que 
aparecen donde “x” esta ausente , haciendo uso de las 
identidades conocidas . 

* Tenemos: зепх = m; cosx = п 

* Sabemos: зеп?х+ cos'x-1 > m*+n*=1 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 22 : 
Simplificar: Rent -tan40” 
= = зес40" + tan40* а 
А) cos40” В) вес40° С) tg40^ D) Е)2 
RESOLUCIÓN: 


* Multiplicamos por (вес40%- ѓат40° ) al numerador 
y denominador, así: 


(sec40* — tan40")(sec40” —tan40”) 
(sec40^--tan40^)( вес40° – гап 40") 


| = = 
Е= ou нё) +{апяо? 
зес“ 40° – ап? 40° 
* Recordar que: 
sec*40P—tan*40"=1 


E= зес40" —tan40” 
1 


E= +tan40” 


+tan40"=sec40" 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 23: 
Dado : seca.esca=5 
Hallar: E=sen*a.tga+cos*a.ctga+ 2sena.cosa 


4)2 В) 5 С) з р) 4 E) 10 
RESOLUCIÓN: 


* Expresando “E” en términos de senos y cosenos : 


cosasena 
1- 2sen*acosa + 2sen*acos*a 
cosasena 


>E= 


М =secacsca=5 


RPTA: "B" 


PROBLEMA 24: 
Si: seca 1-atg'a 

веса – 17 betga 
Determinar: P=(ab)*sec*acse*a 


А) ас + 1 В) (a'b? + 1): С) а? + 1 
D) (a*b*- 1) E) (ab + 1)? 
RESOLUCIÓN: 


seca + 1 = а tana .. 


а) 
Р веса —1 = beota ............(II) 
De: (I) x (П): sec'a-1 = abtan'a сой 


> tanta=abtan* acota 
> cota=2> tana=ab 
ab 


* Datos: 


*EnP: 
P « (ab) (tana+cota)? 
2 
> P-(ab) (+2. > P-(a*b* 1) 
RPTA : "B" 
PROBLEMA 25: 
Si M= (secx – cosx)(cscx – senx) 


(senx – cosx)? + (вепх *cosx)* 
Determinar: К = tgx + ctgx , en términos де M 


4 2 3 3M 
A BEA ары с 
RESOLUCIÓN: 
* A senos y cosenos: 
ESAS 
M= cosx senx 
(senx — cosx)? + (cosx-senx)? 
зеп?х соз?х 
> M=_cosx ' senx __ м _5©ПХ.соЗх 
2(sen*x + cos? x) 2 
1 
à =2M 5 =— 
=> зепх.созх secx eses = 
ВРТА : “А” 
PROBLEMA 26: 
4а -1 
Reducir: Y= sng estei 
senfa- cos a+ 1 
A)-etg'a B)tg'a C)-1/2 D)-2senta E)2cos*a 
RESOLUCIÓN: 
_ sen* a – cos*a - 1 
sen*a – cos*a1 
(sen?a+cos*a)(senta – сова) – 1 
= 
(sen*a-cos*a)(sen*a — cos*a) 41 
2 рй Eo 
Ee а – сова УЕ соз а т, 


веп?а — сов?а+1 2sen*a 


ЕРТА: 


PROBLEMA 27: 
Simplifique: g= Tan? (x) - Sen?’ (x) 
Cot? (x) - Cos? (x) 
АЈТап?(х) B)Tan'(x) C)Tan'(x) D)Tan'(x) ЕЛ 
RESOLUCIÓN : 
Utilizamos las identidades: 
[тап?0 - Ѕеп?0 = tan 70 х Sen*o] 


Cot*0 – Соз?0 = Cot*0 x Сов? 


Tan*x 
= E- Тап*хТап?х = Е = Tan*x 


RPTA : "C" 


А)5епх В)5есх 
RESOLUCIÓN : 


Pap -tanx ; xe(- 5; 


En el radical : 


[1+ Senz] [1+ Senx] _ lu *Senx] 
ҮШ- Ѕепх] [1+Senx] 27 E Cos*x 


C)Cosx 


3 


Luego: 
Е = [Secx + Tanx]- Tanx => F = Ѕесх 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 29 : 
Simplifique: 
_ Cot"x + ЗСве? xx Cot? x +1 
_ Тапбх + 8Sec!x x Tan! x +1 
AJCot'x  B)SenxxCotx | C)SecxxCot?x 
D)Sectx Е)Тап*х 
RESOLUCIÓN : 
Conocemos que: Csc?x – СоЁ?х = 1 
Elevamos al cubo 
(Се? Со] =1 
Csc*x — 3Csc* x x Cot* x (Csc* x — Cot*x.) – Сох =1 
1 


= Csc" x – Cot*x = 1+ 8Csc?x x Cot?x 
Finalmente ,obtenemos la identidad. 


poes — cot" x= 1 + Зевс? x x cot? x 


También. 
secó x — tan? x = 1+ 3sec? xxtan^ x 


Luego en F : 


_ cof”. x + Зевс? х.сої?х +1 _©5©° х 
an Cx+3sectx.tantx+1 весбх 


: 


Te ЕНЕСІ 
пх 


cos? x 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 30 : 
Simplifique: 


Е= Бес? хх Свс?х — 4 - Cots,x e(0;7) 


A)-Cotx B)-Tanx C)Cotx D)Tanx E)Secx 
RESOLUCIÓN : 
Tenemos: 

Е = sec? x xcsc? x - 4 -cots ; же(0;5) 


E = |бап х + cot x)* – 4 -cots 
Hacemos uso de la identidad: 
(tan x cot x) – (tan x — cot x)? —4 
= Е = |Фап х -cot x)? -cot x 
E = ап x – cot xl - cot x 


Ahora,como:Ó < x < 7 


Observe que cof x > tan x 


> |tanx -cot хј = cot x -tanx 


(-) 
En E. E=(cotx-tanx)-cotx => E 
- ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 31: 
Al simplificar : 
E- [(Tanx--Cotx )?  Csc*x ]Sen?x — 1 
x 


se obtiene: 
A)-1 B)o 
RESOLUCIÓN : 
g=ltanx+cotxP + свс? x ]sen?x - 1 
ж 


С)1 D)Sec*x E)Cos?x 


Conocemos que: 
tanx + colx=secxxcscx 


[sec? x.csc? x + esc? x]sentx-1 - 
sec? x 
[lsec? х + 1] све? x |веп?х - 1 
sec? x 
E ес? х + П-1 _ sec? х 


sec? x вес? x 


>E= 


DE= 


> Е=1 
RPTA : “С” 


>E 


PROBLEMA 32 : 
E- [Senx+Cosx+1][Senx+Cosx – I] Sec?x 
Tanx+Cotx 
А)28епіх В)2Сов?х C)2Tan?x D)2Cof!x Е)2Сзс?х 
RESOLUCIÓN : 
Diferencia de cuadrados 
E= [senx + cos x + 1][зепх + cos x – Пзес? х 
fanx + со! x 


__вепх + cos х]? - 1]sec? x 
У rd A REC A 


зесххсасх 
E= [[ + гвепх.совх ] - 1] sec x 
cse x 
ш: ыч 
E= Зее нссах reet Е 
senx 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 33: 
En la siguiente identidad , calcule А+В. 
Tanx+Secx — 1 
Tenk beni o ad 
AJO B) С)2 D)3 E)4 
RESOLUCIÓN : 
Conocemos que. 


Si: secx+tanx=p emer o t 

Р 
p-1 
кт 


En el problema = =Atanx+Bsecx 


p-i =Atanx+Bsecx 


Luego: p=tanx+secx= Аѓапх+ Ввесх 
>A=B=1> A+B=2 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 34 : 
En la siguiente identidad trigonométrica. 
3- Sec?x -Tanx 
Senx[2+Tanx] 
А)-2 B)-1 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 
S-sec? x -tanx 
senx(2+tanx) 
3-(1+tan? x)-tanx | 
senx(2+tanx) 0 


zkCscx[1- Тапх] el valor de k es: 


с)0 D)1 E) 


=kxcscx(1-tanx) 


zj- kescx(1-tanx) 
Factorizan 
[2+ tan x]1 - tan x] 


fun =k(1-tanx)>k=1 


ВРТА : “D” 
PROBLEMA 35: 


En un triángulo ABC, C=90°, de lados a, b,c y 
perímetro P, simplifique: 


2026 


Ws 2 2 
y чт 
[(1+совА)(1+совВ)(1+совС)]? 
A)p В)2р Сур? ТА Ејгр42 
RESOLUCIÓN : B 
© a 
Á b c 
Se nos da: 
A A 
asec —xcsc — 


W= -_———®—®—-+ 
([(1+совА)(1+совВ)(1 +созС )) 


Como: С = 90° ->соС-0 


Wi P AME A 

A cA ч 

2008 = xsen > х((1+созА)(1+совВ)) 
©з. жаз ccu. e 
senA(JT+cosA)(1+senA)) " 
Nota :2(1+sen0)(1+c080)=(1+sen0+cos0)* 
2a 
(1*senA +совА)? р 
2 


W= 


-“( 
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We (sena сова) 


luego: =: + в) (a+b+c) 


Como: a+b+e=2p >W=2/2P 
ВРТА : “E” 
PROBLEMA 36 : 
Si ве cumple que /(зепх + совх) = зеп*х+ соз*х 
a) Demuestre que f(2senx)=2sen*x 


5) ¿cuál es el valor de ур 


RESOLUCIÓN : 

Dato 

físenx + cosx) = sen*x + совїх ............. 
2) Si senx — cosx 

Reemplazamos en (1) f(2senx) = 2sen*x 

b) físenx+cosx)=1- 2sen*xcos x... (П) 
Sisenx + cosx = 1/2(senx+cosx)* = (1/8)! 


sen?x+ cos*x+2senxcosx== 


Despejamos senxcosx =— 3/8 Reemplazamos еп 
E (ET) 
1 3 23 
2 |=1-29] == 
Ей (s | 2 32 
PROBLEMA 37: 


Si se verifica que tan*x=senx, demuestre que la 
expresión cof*x – tan*x es igual a la unidad. 


SOLUCIÓN : 
senx 

Dato tan?x= вепх > — — їап?х = senx 
созх 


> tan? x= cos x 
Luego : 
> cot?x—secx => cot* x -sec?x —cot*x — tan?x 
=>вес“ x  tan?x > cot х — tan?x-1 
PROBLEMA 38 : 


Demuestre la siguiente identidad 
sen(x-- 0) sen(x —0) + cos{x + 20)cos(x — 20) = сов3бсов0 
RESOLUCIÓN : 


Enel primer miembro se tiene 

M =зеп?х- зеп?0 + cos?x – sen? 20 
М-1- sen? 20 – веп?0 

М = cos? 20 – веп?0 


M=cos(20+0)cos(20—0) 
М =сов3дсовд 
PROBLEMA 39: 

Si «+ В=ф demuestre que 
зеп?$ + sen"*($ - B)cot? a 
esc? (a + B) sec? (à — В) 
SOLUCIÓN : 

Por dato а+ 8—$4 Sea 


+веп?(а + B)sen?a = sen? 


Ha sen?$ + sen? (f - В)соѓ? a 
esc (a+ p)+sec?(ġ- В) 
sen*$ + senta cot? a 
esc? ф + sec? а 


+ веп (а + В)вепЗа 


=> М= +зеп?фзеп?а 


А сов? а 
зеп?$ + sen?a. 
э Me— p За sen jeen? a 


PM 
зеп?ф costa 


2, 
sen? $ + сов? a 
sen бз сок +веп?фвеп?а 
cos” а - sen" $ 


sen 29 cos? a 


=> М= 


E M -sen?$ соз? a + sen? jsen?a 
> M=sen*4 (cos? а + sen?a) => М-зеп?ф 
со ма ден 2 


(93) Simplificar: 


L = secx - tanx . вепх 


A) senx B)1  C)cosx П)вепік Е)совіх 
(03) Simplifique: 
U = свех – сох . cosx 
A)1 Вјзесх С) сох  D)senx Ејсовх 
63) Reducir: С = tanx . cosx + Звепх 
A) 2зепх B) 4senx C) 6senx 
D) 3senx+1 Е) Звепх + cosx 
@® Reducir: L-secx.cotx.sen я 
зесх 

А) зепх-1 В)1 C)-1 D) вепх +1 E) 0 
[27] Reducir: A Senx , совх 

свсх зесх 


A)senx.cosx B)secx.cscx С) ѓапх D)cotx E)1 
09 Reducir: 


U- tanx P сох т 
secx сясх 
А) 1 B) 0 С) cosx П)свсх Е) secx 
(92) Señale el equivalente de: PA 
—_ І+вепх 


А) созх В)зепх С)зесх Р) свсхЕ) 1 
63 Señale el equivalente de: 
I- costx | зеп?х 
"escx-1 зесіх-І 
А) 1 В) вепх.совх C) sen*x.cos*x 
D) весх.свсх E) sec'x.csc?x 
(69) Reducir: 
Е-совх (1- secx) – ctgx( senx – tgx) 
4)0 B) 1 C)2 D) -1 E)-2 
«49 Simplificar: 
E sens | cosx | tgx 
свех secx сх 
А)1 В) sectx C) сзсїх D)ig  E)ctg'x 
(O) Simplificar: 
E- Zu +1gx 
А)1  B)senx C)cosx D) secx E) сзсх 
@ Simplificar: _senx+tanx 
1+ зесх 
A)senx В) cosx C) secx 0 | зепх.созх E) 1 
O Simplificar:, _ coss Е зап? х 


1+зепх 1%совх 
A) cosx+senxB) cosx -зепх С) зепх - cosx 
D) senx . совх E)1 


(13) Simplificar: 
К = (1- зеп?х)(1 + tan*x) 


B) cos*x С) ѓапх | D)sen'x E)csc'x 


AI 
Si: 

e fanx.coss == 

"x" es ángulo agudo , calcular “cotx” 


AN2  B)»2 yt руё 


68 Reducir: K—(secx . escx – cotx) . cotx 
AJO B)tanx C)cotxD)1 Е)-1 
(E) En la igualdad , calcular “I” , si: 

tan*x – sen'x = tan'x.I 
Ај совх В) сох  C)senx D)sentx Е)1 
a3 Hallar “A” , en la igualdad: 


senx 


A) secx В)- зесх  C)-senx D)cosx E)-cosx 
49) Simplificar , si; 0€ IC 


Е-2/(1- соз?Ө)(1 — sen*0) - (sen0+cos0)? 


А0 B)1 С)-1 D)4sengcosg Е)-4зеп gcos 9 
д Simplificar, si: 9 e ТС 
Е = |1+ гвепдсозд – senð 


A)senü B)senü  C)0 0) созд  E)- созд 
€) Simplificar: 

Е=(вепх + cosx)? +(senx – cosx)? 
AJO B)1 С) 2 D) 3 Е) 4 
€3) Simplificar: 

=(1– sen*x)(1--tan*x) + (1- cos*x)(1+cot*x) 
A) 1 B)2 С) з р) 4 Е) 5 
ЕЗ Simplificar: 

=tan?x + соЁх + 2 - зес?х . сзс?х 
А) 0 B) -1 С) 2 D) 3 Е) 4 
€» Simplificar: 

E=(tanx+ cotx)(senx--cosx--1)(senx + cosx-1) 
AJO B)-1 C)1 D)-2 E)2 
€3) Calcular “R” 

escxr+k.cot= 0% 

1%совх 
А)-1 B) 0 C) 1 D) 2 E) -2 
EAD OMICIBIARIA 

ӨЗ) Simplificar: 

K = cotx.cosx.senx 
А)совх B)sen'x С) совх D)i E) tantx 
(62) Simplifique: 

К = tanx.senx + созх 
A) senx B) сзех С) secx D) tanx Е) 1 

Reducir; 
e К eset — IJ - cos? x) 
(Зап? x1) 
А) вепх В) сох С) совх D)cos'x E)cos'x 
63 Reducir: сйапх t tan*x 
cotx  cot?x 

A)tanx B)tan's  C)tan'x D)tan'x E) tan'x 
(63) Reducir: 

K=(senx + cosx)?’ – (senx – cosx)? 
A) зепх.совх B) 2senx.cosx C) 4 


D) i senx.cosx E) 4 senx.cosx 


09 Simplificar: E- | (свсх — senx)escx 
(secx — cosx )зесх 
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Ах — B)ctge С)1 D) ша E)ctg'x 
Munt Pride 

Е СЕ 
Ајшх В) сід С) ұғ  D)etgx Е) 1 


69 Si: вепх + cos*x =1. Determine: 
E = senx + costx 
А)1 B) 1/2 С)-12 D)sen'x E)cos'x 
(69) Simplificar: 
E 
А)1 B)2tgx 
@ Simplificar: 
E- 


1 
escx—ctgx сасх + стих 
С) 2ctgx D) ?весх E) 2сзсх 


senx | l*cosx 
1- cosx senx 


C)2 


А)0 
@ 5: 


р) з Е)4 


sen? x coss e. 
10 


Calcular: зеп‘х+е08°х 


7 2 3 
5 5 © 2) 5 к) 10 


l3secx – 12ctgx = 5 
12esex - бірх 


£)1 


1 3 
gH D 


(35 Si: tgx – сів -2 


Calcular: вес“ж + све“ х + i 


А)4 В)5 С)6 D)7 E)8 


@ Si: coss вета: == 


Calcular: cfgx 


ЈЕ 


5 КЕЗ 


B)1 


7 
MA ДЕЛ НЄ 


senx созх 


@ La expresión: ¿qe + secx es equivalente a: 


A) senx B) Шх C) 1 
D) 0 E) – свсх . весх 


C)2 D) 


seca 
63) La expresión : Tgarclga ® equivalente a: 
Са D)!  E)O 


A) cos a B) sen a 


(3) La expresión equivalente а: 


А) sentw  B)cos'w  C)cos*w D)sen*w E) tg 
63 Para : Senx . Secx . Cígx , su equivalente es: 
A) 1 с)0 D)tg'x  E)sen?x 
сов0 – вес0 

веп0-свс0 › 5: 


В) cos?x 
(63) El equivalente а: 


А)соз?0 Вусін20 C)sen?0  D)esc?O0 E)tg?8 


1 1 
(6 Simplificar : СЕЗЕ г zs] 


A) senx B) cosx С) свех ПР) secx E) tgx 
"Eme senx — 1+с08Х 
69 Simplificar : 1-cosx зепх 
AJO B) senx C) tgx D)1 E) cosx 
1 1 

(68) Simplificar : E Jena) 

4)0 В) зесх С) совх D)1  E)tgx 

(69 Si: seca.csca=6. 

Calcular: tga+ctg a 

A) 1/3 B) 1/6 C)6 р) з E) 1 

Si: cos x — sec х= – 3; entonces: 2x4 

e pe emm 

es igual a: 

A)7 B)9 С) 11 D) 13 E) 15 

(OD Si: tgx-ctgx=2. 

Hallar: tg?x — etg?x 

A)8 В) зепх  C)6 D) cos?x E) 14 

as sen x Tari uo 2 cosx E 

А)— В)— E = = 
) 9 ) 3 C) 9 D) 9 Е) 5 


(13) Elimine las expresiones trigonométricas: 
a? sec? x «b a?tg?x 

А)а?+Ь=1 В)а?+Ь%=0 

D)a*+b=0 Eja-b*=1 


C)b-a?1 


@ Si: sen x. cos x-m? ; sen x - cos x-n la relación 
entre “m” y “п” ев: 

А)1-п?=т? В)т?+1=п? 
D)n-m?-n? E)m - n?-1 


С)т? - n?z0 


(13) Luego de eliminar las expresiones algebraicas de: 


1-вепхт-асовх  I+senx=bco8x 
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B) та 


1 1 
зесх+щх зесх-ішх 


C) 2cosx D) 2ctgx E) 2senx 


А)а+Ь=1 C)ab-1 


@ Simplificar : k= 
A)2seex В) 2tgx 


совх 
(O) Hallar el equivalente де: 1,5, — 
senx 1+с08х 1-senx 
A + =) senx о совх 2 
@ Hallar “А” si la igualdad : 


совх cox 2 4 е 
Inenz *T-senzx A 8 una identidad. 


А) зелю В) cosx С) tgx  D)ctgx Е) зесх 
@ Simplificar : (sec +1) (све x+1)(1—sen x)(1-cos х) 


A) senx secx B) cosx сзсх C) senx cosx 
D) secx свех E) tgx senx 

T 1 
@@) Simplificar : A=cscx—ctg S CENE 


С) seex D)escx  E)ctgx 


B) cosx 


A) senx 


END ONIEIBUAR 


(93) Simplificar : A-£g x sen x cos x 


A) senx B) cosx С) tgx  D)seex Е) свех 


63 Simplificar : N=tg x(1— ctg?x) + x(1—tg?x) 


4)1 B) 2 C)-1 D)-2 Е) 0 
@ Si: зеп х – соз х=/2. 

Hallar: senx . cosx 
4-1 B)-2 c)2 D) 1/2 E)1 


CLAVES DE LA PEDES PRACTICA 


LOS PITAGORICOS 


También se deben a la escuela pitagórica el desarrollo 
de la teoría de las figuras que llenan el espacio.Se 
consideraba cada parte de una figura de este tipo como 
una unidad. 

El siguiente dibujo muestra seis triángulos iguales 
que llenan un espacio plano alrededor de su punto 
central. 


Pero también se pueden reunir cinco triángulos 
equiláteros en forma de figura acampanada que se 
extiende, desde un vértice central formando un 
pentágono regular. En este caso ya la figura no es plana 
y éstos serían los vértices de un icosaedro regular. 


Para ello se requerían 20 triángulos y resultado sería 
la figura del icosaedro de 20 triángulos rodeando sus 
doce vértices de a cinco. 


Los cuerpos geométricos mas simples incluyendo el 
cubo fueron conocidos por los egipcios pero fue 
Pitágoras quien descubrió los restantes, el dodecaedro 
con sus doce caras en forma de pentágonos y el 
icosaedro. 

Los pitagóricos hicieron grandes procesos en la 
geometría de áreas y volúmenes. 


Pappus, en uno de sus libros de la colección Pappus 
hace una citación sobre la sagacidad de las abejas que 
dice así: 

“Las abejas conocen solamente lo que les es útil, o 
sea que el hexágono es mayor que el cuadrado y que 
el triángulo, y que con una misma cantidad de materia 
gastada para la construcción de cada figura, el 
hexágono podrá contener mas miel. Pero en cuanto a 
nosotros, que pretendamos poseer una mayor parte 
que las abejas en la sabiduría, investigaremos algo 
más amplio a saber : que todas las figuras planas 
equiláteras y equiángulas de idéntico perímetro, la 
que tiene un número mayor de los ángulos es siempre 
mayor, y la mayor de todos es el círculo que tiene su 
mismo perímetro. 


OBJETIVOS : 
* Deducir las 
fundamentales. 

* Verificar identidades trigonométricas usando las 
identidades fundamentales. 

* Utilizar las identidades fundamentales en la 
simplificación de expresiones , en problemas con una 
condición y en la eliminación de arcos. 


CLASIFICACIÓN DE LAS IDENTIDADES 
TRIGONOMÉTRICAS 


Para la mejor comprensión e identificación de las 
identidades trigonométricas. éstas se dividen en cuatro 
grandes grupos: 

* Las identidades con un arco simple. 


identidades trigonométricas 


* Las identidades con arcos compuestos (suma y 
diferencia de arcos) 

* Las identidades con arcos múltiples (doble. mitad y 
triple). 

* Las identidades que transforman (transformaciones 


trigonométricas) sumas algebraicas de senos y/o 
cosenos a productos y el caso viceversa. 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


CON UN ARCO SIMPLE 


Se dice que una igualdad que relaciona razones 
trigonométricas de un arco es una identidad, si ésta 
se verifica para cualquier valor admisible de dicho arco. 
Así por ejemplo: зепхевех =1 es una identidad para 
valores de x = kr con k un número entero. 


IDENTIDADES FUNDAMENTALES 


Son identidades trigonométricas que se obtienen 
relacionando las líneas trigonométricas mediante 
operaciones elementales. 


IDENTIDADES PITAGÓRICAS 
* De (1): [Sen*0 Cos*0z1] vo Е R 
+ рей: [Secto=1+1g*0), уд = C wez 
* Ре (III):Csc*0—1--Ctg*0|, VO = kx, ke Z 


IDENTIDADES RECIPROCAS 
* De (1) : [Sen8Cscó 1], VO = kr ЊЕ Z 
* De (1) : [Cos0 Seco = 1], VO = (2k41) су ez 


* De (П): [Тео Стад -1)у0 == ве Z 


IDENTIDADES POR DIVISIÓN 


Seno T 
De (I): |Tg0 — Cosa | У0 = (2h +1) Gh EZ 
Созӣ 
De (I): |Ctg0 = Seng! V0 ж«Ет,Ев 2. 


IDENTIDADES AUXILIARES 


Al igual que las identidades fundamentales, son de gran 
importancia en la resolución de problemas con 
identidades trigonométricas. Entre las más 
importantes mencionaremos: 


¡J(Senx+ Cosx)*=1 +2SenxCosx| 


ii)(Senx — Cosx)*=1-— 2SenxCosx 
iii)Sen*x4Cos*x =1— 2Sen*xCos* x] 


iv)[Sen?x + Cos?x 21— 3Sen*xCos?x | 


v)Sec?x + Све"х = Ѕес?хСзе?х|; х = Ex „keZ 


2 


vi)Tgx + Ctgx = БесхСвех |; x = ша EZ 


vii Ja + Senx + Сов)? = 2(1+ 5епх)(1+ Cosx) 
за Senx + Cos)” = 2(1— Senx)(1— Coss] 


Demostración de (iv): Basta ver que uno de los 
miembros genera al otro: 


Бепбх Сов x — (sen* x)" + (Cos* х )% 
= (Sen*x + Cos? x )( Sen*x — Sen*xCos* x + Cos*x ) 
4 
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= Sen*x + Соз*х — Sen*xCos*x 

1 
= 1— 2Sen?xCos?x — Sen*xCos?x 
=> бепбх%Совбх-1- 3Sen*xCos*x 


DEMOSTRACIÓN DE (v): 


Sea x =H ke 7 
1 1 
Sec?x + Cse?x = -— 
СозЗх | Ѕеп?х 
= Sen? x + Cos?x e 1 


Cos?xSen?x  Cos*xSen*x 
=> Sec?x + Све"х = Sec! xCsc? x 
DEMOSTRACIÓN DE (vii) : 


(1+5епх+Созх)?=1+ Sen*x 4 Cos* x + 
1 


25епх+2Созх+25епхСозх 
= 2 + 2Senx+2Cosx +2SenxCosx 
= 2 (14 Senx) +2Созх(1+8епх) 


=> (14+Senx+Cosx)?=2( 1+5епх)(1+Созх) 
TIPOS DE PROBLEMAS 


QUE SE PRESENTAN 


Antes de empezar con el desarrollo de los tipos de 
problemas, se debe comprender que para los dos 
primeros tipos, no es necesario que estemos al tanto 
de los valores admisibles de la variable angular, porque 
se sobreentiende que estamos realizando operaciones 
con dichos valores admisibles, así es que las identidades 
se pueden utilizar sin temor a equivocamos. 


1) SIHPLIFICACIONES O REDUCCIONES : 


Una expresión dada se reduce a su mínima expresión. 
en forma directa usando las identidades fundamentales 
oen forma indirecta expresándola en términos de senos 
y coseno. 


EJEMPLO 1: 
simplifique la siguiente expresión: 

SenxCosxCotx + muc 

Csex 
RESOLUCIÓN: 
Utilizando la identidad por divisón y la recíproca y 
5 Cosx  Senx 

en la expresión tenemos: SenxCosx — — + 1 


Senx 


Efectuando las operaciones y eliminando algunos 
términos tenemos: Sen?x + Cos?x Finalmente, 
empleando la identidad pitagórica la expresión tiene 
como resultado: 1 
EJEMPLO 2: 


i i й - _ VTan*x + Сох + 2 — Сох 
Si x € IC,simplifique : Ld 


RESOLUCIÓN: 
Separando la constante en el radical, tenemos: 


(тап? +1) +[Cot*x + 1) — Cot. 
Мас ———— 


БесхСвсх — Tanx 


Empleando las identidades pitagóricas : 
M= V Sec?x + Csc?x — Cotx 
SecxCscx — Tanx 
Empleando la identidad auxiliar : 


[ерл e 
M= Sec^xCse^x — Cotx 


БесхСвех — Tanx 
Efectuando la raíz cuadrada: 
_ SeexCsex — Cotx 
SecxCsex — Tans 
Empleando la Identidad auxiliar y Simplificando: 
Tanx + Cotx —Соёх _ Tanx 
Tanx + Cotx—Tanx  Cotx 
Empleando la identidad recíproca : 


M 


M= A M =Тап?х 
Tanx 
EJEMPLO 3: 
Simplifique: 


A=Senx(Senx — Сзсх) — Tan*xSen*x+Sec*x 
RESOLUCIÓN: 
Aplicando la identidad recíproca : 

AzSen?x — 1— Tan? xSen?* x *Sec?x 
Aplicando la identidad pitagórica : 


А =— Соз?х — Тап?х беп*х+5ес*х 
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Llevando la expresión en términos de senos y cosenos: 


hs Sen*x 1 
бс Кару ае 


Operando la expresión: A = (eem 


Aplicando la identidad auxiliar : 
— (1- 2Sen*xCos*x) +1 
A ci ia Аы 
Сов"х 
Finalmente, simplificando la expresión se tiene: 
A=2Sen*x 

EJEMPLO 4: 3 

Simplifique: M=TanxSenx — Secx(1— 2Cos?x) 

RESOLUCIÓN: 

Expresando en términos de senos y cosenos: 


_Senx 1 2 
M= x Senx — —  (1— 2Cos x) 
2 2 
Efectuand ¿Men x—1-42Cos"x 


Cosx 
Utilizandola identidad pitagórica : 
—Cos*x + 2Соз?х Сов?х 


А 
Созх Cosx 


Finalmente: M=Cosx 

EJEMPLO 5 : 

Reducir la expresión: E21--Tg?x-- Tg*x — бес! 
RESOLUCIÓN: 

Usando la forma directa: 


Е=8ес"х — (Sec*x — Tg*x) 


= Sec?’ x — (Sec? x * Tg? x) (Sec? x — Tg?x) 
; 1 
= Sec? x — Sec? x — Tg?x 
EJEMPLO 6: 


OE E SenxTgx 
Simplificar: CS Tes + Тих 
RESOLUCIÓN: 

Cosx , Senx _ Cos*x+Cosx + Sen*x 


Е ЖО Concl ~ Бепх(Совх + 1) 


—(Sen*x+Cos*x) +1 


1+Cosx 21 
Senx(1--Cosx)  Senx 
П) PROBLEMAS СОХ UNA CONDICIÓN : 


En este tipo de problemas , la expresión que se pide 
calcular depende de la condición. por lo tanto, se 
recomienda poner a la expresión que se pide calcular 
en función de la condición o viceversa. También, si 
fuese posible , se puede calcular el valor de una razón 
trigonométrica de la condición y utilizarlo en la 
expresión que se pide calcular. 


EJEMPLO 1: 


> |k = Cscx 


~ Cosx Cosx 2 
= halle А. 
5 1+5епх 1—Senx А д 
RESOLUCIÓN: 


Operando en la expresión de la izquierda tenemos: 
Cosx(1— Senx)+Cosx(1+Senx) _ 2 


1— Sen*x A 
osx 2 
Reduciendo el numerador tenemos: за Ced cien 
Cosx А 
Y ose 
Igualando las expresiones: Cos А 


Finalmente, se tiene que: A=Cosx 
EJEMPLO 2: 

Si: Tanx=Cosx ,calcule: M=Senx + Cos*x 
RESOLUCIÓN: 


Expresando la igualdad, en términos de seno y coseno 
se tiene que: Senx=Cos*x 


* Elevando al cuadrado, se tiene: Sen*x=Cos*x 


* Llevando estos resultados a la expresión M, tenemos: 
M =Cos*x+Sen*x 

* Finalmente, aplicando la identidad pitagórica el 
valor de: M=1 


EJEMPLO 8: 

Si: Свех — Соёх =0,75. Halle: Cscx+Cotx 
RESOLUCIÓN: 

De la identidad pitagórica tenemos: 
Csc*x—Cot*x=1 

> Csc? x — Cot*x=(Cscx+Cotx)(Csex — Cotx)=1 
Utilizando el valor de la condición, tenemos: 


(Csex+Cotx)( $ )=1 


Finalmente: Cscx+Cotx -4 
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EJEMPLO 4 : 


Si: Senx — Cosx= — . Halle: SenxCosx 


1 
4 
RESOLUCIÓN: 

Elevando al cuadrado el dato del problema: 


2 
(Senx — Cosx )* = Я 


Sen?x + Соз*х — 2SenxCosx = 36 

Гасло вд Sena Corr =1- == PE 
16 16 

Finalmente : SenxCosx = ы 


EJEMPLO 5: 


Si:(Senx--Csc)* —9.Calcule:(Csex — Senx)? 
RESOLUCIÓN: 

Desarrollando la expresión: 

Sen*x+Csc*x+2SenxCscx=9 
Aplicando la identidad recíproca , tenemos: 
Sen*x+Csc*x=7 
De la misma forma, restando 2 a ambos miembros, 
tenemos: Sen*x+Csc*x-2=5 
Aplicando la identidad recíproca 
Sen*x+Csc*x-2SenxCsex=5 
Finalmente, dando la forma de un binomio: 
(Cscx-Senx)*=5 
EJEMPLO 6: 


tenemos: 


Si: Sen*x — Cos*x = Calcule: Cosx. 


RESOLUCIÓN: 
De la condición: 


(Sen?x-- Cos?x)(Sen?x — Сов?а)= 5 
Aplicando la identidad pitagórica , tenemos: 
(Sen?x — Cos*x)== 
Expresando el seno en términos del coseno: 
(1 — Cos?x — Cos*x) = i 


Finalmente, despejando el valor del coseno: 


1 
Cosx = + 
OSX 2 


EJEMPLO 8: 
Dado : Cos*x = 1— Cosx 
Determinar: Е = Sen?x + Sen*x 
RESOLUCIÓN: 


Poniendo «E» en función de la condición: 
E=Sen*x+(1—Cos*x)? 
De la condición: 


1—Cos*x=Cosx => E = Sen” x + (Созх)* 
= $еп?х Сох = 
1 


EJEMPLO 9: 

Si: 

Secx — Tgx=3, calcular el valor de : E=9(Sec*x+Tg*x) 

RESOLUCIÓN: 

Calculando los valores de Secx y Tgx de la condición: 
Secx — Тах = 3.................. (І 


сото: Sec?*x — Tg?x = 1 

= (Seex + Tgx)(Secx — Тих) = 1 

3 
=> Seex + Тех = i 54 (п) 
5 4 
De(I)y(11): 8есх = T у Тах = == 
Reemplazando : 
Е] 


HII) PROBLEMAS DE ELIMINACIÓN 
DE ARCOS : 


Dadas dos condiciones, para eliminar el arco , se 
recomienda calcular el valor de un par de razones 
trigonométricas y luego reemplazarlas en la identidad 
fundamental más conveniente. De otra forma, el arco 
también se elimina efectuando operaciones algebraicas 
con las condiciones, de modo que conduzcan a la 
eliminación del arco. 


EJEMPLO 5: 


Halle una relación entre x e y que sea independiente 
de «б» a partir de las condiciones: 
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RESOLUCIÓN: 

Eliminar una variable significa que, a partir de las 
condiciones o expresiones dadas, se debe obtener una 
expresión adicional, en la cual la variable a eliminar 
(en nuestro ejemplo 0) no deba estar presente, para 
ello podemos realizar todas las operaciones 
matemáticas permitidas con las expresiones dadas 
como son sumar, restar, elevar al cuadrado, etc. 


Calcular Тед убеп0 de las condiciones y 
reemplazarlas en la identidad fundamental 
Csc*0 — Ctg*0 — 1 
De (1) (П): 
LEE сре 
tg0 ze go FE. 
2 
х-у 
Reemplazando en Сзс?0 — Сін?0 = 1 


Seno = 33 => Свед = 


2 2 
Se tiene : [E - | - | =1 
x—y х+у 
4 4 


EN 
> 4| у) — («— у) |=(» — у) (++ у)? 


=> 4[4xy] = (x* — y?)? > |х®— y? = 4/xy 


EJEMPLO 6: 
Eliminar "g " de las condiciones: 
Send + Сзед = ЕЕЕ (1) 
Tg0 + Скад =у............... (Ш) 
RESOLUCIÓN 


Efectuando operaciones con (1) y luego sustituyendo 
an: є 
De (1): (Бесе + Cac)" = x? 
=> Sec*0 + Csc*0 + 25есд Cac = х? 
=>14+Tg?0 + 1+ Ctg%0 + 2(Tg0 + Ctg0) = x? 
= Та? + Cig"0 + 2 + 2 (Таб + Стад) = x* 


—— => (те + Стад): + 2 (Тед + Ctgo) = 2 


Reemplazando (Ш) se tiene: 


IV) DEMOSTRACIÓN DE IDENTIDADES : 


Para demostrar identidades trigonométricas no hay 
una técnica ni un procedimiento especial. Las 
siguientes sugerencias ayudan a realizar dichas 
demostraciones. 

* Demostrar que un miembro de la igualdad dada es 
igual al otro. 


* Escoger el miembro más complicado de la identidad. 


* Colocar el m iem bro escogido en términos de senos y 
cosenos. 


* Hacer uso de las identidades algebraicas, Entre las 
identidades m ás importantes tenemos: 


* a? — b! -(a + b)(a —b), si : бепіх =1—Cos*x 
=> Sen*x=(1—Cosx)(1+Cosx) 
si: Tan*x+1=Sec*x => Sec*x — Тап*х=1 

> (Secx — Tanx )(Secx +Tanx) = 1 
* (a+b)?=a*+b*+2ab, si:(Senx +Созх)? 
=Sen*x + Cos*x+ 2SenxCosx=1+2SenCosx 

*(a — b)* za* «b? — 2ab 

*(a? b? )=(a+b)(a*+b* — ab) 

*(a +bJ'=a*+b*+30*b+3ab*=(a+b)(a+b)* 

* а“ — b*-(a* —b? Ma*+a*b*+b*) 
Para verificar que la igualdad dada es una identidad, 
о como suele decirse demostrar la identidad, debemos 
trabajar cada lado de la igualdad de manera 
independiente. Es decir, al demostrar una identidad 
nose debe realizar las «mismas operaciones» en ambos 
lados, como cuando se resuelve una ecuación. Por 
ejemplo, si intentamos verificar una identidad, no se 
debe multiplicar ambos lados de la ecuación por la 
misma cantidad, esto sólo puede hacerse cuando se 
supone cierta la identidad. A continuación, la 
demostración del siguiente ejemplo lo desarrollaremos 
transformando sólo el primer miembro. 
EJEMPLO 1: 
Demuestre que: 

Sen*x + Cos*x = 1— 2Sen*xCos*x 

RESOLUCIÓN: 
Considerando el lado izquierdo: 
Sen*x + Cos'x = Sen'x + Сов“х + 2Sen*xCos*x — 2Sen"xCos^ x 


Formando el binomio y aplicando la identidad 
pitagórica: 


Sen*x+Cos*x =(Sen*x+Cos*x)* — 2Sen*x Cos*x 
obtenemos: Sen*x +Cos“x = 1 — 2Sen*x Cos*x 
Por lo que: Sen*x+Cos*x=1-— 2 Sen*x Cos?x 


EJEMPLO 2: 
Demostrar que : Tanx + Cotx = бесхСзех 
RESOLUCIÓN : 


Se transformará sólo las razones trigonométricas que 
se hallan en el primer miembro de tal forma que se 
obtenga las razones que se hallan en el segundo 
miembro. 


%- _ Senx _ Cosx 
Utilizando: Tunx— | | СОВУ = ла 
Senx , Cosx 
P 4 — = бесхСвсх 
obtenemos C. + Senx 
Efectuando la suma de fracciones : 
Зеп? х + Соз?х | 
CSI UE SecxCsex 
* Pero de la identidad беп?х + Соз?х = 1 
1 
„reemplazando ORSAY SecxCsex 
*Lo cual es equivalente a : 


1 1 SecxC 
[Ра hs 
rd 


Loque se pide 


=> SecxCsex = SeesCucs...| 5 


EJEMPLO 3: 
Demostrar que : (сое — Cos*9 = Cot?8Cos?0 
RESOLUCIÓN : 


* Partiremos del primer miembro y lo 
transformaremos de tal manera que se obtenga el 
segundo miembro. 


*multiplicamos y dividimos por Sen? x ; 


2, 
Соё — Сов?0 = Cot*o — бе 0 costa 
Sen*8 
2, 
> Cot8 — Сов? = Cot*0— Ѕеп?0 Cot? 
Sen*0 
acomodando 
términos 


Со?ө — Соз?0 = Cot?0 — $еп?өСої?ө 
=> Cot*8 — Соз?ө = Cot” (1—Sen*0) 


factorizanndo Cot*9 
=> Cot*6 — Cos*8 = Cot?0 Cos? 
Loquese 
que se pide 
EJEMPLO 4: 
D e Tanx — Senx Бесх 
lemostrar que: —7——3-— a a- 
9% Sen?x 1+ Созх 
RESOLUCIÓN : 
sui 
CASIO сыл а". на 
sen! x l*corz sex l*cosx" 
tenz- sen corr 
5 LT зс: AR — 
вал осот sem! x [m 
sen x(1- cos x) 
э mium: кесі rm m fex „Лех _ вех 
mar itcr sen) x l'coz ^ sem xor licor 
=. зах -зеал р sex l-coix _ seca 
sen) a T*cosx ^ (1- сой X)tosx 1% со” 
ә ексек нех (1- соғ) „= 
sz l*cosz — (l-corz)l*cosx)cosz 19606 


1 
ТЕРРИ De. x 
sen! x l*cosx ^ (l*corx)tosx 1%со” 
CN 1 
TI 


TEE: 


e 
i*cosz 


Observaciones : 
¡Secta + Tanta = 1 + 2Sec*oTan*a 
Sen*a + Cosa = 1 — 4Sen*aCos*a + 2Sen*aCos*o 


Sena + Сов!о, 


а =1-—5Sen*aCos*a + 6Sen*aCos*a 


EJERCICIOS 
Demostrar las siguientes expresiones : 
A)Cos0Tan0= Зете  B)SenfSecf =Tanf 
C)Senó Тапф + Созф =5есф 


tea 
р) [Ez = Sena 


Ey "ena itoa m 
1+ cosa sena 


F)Cot*x + Cot?x =Csctx  Csc?x 
Саса 

© сыа + Тата 7 022 

H)(Senx + Cscx)* = Sen*x + Cot?x + 3 


a- бевој о Sene) = = 
DJ Sena (1 + Sena 


Cosa , Sena 


VIA 
er Cada 


= Sena + Cosa 


PROBLEMA 1: 
Reducir: К=(весх.свех – tanx)senx 


А) свсх B)1 C)senx D)cosx Е)весх 
RESOLUCIÓN: 

* Como: secx . cscx=tanx+cotx 

* Tenemos: 


K=(tanx + cotx – tanx)senx 
K=cotx . senx ; 


RPTA: “р” 
PROBLEMA 2: 
Si: senx+cosx=/n+1 


Calcular: Е=зепх . cosx 
An B) 2n С) п/2 
RESOLUCIÓN: 
*Del dato: senx+cosx=/n+1 
* Elevando al cuadrado: 
(вепх *cosx)* = (n4-1)* 
> sen? x-Fcos* x +2senx.cosx=n+1 
1 
> 1+ 2senx.cosx=n+1> sens coss = 5 


RPTA: "C" 


D)1 E)0 


PROBLEMA 3: 
Sabiendo que: tanx + cotx = 2secx 
0:< x < 180°. hallar "x". 
А) 80° В) 120° ` С) 150° D)ayb Е)аус 
RESOLUCIÓN: 
* Como: tanx + cotx = secx . свех 
* Entonces: весх .свсх= 2весх 
свех=2 => x e IC ó ПС 
= х=30°; 150° 
ЕРТА : “E” 
PROBLEMA 4: 
Siesex – senx-K. 
Calcular; — Е=гапх . secx 
A)k B)2k СИ 
RESOLUCIÓN: 


k 
D E)1 


=> совх 208 Los, cosx.ctgx-h 
senx 
* Invirtiéndose obtendrá: 


1 
secx ВХ, RPTA : “C” 


PROBLEMA 5: 
Si: tanx + cotx = 4 


Calcular: K-(seex – сзех)? 

4)2 В) 2? С) 2 D)” E)2: 
RESOLUCIÓN: 

* De dato: 


tanx – cotx —4— secx.cscx=4 
m 
* Desarrollando “Ё” tenemos: 
K=(seex – свсх)! 
> Kzsecx 2secx . свех + свс°х 
* Ojo: вее?х + esc*x = sec*x . esc^x 
ЭК = вес?х + свс?х – 2secx . свсх 
— К = вес?х . esc*x – 2secx . свех 
>K = (seex . escx)? – 2secx . свех 
* Reemplazando valores: 
К = 4 – (24)=16-8 >K=8=2 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 6: 


i: ___созд . ¿dh ву» 
Si: secó тата tan*0. Calcular “k 
4)1 B) 2 С) з р) 4 E) 5 
RESOLUCIÓN: d 
p 009 = р PHeén0- cor O с у 
coU TAO ЫНА RD E 
зепд + (1– сов"6) _ k senü-sen"Ó _, , 
cosó(1--senà) С В ската) A 
senð(1+senð) funk вепб _ >< 
ЕТ ) tan*o S aD. fan"g 
> tang= tan'9 > K=1 
RPTA : “А” 
PROBLEMA 7: 
Reducir : 
К=4(веп°х+совх) - б(веп*х+сов*х) | 
A)1 B)2 C)-2 D)-3 Е)0 
RESOLUCIÓN: 


RD CI 178 LA ENCICLOPEDIA 2012 


* Sabemos :sen*x +с08%х =1 – Ззеп?х.соз?х 
cos! 
* ГТ Жақы tenemos 


cos "x= — Zsen* x.cos?x 


K=4(1 - 3sen*x.cos*x) - 6(1 – 2sen*x.cos'x) 
= K-4- I2sen*x.cos?x -6+12зеп?х.соз*х 
>K=4-6=-2 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 8 : 
пар өлер іе 
tanx+senx 
b= secx свех – tanx , 
halla el valor que toma 5° — а" 
А)0 B)-1 C)1 D)2 E)-2 
RESOLUCIÓN : 
Tenemos 5 
зесх + 
a eI) 
*como 
senx 1 
гапх=——— =вепх — — =вепхвесх 
совх совх 
*En (1): 
Ез весх+1 ~ (весх +1) к” 1 
senxsecx+senx зепх(зесх+1) senx 
> а=езсх 
* b-secxcsex - tanx > b=cotx 
pern 
Por identidades 
auxiliares. 
*Piden : b* - а" = сох — esc'x 
*Por identidades pitagóricas : 


1*cot2x =свс2х >b? —a*2—1 
PROBLEMA 9: 
Si : /3=2sen0+cos0, halle el valor que toma : 


M=tan*0+4tanó 
А)1 в)2 C)3 D)4 E)5 
RESOLUCIÓN : 


"Ре la ecuación : J3=2sen0+cos0 
*dividimos en ambos miembros созӣ: 


М8  2sen0 сов0 
ii | =2ti + 
= + > уЗ весб- ап0%1 
*Elevamos al cuadrado ambos miembros : 


3 гес“ O=4tan*0+4tan0+1 
> 38(1+tan*0)=4tan*0+4tan0+1 


> 2=tan*0+4tano 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 10 : 
Halle una relación entre a y b independiente de x, si : 


S sec esexa.. PEA A! 
T secx — Yb? свех=0.................. (11) 
А) 522 bia13=1 В) 5% pig] 
C) b! 3433923] D) ab-1 

E) a3 - b!*=1 
RESOLUCIÓN : 
*De la condición (1I) : sm 


Va? secs = юк pee 
соке sens 
*Como tanx>0;x€e ІС ó ШС, luego : 


45 
la ops (S x9 


P" o 


safe ps 
селт эн 
*Reemplazando en (1) : a^ 


avab" +5 ЕСІТТІ 
Еа талау EN Ке. 

/ 4/3 4/3 
за Ы ous giis eg 

ab 

*elevando el cuadrado : 

(а%3 + ы Аша a? 

~ а pA = ата 
*Dividiendo por & 4: - 


зесх= ы” 


1= 628 -ba 
RPTA : “А” 

PROBLEMA 11: 
Si: tanx – cotx=2. Calcular el valor de: 

=sectx + esc^x 
А)6 В)5 
RESOLUCIÓN: 
* Elevamos al cuadrado a la condición: 

(tanx —cotx)?=(2)? 


> tan?x *cot?x — 2tanx .cotx -4 
ја LEON 


C)8 D)7 E)0 


> tan?x * cot?x -2—4 

= tan?x-cot^x-6 

> (sec?x – 1)--(csc?x -1)=6 
> sec?x-esc?x 2-6 


=> sec?^x-esc?x-8— E-8 
ЕРТА : “С” 


PROBLEMA 12: 

Si: tanx + cotx = 3 
Calcular: К = sen x + соз°х 
A: ВІ o 
RESOLUCIÓN: 

* Del problema: K=1-3sen*x. cos*x 


2х.соз?х , de la condición: 


D)3 


* Busquemos: sem 
1 1 


Calcular el valor de: 
E = secx - tanx 
A)1 B) 1/4 с)2 D) 1/2 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizamos la identidad Pitágorica: 


зес?х -1--tan?x 


E)21 


=> sec? x - tan*x-1 
> (весх + гапх) (весх - tanx)-1 
<r m 
>= Ех4=1= Е=1/4 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 14: 


Si: 1—sen's - сова = S sen?x 


x e IVC, calcular: К = cosx. cota 


1 2 3 1 1 
УА E (pa === m 
A) 3 B) 3 ) 2 р) 4 Е) 8 
RESOLUCIÓN: 
1- (веп*х+с08*х)= 3 sen?x 
1-3sen*s. 
21- 1ге?» сов?х = Э sen! 
> 2sen*x.cos* x -sen?x 
* Operando: 
CREE NN УЗ. ҮЗ 
C08^x = — => совх==— б совх=—-—— 
4 2 2 
* Como: x e IVC 
2x8 
2 155 2 
Ч > cose Bu ЕЗ 


* Luego: 
ЕЛЕСІ 3 
КРТА : "C" 
PROBLEMA 15: 
Si: сзех + согх = 3 
Calcular el valor de senx 


АЛ B)2 C2 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando la propiedad adecuada: 
escxtcolx-3 } 


D)4 


E)3/5 


* Invirtiendo: 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 16: 
(вепх + cosx)? — 1 
совх 
С)зепх Р)? 


Simplificar: К -Í ј ове 


А) 2зепх В) cosx 
RESOLUCIÓN 
* Como: 


(вепх + coax)" =1+ 2senx.cosx 


E) 2cosx 


RPTA : "E" 
PROBLEMA 17: 
Si: fan!x + tanx = 2 
Calcular E = 2cotx – tanx 
А)1 В)2 C)3 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicamos a la condición por cotx miembro a 
miembro, 

cotx(tan*x+tanx)=2.cotx 

> cotx.tanx tanx + coix.tanx -2cotx 


D)4 E)5 


1 
> tanx*1-2cotx 
> 1=2cot -tanx > E-1 i 
E 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 18: 


Si: sene coss [5 


Calcular: К = ѓапх + cots 


(wrmiGONOMETRIAo 7 € [ses] 


0-5 B) 12 
RESOLUCIÓN: 
* Del problema; 

К = tax + cotx => К = secx .сзсх 
* ponh aans y cosenos por el dato que tenemos: 


С)-12 


2 
* Elevando al cuadrado «(sens + coss) (2) 


=> 1+ 2senx coss => зепх совх=- 1. 
* [nvirtiéndose , se obtiene el valor de “К” en (1): 
K=-12 
RPTA : "C" 

PROBLEMA 19: 
Si — #ап?х+соЁх=7 
Calcular: E = tanx + cotx 
А)7 В) 5 С) 2 
RESOLUCIÓN: 
* Sumamos а la condición 2tanx.cotx miembro a 
miembro. 
tan?x + cot*x + 2tanx.cotx 27 + 2tanx.cotx 

ftanx "сову је 1 
> (tanx+cotx)"=9 > tanx+cotx=J9 
> tanx+cotx=3 


D)-7 E)3 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 20: 
Si: апе .вепд = 45 . Calcular: 
Е=8ес?0+ соз? 

A) B)5 С)7 р)в Е)-1 
RESOLUCIÓN: 
tano.seno=ls =>" seno=l5 

сов0 

2 E 
2599.5 > Its 
1 сов? 
—- =v5 > вес – cosó=/5 


* Para calcular la pregunta , elevamos al cuadrado a 
la condicion: 


LA EN 


(весб- сове)“ - (45 )* 
> sec*6-- сов?0 — Рвесб.совд =5 
1 


> sec*9-- cos*92 6 2 


E 
QUEM ВРТА : “С” 


PROBLEMA 21: 


АЈ В)ху 
RESOLUCIÓN : 


* Dividimos a la condición entre cos*9 miembro а 
miembro: 


E)* 
y 


> хап? + y.1=z.8ec*0 
> xtan*0+ y=z(1+tan*0) 
> xtan*8* y=2+ztan*?0 
> xtan*6 - ztan*ó-z — y 


> tan*ó(x - z)-z - у => tg*o- 2 


PROBLEMA 22: 
L. eliminar "x" 


А) п*+4т=4 B) 3n*44m-4 
C) 3n*+4m – 6n*=1 D) п*+т=4 
RESOLUCION: 


* De (1) tenemos: 
sen*x + cos"x = m = l- 3sen*x.cos'x = т 
= 1-m=3 (senx . cosx)? 


(П) 
* Busquemos senos у cosenos de la ecuación (П): 
senx+cosx=n 
* Elevando al cuadrado: 
(senx-cosx)'sn =1 + 2senx.cosx = п? 
> 2senx . Совх = п?-1 
_n-1 
* Reemplazando (IV) en (III): 


n*-1 d 1-m  n'-2m**1 1-m 
OS mit epe riui 
2 3 4 8 


— (IV) 


> 3п*+4т - 6n*-1 
RPTA : "C" 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS И 5 | 394 | 


PROBLEMA 23; : 
Sabiendo que: 3sené-- 4608ф= 5 
Calcular: E=3cscý+4secġ 


A7 B)8 с)9 D) 10 E)-5 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 
Ззепф+ 4 совф = 5, se deduce: }з?+4*=Б 
3 4 
* Entonces: sen$- y cosó— =: 
* ЖЕЕ АЛИ 5) 
Luego: E (5) (5) 10 
. RPTA : “D” 
PROBLEMA 24: 
Si BQ,R son constantes que satisfacen la siguiente 
relación R 1 1 
е rrr 
Calcule el producto PQ.R. 
АЛ В)2 С)з рм E)5 
RESOLUCIÓN : 
Condición : 
P4Qcot? x= 1 + 2 M LLL S 1 
1+созх зесх-1 зесх+1 зесх-1 
_ ес А{зес 2 —1) + (вес2+1) _ вес? x – вес х sec x + 1 
sec? x—1 tan? x 
Р+ @соё Вх = 9*€ 4:1, ат? x+1l+1 
tan? x tan? x 
tan? x 2 


= >P+Qcot"x= 14 2cot?x 
tan!'x tan? x 9 


2P-1Q-2;R-2- P.Q.R=4 


* 


ВРТА : “D” 
PROBLEMA 25: 


¿Qué valor debe tomar P para que la siguente igualdad: 


Csc*9 + 2Cos0.Cac*0 - Corto= T Соз6. 
sea una identidad? 
А)-2 B)-1 сл D)2 E)3 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 
све“ 0+ 2 cos0 x сов? 8 — cot" o = Р 090. 
p-cosó 


(cac? 0 — cot? 8) (csc* 9 + cot* 0) + 2 соз Өх сэс? Ө 
1 
= esc* @+ cot? 9. 2 esc б x cac" д==> 2 све“ 0+ 2cosó 
el 0-1 


kese? 9— 1- 2 sc! 0(14c058)- -1= 2011890) ле 


2(1+с080) 122 2 ¡140080 
(1+c080)(1-cos 0) 1-соз0 1-сов0 
= p+c0s0 
Жемей 
RPTA : "C" 
PROBLEMA 26: 
Halle el valor de K, si: 
Sen*ó-1 Sen*9-1. + $ 
"Senó-1  Seng+1 2Соз*0+65еп* 9 
А)2 B)4 C)6 D)8 E)10 
RESOLUCIÓN : 
Condición: - 
зеп 06-1 зеп 0-1: 4 2 
Ec +1 2с08" 0 + бзеп?Ө 
h 1 
һы 1 = 1 A 
[sen*9= ape зепд +1- qm. 
sen*9-1 
Isento- | = |е зоон о ввел?о 
-сов” 0. 
LA 
a ы D)  cos* 0+ 3sen*0 
cos” 0 


> 1- зеп" = cos? 0  3sen?0x cos? Ө 

1- 3sen*0 x cos? 6 = sen"0 + cos? 0 
sen "94 cos" Ө 

> sen*0 = зеп" > h=6 


RPTA : “С” 

PROBLEMA 87: 
М Сов? 
SiSec9=1+Sen0 entonces el valor de F= E ‚е8; 
AJO вл C)Cos8 D)Seng E)Tan8 
RESOLUCIÓN : 
Condición: secó = 1+ sen 
Se pide: 
pe сов? à —›Е-90х00# 0 _ сове 1— seri"0) 
1- send 1-зепб 
5 pr A 
р 908 @1+9еп0)(1 sno) а сова вена) = 287] 
1-зеп0 

ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 28: 
Si вели determine Sen*x+Cos"x 
д в)2" = с)" y рты күзі 
Еа : 


Condición: Sen*x+Cos*x=n 
> 1- 2$еп?хСов?х=п => Sen?xCos* (55) 


Se pide: F-Sen*x * Cos?x 
Е=1- SSen?x xCos?x > ras Es Ее ? 
ST Чим ж” 2 2 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 29 : 
Бі SeexxCscx = /5 calcule 
_ Tan*x - Cot*x 
Тап*х + Cot*x 
45 245 345 545 645 
B C. 
A) 7 ) 7 )* 7 D) 7 E) 7 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 


Secx.Csex = б => Tanx+Cotx= /5 
Elevamos al cuadrado 


Tun? x42 Tanx x Cotx Cot? —5 => Tan? x+Cot*x=3 

(№: Tun x4 2Tan* xx Cot* 4 Cot*x-9 
—Tan*x4Cot*x-7 

También: 


(Tan*x+Cot*x)' — (Tan*x - Cot*x)' =4 
% 


2 
> 45- (Tan*x – Cot*x) 
> Tan*x - Cot!x- 3 3/5 


4 4 
luego: p-Tan x-Cot'x _ 345 


Тап'х+Сох 7 БРТА : “С” 
PROBLEMA 30: 
Sabiendo que: 2aCosx-Senx=1 


2bCosx + Зепх =1 
Calcule: Tan?x – b? 


Аја(а-25) Вја(а+25) C)a(a*b) D)a(a-b) E)2a 
RESOLUCIÓN : 
Condiciones: 
2aCosx=1+Senx. (1) 
?ЬСовх-1- Senx.. (2) 
Restamos (1)л(2) 


2Cosx(a — b)-2Senx 
>a- paeis => Tanx=a — b 
Elevamos al cuadrado: 


Тап?х=а? - 2ab+b* > Tan?*x—b*=a(a-2b) 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 31: 


Elimine g de: а=Тапо + Cot 
ђ = 5ес0 + Свед 
AJa**2a-b BJa*+2a=b* Cja*+a=b 
D)a* -a=b EJa* – 2a=b* 
RESOLUCIÓN 
Condiciones; — IJJa- Tan68--Cotà 
= a-Secü x Cscü 
II) b= Sec0-- Csc8 
Elevamos al cuadrado: 
b*=Sec*9+2Sec0 хСвс0--Сас?0 
b*=Sec*0 x Csc? 9 2Sec0 x CscO 
Reemplazamos la condición (I): > 6?=а?+2а 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 32 : 
Halle una relación entre a y b independiente de9 a 
partir de: Зесб +Тапд=а 

/Sec0+ ЈТапд=ђ 
A) a*b*-1—a?b? B) a*tb'+1=2a*b* C) atb'+1=2a*b* 
D) a'b*'+1=a*b* E) a*b*+1=2a*b* 
RESOLUCIÓN : 


Соса: I) Secü* Tan6-a.... 


П) Чбес0--./Тапб- 


De (II) 
(Y : Seco+2 /Seco Тап 4 Tanü-b* 
Ic TM cm 
a 
= 2./8есд.Тапё =b" — а.................. (о) 
Ahora de (1) 


Como: Sec0+Tan0=a > Secó - Тапд= i 


De ambas expresiones obtenemos que: 
1 1 1 1 
(ана) том (5-2) 
Reemplazando lo obtenido en с 
d ЕР ҮР В? Д ЕГШ 
21) а | эйе 


2х1 at- =b -a> al -1=a(b° -a) 
2 a 


(У : al -1=a* (b* – 2ab* ka? ) 
a* -1=bfa? — 2a?b! ka! = 2а35?=5*ха?+1 
ВРТА : “С” 
PROBLEMA 33: 


Proporcione una relación independiente de (4 ) y (0), 
вїх= pSen($)Cos(0);y- pSen($)Sen(0), ^ z-pCos($). 


AIDENTIDADES TRIGONOMETRICAS П 2 EDITORIAL RUBISOS 


A)x'ny'ez'-p! В)х?+у?+2%=1+р? 
D)jc*y-z-p! Elx*-y*-2*=p* 
RESOLUCIÓN : 
х= рЅепф x CosQ. 
у= рбепф x Senó. 
== рСозф.......... 
Sumamos:(1)*+(2)* 
x*+y?=(pSen$.Cos0)' +(pSeng.Seno)” 


p?.Sen*4.(Cos*0+Sen*0) 
1 


С)х?-у*+:?=р? 


Condiciones: 


=> PHY Ep Sen? ў... (A) 


de(3)> #?=Р?Соз?у................................ (B) 


Sumamos (а) a (£) 
x* ey! ez! -p? (Sen?$- Cos" 4) 
1 


x ey! ez? p? 
ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 34 : 
Si0<x< 5 simplifique: 
Cos" x – Sen*x – ЅепїхСов? x x + еп? x x Соз*х 
Senx x Cos’ х – Sen*xCosx 
A)Tanx-Cotx  B)Tanx+Cotx С)1+Тап?х 
D)1+Cot*x E)Tan*x+Cot*x 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 0 < x < 5 


Е= 


_ Cos*x – Sen*x – Sen*xCos*x + Sen?xCos*x 


Е 
ЗепхСов“х – Sen*xCosx 


Factorizamos: 


1 1 
_ Сов“х (Сов? х + Sen*x)- Sen*x(Sen*x+Cos*x) 
x БепхСовх(Сов“ х - Sen*x.) 
g Cos*x – Sen*x 
_ SenxCosx(Cos*s — Sen*x) 


1 
ALLE бесх х Свех => Е = Тапх + Сох 
RPTA : “В” 


F 


>F 


PROBLEMA 35 : 

вепх соз х 5 
1–зепх cosx 
el valor de tan”x+cot"x es 
А)3 B)1 C)-2 
RESOLUCIÓN : 


Si seex cse x + 


E)4 


dividiendo al numerador y denominador entre 
зепхсовх. v 2 


весхевсх  —— —— — — = 
secxcscx—1 


Cambio de variable : a+ == 


Efectuamos : 
а*-а+1=3а-8>а*-4а+4=0 
->(а-2)7-0->а-2 
=> secxcsex-2-»ftanxcotx-2 
2 х=45° 
Luego: 
tan? x * cot? x «tan? 45°+ cot" 45° 
> tan? x cot" x «(15 (1) 
> tan! х cot? х=2 
ВРТА: “D” 


PRIMERANPRAGTICARDIRIGIDA, 


ӨЙ Siendo: свех=3 – соїх ; calcular $ =езех-соёх 


4)2 B). ЈЕ D) Еро 
(09) Sabiendo que: 
secx – tanx-3 

Calcular “secx” 
A BI о) DË куз 
(03) Si: свех + cotx = 5 
Calcular “escx 
A) 2,8 B) 2,6 С) 2,5 D)2,4 E)2,3 
(93) Si: secx- tanx = m 
Hallar: К = secx + tanx 
A)m ні oz mz Е)т? 
(63) Hallar "x" (ángulo agudo ) , tal que: 

весх . свех – tanx = 1 
A) 30° B) 45° C)60* D)37 E) 54° 
00 Бі: tanx + cotx = 2 
Hallar: К = зепх.созх 
А) 0,1 В) 0,2 С) 0,3 р) 0,4Е) 0,5 
(02) Si: вепх + совх= m 
Calcular; E=senx , cosx 


E)1 
@ Si: sec'x + сов'х = 7 

Calcular: 
A) J5 


Si: sens. coss « 3 , calcular: 
8 


E = secx – совх 


B) 1 C)2 D)3 E)7 


E= зепх + совх 
зепх —cosx 


A)7 C)7 
(O Si: 2tanx = 3, calcular: 
Е = sec'x – tan*x 
АЈІ В) 2 С) 3 
@ Si: senx + cosx =m 
Calcular: E =tanx + сох 
2 
= 
@ Si: tanx + cotx = 2 
Calcular: Е = гапх – cotx 
А) 0 В) 1 С) 2 D) 3 
(3S: зепх=а у tanx=b 
Calcular: Е = (1-а?)(1 + b?) 
A2 В)0 C)1 


O Бі: 


1 1 
B)-2 A 
) 7 2), E)1 


D)4 E)5 


EM Uu 
(т 21) 


2. Ree 
ет 
1-m 


2 m E) 


E)4 


D)-1 E)2 


свех = cotx + m 


@ Si: senx + cosx = а, calcular: 


E= secx(tanx+1) 
tanx+1 

А) a-1 B) a^ C) 2a D)3a Еја: 
(9 51: зепх+совх= > 
Calcular: Е = sen?x + cos?x 

21 22 15 23 2 
493 BY OTs Dig Ey 
69 Si: asenx – cosx =1 y bsenx + cosx =1 
Calcular: fanx 

atb 2 a-b 
A) 2 В)--% C) 2 р)4 Е)2 


TAREANDONMICILIARIA 


(DSi: tanx + cotx=65 
Calcular: E = tan*x + cot?x 


А)1 B) 2 C)-3 D)4 E)5 


(03) Si: сзсх + senx=n 
Calcular: 
А) n? 

63) Si: secx + апх=2 


Calcular: Е = 2senx + cosx 
A)1 B)2 С) 2,5 


E=(escx - senx)* 
В)п-2  C)n'-2 D)n-4 E)n'-4 


р) з Е) 3 


(3 Si: пепео. calcular: зепх . cosx 


1 1 2 2 1 
A) " 8)-5 су; D) 5 
Q3 Si: tanx+cotx=J7 
Calcular: Р=ѓап?х + cot*x 
A)7 B)5 С) 12 D) 14 E) 16 
бё Si: tanx - соїх = 2 ; calcular: 
Q = tan?x - соРх 
4)8 B)6 C) 12 D) 14 E) 11 
(93) Sabiendo que: веп?х+вепх=т 
cos*x+cosx=n 
Hallar: P = mescx + nsecx 
А) senx+cosx+1 В)1 C) senx+cosx+2 


D)2 E) 3 


MIDENTIDADES TRIGONOMETRICAS H 2 


(69 Si la siguiente igualdad : 

натр qs verifica una identidad , 
halle p+q. 5 
Ал B)2 C)3 D)4 E) Зевс 5 


69 Dé igualmente el valor de а + Ь + c tal que ве 
cumple. 


Ззепх + 2cosx с весіх 
Зов? х — 2sen x+b(senx+cosx) а+Ыап?х+сапх 
A) -1 В)1 C)2 D) 3 Е) 5 
© Halle a+b+c de la siguiente identidad 
PP asen + boosx +0 
senx+c08x — 1 E 
m B)1 С)2 Р) i Е)з 


[ДД ЕДД m 


(65 Siendo : Tan?x – 4Cot*x- Cos*x -5 , x e ПО 
Calcular: C2 Sen*xTanx 


Ай СР ол ра ву 
a Siendo: Tanx – Cotx=/2 
Calcular: C=Sen*x.Tan*x+Cos'xCot*x 

5 7 4 
A) r1 B) r1 с)? D)3 E) 3 
63 Sabiendo que : хе (в ==) 
Además : ч 

zi IZ Sena Сова 
1 E та беп ыс 
a-b 

Calcular: К-- 5 

8 2 4 3 4 
A5 LE оз D Е)-- 
63 Sabiendo que х elvc 
Además: E =2m* ;m>0 

Versx 
Hallar : C=Cscx+Cotx 
А).Зт-1 B)/2m+1 C)- У2т+1 
D)2m-1 E)-2m-1 
(03) Eliminar “х” де: aSenx+Cosx = b 
Senx - аСовх=с 

А) at+bi+eó=1 B)a'«b'-à-1 — С)а?-Ь+сї=1 
D) Бека? =1  Ejbiet+a*=1 


EDITORIAL ТЕЛА 
69 Eliminar “х” de: | 
Senx+Tanx=a Cosx+Cotx=b 
A)ía+b+1- Јгађ )(ађ – Угађ)=1 
B)(a+b+1+/2ab)(ab+J2ab)=2 
C)(a+b+14+/2ab)(ab-J/2ab)=2 
D)(a+b+1+/2ab)(ab- Jab)=1 
E)(a+b+1-J/2ab)(ab-/2ab)=2 


(62) Reducir: 
C-Sen' x Cj (Sen" Оов? x Sen" xCos' x) + 


C$ Sen" x. Сов“ х + Sen'xCos" x) + 
C$ (Sen xCos* x -Sen*xCos? x) 
+С} (Sen* Сов“ x)--Cos!6x 
A)Sen'^x--Cos'?^x В) Sen!^x Cos!^x- 
D)Sen"xCos?x Е)1 
(63) Cuál es el valor де: 
C=(Senx+Sen*x)*+(Cosx+Cos*x)m(Sen*x-Cos”*x)* 
Si se sabe que es independiente de “ж”, 
5 1 7 9 

A) zi B) 1 с) 4 D) T 


С)Ѕеп + Сов" x 


13 
Dz 


69 Siendo: Tanx – Cotx=J/2 

Sec*x+Csc*x 
Secx+Cscx 

А)8(5 — V6) В)6(5 - 6) 


D)8(3 - б) E)5(8 - 6) 
49 En la С.Т. mostrada se cumple que: SQ mide 1. 


Calcular: C= 
C)6(3 - 46) 


Calcular el producto de distancias de “A”a ON y OM 


Ed BN2-1 


4241 ,,42-1 
2 57 2 


2+/2 
2 


С) 


Е) 


(O) Sabiendo que: 


Se verifica que: 
(Secp+Tang)" -1_ y (Secg+Tanó 
(Seco+Tano)? — І 

Hallar “A” 


a 
A) Ђ B) 
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62 Siendo: aSenf+bCosf=m ;aSecf+bCscf=n 


Hallar: Ç= а ЈТапр +Ь./Сої8 
Тал) [Cot 


A min в)" с) пут р) Jmn gm 
Jn+2 — Ín+2m /m+2n Ут+п dm*2n 
(O) Siendo: Senx+Cosx=n 
Hallar: C= Secx+Tanx+1 | Свсх+Соіх+1 
~ Бесх – Тапх+1  Cscx-Cotx+1 


2 2 2 2 1 
A ERI нет; AA ЊЕ 
(O) Siendo: Tanx+Cotx=3 
Sen'x — Сов! x 
У Др КЕ: 
Calcular = 
13 19 29 25 31 
22 ж) е: ¡ee DE pá 
4% 757 = 27 227 ) 27 
(13) Siendo: 
"x Сов" 
Беп? Cos". 1 Sen! «Са! =+88еп „Св“ х 
Sen"x – Cos"x 
Calcular: mn 
А)8 B) 16 С) 32 D) 24 Е) 28 


@ Si еп la С.Т. mostrada: Вф-0,5 


Calcular el área de la región sombreada , si “Т” ев 
punto de tangencia. ci 


А) 0,2u* 
B) 0,3u* 
C) 0,4u* 
D) 0,6u* 
E) 0,8u* 


42) Sabiendo que: Seex+Cscx=/15 


5 5 
Calcular: с=Тап =— Соб: 
Tanx – Cotx 

A) 55 B) 551 С) 550 D)jayb Ејаус 


@ Sabiendo que: Senx + Cosx n; x e IVC 


1 1 
A)J—— т 


‚ Зесх+Тапх 
Calcular : Ca 
А)-01 В)-0,2 С) 0,1 D) 0,2 Е) 0,3 


@ Si las expresiones: 
Az (Sec? x « 2) (Csc? 42) +а (Тапх + Cotx)* 
В-Тапх((Тапх +Cotx)* + (Тапх — Сох)? +bTan*x] 


Son independientes de x. 
Calcular: C= A+B 
a+b 
А)З B)5 C)-3 D)-5  E)-2 
ЕЙ Siendo: 


Senx=Coty ; Seny=Cotz ; Senz = Cotx 
Calcular: Cotx 


aid pp a D) EU ENJE -1 


24 
i S р?+х?+2= 25 :z4w-l 
G3 Si en el gráfico: p^*x^*z 25 = 


Calcular: C=q*+y*+w* 


A) 0,96 
B) 0,92 E 
C) 0,76 
D) 0,72 
E) 0,48 


GONOMETRIA Дин ме сви o 
RESUMEN DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICA 
Las Identidades trigonométricas son de vital importancia en el 
estudio del análisis matemático, ya que nos permitirá simplificar 
expresiones, calcular el valor de ciertas expresiones a partir de 
determinadas condiciones, relacionar igualdades a través de la 
eliminación de variables, así como también nos permitirá resolver 


Dos expresiones serán iguales en los reales (я) si para 
cualquier valor real asignado a sus variables; los valores 
numéricos de estas expresiones son también iguales; 
dentro de estas igualdades encontramos las ecuaciones y 
las identidades; es decir: 


EG) R р(х) ECUACIÓN (=) 

<> УХЕВ IGUALDAD 

VN(E) = МР) ON IDENTIDAD (=) 
ECUACIÓN : 


Es una igualdad que se verifica para cierto número de 

valores asignados a la variable; valores que reciben el 
nombre de soluciones de la ecuación. 

2x +3 = 5 ; se cumple para E=1] 

Ecuaciones (+ 2x? —1 = 7; se cumple para[ х= 32 | 

211-1 = 5; se cumple para | x = +3 

Solución de 

la ecuación 


IDENTIDAD : 
Es una igualdad que se verifica para todo valor real ( & ) 
asignado a la variable. 


–4 - (x42)(x—2) ; se cumple vx e & 
Identidades (x+2Y =x2+4x+4, se cumple УХЕК 


-126-002+х+1), se ample vx e & 


Observación с 
Hay expresiones como las trigonométricas en las cuales las 
variables no se encuentran libres sino que se encuentran en 
el ángulo, es dedr, que las variables se encuentran afectadas 
de algún operador, razón por la cual no se le puede asignar 
un valor real cualquiera ya que podría dejar de existir la 
expresión, surgiendo así el concepto de valor admisible o 
permitido para una variable. 

VALOR ADMISIBLE (VA) 
Para una expresión, se llama valor admisible de su variable 
a aquel valor asignado a ésta, para el cual la expresión 
está definida en los reales ( £ ). 


Ejemplo: &(9 11, para х =1; ЕД) -2eR 


Ejemplo: E(x) = tanx, para х=; «(2-1 ER 


=> x-2 es un "VA" para E(x) 
Ejemplo: E(x) 222, para x -2; (2) - 7 (Noedse) 
С> X-2; No es"VA" para E(X). 


) 1+ зепх x. x).2 

Ejemplo: E(x) = ŻE, para Х =>; (>) + 
(No existe) 

с=> X*5; NO ES "VA" PARA E(X). 


CAMPO DE VALORES -ADMISIBLES (CVA) 


Para una expresión, el campo de valores admisibles de 
una variable (CVA), es el conjunto formado por todos los 
valores admisibles de dicha variable; es decir; 


CVA para E(x) = (1:98 /" x" esun VA para E(x)) 


Ejemplo: EG) = сы. 


| СМА = [x/x e R-(D) 


Ejemplo: Е(х) =-/х-2 => Е(х)є й<эх>2 
-| СА = [ux € [2;+=)} 
Ejemplo: 


E. CD» ЕХ eR собак 0-х; keZ 


> | OVA = (Х/х eR - (кај) 
Ejemplo: 


3 
EN =P E eR Sol x e aj k eZ 


~ | СМА =[x/x e 8 - Qa] 


C» Е(декехғі 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS : 


Es una igualdad establecida entre expresiones que 
involucran razones trigonométricas de una o más variables, 
las cuales se verifican para todo valor admisible de dichas 
variables. 

Ejemplo: 

La igualdad: Sen? x + Cos? x = 1, se verifica para cualquier 
valor real que le asignemos a la variable x; por consigulente: 


Ejemplo: 
Sen 
La z = 
igualdad: Tanx 


x 
x 


, по está definida para 


x Зл 5л 4 > xl. 
SELER es decir para x = faoz}; keZ 


luego la igualdad se verifica para cualquier valor que le 
asignemos а la variable x, tal que х + (2k жуз eZ; 
por consiguiente: 


es una identidad vxen-[ax«n2]. 


Ejemplo: 
1 4 
La igualdad Cscx = ——, no está definida para 
ч Senx p 


x=(..0,1,2x,..) es decir рага х = {к}; keZ, luego 
la igualdad se verifica para cualquier valor que le asignemos 
a la variable x, tal que x + (kx);k e 2; por consiguiente 


es una identidad Vx e R — {kx} . 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 
FUNDAMENTALES 

Se denomina a las igualdades obtenidas al relacionar las 
líneas trigonométricas de un mismo arco en la 
circunferencia trigonométrica (C.T.) 


= En la figura se observa: 


ови «dom С [РТ =ВМ= охе] 
Aom-Aors C? 


D» P(cos0;sen8)eC.T.- Debe cumplir la ecuación: 
xc y х + у =l 


IDENTIDADES TRIGONOMETEICAS, 


х = С050 


y = Seno Су | Sen*e«Cos^o-1 


Reemplazamos | 
D» P(Cos0;Sen0) e Lf (0) => Las "rt(0)" se obtienen 
utilizando: x = Cos0; у = Send yr = 1. 


E 
ө e 

су оре (teorema de Pitágoras) 
(ор? «tes? = (os) г) [1+ Tan? o =secto | 


C» ОРТ (teorema de Pitágoras) 
(OP)? + (РТ)? = (от)? O> 1« cot 0- Csc^o 


Clasificación de las identidades fundamentales 
1. Identidades pitagóricas 


| ser x «Cos х =1 Јухе 


1 + Tan? x = Sec? x vxes-[acent кез 


| 1+Cot? x = Сос? | vx eg- (d; k ez 


2. Identidades recíprocas 


ЗепхС5сх=1 | vxeR-—fkx);ke Z 


[Gxsecx ci] vxen-[ox +02) :kez 
vxer-fkžļ;kez 
3. Identidades de división 
vxen-[oxent];ikez 


VxeR-(kx];keZ 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
AUXILIARES 

Aparte de las identidades trigonométricas fundamentales, 
hay aquellas igualdades que aparecen frecuentemente en 


la resolución de problemas y su conocimiento sería de 
mucha utilidad para facilitar la resolución de estos 
problemas; estas igualdades son de simple verificación y 
еп muchos casos son consecuencia directa de operaciones 
algebraicas elementales; dentro de estas tenemos: 


- беп%х + Cos*x =1- 25еп?х Сов?х 

= Зепбх + Согех = 1- ЗЅеп?х.Соѕ2х 

- Tanx+Cotx = Secx.Cscx 

— Sec!x + Csc?x = Sec^x.Csc?x 

= Sen"x- Cos*x = Ѕеп?х – Cos?x 
Sec^x – Tan*x = Ѕес2х + Тап?х 

- Csc*x – Cot*x = Cec?x + Cot?x 
(Senx+Cosx)*=1+2SenxCos x 
(14Senx+Cos x)? =2(1+Sen x)(1+Cosx) 


De: Sen*x=1-Cos?x=(1+Cos x)(1-Cos x) 


Senx _ 14 osx Senx 1-Со5х 
ЕЕ sex. E 
УХ = ЯК; Ке? 


= De: Cos^x-1- Sen"x - (1. Senx) (1- Senx) 


> Cosx  1«Senx| Cosx  1-Senx 
1-5епх  Cosx |1+Senx Соѕх 


vx +0к+105 eZ 


= Si: a Senx « bCosx = Va? +b? 


су |ѕепх= Pb 
da? +1? da? +62 
SUGERENCIAS : 
Es importante tener en cuenta: 


Senoverso = Verso = Vers Ө = 1- Cose 
Cosenoverso = Coterso = Cove = 1- Sene 
Exsecante = extemal = Ехзесд = Seco - 1 
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EJERCICIOS 


1. ¿Qué es el valor admisible para una expresión? 


2. ¿Qué es identidad? 


3. ¿Qué es expresión trigonométrica? 


4. ¿Qué es identidad trigonométrica? 


5. ¿Comó se demuestra una identidad? 


Senx 


6. Laigualdad: Тапх- === 


Cosx 
¿Es identidad para todo valor real de x? 


7. Determine los valores admisibles para la expresión: 


E(x)- Tanx + Сох 


8. Simplifique: Tanx Сох + Сох Senx 


Зепх __ 1+Cosx 
9. Demuestre: T2 Cosk ` Senx 


10. Demuestre que Secx + Tanx y Secx — Tanx son valores 
recíprocos. 


11. Si: 
135ес9 -12Tan0 -5 , 0 € IC 
Calcular: 
12Csc8 – 5Тапд 2 

12. Sabiendo que: 26ес29 — 40620 = 1 

Calcular: Е = 0529 + 2Тап29 

А) 1 B) 2 ` 

Q3 D)4 E)5 


OBJETIVOS : 
Al finalizar la unidad , el alumno será capaz de: 


* Demostrar las identidades de las razones 
trigonométricas de la suma y diferencia de dos ángulos. 


* Aplicar las identidades de las razones 
trigonométricas de la suma y diferencia de dos ángulos 
en la resolución de problemas analíticos y gráficos. 


INTRODUCCIÓN : 

Con este tema se concluye toda la Trigonometría plana 
que pensaba exponer; en él responderemos a las 
siguientes preguntas: 


¿Además de las relaciones y propiedades 
trigonométricas estudiadas hay otras que interesan? 


¿Por qué son necesarias tales propiedades y relaciones? 
¿Para qué las usaremos? 


¿Que ocurre en las razones trigonométricas cuando 
sus ángulos se suman o se restan? 


¿Que ocurre en las razones trigonométricas cuando 
sus ángulos se multiplican o dividen por un número? 


Responderemos: Las razones trigonométricas no gozan 
de la propiedad asociativa de la suma o del producto. 
Dicho de otra manera: 


De la suma o diferencia de arcos, no se sigue la suma 
o diferencia de las razones. Si un ángulo se duplica no 
se duplica la razón. 


Sen(8 + ф)= Sen6 Cosó + ЗепфСовд 
|Сов(0 +$)= Созо Cosh E Seno Seng | 


Тад + Теф 
1-ТгӨТеф 


беп(0 - Ф)- Sen0 Cosh — ЗепфСовд 
Cos(0 - ф)= Cos6 Cosh + Sen0 Seng 


cay 180 —Тиф 
Te (0 —Ф)= т теотао 


Tg (0 +ф) = 
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ЗП C 
DEMOSTRACIONES : 
De la figura: 


Ч 
H 


| — 


AA Cos Cosg m 
беп (Ө + ф)- Sen0Cosó + БепфСого | 
Соз(0 + ф)= Cos0 Созф — Sen6Seno| 


por identidad fundamental : 


_ беп + (0 + ф) _ Зепд Совф + БепфСовд 
Таја 4-0)-- Cos(0 +p)  Cos0Cosp — Зепд Senp 


Dividiendo entre СозӨСозф : 
БепдСовф | SenóCosÜ 


= 52, Сов0 Соф Соз0Совф 
Tg = (0 +)=— рад оаф 7 Бепббепф 
СозгбСовф СозӨ Созф 
_ Таб + Tgó 
Та(е +Ф)= 1 тадТаф 
SENO DE LA SUMA 
DE DOS ÁNGULOS 


Si el ángulo del seno esta compuesto por otros dos 
ángulos “a” y “f” , entonces el seno de este ángulo 


ALT. DE ANGULOS COMPUESTOS 


Compuesto se puede re en términos de “ 
ЖАР азі: 


en(a + В) = Sena Cos + CosaSenf 


EJEMPLOS: 
* sen3x = sen(2x + х) = sen2xcosx + cos2x senx 


* зеп40°=зеп(25°+ 15°) -aen25*cos15"--coa25*sen 15° 
* senáxcosx + сов4х senx = sen(4x + x) = зепбх 
* sen10"cos6?--cos10^sen6* = веп(10°+6°) = sen16* 


* sen 75° 
sen 75" -sen(45* + 30°) 
> sen 75* -sen45*cos30* -sen30*cos45* 


з Аз 
27? 

P 

4 


=> веп 76" = 


=> зеп7б = 


TE 


* Calcule sen67° 
sen67 =sen30"+37 
=>вепб7°=зеп30°соз37 +соз30°вепЗ7° 
14 43 3 


=> sen67z—x—.— 
26 2 “5 
4-343 
10 


-sen67- 


* Sen98” = Sen( 45°+53°) 
Sen98*-Sen45*Cos5i + Cos45*Sen53^ 


J2)(3) (J2)(4) 7.2 
sese = EE S 2 Pe 
SENO DE LA DIFERENCIA 
DE DOS ÁNGULOS 


Sen(a – В) = SenaCosf – Cosa Senf 


EJEMPLOS: 


* Sen2x = sen(3x-x) -sen3xcosx – созЗхзепх 
* зеп20°= веп(25%-5%) = sen25"cos5” — сов25°веп5° 
* зепбхсов4х- cosGxsendx = зеп (6х- 4x) = sen2x 


* sen 14°с0810°- cos14^sen 10*— веп(14%-10%) = send? 


* Calcular el valor de sen 15" 
RESOLUCIÓN: 

* веп1б°= зеп (45° -30") 
*-»sen15"-sen45'cos30^ – cosd5"sen30* 


Bc 
EXSILIO EE 


=> веп15°=-— 


ioc NÀ 
cu 


COSENO DE LA SUMA 


DE DOS ÁNGULOS 


Si el ángulo del coseno esta compuesto por otros dos 
ángulos “a” y “р” entonces el coseno de este ángulo 
compuesto se puede expresar en términos de “a” y 
“pg” así: 


Соз(&+В)=СозаСоз В – SenaSenf 


EJEMPLOS: 

* созбх = cos(3x + 2x) = cos3xcos2x- sen3xsen2x 
* соз10°= соз(7°+ 3°) = cos7'cos3* - senT'sen3* 

* cos2xcosx- sen2xsenx = соз(2х + x) = созЗх 

* cos13*cos4"- sen13"sen4?—cos(13*-- 4^) -cos17* 


* Calcular cos16* 
=›сов16°=сов(53° – 37°) 
>c0816"=c0853"c0837"+ веп53°веп37° 


me EH) e 


ANTHIGONOMETHIA^ 
COSENO DE LA DIFERENCIA EJEMPLOS: 
л _ оуу. Hanóx - tan2x 
DE ÁNGULOS аде (Bs c Be) ants 
Cos(a — B) Cosa Cos fi + Sena Sen 
p) 2 d 
EJEMPLOS: чаласа" 
*cos2x = cos(5x-3x) = созбхсозЗх + sen3xsenlx tan8x-tan3x 
е dd Cd 3x)=tanbx 


*соз17°= cos(25”- 8°) = cos25°cos8 + зеп25° sen8? 


+ 2114? —tan6* 


* созЗхсоз2х +sen3xsen2x=c08(3x – 2x) =созх THanlfiant* 


* cos10*cos3?--sen10^sen3?—cos(10? — 3%) =соз7° 


=tan(14* – 6)-tan8* 


* Calcule cos7* 
=›сов7°=сов(60°- 53°) 
=> с087°=зепб0°%соз53°+зепб0%веп53° 


TANGENTE DE LA SUMA 
DE DOS ANGULOS 


Tana+Tanb 


Ley m 1-TanaTanf 


EJEMPLOS: 


tan3x+tan2x 
1-tan3x tan2x 
їап8°+іап2° 


1–гапвлап2" 
=tan(7x+5x)=tan12x 


* tanbx=tan(3x+2x)= 


* {ап10°=юап(8°+ 2*)z 


e tan7x+tanbx 


1-tan7xtanóx 
. tan13**tan4* 


1-tanlS^tan4* 
* Тап98° = Tan (45° + 53°) 


=ѓап(13°+ 4%) =ѓап17 


Тап45° + Тап53° 
> Тап98 = т Tan45* + Tan 
jx T 
=> Тап98° = = — == 
pr e ке 
3 3 


TANGENTE DE LA DIFERENCIA 


DE DOS ANGULOS 


Тапа - Tang 


ақа ад 1+TanaTanf 


* Calcular £g8* 
tg8^-tg(45 – 37) 


3 
CELA 
045-1887 _ zi 
gs i tgar па] ох 
4 


* Calcule: ѓап16° 

=> tan16'—-tan(53* – 37°) 
їап53° - tan37* 

Stanle = i tands tans 7 


=> ап16°= 


* Para la Suma de Dos Arcos: 
sen(a+ß)=sena cosf+cosa senf 
icos( a- 8) =сова cos f — sena senp 

tana+tanf 
1-tana tanf 

* Para la Diferencia de Dos Arcos: 


tan(a*B)- 


бет. DE ANGULOS COMPUESTOS |*06| 


IDENTIDADES ADICIONALES: 


Sen(a--B)Sen(a — В) = Sen?a - Sen? В 


Cosía+8)Cos(a— В)=Соз?а – Sen* В 


EDITORIAL RUBINOS 
igxtigytigz -tgx tgytgz 
1-igxtgy-tgytgz-igxigz 
PROPIEDAD : 


5: A+B+C=kx; КЕЗ 
=> ТапА + ТапВ + TanC = ТапА + TanB +ТапС 


Tg(x+y+2)= 


[Tana+Tanp+Tan(a+P)TanaTanp=Tan(a+P)] 
EJEMPLO: 


Si : a+8=45° > tga+tgp+tgatgp=1 


TEOREMA 1 : 
Siendo a y b números reales , x variable real se cumple: 


ÍaSenx+5Cosr=/a*+0*Sen(x+0)| 


a 
REPE 


Siendo: fíx)=aSenx+bCosx; x e R , se cumple: 


-a*«b? < fix) < a? «b? 
~ Давање < а5епх+ЬСовх « Ja* xb? | 


* JP? < зепх+совх < РЁ 


= 42) < зепх+совх < /2 


ES mínimo SD РЕБ 
* [3%+(1)7 < Ssenx+cosx < (3)#+(1)# 


=> -VIO < 3 senx+cosx < J10 


* [(2)*-( –1)° < 2 sen3x+cos3x < (2)? ( - 1 


2-45 < 2sendx – cos3x < /5 


IDENTIDAD PARA TRES VARIABLES 


Sen (x-* y-- z) -SenxCosyCosz + SenyCosxCosz + 
7 SenzCosxCosy – SenxSenySenz | 


Соз(х+ у + 2) -CosxCosyCosz – SenxSenyCosz - 
2 ЅепхЅеп2 Созу — ЅепуЅеп=Созх 


Sirx+y+z=(2% +15 ¡khez 
= Cotx + Coty + Cotz = CotxCotyCotz 


EJERCICIO 1: 


Tanx 


Si Sen( x + у) = 2Sen(x — у)саісше: К = 
en( x + y. еп! y) Tany 


RESOLUCIÓN: 

Desarrollando el dato, se tiene: 

Senx Cosy+CosxSeny=2(SenxCosy — CosxSeny) 
=> SenxCosy+CosxSeny=2SenxCosy — 2CosxSeny 


=> 3CosxSeny=SenxCosy => = € 
Tanx 


= =3 
Tany 3>K 


=> ЗТапу = Tanx => 


EJERCICIO 2: 


Calcule el valor де P= mu ow 
RESOLUCIÓN: 

Dando al numerador la forma de la diferencia de dos 
х е Соз(45° — 10°) 

ángulos, se tiene; Р = Соз10° + беп10% 


Desarrollando el numerador se tiene: 


P= Cos45°Cos10° + Sen45°Sen10° 
> Cos10* + Sen10* 
Y ові + 2 sento р E 
=p=-2 2 factorizando: = se 
Соз10° +Seni0? 2 
КА 
елер КЕ А ЕТЕ 1 
(Сов10%--8ет107) 2 :2 


EJERCICIO 8: 2 
Si: Tan(15"+x) == ‚ Calcule: Тал(607+5). 


RESOLUCIÓN: 


ATRIGONOMETRIAS 
Como 60°+х= 45? +(15%+ x) , se tiene: 


Tan (60°+х) = Tan |45° + (15° + х) 
_ Tan45? + Тап (15° + x) 
— 1-Тап45°Тап (15° + x) 


8 
> Тап(60°+х)= ———=-5-=4=› Тап (60°+х) = 4 
5 


EJERCICIO 4:, 
Si ABCD es un cuadrado, halle Tang . 
A Ж. E2B 


D з Е с 
RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico se observa que el lado del cuadrado es 
igual a 6. De los triángulos rectángulos ADF y DAE 


se obtienen: Tana == g^ TanB -4-3 
Del triángulo AGD ( por ángulo exterior ): 


9=а+ В 


entonces: Татд = Tan(a + 8) 


EJERCICIO 5: 

Reduzca: 
Tanx+Tan2x+Tan3xTan2xTanx)Cot3x 
RESOLUCIÓN: 

Si: 2x+x=3x, entonces: Tan (2х+х)=Тап Зх 
Desarrollando el primer miembro, se obtiene: 


Tan2x + Tan3x 


1—Tan2xTanx | жолақ 


Luego: 

Tan 2x+Tanx=Tan 3x -Tan 3x Tan 2x Tan x 
Ordenando: 
Tan x- Tan 2x Tan 3x Tan 2x Tan x=Tan 3x 
En el problema; dentro del paréntesis, tenemos: 
Tan x “Тап 2x Tan 3x Tan хТап 2x =Тап Зх 
Finalmente: Tan3xCot3x=1 
EJERCICIO 6: 


Sen(x+y) 2 
1655 eg 3 8 
Simplifique lo siguiente : Cari =y) + беп y 
RESOLUCIÓN: 

Por identidad trigonométrica, se tiene; 


Sen(x+y) 


Sen(x+y) 
Сзс(х — y) 1 


+ Sen? y = + Sen” y 
Sen(x — y) 


= Sen(x + y)Sen(x — y) Sen* y 
Aplicando identidades auxiliares: 
Sen? x — Sen? y + Sen? y = Sen? x 
EJERCICIO 7: 
Simplifique lo siguiente : 
5еп(30°+х) Sen(30* — x) — Cos? x 
RESOLUCIÓN: 


Sen(30”+x)Sen(30” — x) — Cos? x 
= Sen? 30" — Sen? x — Cos? x 
n г. ыы гл 
= — (Sen x+ Cos x)=371=-3 
EJERCICIO 8 : 
Simplifique lo siguiente : 
Соз(60°+2)Соз(60°- =) – Cos*z 
RESOLUCIÓN: 
Aplicando identidades auxiliares: 
Сов(60°+ z)Cos (60^ 2) —Cos*z - Cos*60"- Sen*z-Cos'z 


iy 1 3 
= —(8еп?г + Соз?) = + —1=7 


EJERCICIO 9: 
Simplifique lo siguiente : 

Cos(x + y+z)Cos(x+y-z) +Sen*z 
RESOLUCIÓN: 


ALT. DE ANGULOS COMPUESTOS 


Cos(x yz) Cos(x + y — 2) *Sen?z 

= Cos[(x +y) + z)Cos[(x + y) —z] - Sen?z 

= Cos? (x--y) — Sen?z 4 Sen?z = Cos? (x + y) 

EJERCICIO 10 : 

Simplifique lo siguiente : 
Тап10°+Тап50°+\/3Тап10° Tan50* 

RESOLUCIÓN: 

Como 10°+50°=60° : 

= Tan10^* Tan50^* Тапбо"Тап 10^Tan50*— Tan60* 

=> Тап10°+Тап50°+ ,/ЗТап10%Тап50%-/8 

=> Тап10%-Тап50%:-/ЗТап10%Тап50%-/8 


EJERCICIO 11: 
Simplifique lo siguiente : 


Тап10°+Тап27'+ у Тап10°Тап27 


RESOLUCIÓN: 
Como 10*«27 -37 : 
=> Тап10°+Тап27 + Тап37Тап10°Тап27 = Tan37 


> Tan10'+Tan27+7Tan10'Tan27 E 


EJERCICIO 12 : 
Simplifique lo siguiente : 

Тап5° + Тап40° + Тап5°Тап40° 
RESOLUCIÓN: 
Como: 5°+40°=45°, шеро 
Тап5°+Тап40°+Тап45°Тап5°Тап40°=Тап45° 
=> Тап5°+Тап40°+1 х Тап5°Тап40°=1 
=> Тап5°+Тап40°+Тап5°Тап40°=1 


EJERCICIO 13: 
Simplifique lo siguiente : 

ЗТап20° + 3Tan33^ + 4Tan20*Tan33* 
RESOLUCIÓN: 


Como 20433 —53^ : 

=> Тап20-+Тап33°+Тап53°Тап20Тап33°=Тап53° 
> Тело +Тапау +$ Тап20°Тап33° = 
Multiplicando por 3, miembro a miembro: 
ЗТап20°+3Тап33°+4Тап20°Тап33°=4 


EJERCICIO 14 : 


Calcular el valor де: E = Coene 
Cos(0 —ф) 
Бі :о%0-ф-тл ; 2Tga=Tgð --Теф 
RESOLUCIÓN: 
Cos0 Созф — Sen0 Seng 
au AA CIE еш. 
Сор СозёСозф + беп Seng 


Dividiendo entre "СоѕзӨ Созф" el numerador y 


denominador se tiene: 
ES 1— Tg0Tgó 
1+ TgOTgó 
а +0 +ф = 180° 
= Tga + Таб + Теф = TgoTgOTgo ...(1) 


(2) 


сото : 


Además : 2Tga =Tg0 + Tgó 

En(1): Tga + 2Tga = TgoaTg0 Tgh 
-—TgoTgo —3 - 

En(*) : 


EJERCICIO 15: 
Simplificar: 
Sen(A— B) , Sen(B—C) , Sen(C—A) 


Е = GenASenB ' SenASenC * SenBSenC 
RESOLUCIÓN: 
.Sen(A—B)  SenACosB — SenBCosA 


luego: Е = СЕВ — CtgA-- ClgC —ClgB + CigA — CtgC- [E 0] 


EJERCICIO 16 : 

En un triángulo ABC, tanA + tanB = tanC 
Halle: TanAtanB 
A) 1 B) 2 
RESOLUCIÓN: i 
* En un triángulo АВС: A + В + С = 180° 


>tanA+tanB+tanC =tanAtanBtanC 
tanC 


> 2fanC -tanAtanBtanC 


> tanAtanB=2 


C)-1 D)-3 E)12 


ATRIGONOMETRIAA 
PROBLEMA 14: 


Si: sena; cos - 
Calcular: K=tan(a+0) 


А)2 в) 4 с)в рв E) 
RESOLUCIÓN: 
Ono 1 У | es 6) 
пош == апа == 
v5 2 
cos0- == M -мало-3. 
1,3 
_ tana+tanó PT A NT AR 
>tan(a+0) га PX tan(a+0) PE =“ 
22 4 
ВРТА : “D” 


PROBLEMA 25: 

Si tga+tgB=11, tgaxitgf=18 y tgf>tga , 
hallar: 19 tg(a— В). 
А) -7 B)7 
RESOLUCIÓN: 


* Delos datos : 
tanf>tana ....... 


tana+tan f = 11 

fana xtan В = 18 ... ase! 
de (1), (II) y (III), se deduce que tana=2 y tan 8-9 
nos piden 

Ioton(a - pjeto[ 


C) 7/19 


D) -7/19 


Е)19 


tana—-tanf 
1+tanatanf 


2-9 
> I9tan(a – 8)-19 (53) 


7 
> 194ап(а- nas (- 2) 


> I9tan(a-8)--7 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 22: 
En la figura , ABCD es un trapecio rectángulo con 
AB=10 em , ВС=6 cm у AD=12 ст. 


Hallar tg a. 73 c 


RESOLUCIÓN: 


#11 
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* En el trapecio : 
da ==.) 


Pas а=х+у 
free 
* Nos piden ѓапа=ѓап(х+у) 


Desarrollando el arco compuesto 
_ іапх+іапу 
fone 1-tanx tany 


44407” 


ЕРТА: “А” 


PROBLEMA 15: 
Simplificar la siguiente expresión: 
1 1 
tg5a—tg2a ctgba-ctg2a 
cos7a созЗа 
А) В) еті C)etg7a Djctg3a Е) 
RESOLUCIÓN: 
* Recordar: 


teta > els -etg y= 
* Luego: yz 1 1 

— sen(a-2a) sen(2a-5a) 
созба cos2a . вепбазеп?а 
совба cos2a вепбазеп2а 

sen3a sen(-3a) 

созбасоз2а +зепбазеп?а 

вепЗа 
cos(óa—2a) созда | 


a CORDON NINE 
3 nx RAP И 
RPTA : “р” 


sen3a 
веп7а 


sen(y - x) 
зепх seny 


>F= 


>F= 


PROBLEMA 16: 

Simplificando la expresión: 
sen? A+sen*(A+B)-—sen*B 
cos? A+sen* (A--B) – cos? B 


C)- tgBctg(A-B) 


Se obtiene: 
АЛЕ (A-B)ctgB В) tgAtgB 
D) tgActgB E) tgBctgA 
RESOLUCIÓN: 
* Propiedad: 

sen? A — sen* B-sen(A-B)sen(B – А) 
* De esta identidad se deduce: 

соз? А – sen? B-sen(A- B)sen(B – A) 


* Reemplazando en M: 
.sen?A- sen? B +веп (A+B) 
DL Боан +веп (A+B) 

sen (A+B)sen(A – B) *sen*(A* B) 


sen(A+B)sen(B – A) +веп (A +В) 
. sen (A * B)[sen(A – B)+sen(A+B)] 
—sen(A+B)[sen(B— A)+sen(A+B)] 
2senAcosB 


Sd we 86 


ЕРТА : “р” 
PROBLEMA 17: 


sitg[2-x)]=2.Hal E ) 
Lt ») 2 аПаг ctg 28 У 


А)3 B) 2 
RESOLUCIÓN: 


C)1 D) 1/2 E) 1/3 


я "m Аы 222 _1 x 
“(2 је, sea: а 14 x>tga > > еша=2 


* Entonces: ctg (E +x) =ctg E +2- a) 


28 28 14 
ctg ^ ctga+1 
>ete(5-a)- 4 -00)*1. 3 
4 etga - etg Т 2-1 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 18: 
Reducir: (J34+1)tg Z +1 
A бл 
ағытты аты ET 
Уз УЗ 43 
A) B D)] ENS 
4241 ) 8-1 НВ” Hs 
RESOLUCIÓN: 


* Recordando la siguiente propiedad: 
tga*tgB*tg(a* B)tgatgB-tg(a- B) 
уві: а+В= 45° >tga+tgP+rigatgf=1 


Posi ош el problema: 
5 _ бл A ӧл 
=45 — t, +tg et 
21 34 4 Зы e dE ET 


* Entonces la expresión pedida, será d a: 


а была T 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 19: 

Si x e y son ángulos complementarios (x>0") , 


encontrar el valor de “т” de modo que se verifique la 
identidad. m (3) 
AE : =1+tg| = 

1+tg 2 2 


1 B, ср. У ‚^7 
А) )2 8 Ditg 5 E) tg ti 
RESOLUCIÓN: 

* Del dato: 


- ж > ж y У 
=| 1+tg || 1+tg } = “ын? ig ig 
m ( «i ig Je» 1+ tg ig tete 

* Como: 


* Entonces: = 
шо + tel —+tg— 5187 2- ің45%-1 
(Рторіедай MES en à Р-р anterior). 


* Luego: т=1+1> т=2 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 20: 


En el siguiente gráfico , el valor de tga es: 


А)- 1 B)- 2/3 А 


Уз 
С) 2/8 D) з = 
3 2m 
E)1 ЈЕ m Ss 
RESOLUCIÓN: 


* De la figura , deducimos: tga-? y їш(а+ай)=® 
* Desarrollando "(а + 30°)" , tendremos: 


4 


іва +1230° 
t DP Duas дай 
tg(a+30°) I-tgaxtgÜ , ~ 
АЕ 
* Luego: 2,43 = 
6 x 3 6 _ 6*x43 
x 12,73 x 3x-243 


> 18x – 1243-6x +х2 /3 , de donde: 
Зх? 12x 1243-0 


Уз: -6 
A 


* De donde: х=2./3 


* Finalmente: а Soy 

RPTÀ : “D” 
PROBLEMA 21: 
Si x-y-135. Calcular: waen 
Ај ва 0-і 0): қз 
RESOLUCIÓN: 1 " 


PROBLEMA I: 
веп(30°+ х)+веп(30° — x) 
sei 
C)cotx П) 2cotx E) 2tanx 


Simplificar: K= 
A) tanx В) свсх 
RESOLUCIÓN: 
* Desarrollando cada termino del numerador: 

sen30" x cosx + senx x cos30^ + sen30" х созх — senx x cos30^ 


* Simplificando: 
к 20en30" xcosx 2sen30? xcosx ТЕН gx 
ВРТА : “С” 
PROBLEMA 2: 
Determinar el valor de: 
веп4х x совх +зепх х сов4х 
вепӛх хсов2х +зеп2х x созЗх 
Ajtanx В) tanx С) 1 Рр) 2 E)0 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerde: sen(a--f)-sena xcosf+senf x cosa 


Luego, si: a=4x y P=x 
> sendy x cosx+senx x cosdx=sen(4x+x) 
* "за _ зепбх | 
En la expresión: K: eur 1 
RPTA : "C" 
PROBLEMA 3: 
к Sen (а-я) +вепх x cosa 
cos(a – x) – cosa x совх 
Ajtanx В)1 
RESOLUCIÓN: 


* Desarrollamos lo conocido: 
.. Sena х совх вепх x соза+зепх x соза 


соза X COSX +вепа X зепх – сова x COSH 


* Reduciendo: K m setga 
sel хвепх 


С) сох Р) ап2х Е) cot2x 


ВРТА : "C" 


PROBLEMA 4: 
Slnplificar: K=- tla- , 
cosa x совх 
A) tana B) tanx 
RESOLUCIÓN: 


* Desarrollaremos el numerador del problema: 
sena x совх – senx x cosa 
K2— ———— + bano 
cosa x совх 
senaxcosx зепх х соза 


сова х сох сова х созх 


tanx 


C)cota D)cotx EJ1 


=> К= +tan 


> K=tga-tgx+tgx=tga 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 5: 
Siendo: a+P=45; fana- 5 
Calcular "tang" 

1 1 
A) 2 B)1 C)2 D) 4 E)1g 
RESOLUCIÓN: 

* Como: а+р=4; tana 5 
* Piden: tang -tan(45* — a) 2 4 1 
tan45 — tana ES ud 
AO REST ема 47979 
ел 
55 
RPTA : “А” 


PROBLEMA 8: 
Del gráfico, calcular: К -fana 


A) 11/16 

B) 7/9 Б 
C)1 2 
D) 1/2 

Е)2 LÀ 
RESOLUCIÓN: 


* En este problema el angulo conocido “а” debe 
expresarse en una suma o resta de otros dos ángulos. 
En el gráfico: 
PB+a=0>a=0-B 
У También: tana=tan(0- В) 
tan -tanp 
1+tanð.tanf 


> tana= 


* E. мвз=> tang- 2 


PROBLEMA 7: 
Si: соз(а+х)= бсозх(а – x) 
Calcular: K-fana.tanx 


2 2 4 
А) B)-7 С)1- Dn E) 
RESOLUCIÓN: 
* Desarrollamos la condición: 


сов(а + х)=бсов(а – x) 


=> сова X cosx — Sena x вепх = 5[соѕа x cosx sena x senx] 
=> сова x cosx — sena x вепх = Бсова x coax + sena x senx 
* Agrupando: 

—6sena x senx = 4cosa x cosx 


senaxsenx 4 27%, 
~= => гапа хгапх=— — 
сова х совх 73 


-6 

RPTA : “В” 
PROBLEMA 8 : 
Hallar un valor de “х” que verifica: 


send x Cox + вепх x cope =. 


A) 20° B) 30* 
RESOLUCIÓN: 
* De la condición: "s 


ПОНЕС 


С) 15° DJS Е) 16° 


веп(Зк+х) 


> si => 4х=60° > х=15° 
2 RPTA : "C" 

PROBLEMA 9: 

зеп(а+В)-зеп(а- В) 


cos(a-- f) *cos(a — B) 
A) ШВ В) совр С) вепр  D)1 Е) вес В 
RESOLUCIÓN: 
* Desarrollando lo dado: 
E= sena.cos f + cosa.sen fi – (зепа.созр - cosa.senf) 
cosa.cos f — sena.sen 3+ (соза .сов ) +sena.senfB) 
sena.cos fi + сова зеп В — зепа.соз  cosa.sen fj 
cosa.cos f ~ sena.sen В + cosa.cos f + sena.sen P 
пи зепр _ tep 
cosf сов) 


Simplificar la expresión: E= 


>E= 


>E= 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 10 : 
Calcular el valor de: 
Е =(сов50°+ cos20*)* + (веп50°+ sen20*)* 


А)1 В)0 С) 1+/з D)2+43 
RESOLUCIÓN: 


* Desarrollamos los binomios: 
Ecos? 50" +2с0850" x соз20°+ cos? 207 + зеп? 50° 
+ 2sen50? x зеп20°+ sen? 20° 
* Agrupamos convenientemente: 
АЕ дш 


E)8 


елі лепо) 
=> Е=1– 142 (сов50".сов20Р +зеп 5 .веп 20") 
(507-207) 


Errar 242% 2415 


& ВРТА : “р” 


EDITORIAL RUBIÑOS 


PROBLEMA 11: 

Calcular el valor de: Е-зеп50%- 2с0840°. sen10* 

А) 1 B) 0,2 C) 0,5 D)2 E)S 

RESOLUCIÓN: 

E=senb0” - 2соз40° . sen10^ 

= Е=зеп(40°+10°) -2соз40°, sen 10° 

=> Е =зеп40°.соѕ10°+соз40°.зеп10° -2cos40".sen 10^ 

> Е =зеп40°.соз10°-соз40°,зеп10° 

> Е=веп(40° – 10°) =seng0"=2 =0,5 
2 ВРТА : "C" 

PROBLEMA 12 : 


Si ABCD es un cuadrado y “M” es punto medio. 
Calcular “tan 0”. ^ M B 
A) 1 
B)2 
C) 3 
D) 1/3 
E) 1/2 D' с 
RESOLUCIÓN: 
* En el triángulo ADN ; “0” es ángulo exterior , por 
tanto: 
9=45°+а 
=> ѓапд - tan(45**a) 
tand tana 


dang REM TIME 
5% 1-tan45 xtana 


*Enel DAM; tana=> y recordar : que tamá5'=1 


q4 3 
шне 98 4-8 
1-1х- - 
ыз RPTA : "C" 
PROBLEMA 13: 
tan? 
Calcular el valor de: E е 
^1 B)2 оз  D)I2 E)146 
RESOLUCIÓN: 
tan46* —tan44* 
_ tan(46"-44) 1 41an46* ката 
tan46*-tan44' ^ tan46'—sen44* 
1 ж, 
E 1+{ап46° xtand4^ Я 
“Жеюкйагаше ала а. (co-razones). 
fe 1 Pont г 
I+tan46 х соё46° 1+1 2 
1 


жа 


* Operando еп K: 
PA = 
1- cotx – coty +cotxcoty 
* Multiplicando arriba y abajo por tanx tany: 
1 


Ea — — ——— ——— 
tanxtany -tany – ћ№апх+1 
* Como: x +y =135° 
> tanx + tany + іап1357 tanx tany = tan135* 
> tanx + tany +(-1)tanxtany=-1 


* Entonces : 
tanx tany -tanx -tany +1= 2 —К= 1/2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 25: 
Si:Cot5 – Те 
Calcule: ge. 2Сов(а+б) | 
беп(а+В)- Sen(a – B) 
A)1/4 В)1/2 С)3/4 ря Е)3/2 
RESOLUCIÓN : 
Condición: Cotf - Tana = (D 
Se pide: 
E  2Cos(atB) 
Sen(a*B) - беп(а- В) 
ж-е 2Cos(a+B) 


= (вепабовр + Созавепр) – (SenaCosf – CosaSenf) 
2Cos(a+B) . р. Cosa.Cosg _ Sena.Senf 
2Cosa.Senf Cosa.Senf - Cosa.Senf 


> Es Cotf - Tana = E=? 
———— 4 


ест) 


= Е= 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 26 : 
Simplifique : Ү#Совх)- 2Sen(* -=) 
25en( = += )- У8Совх 
A)Tan(x) B)Cot(x) C)/2Sen(x) D)! Е)/2 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: A Coss - 2Sen(- x) 
2 RS 
звати) - J3Cons 

Desarrollamos: 


/2Cosx - 2 Sen 5 Coss Cos Senz) 


Усов 2x2 Сове + 2:0 senx 


>E= —5. 
2x7 Coss42 5 Sens -/3Cosx 


У28епх 
Е= > E-42 ‚ р” 
S RPTA : “E” 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
PROBLEMA 27 : 
Si Tan(x+y)=m ; 

Determine: Cot(x – 2) 


Тап(у+=)=п 


yy or B) 1%тп с 1-т-п тп-1 


жін A ) D) E) 


mn min 
RESOLUCIÓN : 
Condiciónes: Тап(х+у)=т ^ Tan(y+z)=n 
Se pide: Cot(x-z) 
Haciendo un cambio de variable el problema sería: 
TanA=m ^ TanB=n 
1+TanAxTanB 


B= TanA – Тапв 
тел 


mnl 
mtn 


Cot(A – В)=? > Cot(A — 
Reeplazamos: 
=> СОКА – Heu 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 28 : 
Бі5Свс(а- В)+8Сзе(а+В)=0, halle el valor de 
Tana x CotB. 

A)-4 B) d 


RESOLUCIÓN : 


Condición: 5Csc(a — fB)+3Csc(a+B)=0 
> ЗСзс(а+В)= – 5Свс(а – B) 
Ae 3 S 5 
Sen(a*B) 8еп(В-а) 
8 _ Sen(a*B) 
5 Sen(fB-a) 
Desarrollamos: 3 _ SenZCosa-* Сов бепа 
5 SenfCosa — Cosf'Sena 
Aplicamos proporciones: 
3-5 _ 2Cosß x Sena 1— 
345^ 3SenBCoa ^ 4 = Cot 
RPTA : 


5 
рм E 


“p” 
PROBLEMA 29 : 


Calcule: у Sen(50*) - Cos(50*) , Тап(65°) - Tan(25*) 


Sen(5*) '?Tan(40*) 
А) в) eel DWZ Е)-Ј 
RESOLUCIÓN : 
Recordemos que: Senx – Совх = /2Sen( x – 45°) 
Tenemos: 
p Sen50"-Cos50” , Tan66" — Tan25* 
Беп5° 712 Талат | 
Тағ(65-25) 
р-У? 5еп(50° 45°) (Тапб5--Тал2) 
52 Беп5” Ja Tonos - Tan25* 
1-Tan65.Tan25* 


j cá 1 
ES вама qg 1+ Cot2teTan29) > Р = 2+ је ка => F- 2/3 
> RPTA : “Б? 
PROBLEMA 30 : 


El valor aproximado de: E - Tan(24*) т ев: 


151 
А)-2 B)-1 C)0 D)1 
RESOLUCIÓN : 


249 
161 25 
Conocemos: 


E) 


7 
a 224. 
7 
Тап16°+Тап8° 
1- Тап16б°Тап& 


E= 


> Tan24'=Tan(16+8) > 


zu 73 


= 247 Ter 
== == 


5 a 
*Conección: E=Tan24* E NC TELE CI 


= Е-0 


161 161 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 31: 
La expresión: 
Sen*(a-b)-* Sen? (b) - 2Sen(a+b)Sen(b)Cos(a) 
es igual a: 
AJSen*(a) B)Cos*(a) 
D)Cos(a) E)Sen(a)Cos(a) 
RESOLUCIÓN : 
F-Sen* (a+b)+Sen*b - 2Sen(a *b)SenbCosa 
= F=Sen(a+b)(Sen(a+b)-2SenbCosa)+Sen*b 
SenaCosb+SenbCosa 
= F=Sen(a+b)(SenaCosb – SenbCosa)+Sen*b 
Бета 5) 
> F=Sen(a+b)Sen(a—b)+Sen*b 
=> F=Sen*a - Sen*b+Sen*b  F-Sen*a 
RPTA : 


C)Sen (a) 


“А” 
PROBLEMA 32: 
Calcular: Mzctg257- tg5”- 2ctg25"xtg5xsenG0” 
Ај1+]3  BH/3 — C-43 D)-J2 ЕУ? 
RESOLUCION: 

M=tan65 - tan – талдана x Ë 


=> Mztan65"tan( – 5°) +V3tan6tan65tan( - 5°) 
=> М =tan65 + tan( – 5)* tan60tan65tan( - 5") 
=> M-tan60* 


(aplicamos 
> Могапбочгам - 5) +вволбатањ 5). etai) 
22 M=tg(65 —5)=tg60"=/3 RPTA : “B” 


AA RUBIÑOS. 
PROBLEMA 33: 


Sitga=tg45"+1g60 xctg85*+ctg8s”, hallela medida 


del ángulo agudo «. 

A) 38° B) 48° С) 15° р) 35° Е) 50° 
RESOLUCIÓN: Ы 

Se tiene la siguiente igualdad : ? 


tana = tan45°+ іап50° cot85*+ cot85* 
tana=1+tan50 "tan 5°+ Фапб5...............(1) 
Se sabe que ѓап(45°+5°) =ѓап50° 


1 нап 5 50° 
1- tan? = 


= 1 +tant+tantitansO” = tanbO caes (Ц) 
Reemplazamos (II) en (1): 
tana=tan50; a є (0°; 90) > а=50° 

ЕРТА: “E” 
PROBLEMA 34: 
En la figura, BC-2CD. Hallar el valor de 
1–зеп"(а + В) n 


R- 
sen"asen? В 


A)2 
B)4 

1 
с m 
D)8 

1 
Et A 

E 

RESOLUCIÓN: 


b. 28 
cota 
со” cota=3 C 


> Т 2 Жа $ 
sen"asen B д. pr 
Desarrollando se obtiene 
_[ cos(a* B) 2 a 22 
Есі = R- [cota cot f- 1] 


=> R-(3-1) > Е-4 


*cotf= 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 35: 
En la figura, AB=5 ст; ВС =4 ст, y el ángulo РАС 
mide 45”. Calcule el área de la región sombreada. 


A) 102,5 ст? y : 

В) 87,5 ст? A 

C) 75 cm* 

D) 77,5 cm* с 

E) 105 em* 

RESOLUCIÓN: a Kram 


ATRIGONOMETRIA 2 
Dato: 
АВ=5 ст 
ВС =4 ст 


Del gráfico sabemos que : ^ 
x4 
асг E а 


1+5 х+4 


4 
1-а/ 3) 


Luego: в=®>® „255 = 102,5 = 102,5 ст" 


2 
ЕРТА : 


m 


DU 
PROBLEMA 36: 

Determinar el máximo valor de: K=AB+EC 
Sabiendo que: AE=3 ; SD 

A) N10 

в) 3 С 

СЕЛ 

D)2 

E)3,5 A D 
RESOLUCION: 


* Реја figura: K=3cosa+ sena 


Propiedades: 4 D 
Si: f(x)=asenx+bcosx 


> fua ola! ЫРА [„и=- Vat eb? 
> VET +1 =/10 


PROBLEMA 37: 
Hallar el valor de: M= 


RPTA : "A" 
sen40” — 3 cos 40° 
веп 10%сов10% 


C)2 D)4 У 


1 
A1 B)-4 ES. 


RESOLUCIÓN: в 
En la expresión : М = 8140 - У3 cos 40° 
веп10° cos 10° 


multiplicamos y dividimos entre 2 : 
1 48 
2| 2 веп40° – T cos 407) 
Ме веп 20° 
2 
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Aplicamos transformaciones trigonométricas: 
= 4(cos 60"зеп 40“ – зеп 60“ cos 40%) 


M 
sen20* 
Ma Азеп(40" – 60°) SITA 4sen( - 20°) 
sen20* sen20* 
—4зеп 20° 
= => М=- 4 
вета CO RPTA “B' 


PROBLEMA 38: 
En la figura mostrada , halle гап(а) 


RESOLUCIÓN: 


2; ^TanB- er 1, Tan(0+8)= 


Tan6* Tanf 


да 1-Tan0xTanf 


77 
36,1 Ай 


Tan(9+p)= E 385 Tan(0+p) =s. 


D 


Dado que: (0+8) ға-180% 


-Tan(0*B) => Тапа= MET 


7349 арта: 


->Тала- 

“А” 

PROBLEMA 39: 

Si: tg(2a - 38)=6 y tg(a - P)=4, halle tg f. 
98 94 82 

А) 53 B)5 Css D 


RESOLUCIÓN: 
De los datos tenemos : 
Yan(2a-38)-6 y tan(a- B)-4 
ов: 
а-В= х > іапх= 4 
> га-Зр] = 2(а-В)- В = 2х- В 
> tan(2x - В)=6 


Sabemos que : 
P=P+2x-2x = f-2x - (2x - B) 


24 
ЕУ, 


ALT. DE ANGULOS COMPUESTOS 
Luego, aplicamos tangente: 

tan B =tan(2x- (2x — 8)) 
tan2x -tan(2x – B) 


tan боль tan (s - f) 
Hs: 2t 2(4) -8 
= апх Um. = 

tan 2x= tante > tan 2x= NS 16 
Reemplazamos en (1): 3 

tan f- 5 

1+ =) (6) 
Resolvemos: tan f =% 
ВРТА : “А” 


PROBLEMA 40: 


En la figura mostrada , BD=DC=7u;halle el máximo 
valor que pueda asumir Tan(0). B 


498 
А P 
498 
O 
Е) /87 
A с 


RESOLUCIÓN : 


А АВМ: 
Y 
h M 
29905 hCota+2hTana Pone 
1 
AR E 
= Cota+2Tana 
Conocemos que: A е 
МА> МС > Соли, > JCotax2Tana 
1 1 
ta+2T0 242 > ——— 
она оф 22-» Cota+2Tana = 242 
Ja Tonos E 
=> (Тапд Jmáx= XT 
ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 41: 
Calcule: w=3[-see(s0*)+/3Cse(80*)] 
А)-2 B) -1 C)1 D)2 E)3 


RESOLUCIÓN : 


иб. PERAL Riv) 


cass a senos y cosenos : 


Ta УЗ 1 Ү УЗСов80%- Sensor 

7 4| Sen80” Соз80° 4Sen80"Cos80* 

1 43 
2Wz scd Эвенты] 
Mz T :(5ел10"Сов30 - Cos10*Sen30") 
mel Sog. (Seno - 30°)) 
_ Sen(-20°) __ 8еп20° ас 
ws Sen20* sou 50: 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 42 : 
Apartir de la siguiente identidad : 


cos(x+y) =acosx+bsenx, en la que аль son 
constantes comprendidas de -1 a 1 ,halle el valor de 


cos2y. 

Aja? - b? -1 В)а? +b? сма? +b? -1 
D)Ja? - b? E)a-b 

RESOLUCIÓN : 

Piden : cos2y 


Dato: ©08(® + у) = а сов х + Бвепх . 


Por identidad de arcos compuestos : 
COS X COS y – senxseny = а соз x + bsenx 


Como la igualdad es una identidad trogonométrica , 


entonces cosy =a 
seny =-b 
Elevamos al cuadrado : 
сов®у=а.................------. 2212 EE (1) 


сов?у – зеп?у = a? - b? 
> сов 2y = a? — b? 
PROBLEMA 43: 
En la figura mostrada,si AM=MC =n , AN -2NB-2m, 
determine Tan en la A dem yn. 


RPTA : "D" 
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m.n 2m.n 4m.n 
—3 3 BI с А) а; ву C)cot. D)cot, E)1 
т? «n* Зт?+п? nen Wes ; олен Е 
р Зт.п 2m.n (GB) Reducir: 
tan таза! _sen(45*+x)- зеп (45° - x) 
RESOLUCIÓN : А сов(60"+х) +с08(60" – х) 


Өсф-ал 28 
Tanf= => 

_ Tan$ - Tana 

> Тапд=Тап(ф – а )= 7 ТапфТапа na 


Reemplazamos: 


Р 3 13 
Si: tanx-— ; === 
O P x 
Calcular: sen(x+y) 
61 62 63 64 
A B. с 
7 65 ) 65 7 65 n) 65 E 


63 Simplificar: Е=./2сов(45°+ x) - cosx 


A)1 Bj-senx С)зепх  D)?2senx Е)1 
(63) Simplificar: 
_ sen (xy) - cosx.seny 
зеп(х — у)+созх.зепу 
А) 1 B)tanx C)coty  D)tany E)cotx 
(93) Calcular: 


E=4c0815"+./2 tan15* – 3esc15* 
C)d42 0)-346 Е)-2/6 


sen(a- fi) – senf.cosa 
cos(a — fi) - sena.sen f 


А)2У2 В)34/6 


(03) Simplificar: C= 


А)/2 a Cjtanx D)|/2tanx к) tanz 


62) Si: tanf- 3; calcular: А=зеп(45"+8) 

А; "E Оле > D 
69 Si: seno= 777; calcular: U=cos(45"-0) 

VE oS. Ој "RR UA 
69) Si: x+y =60"; calcular: 


D= вепх.сову + вепу.совх 
созх.сову — Senx.seny 


уз 


A1 ВЗ с)2/3 D) EJ3/3 
49 Simplificar: I=(senx + созу)? + (seny – cosx)? 
Si: ж-у-5 

А)? Ви С)з D)4 E) 2-43 


@ Reducir: A=(cosx + сову)" +(вепх – seny)? 
: л 
Si: xy 4 
В)? 0)2+2]2 р)2+]2 Е)з-/2 


Calcular: Е =_#9720'+с0873°_ 
e Ж 1-іап20%со478% 


АЈЗ 


4 3 4 3 
As B сл 22-5 Е)-4 
@ Calcular: E= ѓап8°+ cot16* 

25 7 3 3 4 
A) 7 В) 55 C) 5 D) z E) 3 
@ Si :tan(A-B)-2 y tanB-2 
Calcular: fanA 

1 1 
A) 7 B)7 C)- 7 
@ Siendo: tana=7 y tan0=5 
Calcular:  "tan(a—-8)" 
А) 2* B)6* С)12" р)16' | E)I8* 
- @ Reducir: 
AOS i tangtany 


— тат(х+у) 


(SET: DE ANGULOS COMPUESTOS __|+18] 


"T _ B) tan(x-y) 
D) doi deny E)2 


(12) Del gráfico mostrado , calcular “ж”, 


С) tan(x+y) 


17 13 
As 5 


51 
с) 13 


Е) 3 


э s 


Іі а 
E Aa 
4 
Si: AS -2 
a» tanx.fany: 5 ; зепх.зепу 12 
Calcular : cos(x- y) 


1 1 1 J3 1 
А) B) TA с) 5 D) = Es 
(E) Calcular: — E-/3tanS0"(tan50^ — tan40") 
28 в1 суз pss 528 

2 2 3 
605: tana+tana=1 ^ вата) = 
Calcular: fan (a - b) 

А) о B) 1 ог  D)-2 Е)-3 


TAREAIDOMICIBIARIA, 


O Simplificar: К= 57 (45? tx) +веп (45° — x) 
cosx 


сыз D) 


63) Determine el valor de: 
K- senóx x cos2x+sen2x x cosóx 


соз4х x созЗх — sendx x sendx 


АЈ D ENS 


Ajsen7x В)соз7х C)tan7x 


($3) Calcular el valor de “fang”. 


А)1 B) H 


Djtanx ЕЛ 


С)7 


69 Si: csex=27 ; соіу= 16. Hallar sen(x+y) 


221 22 
A 220 220 1 C) 


220 
Dz л АЙЕ, ETE 


221 m 


ISAAC NEWTON 


Newton es uno de los hombres que tienen significación 
universal; su obra cambió el curso del pensamiento 
matemático o de la experiencia humana; no fue un niño 
precoz, ni un buen granjero, por eso fue enviado a 
Cambridge en 1661, quizá para que ingresara en la 
Iglesia. Ingresó en la universidad y tuvo por maestro 
al excelente matemático Isaac Barrow. Se graduó a 
principios de 1665 y por distintos motivos regresó para 
vivir en la solitaria casita de Woolshorpe, donde había 
nacido. Tiempo después volvió a Cambrige y pronto 
dejó marcadas sus profundas huellas en los campos 
del saber, del que su nombre es ya figura indisoluble . 
a él le corresponde el descubrimiento de la naturaleza 
de la luz blanca, de la que se podrá obtener todos los 
colores por refracción (1672), el cálculo diferencial e 
integral y la ley de gravitación universal (1687) en 
cuya deducción tuvo como causa según la leyenda la 
caída de una manzana en el jardín de su casa. El 
teorema del binomio fue su primer trabajo 
matemático. Se cita a continuación un párrafo 
autobiográfico de Newton. “En el mismo año (1666) 
comencé a pensar en la gravedad extendida a la órbita 
de la Luna y habiendo hallado cómo calcular la fuerza 
con la cuál un globo que gira dentro de un esfera 
presiona la superficie de la esfera, a partir de la regla 
de Kepler de los tiempos periódicos de los planetas 
que se hallan en una proporción sesquivariable de su 
distancia de los centros de sus órbitas (sesquivariable 
significa una vez y media o, como decimos, que el 
cuadrado de los años es proporcional al cubo de las 
órbitas) deduje que las fuerzas que mantenían a los 
planetas en sus orbitas debían ser inversamente 
proporcional a los centros en torno de los que giran y, 
por ello, comparé la fuerza requerida para mantener 
a la Luna en su orbita con la fuerza de gravedad de la 
superficie de la tierra, y hallé una respuesta bastante 
exacta. Todo esto ocurrió en los dos años de plaga de 
1665 - 1666, pues en aquellos días me hallaba en la 
plenitud de mi edad para la invención, y me inclinaba 
hacia la DR аа. 
época anterior". 


Reducir expresiones de manera directa con la 
aplicación de las propiedades adicionales. 


IDENTIDAD PARA TRES VARIABLES 


¡Sen(x+ у + z) = SenxCosyCosz + SenyCosxCosz + 


SenzCosxCosy - SenxSenySenz 


Сов(х + у + 2) -CosxCosyCosz – SenxSenyCosz – 
SenxSenzCosy – SenySenzCosx 


Tg(x yz) tgx+tgy+tgz -tgxtgyigz 
1-tgx tgy —tgy tgz-tgxtgz 
IDENTIDADES AUXILIARES 
iJSen(x + y) Sen(x — y) = Sen?x — Sen*y = Cos? y — Сов? 
Сов(х + y)Cos(x — у) = Cos" — Sen* y = Cos* y — Sen*x] 


Талх + Тапу + Tan(x + y)TanxTany = Tan(x +3 


гојТех — Tay — Tg (x — y)TexTgy = Te(x — y) 


v, Tex + Tey = е 2) 


pictas + саз = есы 


SenxSeny 


шымын 


En un triángulo oblicuángulo ABC: А+В+С=180°, 
luego: 


viii [IgA + ТЕВ + ТЕС = TgATgBTgC| 
ix)CIgACIgB + CIgACIEC + CrgBCIgC = 1 


| A. H АС BO: 
х ТЕТЕ Tg „Т ЛЕТЕ —1 
у А B С, 42. BESO] 
жі Се: + Се +Ct85= 0808085 


DEMOSTRACIÓN de (i): 


A, 21 
“E 


Sen(x + y)Sen( x — y) = (SenxCosy + SenyCosx ) 


(SenxCosy — SenyCosx) 
= Sen? xCos" y — Sen? xCos" x 
= Sen*x(1— Sen* y) — Sen? y(1—Sen*x) 
=> Sen(x + y)Sen( x — у) = Sen? x — Sen? y = Cos? y — Cos? x 


DEMOSTRACIÓN de (vi): 


Como: 
А+В+С=180° > A+B =180° —C 


= Tg(A + В) = Tg(180* — C) 


ТЕА +ТЕВ _ _ 
7 p-TgATgB (ЕС 
=> ТЕА + TgB = -ТЕС + ТЕАТЕВТЕС 
=> ТЕА + ТЕВ + ТЕС = ТЕАТЕВТЕС 


DEMOSTRACIÓN de (viii): 
2 AB EZ 
А+В+С 2180 > 34 = 90° 
Ar с А B 
> +7 0w-E = 107 2 
Tg ^ +те 8 
2 2 с 1 
Я вст 
i= Tg 
Te ¿TE z Те > 
AE: вс. An, В 
>TEGTEG+TEGTEG=1-TEGTEG 


А, В АС B с 
ТЕТЕ ТЕТЕ Ty TR; =1 


EJEMPLO : 
Simplificar: 
E= CtgA + CtgB , СА + СС Став + CtgC 
TgA+TgB ^ TgA+TgC — TgB+TgC ' 
Si: А+В+С=180° 
RESOLUCIÓN: 
_ США + Став США + СШС 
© TgA + TgB A ul 
США CigB 
__СПА+СШВ _ 
= CB + Ciga - CHA CUm 
CtgACtgB 
Luego: 


E = CIgACIgB + CIgACIgC + CIgBCtgC = 


A ANGULOS  COMPUESTOS(PROPIEDADES) 


PROBLEMA 1: 
Si: а+ь+с=5, el valor de: 


tgatgb+tgatgc+tgbtgo, ев: 


к)1 


1 1 
A3 B)- 3 С)1 D)-1 3 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad: si а+ь+с=5 
tgatgb + tgatgc + tgblge = 1 
RPTA : "C" 


PROBLEMA 2: 

Los ángulos a, $ y 0 satisfacen la relación: 
tga+tgp+tg0=tgatgótgo 

Hallar la suma de: а+ф+0 (В: número entero). 


AJO — B)2kx C) thx ру tkr E)kr 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad: 


Si: tga*tg B^ tgý=tgatgptgý 
* Entonces: а+ а + $-kxr,ne 2 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 3: 
Si А + В + С = 180° 


Hallar: 1gA+tgB+tgC 
А) senAsenBsenC В) созАсозВсозС C)1igAtgBlgC 
D) ctgActgBctgC E) secAsecBsecC 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad: 

A+B+C=180'(n),n є 2 


€ tgAt tgB t tgC - tgAtgBtgC 
* Entonces: 
1 1 


-ctgActgBctgC 
КРТА : "D" 


tgA+tgB+tgC $ tgAtgBtgC 


PROBLEMA 4: 
Si: А + B + C = 180°, el valor de: 

E = ША + В + tgC - tgAtgBtgC 
A)1 B) -1 С)2 D)O 
RESOLUCIÓN: 

* Propiedad: 
Si A + В + С = 180°, entonces: 
ІВА + tgB + ШС = tgAtgBigC 


Е)-2 


EDITORIAL RUBI 2 


E=tgA+tgB+tgB - tgAtgBtgC 
«АИС 
=> Е=0 


PROBLEMA 5: 

Hallar £gA en un AABC , cuyos ángulos cumplen: 
senA = nsenBsenC 
созА = ncosBcosC 


А) п В) п 
RESOLUCIÓN: 
* De: зепА= пзепВзепС .. 


cosA=ncosBcosC .. 
* Dividiendo (1) + (II): 


RPTA : "D" 


С)п-1 D)n*«1 Е)п+1 


A+ B+C=180" > B+C=180"- A 

* Entonces: cosÁ=- cosB +С 
* Reemplazamos en IT: 

— cos(B-- C) =псовВсозС 
E -cos(B- C) sJ cosBcosC – senBsenC 

cosBcosC cosBcosC 

=> n=- 1+tgBtgC 
* De (I): 


әп 


n=- 1+tgAtgA=n+1 
tinta RPTA : "E" 


PROBLEMA 6: 
Siendo ABCD un cuadrado y M punto medio. 
6 


Calcular: Н--------4 
ішағін tgo 


А)? 

В) 1 

У a 

D)-3 

юз ¿e м 

RESOLUCIÓN: 

* Del grafico. їапб=1 
tana-2 

Pero: 

a+PB+0=180" 


> tana+tanf+tanó=tana.tanf.tano 
2+tanf+1=2tanf(1) > tg p=3 
* Luego: 6 


tana+tanf+tano 
pai ir 
в 
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PROBLEMA 7: 

Si: x+y+2=90" y tgx=2fgy = 3tgz , calcular: 
E= 3ctgx + Чашу + octgz 

A) 15 B) 19 C) 23 

RESOLUCIÓN: : 


* Condiciones: 
++у+ж=#0°......... сосед (1) 
tanx =2tany =3tanz =k ................ (II) 


* De (П): 


D) 26 E)30 


tanx=k 


* Pero: como x + y + 2 = 90° 

= гапхлапу + tany. tanz + tanz.tanx = 1 
* Reemplazamos: 

kx * T3 +Žxk=1>k=1 


* Luego: E 
fanx=1 
tany=1/2 
tanz=1/3 

* Se pide: 


E=3cotx+4coty+65cotz 
> E=3(1)+4(2)+5(3)=26 


RPTA : “D” 

PROBLEMA 8: 
En un triángulo ABC se cumple: 

senC=/2sen(A – В) 

tanB-3/3 - 246 
Hallar el valor de ángulo BAC. 

л л 2x бл Зл 

А) 5 Bi с) 3 DJ E 
RESOLUCIÓN: 


* Sabemos que: 
=180°- (A + B) 
> senC=sen (A + В) 
* Entonces: 
ERA - B) 
sen(A+. 
uu n 
* Aplicando propiedades de proporciones: 
зеп(А+В) +веп (А – В) _ 4241 
sen(A*B)-sen(A- B) _ J2- 1 
2веп А сов В 4241 
2cosAsenB 42-1 
„ЈА 2+1 J2«1 
шв 42-1 4241 


> tg A=tg B(34 242) 

> tg A=(3/3 - 2/6 )(3+2./2) 
> tg A-3(8 - 242)(3242) 
> tg A=/3 => А=60° 


* En radianes: A=Z rad á 


RPTA : "A" 
PROBLEMA 9: 
Si: пажње) = 5 евз 
Calcular: £g(a - b + c) 
6 21 27 29 11 
A) 7 BF O D-7 Е) 57 
RESOLUCIÓN: 
*Dato: ща) = y tgb-3 
ж e 
aaron шазы-2 
tga+tgb -3_ tga+3 -3 
l-tgatgb 5  1-3tga 5 
> 5tga+15=3-9tga > tga-- 7 
* Luego: 
tg(a - b*c)-tg(a— b) 
а 3 
tga-tgb _ zr 227 
1+tgatgb mem 11 
RPTA : "C" 
PROBLEMA 10: 
5 a-b. Ее 
Si: 486-9) :tg(y-2)-71 
Entonces: £g(x – z) es igual a: 
a b a-b atb a+b 
205 Иа НВ rem 5) а 
RESOLUCIÓN: 


“Пе: tg(x нано 2)=1 
* Observar que: 
х-2=(х-у)+(у-=) 
* Entonces: 
tg(x-2)=tgl(x – y)+(y-z)] 
tg(x— y)*tg(y - 2) 


gs 71 yal - 2) 


> tg(x-z)= 


RPTA : “A” 
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PROBLEMA 11: 
д 17x 
Si: ар y clga+ctgy=7ctg 8 


Calcular: etga ctgy 
4)8 B)6 
RESOLUCIÓN: 


Como: D. 


=> ctga ctgp ctgy = ctga еы, 
7etgp 


> ctgactg B сіңу -8ctg fp 
> ctgactgy=8 


PROBLEMA 12: 


C)7 D) 77 E) 2 


а+В+у= 12(8)+115 


RPTA : “A” 


En: 
7 67 
A) 18 B3 
23 
с) 74 D)1/2 | 
А 
E 54 —7— 
41 Calcular: “28” 
RESOLUCIÓN: 
*Como: А + B + С = 180° 
>1gA+tgB+tgC=1gA tgB 120 


13 4 (18 4 
Et. 4t - 2 E 
> 7 +В 3 ( 7 Jen: 


c 


39428 52 
—s..—- —tgB - tgB 
x 21 21 „4 x 


> 67=31tgB > tgB- 87. 
PROBLEMA 13: 
En el siguiente cuadrado: 


7 —2— 
ап B 5 


RPTA : “В” 


2 

с)- D)2 
97 ) 

3 
Es 
RESOLUCIÓN: 
* Dela figura se obtendrá: 
* Como: 


--2--і-і- 
L1 L] 


9+у+а=180° ТУУ) 


=> ig0+tgy+tg0=tg0tgytga 


3 2 (3 2 
= ни 3 -(5)и (2) , 


7 7 
> у+—=ешу > tgy-— 
gy, ЗУ > tgr 4 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 14: 
En un triángulo ABC , se tiene que: 


tgB tgC 
tga= 22-8 
РАНЕ 
Calcular: Е = ША  tg^B + tg?C 
A) 12 B)7 C) 41 D) 14 E) 241 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: tgA=k —tgB =2k y tgC=3k 
* Ahoracomo: A+B+C= 180° 
> tgA+tgB+tgC=tgA tgB 120 
> h+2k+3k=k(2k)(3k) 
6k=6k3 => Есі 
* Se pide: E=k*+(2k)?+(3k)?*=14k*=14(1)?=14 
ВРТА : "D" 
PROBLEMA 15: 
Hallar: "tg4" 
Si: 7АР=РВ=7 ВТ= СТО 
1: 2 3 
A р B 
4 ; 
D С 

61 35 61 5 61 
ЖУЛ P» dipl. m а 
RESOLUCIÓN: 


+ ё 
San ПАР = РВ = iar = 5 ТС=7а 


> АР = а; РВ = Та; ВТ = га; ТС= За 
* Entonces en la figura tenemos: 


* Como: 


а +8+ = 180 
> ша + ШВ + пф = tga tgp 180 ........(I) 
* Pero: 


3 5 
Тапа= ^Тапр. 7 
* En (I): 
3.5 _ 35 61 
g tz о ле A 


RPTA: “E” 
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PROBLEMA 16 : 


Si A,B y C son las medidas de los ángulos de un 
triángulo ABC, simplifique: 


F= Cos(A - B) + Cos(B-C) Cos(C - A) 

Sen( A).Sen( В) Sen( B).Sen(C) Sen(C).Sení А) 
AJO В)1 C)2 D)3 E)4 
RESOLUCIÓN : 

F- Cos(A - B) Cos(B- C) Cos(C — A) 


SenAxSenB * SenBxSenC SenC x SenA 
CosACosB ‚ SenAx SenB 


SenAxSenB SenAxSenB 
CotA.CotB 1 
luego: 
F=CotACotB+CotBCotC+CotC.CotA +3 

Por propiedad=1 

Dado que: А+В+С=180° > F=4 
RPTA : “E” 

PROBLEMA 17: 
En la figura mostrada , si AB=3a ;ВС=2а у AD=5a 
calcule Е=Тапа - 1 


B, с 
А р 
А)21 B)20 С)10 D)7/2 Е)2 
RESOLUCIÓN : 
За 
A Ар 
Notemos que: > Ton 
а=0+$=> Тина Там SIA TG 
Ahora ,como: "32.3 
Тапф= = 5 
Тапд= за am 
Reemplazamos: 2a 2 
3,5 21 
nac B d --0- >Tana=21 
1-16 5 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 18 : 
En la figura mostrada, si AB=BC=2u y CD=3u, 
además ¡a+8+0=2 Calcule : P 


F=Cot(a)+Cot( fB)+Cot(0) . 


A B с р 
Амт В су лды "уш 
7 7 7 7 
RESOLUCIÓN : P 
Condición: а + 8 + 0 = 90° 
h 
A 2 B 2 € 3 D 
Del gráfico: Tana - + ү? Tanp =% ; Tang - + 


Como: а + f +0 = 90“ 
= Tana x Тапр + Тапр x Tan + Тапд x Tana = 1 


ы h? ГЫ 
35 a5 ` 21 
зһ? +7 + 513 » 105 
> 155 =1>h zT => њ=Ј 
Luego: 
ego Cota + Сод + Cotg =Z ++% -15 
> Cota + Согд + Cotg = 1577 
ВРТА : “E” 


PROBLEMA 19: 
En un triángulo ABC se cumple: 
SctgB -7 ctgC = 2mtgA 
SctgA – 9 ctgB = ntgC 
10ctgC — 2ctgA = pigB 
Determinar la relación que se cumple entre “m”, “п” 
уз” 
А) 2т+2п+р=1 В) 2т+п+р=1 
С) 2т+п+р=2  D)m+n=2p 
RESOLUCIÓN: 
* De las condiciones obtenemos: 
ScotBcotA – 7cotCcotA = 2m.....(I) 
ScotAcotC – 9cotBcotC = п........(П) 


E) 2m-n=2p 


ЕШ EDITORIAL RUBISOS 


10соіСсоіВ - 2cotAcotB = p.........(III) 
* Sumando (1) , (П) y (ІП): 
cofAcotB+ cotAcotC + cotCcot B- 2m & np 
1 


= Эт+п+р=1 
RPTA: "B" 


(PRIMERANRRAGTICANDIRIGIDAS 


(65) dado el triángulo ABC, simplificar : 
ША + ШВ + igC-1gA tgB tgC 


AJO B)1/2 сз D)1/4 Е)-2 
63) Dado un triángulo АВС. 

CtgA = 3; Став = 2. Hallar час 
А)-2 B)-3 С)-1 ри Е)2 


63) Dada la siguiente igualdad: 

1280" + 16707 + 1830" = k 1804070" 

Calcular: А = А + Свсб0° 

АЫЗ В)2уз 0848 р) zx 
(93) En un triángulo ABC, reducir: 

1 + CtgACIgB + ctgACtgC + CtgBCtgC 
АЛ В)2 С)З D)4 E)5 
(63) Dado el triángulo ABC; tgA + tgB = 21gC 


«В 


=> 


Calcular: g АВ +1 
IgAtgB —1 
А)1 В)2 С)з рм Е)5 
69 Si: x + y + 2 = 90° 
Calcular: tgxtgy + tgxtgz +tgylgz 
Аји8 В)1/4 €? рл EN2 
(62) Calcular: 
1g21'tg23* + шоа 1346" + tg21^tg46* 
AJO В)1 С)2 D)3 E)4 
(93) Reducir: 
Ctg10* + Cig20” + Ctg60 
Ctg10"Ctg20 
Ай B3 С) J313 D)2 EJ3 
(9 Simplificar: 
tg (x - y)+tg (y-2)+tg (2-x) 
ta(x—y) tg (2-х) 
A)jtglx – y) B)tg(y – 2) C)tg(z - x) 
Ditg(z - y) E)tg(y - x) 
A B с 
(Ел un triángulo ABC: etg ita 258 


estan en progresión aritmética. 


Calcular: ctg а ctas 
А) В)2 C)3 D)4 E)5 
(13) Hallar k, sabiendo que en un triángulo ABC se 
старше 21g20*1g50* 4 1g220* 
A)3 Bj-3 С)3 р)4 ЕЈ 
(13) Si: 
а+Ь+с=36° 
Reducir: 
іңба + 1256. + {бс – tgoatgobtg5c 
А)-1 В)о сл D)2 Е)-2 
(13) Еп un triángulo ABC: 
1gÀ - 17 ШВ =1gC +1 
Calcular: 
tgA + tg2B + tg3C 
А)2° Bj2* C)2* D)2 E)2* 
Er а+д+0= 90 y ctga = 
Calcular: 
Ez-(34tgB)( 3+1g0) 

АЈІ B)3 С)5 D)8 E)10 

Reducir: 
e» 3 x 353 sees” - 1883 - 8 
А)? m7 gs DJS EM 
(12) Del gráfico mostrado, calcule: tg 

D 

9 8 8 5 6 
A) 5 B) 7 C) 9 D) 7 E) 5 
(3) En la figura, calcular: tga 

3 11 
Ao Ето 


ATHIGONOMETRIA 2 
(19) Del Gráfico, calcular: fg0; donde: AB = ВС 


2 3 3 4 
А)1 B). Ces D E) 
ед En la figura, calcule: {#0 
B 
9, 
4a, 
DT BLA ees 
Уз УЗ NE] J3 
UR NE EIS UE E 


WAS 


EEANDONIEIABRIS 


@ўЕп un A ABC, se cumple: 
1gA =1 ; tgB = 2; calcular: tgC 


Ай B)2 C)3 D)4 E)5 

@ Si: х+у+2 = 180° 

Reducir: _ cos(x- y) il cos(y - z) n cos(z — x) 
senxseny  senysenz  senzsenx 

А)1 В)2 C)-2 D)3 E)4 

63) Reducir: 

16270440" – 1840" 
А0 B)2tg50° C)2tg40° D)2tg80° Е)21д70% 


0% Dado un triángulo ABC, si: 
tgA =а-1; tgB=a ;tgC=a+1 
Hallar el valor de: 
Arar+arl 
А)5 В)10 С)15 D)20 


(63) A partir de la figura hallar: Ctgx 


> 


Е)25 


«DY 
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АЈ7 В)8 С)9 D)10 Е)11 
68) Si: х + y + 2 = 180° 
tanx + tany _ tanz 
2 3 4 
Calcular “tany” 
27 36 2 
A). m B). в C) =; D)1 E)2 
(02) Еп un ААВС: 
cotA  cotB  cotC 
5 6 
Calcular : “cotC” 
3 4 1 45. 2 
A B, 
у 7 O Bg 
@ En un triángulo ABC: 
tan À = 3, tanB = 4, 
¿Cuál es el valor de “ФапС”?. 

5 6 7 8 9 
Aun Bn Oz Вт ER 
(09) Si: x + у + 2 = 180° : además : 

tanx=5 ; tany = 3, calcular “tanz” 

1 2 3 4 5 

A) В)— с)— D)— т 

7 7 ) 7 ) 7 ›7 Е) 7 
(0) Partir de un triángulo ABC, obtenga К. 

= cosA cosB & cosC 
senBsenC | senAsenC зепАзепВ 
A)1 BÍ2 €)3 р)4 E)5 
(O) En un triángulo ABC se cumple 
tanA + tanB-tanC=0 

Determine el valor de tanA tanB 
A)1 BÍ2 С)4 D)6 E)8 
(12 Si: x+y+2=2x 

Además cosx = - cosycosz 

¿A qué es igual co£ycotz? 
Al B © 3 р)1 Е)8 
(3) Del Gráfico adjunto ¿cuál es el valor mínimo 
detan 8?. $ 
А) 3 В)2 С)8, 3 D)J4,3 Е)б,8 


(З Еп un triángulo АВС, se trazan las medidas АР; 
BN y CM; siendo G baricentro de dicho triángulo, se 
tiene que т< MGA-am«GGN-0 y 


m« PGB-f . Determine el equivalente de 


^ ANGULOS COMPUESTOS (PROPIEDADES, 


cotA + cotB + cotG 
Ajtanatanflanó Bjcota+cotf+cot0 Cjtana+cot frtano 
D)cota+cot ВН ал Ejcotacot Bcotà 

DIRIGIDA) 


ДШ 


(Зе gráfico calcular el valor mínimo de: Cot 


/10 3.10 2.10 2.10 3410 
A В. С. D 
2-5 ) 5 ) 3 ) 9 E) 10 
(02).Siendo : Senx=mCosy; Cosx=nSeny 
Señala el equivalente del Cos (х+у) 
дтп?) p Уа тепе =1) 
n+m n+m 
c) т - y Joel y Inm 
n-m n* – m? nm 


Del gráfico calcular: (x-0) p» Sen(0—*) 
e END 
Si: АВ=ВС А 
B с 
7 9 
Е) 15 
А)ТапаТапӨ B)CotaCoto C)TanaCoto 
D)CotaTano EJCotaCotO 


(938i en el gráfico Cota asume su mínimo valor, 
calcular: Со40 


A 
2742 
A dU ба 


C 
һу? ҒАН 
10 20 


114/2 7742 


(09 Si:a+P8+0=90" 
Además: (а, В ^ 0 son agudos) 
_ Тапа+2Тапра+ЗТапд + Tanf+2Tan0+3Tana 


d Cota Cot T 
Tan9+2Tana+3Tanf 
Coto 
¿Cuál es el mínimo valor de R? 
AJ3 B)4 С)5 D)6 E)7 


(62) En un cuadrilátero ABCD las diagonales se cortan 
perpendicularmente en P. 

ЗЁРАВ = a ; РВС=р ; PÉD-0 y PDA=x 
Cumpliéndose: a 4 8--0 — 180 
Cos(x+a)Cosíx+8)Cos(x+0)= 
KTanaTanfTano 

Hallar: “K” 

A)Sen?x В)Сов?х C)-Sen?x D)-Cos*x E)-1 
09 En el cuadrado ABCD 


Calcular Coté,5i: EC = 5ВЕ ^ CF -2FD 


Además: 


E 
= = = 


F 
A 
D 
19 19 19 17 19 
Au В) 21 O DS E2777] 


(9) De acuerdo al gráfico, calcular: 
R- Tana*Tanf Tan – Тапф 
TanaTanfTanO 


ATRIGONOMETRIAS 


АЛ B)2 ož D)Tan$ 


(498: en el gráfico mostramos: 
а+8+0=180° 
Calcular: 


с= R(x^*y* +z? )xyz 


E)Coté 


А)2 B)4 С)6 


(ӛзі: Sen(x+a) _ [Sena .Cosa 
Sen(x+b) Y Senb.Cosb 

Calcular: Tan*x 

A)SenaSenb B)CosaCosb 

D)CotaCotb E)SecaSecb 

(13)Del gráfico mostrado: 


Cota Cot 
1%2Со40 


D)J8 E)16 


C)TanaTanb 


Calcular: R= 


Ай В)2 C)3 
(358i en el cuadrado mostrado 
ABCD;AH //СС y BE || DF 
Hallar el equivalente de : 
_ Tanx – Тапу 


үз 4 o 
1+Тапх+Тапу’ кечуу 


А)Тап8+Тапа  B)Cota-CotB  C)Tanf-Tana 
D)JTana+Tanf E)Cotf+Cota 


(13) Siendo :a+8+0=x 
Además: 
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Tana+Tanf2Tan0=Sen*xTano 


ТапВ+Тапб+2Тапа=8ес?уТапа 


Tan0+Tana+2Tanf=Sec*zTanf 
Calcula: S2 Cot^x4 Cot? у + Cot^z 


A)1 B)2 С)3 D)4 E)5 
a3 Si: 1- TanxTany-4Cos(x – y) 
1+ТапхТапу=9Соз(х+у); 
(х-у)+(2п+1)я nez 
Hallar : Cos( x - y) 
1 3 1 4 5 

A) = в) = с) 3 D) 7 E) 13 
(19 Si:a+B+0=x 
Además: Cosa = CosxSeny 

Соз} =CoszSenx 

Cos0=Cosy.Senz 
Calcular: TanxTanyTanz 
ал — B)i C0 D), ЕМ 
Siendo los ángulos de un triángulo: a,0 уф 
Para los cuales se cumple: 

Sena - Cosa 
Cos -Seng 00% 
Hallar el valor de : E= Tan*g(Tan0—1) 
2Tan0+Tang 

А)1 B)2 С)3 рм E)5 


(9 En la figura mostrada , si AB-3a ; ВС=2а у 
AD=54 calcule F-Tana — 1 
B с 


А D 


А)21 В)20 C)10 D)7/2 E)2 


ÉCLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA) 

Da а он 1550 Ува) Фу] 

oa [ram [Pt js reco 80) 
08 09D 


DADADADA DATA 


(96 [6)р]7)А 8)Е HAJO)B) 
[16)4]17)1]18)4) 


Al finalizar la unidad , el alumno será capaz de : 

* Diferenciar entre función del ángulo doble y 
doble de una función. 

* Establecer las relaciones fundamentales del ángulo 
doble en términos del ángulo simple. 

* Degradar funciones cuadráticas en términos de 
funciones de primer grado. 


* Deducir fórmulas del ángulo doble en función de la 
tangente del ángulo simple. 


FUNCIÓN SENO ,COSENO y TANGENTE 
DEL ÁNGULO DOBLE 


Antes de comenzar a deducir las fórmulas 
fundamentales del ángulo doble debemos señalar que 
es un error frecuente considerar la unión del operador 
trigonométrico con el ángulo como una multiplicación: 


Sen2x = 2Senx 
Соз2х = 2Созх 
Tan2x = 2Tanx 


Gráficamente podemos ver las diferencias: 


Y 
2 
1 
RN го 
i 


TEE RECUA 


En la deducción de las fórmulas del ángulo doble 
consideraremos: 


x => ángulo simple 
2x = ángulo doble 


ме на Tm. 

A través de las funciones trigonométricas de la suma 
de dos ángulos podemos deducir las fórmulas del 
ángulo doble , considerando los ángulos iguales. 


SENO DEL ÁNGULO DOBLE 


El seno del ángulo doble se obtiene a partir del 
sen(a- B), haciendo: а= f 2x, así: 


sen (a + 8) =вепа cos fl cosa соз) 
> sen( х+х)=зепх cosx + cosx senx 
> sen2x =зепх cosx + senxcosx 


Entiéndase que el seno de un ángulo es igual al 
doble producto del seno y coseno de la mitad de 
dicho ángulo o, el doble producto del seno y 
coseno de un mismo ángulo es igual al seno de 
su respectivo doble. 


EJEMPLOS: 


* вепб0=зеп2 х 30 = 2зеп30соз309 

* веп14° = веп2(7°) = 2веп7° Сов7° 

* 2зеп50соз50 =зеп2(50)= зеп100 

* 2зепб°совб° = ѕеп2(6)° = sen 12° 
За 


*Sen30 = 2Sen > Cos = 


8 0 0 
*Sen—- - - 
Sen 3 2Sen 7 Сов 7 


25еп5хСоз5х _ беп10х 


*Sen5xCos5x = 
епбхСов5х 3 2 


*Sen6Cos0Cos20Cos40 = 3 (2Sen0Cos0) Сов20Сов40 


= Sen 20Cos20Cos40 = i x 5 (25еп20Сов20)Сов40 
Sen80 
8 


= d Sen46Cos40 = i x > (2Sen40Cos40) = 
Nota : 

9 9 8 0 0 

= LCos== беп Cos — Сов — 

Sen8 = 2Sen 2 Соз 2 2x 2Sen 4 Cos 4 Cos 3 
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9 0 в [4 
= Sew Cos Сон Con s 
> Бепд = 2x 2x2. Con Cos Cos 


> зепд = 2x2x 2x. Sen 5. Cos 


[4 [4 0 
= A GOL раа 


Si hacemos : 0 = 2x,obtendremos : 


CosxCos2xCos4x.....Cos2"-! x = Sen2"x 
2" Senx 


COSENO DEL ÁNGULO DOBLE 


El coseno del ángulo doble se obtiene a partir del 


cos(a- B) haciendo: а= В= х, así: 


cos(a- В) = cosa соз  - зепазеп В 


EJEMPLOS: 

* сов40 = сов2(20)= cos? 20 — sen? 20 
* с0810° = соз2(5°)= cos? 5^ — sen? 5° 
* cos?^30 – sen? 30— cos2(30) = cos60 
* cos? 6? — sen? 6” = сов2(6°) = с0812° 
2 л 


*cos? E — sen 
PIER 4 


л - 
se) = cos 


TANGENTE DEL ÁNGULO DOBLE 


La tangente del ángulo doble se obtiene a partir de 
tan(a В), haciendo а = f =x, así: 
tana t tanf 
1-tana tanf 
tanx+tanx 
1-tanx tanx 


ѓап(а+ В)= 


> tan (x+x)= 


EJEMPLOS: 
"запад = tan2(40) = 71248 _ 
1–гап“ 40 
* tan&'- папа(а = ent _ 
1-tan"3* 
* 22190 = fan2(90) = tan180 
1-tan* 90 
+ _ZtanT јапо(т) = tanld* 
1-tan^7T 
RESUMEN: 
sen20= 2sen0cos0 
соз20 = cos*0 — sen?0) 
с0520 = 2cos?0 — 1 
cos20 =1- 2sen?8 
tan20= É€— 
1-tan*0 
DEGRADACIONES 


* Como: cos2x = 1-2sen*x; entonces: 


* También: cos2x = 2cos?x — 1; entonces: 


EJEMPLOS : 

+ 2sen*10* = 1 — соз20° 
* 2sen*4x = 1 – соввх 
* 2со8715 = 1+c0830" 
Además : 


cos2x -2Cos? x — 1 


TRIÁNGULO RECTÁNGULO 
DEL ARCO DOBLE 


Las relaciones fundamentales del ángulo doble se 
pueden expresar en función de la tangente del ángulo 
simple. Una forma sencilla de obtener estas fórmulas 
es a través de la tangente del ángulo doble, la cual se 
puede llevar a un triángulo rectángulo y, de ese modo, 
obtener un triángulo notable. 


Si consideramos а 20(agudo), en forma gráfica se 


^ ANGULO DOBLE EDITORIAL RUBISOS 


tiene. 


cateto | 
Авг tango = 21550 _ Vopuesto] 
1—tan?0 [cateto 
adyacente 


1-tan*0 


* Luego de este triángulo podemos evaluar cada una 
de las funciones trigonométricas del ángulo doble y 
todas dependerán de la tangente del ángulo simple, 
por lo que deducimos: 


2 
ап“ 0 lttan"0 


Del mismo modo se pueden obtener las funciones 
restantes (cotangente, secante y cosecante) 


ejemplos : 


2Тапзф 
060 = ant3o 
1— Тап?37° 
"Cort А Tan*37 


PROPIEDADES : 


Además de las relaciones fundamentales existen 
algunas igualdades que nos pueden ayudar en la 
solución de problemas. Señalemos las más conocidas: 


1) (senx+cosx)?=1+sen2x 


EJEMPLO S: 


* (senp + cosp)? =1+зеп2 р 
* (веп10° + соз10°)? = 1+ sen20* 


II) (senx — cosx)? = 1— sen2x 


EJEMPLOS: 
* (send? – сов4°)? = 1—sen& 
* (sen2x – cos2x)? = 1- веп4х 


ІП) (tanx + cotx = 2esc2x 


EJEMPLO: 
* tan20? + cot20* = 2c3c40” 


* tan3x/2 + cot3x/2 = 2esc40* 


IV) |cotx — tanx = 2cot2x 


EJEMPLO : 
* Cot110^ - гап 10" = 2cot20" 


ф 


= Cot - tan = 2соїф 


У) |sen*0 +с08'0 = РЕ тенге 
4 4 
6 FP 

зеп 0 +с08'0 = —+— соз40 


EJEMPLOS : 
* sen* 15^ cos! 15-=3 + 1. созв0° 
4 4 
^ 6 я _ 5.3 
sen conga РН 
VI )8ес20 — 1 = Tan20 Тапд 
AS e 
Тап 
NOTA: 


Es importante tiene en cuenta que: 


a әд 

2 22 
> LI 2 Д1 
0 <sen“acos оз 


EJERCICIOS 


@ 91: Sens = 8 Coss 


Caleular: E — esc 2x 


5 3 1 3 
4-1 B)-1 91 D-, Е)-5 
638i: SenxCos?x — Sen?xCosx = 
Calcular: Е = Sen* 4x +1 
5 5 9; 9 11 
A) F B) m C) 4 D) 4 E) T 
~ 1 
(655: Стад = = 
Calcular el valor де: 10Ctg20 
15 13 9 7 5 
A) => В) T с) 3 D) 2 E 
Cos20Sen40 
ip A 
@Reducir: А = 7 бов20 (1 + Cosd0) 
A)tg20  B)?tg0  C)etg0 — D)2ctg0  EJtg0 


(93) Calcular Е = tg 80^ctg40* — сіє10°сі50° 


АЛ В)0 С)2 руз E)4 
60 Calcular x en la figura: 
3 
* 2 

26 23 16 18 9 

= се E DZ S 
A) 5 B) 5 C) Б ) Б Е) 5 

: _ 11807 + tg10* 4tg40^ 

O Calcular E-A зы бб терде 
AJ1 B)2 C)3 D)4 E)5 


(63 Simplificar : К = tg 10? + 21g 20° + 4ctg40^ 


А2102 В)сів10° C)ig20"  D)eig20" Е) 1440 


зепд + Звеп20 


КЕРЕБЕСЛІГІ _ 
Өз Reducir: 4-3, 55,5. 300520 
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AligO Бош б  C)tg20 
(19) Reducir : 

Sz(1-sec 2x)(1+8ec4x)(1+sec8x)(1+sec16x) 
A)tgl6xctgx B)tgl6xtgx  C)tgSxctgx 
D)tglóxctg2x ЕЛ 


Dictg20 E) tg30 


(DSi: =[+ө|=т 


Calcular: E= tg20 


1 1 1 2 1 
А», В)-5 dz р) E 
(i3) Simplificar la expresión : 
.6*2cos32 _ 1 
1—cos32? — 2sen*8.cos? 8° 
A)2ctg*16” B)2tg*32* C)tg? 32° 


D)2tg*16" E)tg*16* 


(38i: х= = 

Calcular la expresión; 
Е = cos 2х cos 4x cos 8х соз 16х 
1 1 
А)- В)— 
) 8 ) 2 


1 1 
C)— D)— 
74 ) 16 


(3) Si : GAD- 2CD. Hallar ctg0 


с B 


АҺ? ye с)2/2 pj E)342 
2,12 
(13) Reducir : ћ = Hal ta xr. тін z) 
2sec'x-sec"x 

Ајзепах В)соз4х C)2sen4x D)ig4x Е)2соз4х 


Г DADE [5)6]6)A рав E 
2265) | 


(= алею posie à à 8 à 0à— J*saf”” А  кютоні/лг кпилов) 


PROBLEMA 1: 
E- 


А) 2senx В) Эщх 
RESOLUCIÓN: 


sen2x- 2cosx 
1 + senx 
C)1 


D) 2 E) 2совх 


* En: к=5°"2^+ 2совх _ 2зепх cosx + 2cosx 
1+ вепх 1+зепх 

* Factorizando lo común: 

K=2e08x (senx + 1) 


1 +senx 


PROBLEMA 2: 
Reducir: К = 8senxcosxcos2xcos4x 


Ajsenáx  Bjseni6x C)sen64x D)jsen8x Е)зепх 
RESOLUCIÓN: 
* Ordenando: 
К =4х 2зепх cosx cos2x соз4х 
sens 
> К = 2 x 2sen2x соз2х cos4x 


sendx 
= К = 2веп4хсов4х = зеп8х 
RPTA : “D” 


=2c08x 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 3; 
Siendo "9" un ángulo, tal que: 


ya 
seno= |2 


Calcular "tan20". 
А)2/3 Bs D) J6 
RESOLUCIÓN: 


* Como: 
LE. 


* Piden, calcular: Ye 
= апо > à = 
1-tarnto И (2) 


РКОНГЕМА 4: 


C) 246 Е)/2 


Бі: вапа= 5; "а" agudo, calcular "sen2a" 

5 8 7 15 1 
А) 17 B) 17 C) 8 D) 17 E) 57 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: 1 AZ 1 
tana az A 


4 


* е 
m sen2a=2senacosa 


> senla=2 E 9 

E 77 Ed RPTA : "B" 
PROBLEMA 5: 3 
Simplificar: K = 4senxcos"x – 4sen?xcosx 
A)senx B)sen2x C)sendx D)sen8x E)sen = 
RESOLUCIÓN: 3 


* En la expresión: 
К =4зепхсоз8х - dsendxcosx 

* Factorizamos lo común: 

К = 4зепхсозх (соз? х — sen? x) cos2x 

соз2х 
> К = 2х 2зепхсоз2х 
sen2x 
> К = 2зеп2хсоз2х = вепіх 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 6: 
Calcular el valor agudo para "x" que satisface: 
УЗ 


зепх cosxcos2x = Ы 


A)10* B)15* С)20° 
RESOLUCIÓN: 


* Multiplicando por 2 a cada miembro: 


S(senx х cosx x cos2x)= a x2 


D)30* E)60* 


=> 2xsenxxcosxxcos2x [$ 


sen2x 
> ааа 
sendx 2 


> sends ^. > sendx=sen60" 


= 4х=60 = x=15° 


ЕРТА : “B” 


PROBLEMA 7: 


1 1 
4)-% B3 D) 


RESOLUCIÓN: 

* De la condición: вел + coss. E 

* Elevando al cuadrado: E 
=үз 


(вепх + cosx)? 
1 
2х + cos? x + 2sei E 
=> зеп х + х+ ови 


= 1+вепх=1 > senx-- 3 


ЕРТА : “E” 
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PROBLEMA 8: 

Calcular; K=cotx+tanx 

Para: х=15° ` 

А)4 В) 8 С)2 

RESOLUCIÓN: 

* Pasando a senos y cosenos: 
к= cosx + senx 

senx 5069 


D) 12 E)16 


pues A 
(cos?x + sen?x) 
senx cosx 


э = 


>» K= = К=2сзсх 


2senxcosx 


*Para: х=15° 
> K=2csc30"=2(2)=4 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 9: 
(1+с082х) 
— secr 
cosx 


С) з 


Simplificar: К = 


A)1 В) 2 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerde que: 
+ cos2x = 2cos?x 
2cos*x 

cosx 


D) -1 Е) -2 


secx = 2 совхвесх - 2 
^ RPTA: “B” 
PROBLEMA 10: 


Simplificar: E= [2+ /2+ 2cos40* 
А)сов10% B)1 С)2 D)2cos10* E)tg10* 
RESOLUCIÓN: 


E = \/2+\/2(1 + cos40) 

= E = |2442x2cos? 207 

= E = |2+асов 20° 

> E = [2+ 2cos20* = [2(1+ с0820") 
=> Е = | (2cos* 10) = 2208 10" 


PROBLEMA 11: 
Si: cotx + tanx = 3. 
Calcular “esc2x”. 
А)1 B)2 
RESOLUCIÓN: 
* Transformamos a senos y coseno, así: 


RPTA : "D" 


о D 


1 SIUE 1 3 
ed 5 ЕЕ 2 
sen2x 2 ост 
ВРТА : “D” 


PROBLEMA 12: 
Del gráfico, «рл "созе". 


а, b 
B 20 ө (t. А 
b b b a a 
A) B5 Oz Dy Eu 
RESOLUCIÓN: 
* En el gráfico, trazamos CH 1 ВА 
с 
8 (T 
A 
* A S 
~ nici E вет = СН -asen20 ........ a) 


“522 CH гето > CH - bsenb „чины (П) 
* de (I) = (П): 
asen20 = bsenü 


= ax2xsen0cos0=bsen0> созд=-у- 


RPTA : "C" 
PROBLEMA 13: 
Hallar el valor aproximado de: 
D = cos*4”- cos! 86^ 
742 542 
A) 710 В) Ez с) Ss D)1 E)0 
RESOLUCIÓN: 
* Recordar: cos'a- sen'a = costa 


+ Dcos 4° — сов? 86°=соз? 4* – sen? 4" -cos2(4*) = сов8° 
> Ә.-сов 8° 
D=cos(45”— 37°) =соз45°с0837°+зеп45°%еп37° 
_У2 „4 + 42.3 


NEEDS 


= р; 


PROBLEMA 14: 


Si tga=",n+0; entonces, el valor de 


псоз2а + т sen2a, es: 
А)т+п В)2т+п C)2m-n D)n E)m 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: m=nigA 
F=ncos2A + ntgA sen2A 


> Ретона + 2212. (гвепАсовАЛ 


= Ё=п{ 1- 2зеп2А + 2sen2A] 


>F=n 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 15: 


Si tanen, donde x tz, entonces cual де las 
siguientes alternativas es la correcta: 


Dia совх = 2n” 
141? ' 1+п? 
1-x? 2x 
B)senx= соз- 
14х? ? 1+х? 
2n 1-n* 
С)зепх= 
2 1-2” 1+п? 
2х 1-a? 
D)senx= созх= 
2 Ir ' І+х? 
E) Ninguna de las anteriores. 
RESOLUCIÓN: 
* Recordar: 


1-tga 


* Dato: x 
штеп, хел 
* Entonces: 2 
246 — 
senx= x > senx= E 
1+tg? = 1+п 
2X 
UE RAT 223 ЕТЕ 
х ї+п? 
egi. 
RPTA : "C" 


PROBLEMA 16: 

Sabiendo que: senxseny=$ ухђу=л 

Hallar: cos2 (x-y) 
1 1 
x В)-- 

25 2 4 

RESOLUCIÓN: 

* Сошо: х+у=я = у=л-х 


D)1 


E)0 


1 
e 2 


3 3 
=> senxsenyc, => a АЕ dr 


* Ahora: 
cos2(x – y)=c082 (x — л%х)-соз(4х-2л) 


=соз4х = 2c08* 2x — 1................ (П) 


* De (1): Ue E ?x=1-2(3) 
4 
1 
> cos2x E73 
* Reemplazando en (11): 


PROBLEMA 17: 
Expresar en función de £gx, la expresión: 


_ 2(tg2x — sec2x) 22 
а= +вес? 2x — tg? 2х 


2 
1-tgx 1-tgx a и 
af == e HE) C)1-2tgx D)tgx+1 E)1- tgx 


RESOLUCIÓN: 


* Tratando de simplificar: 
Е_ 282x —sec2x) 
e 


tg2x 
> E =2tg*x( tg2x – вес2х) + sec? 2x – tg? 2x 
> E -2tg?x – 2tg2xsec2x + вес? 2x — tg? 2x 
> E-tg?2x – 21g2xsec2x + sec? 2x 
> E -(tg2x – sec2x)? 


2. V 
| Еа 
l-ig'x 1-tg"x 


+ sec? 2x — tg? 2x 


2 2 
LE [zen =] 


1-tg'x 


2 2 
970 | НИНА (Eum 
(-tgx)I*igx)) |I+tgx 

ЕРТА : “А” 


ATRIGONOMETRIA A 
PROBLEMA 18: 


En la siguiente ecuación, calcular el valor de tg2x, si 
0<2x<x. 


sa (аме Jf- 


xm 
472 


B=16sen* 5 сов 
_ [8/2 
1+ 42 


ANS B)42-1 C241 
RESOLUCIÓN: 
* Analizamos la expresión B: 


2 
== Tor 2 
B» (2eenS сов = cos 


р)43+1 Е)/8-1 


2 
2x РЕЈ € xy 
> B=4sen' 20€ 2. атса: | 
* Entonces: В = sen?x 


* Analizamos la otra expresión: 


аа) 
T eade) 0) 


> 2-2 A( [cosx] ?- sen?x) 


= 2=А{с082х} > весек- А 


242 | 72-1 42-1 
4241 /2+1 4241 
—ig'2x-(42-1) > tg2x=/2-1 
RPTA : “B” 


«У?-1 


tg'2x- 
g 42-1 


PROBLEMA 19: 
Simplifique: 
о - 0917) « Cos(14*) +2Сов?(х) х Тап(14°) 
5ес(14°) х Сої(7) 
4)-2 B)-1 


со D)1 
RESOLUCIÓN : 


Pasamos a senos y cosenos: 


Сов?" и Cos14°+ 2Cos* 7* « 


Ѕеп7° 
Cos7* 
Сов14%х Sen7* 


E) 


Sen14* 
Cos14* 


Q- 
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Сов7° x Cos? 14° + 2Cos? 7^ Sen7*Sen14* 
EP eer 


OPE E 
Сов14° x Sen7* 


(Cos? 14°  [2Sen7* cos 7*] Sen147) 


Сов7% 
e oye 


= @= Соз? 14° + Sen" 14: 5 Q-1 
1 RPTA : “р” 
PROBLEMA 20: 


SiTan (5 4 «рғ. halle Cot(2x) 


A)14 B)7 С)-1/14 
RESOLUCIÓN : 


Condición: Tan(* - =)-2 
De: 


D)-1/7 


Е)-2/7 


1 
ast:Cot2x - —— 
piper 


PROBLEMA 21: 
Calcular “х” en: 


2 
A8 + 
B)4 
С)з 1 
р) 2 ) 14 
E)6 Ee) 
RESOLUCIÓN: 
* Del 
Уа 0-1 y 120-2 
* Ahora aplicamos: x( d. ) 
2120 з x 
g-— E. == 
8% 1-іш?0 zx 


"0 


* Simplificando, se obtendrá: 


PROBLEMA 22 : 

Si:(V3 - /2)Tan*(x)- ЈбТап(х)+ 2 – /3=0 
entonces al calcular Tan(2x) se obtiene: 

A2 - 48 B)842 - 248 C)3/343/2 


ptis panes 


RESOLUCIÓN : 

(43 —/2)Tan*x - /бТапх + 2 – 8 =0 
=> УбТапх = (43 -42)- (48 – /2 Tan?x 
=> J6Tanx=(/3 – 2 )(1-Тап?х) 


> Тапх __( 48-42) 
1-Tan?x 46 
2Тапх (43-946) 112, 248-32 
1-Tan*x J6 (6 3 
Н ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 23 : 
2 
аи STan(a)[1- Tan*(a)] 
[1- Tan? (2)] 
А)1/2 B)1 С)3/2 D)3/4 Е)3/5 
RESOLUCIÓN : 
Condición: а = Á 
Tenemos que evaluar: 
_8Tanax(1-Tan*a) 
(1* Tan*a)* 
2 
=>Е=2х2х те. I Terr —-2x2Sen2axCos2a 
1+Тапѓа | 1%Тап”?а a 
о-авин 5) > E=2Sen30" >E=1 
RPTA : “B” 
PROBLEMA ех 
Si: a 
ж к 
3 
< FON 
Calcular: E = а? + За? +а-4 
АЈС B)-1 С)2 D)3 E)1 
RESOLUCIÓN: 


* Del esquema: 2 
шха=а y tg2a=* =а+3 
* Ahora aplicamos: 


Ра 

tg2a- ———— 

= 1-tg?a 
Das 22 > аза аза оа 


* бе pide: E= a? +За?+а-4 
AS ы 


>E= 3- 4=-1 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 25: a yo 
Simplificar: M=,/[I+ senda + sen2a 
Si: 90°<а<135° 5 
AJO B)2sen2a+cos2a C)cos2a D)2sena E)-cos2a 
RESOLUCIÓN: 
* Recordando las identidades: 

веп?х +соз?х=1 

зеп2х = 2senx cosx 
* Completando cuadrados en М: 


M =} sen? 2a + cos? За + 2sen2acos2a + sen2a 


= М= „((вепга + cos2a )? +sen2a 
* Propiedad: ПРО ||; vrer 
* Luego: M=|sen2a+cos2a|+sen2a 


* Del dato: 
90° < а< 135" 


* Es decir 2a c ИІС: 


= 180°< 2а<270% 


"Entonces: М=- (вепга+соз2а)+вепда 
= М--соз2а 
КРТА : “E” 

PROBLEMA 26: 
Simplificar la expresión: 

v= Los +4sen? 2 
1–сов — 4 
Ајзесб  B)sen*ó C)4  П)зепд+совд БЕ)? 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizando las identidades de degradación: 

2sen?x = 1—cos2x 


2cos^x = 1+ cos2x 


* Luego: 
_ 1-cos8 ad n72 
1-cos 2 4 
2 
0 8 
sen? < (2sen -сов 4) 
= Уш Zohn on A У 
Жеп? 5 sento 4 
8 9 9 0 
эш? е 20. 20 20). 
= V-4cos ¿Hen 4 4(cos í 5m 4 =4 
1 
КРТА : "C" 


PROBLEMA 27: 

Simplifique: 

SE +5еп(2А) – Cos(2A) 
1-Sen(2A)+Cos(2A) 
B)1 


|icorrza)+cecrza)] 


ан C)?  D)Tan(A) Е/оЦА) 


ATRIGONOMETRIAS 


RESOLUCIÓN : 


Tenemos: 
s (26924 +Sen2A 
02+ Сов?А + Sen2A 


-( 25еп?А + 25епАСовА 


y Cot2A + Csc2A) 


2Cos* A + 2SenACosA 


x (Saint сезд. сена 
СозА(СовА + ЅепА)) ЅепА 


ои 


>E=1 


RPTA : "B" 
PROBLEMA 298: 


Sif «act, Sen(a)« Cos- 5; halle P=¿Sentta) 


23/2 5643 sol 56/2 , 55/2 
Vas Y TS Das Е) 248 
RESOLUCIÓN : 

Condición: Sena + Cosa = H 


Elevamos al cuadrado: 
Бепо, + 2Seno Cosa. + Сов? = 


Como: = са <= 
4 2 


2<7а<ж = ?ае С 

así: 

Cos2a = -/1- Sen* 2a = – 1-8 > cosza=- 22 
Ahora: 1 1 
= Seta >P 5528020300024 
1 4/2 5642 
x2x z- 9 3E P=- 243 


P= 
3 9 
RPTA : 


«p» 
PROBLEMA 29: 
Determinar la longitud DC, si: BE-1 

B 


A)seca > 
B)sec2a Q 
С)2 с 
D)1 
Е)сзса 
“а 
А D 
RESOLUCIÓN: 
“те! AADC: 
CD-ACxsen2a 


= CD-(cota*tana)sen2a  CD-2 
2cac2a 
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(91) Si: зеп х + соз.х = /2 
Hallar : sen2x. 
А)1 
@ Si: tana - 3 

4 
Calcular: sen За 
А)0,76 В)0,96 

5 1 

ӨЗ Si: sen P=3 
Calcular: sen 28; ве ПС 


22 np ER 


1 
B) 3 


C)0,28 П)0,86 


E)0,64 


o- 


~ 
№ 
ік 


Calcular : cos 28. 


4 
45 B) 


a 
13 4 


13 


69 Si: send - 22; ¿enc 


Calcular: tan 24. 


а 


1 
@ Si: соз0- =? 
Calcular : tan 20; 0 e ШС. 
AN2 B)- 2/2 


42 
B)--7- > 


EDITORIAL RUBISOS 


M ‚ „_ веп20--2веп0 
guter JM ШУНЫ рери 
А)веп0 B)2sen0 


69) Simplificar : p. 5en20*cos0 
sen 9 + sen 30° 


B)sen 0 C)2 cos 0 


(OSimplificar: 2Óg18"30' , 6tg26"30' 
1-tg!18*80' 1-18226°30' 


А)3,6 В)3,8 С)4,7 D)4,8 E)5,7 
(O) Simplificar : E = 2 (1 + cos[2x + 1]) sen? (x + 0,5) 
A) 2sen* (2x +1) B) /2зеп? (4x + 2) 
С)0,5 sen? (2x + 1) D)0,25 sen? (4x + 2) 


(5: ae је; зі, reducir; 
+ N4sen*a + sen? 2a 


B)4cosa C)4sen 2a 


С)сов0 


Ай 


m 
ай ERO 


A)4sena 


© A partir de la figura hallar: tg 20 


2 
А) 5 У 


4 9 


(9 Si: A Hallar : (рак. 


ЕЈЗ 


(42) Reducir: (sen х + cos x)? – (sen x- cosx)? 
А)зеп2х B)2sen2x C)4sen2x D)8sen2x E)l0sen2x 
(13) Reducir : cfgdx – шах 

Ajetg2x B)2ctg2x Сјешвх D)2ctg8x  E)2ig2x 


implicar : [14.2 [2,2 
(13) Simplificar : EIU) 2+2©0°4* 
А)соз = В)сов $ 


@@ Si se cumple: зеп*х + cos* x = А+ Всов4х, 
hallar: А-В 
А) + 

ASEGURAN IRIGIDA, 


Өй Бі: Ѕепх = 0,333...; 0° < x< 90° ,calcular: 


C)cos x 


1 1 
В)— e) — 
^а 13 


"sen2x" 
2 

1 2 242 248 242 
Ag da DE Bra 
(03) Siendo: Cose Evaluar: *2cos2x" 

243 2 УЗ 2 443 
A) 3 B; © D E) = 
(63) Simplificar: „у _ зеп2х , cos2x 

cosx senx 
A)senx  B)csex С)совх D)secx E)tgx 
(93) Reducir: Aien зеп20 + seng 
1+с0820 + созб 
A)cotü B)2cot8 C)tanà D)2tan& E) 
Ф Reducir: Qro 1 
= 
AJO B)1 C)3 D)2cot2x E)cot4x 
(69) Calcular: 
N- (соз35°+ веп35%)( соз35° — sen 35°) 
4cos10". sen10* 
Ал B2 оз юу B 
(02 Simplificar: 
Р (вепа + сова)? -( sena — cosa)? 
cos'a—-sen'a 
Ajig2a  B)ctg2a  C)2tg2a  D)2tg2a ЕЛ 


68 Si a y b son ángulos agudos menores de 45°, tal 
que: — 2senl0'cos10*—cos*a - sen*a 

cos? 35° – sen? 35° = 2sen f cos 
Calcular: "tg(a- В)" 


ATRIGONOMETRIAS: 
Ай B)2 C)3 D)3 E)4 
69 Calcular: W= ciga+tga 
esc2a 
А)-2 B)1 C)1 Dj2 E)3 
495: 1-, іт 292° 
cwlm тт» У CÓ тъз 
Además "0" y "В" son agudos. Calcular: "Cse( — 0)". 
A2 p 2 С)5/3 D)5/4 Е)2 
4, 4, 
Simplificar: р 208 6-веп 0 
o Е вепб.созб 
A)2ctg20 В)2вес20 С)2зес40 D)2tg20 E)2csc20 
(13) Calcular: “М” 
ctga -tga=Metg2a 
А)-2 B)-1 C)1 D)2 Е)з 
(13) Simplificar: 


E-2]2- 2+ 2cos24* 


А)4вепб° B)8cos6” C)4cos6? D)8sen6” E)6sen4^ 
(9 Conociendo que: Tanx = 3, calcular “Tan*2x”. 


3 4 9 16 
A B СУ nr E)35 
(13) Hallar “х” de la figura: т 
А)5\/5 3 
B)445 
€)345 
А EAS, i 
EJJ5 e [| Y 
= 1 —— 

69 Calcular: Bx 

2tan( 55) 

12 
Аз La] 
- 2 — 
1-fan ( 12 
ye B3 mos D)-43 Еј 
(42) Calcular el valor de: 
21520° 248107 
.1-tg!20  1-tg*10 

1-1g40.1g20" 4n 
АП В C)1/3 Da ET 
(3) Simplificar: 

Н = (зепа + cosa + I) (sena cosa — 1) 

А)зеп?а  В)соз?а  Cjsenta  Djcosta Е)? 


(3) Sabiendo que: tga=2 
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Calcular: L=3tg20+7tg4a 


AJ16 В)18 С)20 D)22 E)24 
0) Simplificar: K - £540 – ctg40* 
1-1g?20* 
1840 ctg40 1g20 ctg20 sec20 
47 BE a р)— E—. 


ПАВЕЛ DOMICILIADO 


(61) Sabiendo que: tga - ctga-4 


Calcular: "ага". 
A)1/4 B)1/2 C)2/4 D)1 Е)5/4 
(03) Sabiendo que: сіва – а =16 
Calcular "2а", 
А)0,25 В)0,125 С)0,225 П)0,315 Е)0,045 
(63) Simplificar: у ino 
А)вепе  B)cos0 | C)tgO0 | D)ctgO Е)Сзс0 
(93) Simplificar: т c$c24 — сір 24" 
etg78* 
АЛ ЖЕ. В)г C)3 рм E)5 
“ MESES 
зепд сов0 

AJO B)1 C)3 D)4 E)-1 
(92) Si: tanx — 3, calcular: fan*2x 

3 4 9 16 
А), B OG DIG E)36 
(62) Del triángulo mostrado, calcular Бе 
A)5 45 
B)445 z 
€)345 
D)245 

ш 

Е)/5 8 2 


/ 2 
@ 51: tan a , halle senx en términos 
-2n 


den. 

A)-n B)n С)2п D)n*-1 E)1-n* 

(69) Si: зесх — сзсх = a, halle К en términos de a, si 

К = a'cosdx-8sen2x 

A)ji6-a* В)а?+16 Cja*-8 0)11+а? E)2a*+1 

(O Sabiendo que: tan(a+0)- Ktan(6 - a)-0 
sen20 

Calcule: sen2a 


Cavero ponie — 8 (à |40 EDITORIAL RUBISOS) 


&+1 k-1 K+1 k 
ES B)3 OTI D E)K+1 
O Simplifique la siguiente expresion: 
3cos* 20 – sen" 20 
веп(60°+20)зеп(60° — 20) 
Ал B)2 с)з D)4 E)5 


TERCERA RRRA ЖД А СРД» 
(6ђ Del gráfico, calcular la suma de las proyecciones 
de AP sobre AD y CD. 


к= 
1 
2 
L2 
E D 
22 23 16 19 46 
Ат; 5n O D Di 


@ En la С.Т. mostrada, señale los valores que adopta 
el área de la región sombreada. 


4241 4241 42-1 
ao: 2 ) ви; 3 ) 272 E 
p(o: 2) вдо; т ? 


63) Si en el gráfico, “Р” equidista de BC y CD. 
Calcular : W = 3Cot8 – 25ес20 


А) 1 
B2 
сз 
D) 5 
E)7 


03 Halle los valores de “R”, si : 
R = Cos2x + 2Senx 
1 
А)|-2;— 
d] 


ы 
ЛЕРІ БЕ | 


(93) Del gráfico, halle AB ві: AD = к ^ DC=3. 
Además : BE = 6Csc2x 


“2 


6% Пе! E halle 


I> 
EB 


д)5с+ай в y Pe ad 
ad ad 


EJ 


сам га, octl 
bd bd уут 


62 En el triángulo ABC; ВО, +ВО,=АС 
Además : та APO, = та СРО; 
B 


Tan? * Tan — 
———— AE 


Calcular: E = 
a 
Tan 3 


(Las circunferencias poseen el mismo radio) 
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A) -2 В) -1 с)о 
D) 2 E) +2 


(Indique de las siguientes identidades, cuántas son 
correctas: 


1) sec*0—sec*0=tan*0+tan* Ө 


sen ,l«cosx _ Ж. 
ID Irox senx 2se0(x 3) 


А) 1 B) 2 C) 3 D) 4 Е) 5 
63) Descomponer en radicales simples : 1-senx_ cosx 
P = ЈСовх + JCos2x ШІ) ex lesenx 
зен („+= ) + fsen(=- z) m fsen(=+ 2)» se (2-5) IV) secx — sec xsen*x = senx 
A Ыы ST 


АЗА partir de la siguiente igualdad: 
= 5 Sen| x= cosp-senp , сову sel 1 1 ғ В 
TT 8 )- Es p, cosg -seng , БҰ Y Ж 


senp*cosq 'senq-cosp ' 1 +созасзср ' l-cospescq senp-cosq senq^cosp 
09 Si a la igualdad: 


Sen"x Сов" = =a+bSen2x+cCosdx 


Halle = para que dicha igualdad sea una identidad. 


Senx – Cosx A) senp cscq B) senp cosq 
b C) cosp senq D) cosp cosq E) senp senq 
* Calcular: 8= == j x: 2 
~ E Sabiendo que: tanO = cot 80 (1 — 2cot 80) 
A)3 B- C)11 D)2 En 
2 
(O Si en el gráfico: Tang = KSen2a „ J= 62190 = tano) (1 +=tan*80) 
Calcule: 1+ tan? 90 
Calcule: “К” * 
A)1 B) -1 C) 2 
D) -1/2 E) 1/2 
(@ЭСасше el máximo valor de: 


E = cos^a--cos?b - 2cosa -2cosb - 5 


siendo a y b independientes entre sí. 
A)1 B)2 C) 3 
D) 4 E) 5 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA) 
РЕ 


@ Si: 0<а<<0<2 


además: 


sena + senf = csca 
cosp + cos0 = зесВ 


R= ysenta—cos* a, y/cos? B=sen*p 


Halle: sena. cos р cos B send 


Al finalizar la unidad , el alumno será capaz de: 


* Diferenciar entre función del ángulo mitad y la 
mitad de una función. 


* Establecer las relaciones trigonométricas 
fundamentales del ángulo mitad en términos del 
ángulo simple o ángulo completo. 

* Deducir las fórmulas racionalizadas de tangente y 
cotangente del ángulo mitad. 


* Obtener las razones trigonométricas de 22*30' y 
6730; 18°30' у 71°30'; 26*30' y 6330". 


FUNCIÓN SENO , COSENO y TANGENTE 
DEL ÁNGULO MITAD 


Aligual que en el capítulo anterior , debemos advertir 
que es un error frecuente considerar la unión del 
operador y el ángulo como una multiplicación: 


En la deducción de las identidades del ángulo mitad , 
consideraremos: 
| ж = ángulo simple o ángulo completo 

х 


> => ángulo mitad 


~ 


EDITORIAL RUULVOS 


DEL ÁNGULO MITAD 
Así podemos deducir para la función seno , tenemos: 
* Es decir : 
25еп? = = 1 — Совх => sE ЕСМ 
2 2 
x 1—Cosx 
беп = faz Cone 
=> |Беп 3 = > 
Luego, para la función coseno: 
2х _ 1+ Созх 


2Cos* 5 = 1+ Совх => Cos 


х 1 + Созх 
Сда — = =, ]—— — 
E a в 


En ambos casos, el signo del radical depende del 
cuadrante en que cae el ángulo mitad. 

Ahora, para deducir la función Tangente se emplearán 
las identidades trigonométricas: 


2 2 


NOTA: 


En cualquiera de los tres casos , el signo a emplear 
(+) dependerá del cuadrante en el que se ubique el 


(STRIGONOMETKIAS (ұза) 


ángulo “x/2” у de la R.T. que se va а calcular. así por 
ejemplo :Si: 9 € IVC y además menor de una vuelta 


=> 270? <8< 360° 
0 2 
Luego: 135" < 3 < 180° Баг 
` 
Por lo tanto, para efectos del signo (+) tenemos que 


tomar en cuenta el cuadrante de i , ев decir , en el 
ejemplo corresponde al segundo cuadrante (II C). 
EJEMPLOS : 

Exprese con las fórmulas anteriores: 

(65 зеп40° 

RESOLUCIÓN: 


"Сото: 5 = 80°, además: веп 40° es (+) , usando(I): 


= зепад = + =т=” 


(62) соз100° 
RESOLUCIÓN: 


*Como: 2- 10F = х = 200 , además: cos100” es (-), 
usando (П): 


=> cos 100%-- сорот. 
63 tan96* 
RESOLUCIÓN: 


*Como:5 =96" => х=192" además tan 96° es(-) 
Usando c 


O 
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MÁS EJEMPLOS : 


1— Сов 1+ Сов” 
*Тап®=+|——4 "Eco 
2 1+ Сов"; 2 12 


*Cos160" = + TT * 1 cues = Тапағз0: 


FÓRMULAS RACIONALIZADAS 
DE TANGENTE Y COTANGENTE 


DEL ÁNGULO MITAD 


Se pueden obtener fórmulas del ángulo mitad más 
simplificadas, sin radicales, pero para el seno y coseno 
no se han logrado fórmulas más simples; en cambio, 
para la tangente y cotangente sí se tienen relaciones 
racionalizadas: 


о) та (>) =Сзсх – Cotx|v Tan 5)= Sens. 


DEMOSTRACIÓN : 
Sen = Sen E x Sen? 
Тап = = "2 Tan*- 2 2 
Cos Cos, x Sen > 
2Sen? Ž 225 
> Тап = ———2 = => 
2Cos — = 
оз: x Ben 
1 Cosx 
Tan RG ra ORE, 
ы МГ Senx  Senx 
=> Тап— = — Согх 
Senx 
Cot == | (=) a EN. 
62 МЕ Свех + Сова v [Cot | ~ | === 
DEMOSTRACIÓN : 
Соз Соз = 
(ut олар Ep, 
Ss 2 Senix2CosE 
2 2 
2X 
nt 3Сое 2 _ 1+Созх 
| 2Соз®х8еп® Senz 
2Cos хеп 
cuu тил Ота о 
2 nx Senx 


e гбветеТап (= ) +cot( 2) 
2 2 

e 2 Cos - 24 2Cosx 
e 2|Sen 3 2- 2Cosx 
e» Sen у +Сов > =+JI+Sena 
62 a a 

Senz- Cos = = V1- Sena 
EJEMPLOS: 


EJERCICIO 1 : 
Calcular: Sen22"30' 
RESOLUCIÓN: 


> зеп22°30' =sen( 


EJERCICIO 2 : 
Calcular: Tan37:30' 
RESOLUCIÓN: 


45° 


2 


[1 — соз 45° 
2 


[49 EDITORIAL кїлиїөз) 


Desarrollando con la fórmula racionalizada, se tiene : 


Тап37"30' = Тап? = Све75“ — Со?75° 


* Reemplazando : 
Тапз7-30' = 46 — /2 — (2 – 43) 

= Тапз7"30' = (6 + 3 —/2—2 

EJERCICIO 3: 

Simplifique: Tan ( 45° +2) - Seco 
RESOLUCIÓN: 

Desarrollando con la fórmula racionalizada, se tiene: 
Tan ( 45 +5) — Seco =Све(90° +0) — Seco 
Aplicando reducción al primer cuadrante, se obtiene: 


Тап (45° +2)-Seco =$есй -(-Тал0)- Seco 


Finalmente: Tan ( 45” +2)- Seco =Тапд 


EJERCICIO 2 : 
Calcular: Tan18*30* 
RESOLUCIÓN: 


Calcularemos las razones de estos ángulos a través de 
las fórmulas racionalizadas del ángulo mitad. Así, para 
la tangente 18°30' tenemos: 


Тап18°30' = Tanto = Cse37 —Со 37 


Тап18°30 =5 4 = 1. 
3 3 3 

= Тап1830' = = Cot71:30' 

PROPIEDAD: 


Si x € [0:7 | se cumplen las siguientes fórmulas : 


р (2Sen = |2 [2+/2+.....+/242Co8x 
2" п radicales 


2-24 /2+.....+/2 
2 


Sen L-= 
"ng 


(xrmmosomEIGAa > TA ENUICIOFEDIA жола) 


Donde el numerador del Segundo miembro de la 
igualdad tiene *'(n—1)" radicales. 


II) |2Cos == | +24 /24.....+/2+2Co9x 
2 n radicales 


z m 2+.....+/2 
Сә 


n-1 
2 “| radicales 


ш, es — reza -Coed – -u —Скеа"и = Tan Z + Cot2" x| 
IV Cser + без» + Стева +. + Ста = Cot Cot 
руте пр 5 
2 ЈЕ МЕЦ О). 

" Lo: „бл 
@ Si: Соно = 1:0 в (2,57) 

us M = «еп (5) 

2 

15 (15 Уб 45 КД 
S- DG Org D E) =F 

Ego: A 
@ Si: 180 = 1:0 € (180°; 270°) 
Hallar: Cos(8/2 ) 

13 У26 18 49 426 
Mus ~ зе AA 
@ Si: Сто - 3; де (1:32) 

Calcular : ә 
н-з»# (5) 
А)-/10 B)-/3 C)3  D)-2/10  EMNI0-3 
Е 
@ Si: cos 20 = A 5) 


Hallar: Е = 13sen (2) 


AMNIS  B)2/13  C)8/13 П)5/3  EJ6/13 
(93 Reducir: 
G- сов [преке 3-1] 


АЈ1 В) 2 С) з D)4 E)5 


(99) Simplificar: 
Н = свс x + све 2х + esc 4x + esc 8x + clg8x 2 


AJ  B)etge  C)etg2x D) см (=) Е) ен (=) 
(02 Si: 0 < x < x y además: 


се 


Calcular: У = tg (3) 


42 42 4/2 42 

4% вы? OF Di 
24 
(638i: x € IC; у tgx= 7 
Calcular: x x 
и =3sen(5)+4cos(5) 
A) 2 B) 3 С) 5 D) 6 E)7 
(99) Simplificar : 
vw) )-en s) 
А)-2 B)-1 с)0 D)1 E)2 
49 Si: (=) = ese x – sen x donde x es agudo. 
Calcular: JU Scr (3) 
2 

48-1 ,48-1 (5-3 5+1 „+1 
А) 4 B) 4 с) 7 р) 4 Е) 4 
(£3) Reducir: ө „(ө 

Созб сів 3 *2cos 2 tgo 
Sec8xctg(0/2) 
А) 1 В)2 C) 1/2 D) 3 E)4 
Reducir: 

e 2а Cos + вепбір(0 |2) 


7 Sen8ctg(0]2)-1 


A)Senü  B)Cosó C)!  D)Secó Е) Соз 
(3b Reducir: 25 1 

[9 1 [9 

4'#\4 0 
A)tgo в)2 (5) са (8) D)tg(0/4) ЕЛ 


(13) Si se cumple: 


20002) = (2 + n o e (2542 


Ап ВУ C)J3 D)2/2 E)342 
(38i: cos9=2 ; 0€ I cuadrante. 

9 V= te(2)+ 2веп? (2) о 

АЈ B)3/5 C)1/6 D)1/8 E)1/7 
(3) Reducir: 


V = 20g Ө + (=) 4elg(x) 
A)Ctgx вуси (=) ојси =) руси (= ) врт (5 ) 


(РЕШЕ (#32) 
Reducir: су | O i 
1+ зепд +1 
АјТи"о B)Ctg?0 C)Tg*(0/2) D)Tg*(0/4) E)Ctg*(0/4) 
(3)Simplificar: 5 29 
y= pora Y Бе ctg 2 1 


secs - fg. 


A)1 B) 1/2 C)-1 D)2 


(f9) Calcular aproximadamente: se.) 
X10. 42 410 + ЈЕ Jas J10+2J5 


) с) 

MEVS Ја + 10 +245 = 
р 44 10-245 63.10» 2/8 

ML O -- 
Si: 

CosA = 2 a Cos Bi = Соб = —= 
уз: х+= x+y 
Calcular: 
v- (не (2) не (5) 

A5 B)4 C)3 D)2 E) 1 


ut su Ті m 
HAC uum, 5 іу 
nt 
P Ed x АЕН |} 
©! 2 
= = 
Existen dos rollos de papiro egipcios, que datan aproximadamente 
de la dinastia ХИ (2000-1788 a. С). El más antiguo de los dos 


se conserva en Moscú ; el otro se halla en el British Museum y se 
lo llama papiro Rhind. En ellos queda en descubierto los 


conocimientos que sobre aritmética y poseían 
los egipcios. El papiro de Moscú con una longitud de 544ст. 
(igual que el Rhind) , de un ancho de 8 (la cuarta parte de otro), 
contiene una colección de 28 problemas , cuya solución se basa en 
reglas que aparecen en el otro papiro. Contiene un famoso problema 
sobre el cálculo del volumen de un tronco de pirámide de 
base cuadrada , que es toda una hazaña desde el punto de vista 
intelectual. El papiro Rhind fue hallado en 1858 por unjoven 
anticuario escocés , Henry Rhind , en las ruinas de un 

pequeño edificio de Tebas, A su muerte lo compró el British 
Museum. 


El documento estaba roto y le faltaban algunos fragmentos que 
luego aparecieron en los archivos de la Historic Society , de Nueva 
York. El papiro Rhind , es un manual práctico de matemática 
egipcia . compuesto por el escritor Ahemés , еп1788 а. C. , 
aproximadamente. Lo comienza indicando que copió el texto de 
un escrito antiguo realizado en tiempos del rey del Alto y Bajo Egipto. 
El manuscrito esta escrito en — hierático , forma cursiva del 
jeroglífico , y contiene errores que esdificil establecer si los 
realizase o únicamente los copió del documento anterior. En 
este papiro hay una tabla de dividir por 2 para números impares 
desde 3 hasta 101. 


Contiene 85 problemas , la resolución de ecuaciones simples y 
progresiones , la medición de áreas y de volúmenes. El papiro Rhind 
‚ aunque demuestra ја poca habilidad que poseian los egipcios 
para la generalización, ^ prueba que tenían notable tenacidad 
para resolver problemas de aritmética , y mediciones ; que no 
carecian de мея y que eran hábiles para manejar . 


| очи E 
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ATRIGONOMETRIAS 


PROBLEMA 1: 


Sabiendo que: Ф<а< 90°; Ls ; caleular 
a % 

"sen 3 

Ал B2? yá pf. TSO 

RESOLUCIÓN: 


1 
* Tenemos que: сова = g ;como: 0°<а< 90° 


> 0°< 2 <45° => 1С эзеп es(+) 


* Luego: i 
gc 
а_ | 10_[э _ 3 3% 
мен E a 2/5 10 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 2 
5 0 
B. lo. AAA ы -— 
Si: 180° < 0 < 270°; seno 13 ; calcular сос 
М7 48 У7 \26 
4-7 B)--5 C)-13 0) ==, 
RESOLUCIÓN: 
* Note que: 


180°<0< 270° = 90°<8 < 135° => ПС > cos S esf- ) 


* Pero, no conocemos "cos 0", sino: 


зепд – 5,0 ШС 


* Como: 3 
senó= = 2 yc-Sir- 13 s^-13! -(-5)! => х=-19 
(ya que: х?+у?=г? ) => совд= — a 
* En (I: 
ЕЗ) 
us eerte ШЕЗЕГІ 
ЕРТА: “Е” 
PROBLEMA 3: 
Si: cos 1 ; además SE eges 
Calcule: cos 5 
au a i e Erg E ml 
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RESOLUCIÓN: 


* Como: ze 0<2x 


* Entonces: LIST жө decis, $ Ейс 


4 2 


* Luego: cos E La Ееее Ee 


RPTA: "B" 
PROBLEMA 4: 


Siendo: 270° < a < 360 ena - 0 icalcular " tan “ c 


A) 0,2 B) 0,6 C) 0,8 D)7  E)01 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 


270°<а< 360° => 135° < 2 < 180° > ПС => Тап“. ge 
* Luego: » 

2 1-сова 
1+соза 


tan YU 
* Busquemos ahora "соза". 


* Como: 


od а 
sena чт: УС > 


* Ahora , reemplacemos еп: 


4 
Des тасы 


tan? === 
ВРТА: “С” 
PROBLEMA 5: 
Simplificar: € HONO. 
cot 70“ 
A) В)2 C)3 D)- E- 
RESOLUCIÓN: 
* Recordar que: 
sec 50°=свс40° " En 
tan pa HU Com, 
* Luego: 
qu 08040 сон. ; pero : све x – cot x-tan = 
cot70^ ^ 2 
tan20* 
>e = ото „además : tan 20°=с0#70°....... (suman90^) 


>e=1 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 6: 
Si: senx „ 0 ;епіопсеѕ, efgx + tg a sue 
Ajesex Врх + ctg $ Сјвесх Djcos E Ejcos сіре 


Caremo mro č 0000 Oo KUBISOS) 


RESOLUCIÓN: 
*Recordar: tes = свса- ctga 


elgs 15 =ctgx+cscx -eige 


=сзсх 
ЕРТА: “А” 

PROBLEMA 7: 

Dado un triángulo rectángulo BAC (recto en A), hallar 


к, en función de los lados a „Б,е. 


с atb-c b4c-a b*c-a atb-c 
Aa Ве сс еар a-b+e 
RESOLUCIÓN: 


с p) 1 Све де 

53 -;)- y bra- 
Hg. 149.7 

RPTA: “С” 


PROBLEMA 8 : 
Sia=5x entonces el valor de 


AN2+1 B)-4/2«1 с)У2-2 р) -1 ку/2 Ls 


RESOLUCIÓN : 
Condición: a = 5x 
Сов ® + еп © 
ый 9 


а а 
бағыт бел 
Dividimos entre. Соз 
1%Тап 
EX ж 2— —5 
qun. 
Así Tan? + Tan 5. 
W= = 
я а 
Топ ¿Tan = 


Como: а = 5л = W=Tan( 592) 


Tx л 
Пи сы Дия 
э=-(/2-1) => М-1-/2 

RPTA : “В” 

PROBLEMA 9: 
Simplifique: 
W=Tan(£ )r2sent(£ је сона) 
AjCosa B)Tana  C)Seca П)бепа 


RESOLUCIÓN : 


У = Тап у + 2Sen* > 


Degradamos: W=TanS +(1-Cosa)Cota 


W = (Свеа – Cota) + (Cota – CosaCota) 
Pasamos a senos y cosenos: 
1-Costa 


E)Csca 


Cota 


ВРТА : "D" 
PROBLEMA 10: 


Si: Cos o n peo „ћаПе co^). 
42 RA 
A: t ”За 4 3 2 
RESOLUCIÓN : 


Condición: Cos =e 


PROBLEMA 11 : ~ 
SiCos2x)- Те (ae); halle se (=). 

А-5 BS От DAS Je FAR 
RESOLUCIÓN : 

Condición: Cos2x = i „хе (аа) 


1-Cosx 
2 


Ahora: Sen =+ 


р 


OTRIGONOMETHRIAA 
Como: 
x UD 
e ; =) Es. Sen в _ Sen? 
г«р” 
PROBLEMA 12: м 
Si 3<0<x, simplifique: F=/1+Seng – /1- Send 
0 8 9 
4)2008( 2) B) sse (5) с)-асо(%) 
D)- звеп (5) Е)0,5 
RESOLUCIÓN : 
Recordemos que : V1+ Senx (Sena сөзі 
0 0 0 0 
=P [Sen 2+ Cos | [sen o Cos 5 


Luego: 


0 0 8 0 0 
P -(sen Соо) (вето - o2) > Е= зсит 
ВРТА : “A” 

PROBLEMA 13 : 


Simplifique la expresión: 
м= 160801 -Senj, 0 «(87 ;3x) 

0 0 0 9 
лю») в)-сө(9) C)2Sen(2 +6 
0 0 0 
ругвеп (5 )- co (2) E)-2000 +.) 

RESOLUCIÓN : 


M= 1—29 _ [1 Senà ве (Sae) 


opt енд 
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Сото: 57. 5x. 8 За 
I<0<3r=> 4 53 < 2 
9 0 
Representamos en la С.Т: Sen = ^ Cos, 
Observe que: 2 


[4 0 0 8 0 
Беп:<0 A Cos z> Senz > 0> Sen-¿- Cos y 


Luego: C) 
е see |l Соз Sent. cas 
м-( Sen?) (co? Sm) м -Coz 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 14 : 


SiTan(2)+cot(2)-a 


es: 
Ajta? B)l-2a° 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 


71 entonces el valor de Cose 


Cji+a?  D)i*2a*  E)l-a 


[4 9 8 
Сасе - Cot, Sen-;- a 


Luego: Созд = 1- 28en* 5 =Cos0=1-2a* 

RPTA : "B" 
PROBLEMA 15 : 
SiCsc(20)=Cos(0)+Csc(40)+ Cot (40). 


calcule М=1+ Sen0+Sen*9 
А)1 B)1/2 С)? 
RESOLUCIÓN : 


Condición: Csc20 = Cos0 + Csc40 + Cot49 
> Csc20 – Cot 20 = Cos0 Zr: 


Seno 
Tang = Соб 
= Бепд = Cos*0— Send = 1-5еп?0 
=> беп?0 + Зепд =1 => Sen*0 + Ѕепд 1-2 
RPTA ; “С” 


D)4 E)6 


= Cosü 


PROBLEMA 16: 
La expresión k=2Tan( *)+ +4Cot (Ze igual a: 


Ајгбне( ғ.) 0)2008(£ ) 


RESOLUCIÓN : 
- я я я я 
k 2Tan ¿+ 4Cot >k= (се: - сөл), чот 


k- 2| Csc + Сог= =2C0t E 
(cet z) EI Peot Ta 


Cot 
16 ВРТА : 


PROBLEMA 17: 
Бі: 270°< 6< 360“ 


Simplificar: eris — вед - JTrsenð} 


Asen” B)sen. L об Orcos? Dien 5 Ej20087 


6-2 OLUCI dor 


Nr nà- (sen 2+c08 2) "pena ово 


1- send | 


“в, 


(sen 20012) z|sen— – cos — 
2 2) 


2 
* Como: o 
270°<0 < 360° > A «180* 


* Por lo tanto: 


9 
шы — +с08—|=— $ 
n 4 веп cos 2) 
ерер е 
27) 


* Reemplazamos еп М: 


Mi 8 8 
> m==(2uen = Meer 


PROBLEMA 18: 
Reducir la siguiente expresión: 


EDITORIAL RUBEVOS 


ж x ж 
А)сов 3 B)cos 7 Olesa D)1 E)2 
RESOLUCIÓN: 
* Analizando , se obtendrá: 
2. ТЕН [1 +совх 
К=—+——+—_——— 
2 2\2 2 2 
EO E 
2 
1 1+соз * 
>K= 212 CERES 
EI uf 
= 4 
1+с08— 
PEI E 
>K 3 (сов 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 19: 
Si: senx- 14, S e 


(5). 


т х 
Halle el valor de H=ctg (+ 2) 


3 3 
a B в 


RESOLUCIÓN: 


1-senx | 


RPTA; “A” 
PROBLEMA 20: 
Calcular: tg E 2" +2)- весх $ 
Ајсовх Вщх C) DJO E)senx 
RESOLUCIÓN: ч 
+ беа: р-р М” 
Е па (5+2) sec x. (x) 


ATRIGONOMETRIAS 


. 
жұз) CLP E 
(2*5) (5) ои (+=) 
=зесх – (-tgx )=secx+tgx 


* Reemplazamos еп (1): 
F = secx + tgx – зесх = tgx 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 21: 
La siguiente suma: 
1 x ж x x x 
(5) (5) (6) ЫН (8) ES 
Esigual a: 
1 x 1 x 
А) ав Ән н Ове 


1 х 1 х 
a (8) Ене 
RESOLUCIÓN: 

* Recordar: ctga- фра = 2etg2a 
* De esta identidad , se deduce que: 
ша = ctga = 2ctg2a 
*A сада ипо de los términos де la serie dada, aplicamos 
esta identidad: 


ТӨН) че 


ES x 
«(2)-еш(2) 


1 х 1 х 1 х 
t =— ct - сё 
2" “(%) (я) gui (ыз) 
* Sumando, miembro а miembro, se obtiene: 
1 x 
F-—— etg| — |— ct, 
ne (в) 53 
ЕРТА: “А” 
PROBLEMA 22 : 


Simplifique: s Cos? (6x) – Cos( 8x.) 

2Cos(8x)-1 
A)-Sen*(x) B)Sen*(x) C)- Sen*(2x) 
D)Sen*(2x) E)- Sen" (4x) 
RESOLUCIÓN : 

_ Cos*6x – Сов8х 

Degradamos: __ 2Cos8x-1 
2E- 2Cos* 6x – 2Cos8x __(1+Сов12х) - 2Соз8х 


2Cos8x - 1 2Cos8x - 1 


_ Сов12х - (2Cos8x – 1) 

5 2Соз8х –1 

Cos4x(2Cos8x – 1) 
2Cos8x-1 2Cos8x- 1 

->2Е- Cos4x-1 = E--Sen'2x 

-2Sen?2x 


2E 


>2E= 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 23: 
Меш... _ |зес2х - 1 
Simplificar : E=, PE) 
А)1/2 Bjelgx C)tgx D)esex Е)весх 
RESOLUCIÓN: 


* Пе: р |Sec2x - 1 
sec 2x1 
* Expresando en términos de “cos2x”, entonces: 


PROBLEMA 24: 

Calcular: ѓап52°30' 

AW2-46-/3-/2. в)/2+/6+/2-/8 CN6-/3-42 

Dj»-e-/3-/2  EN3-J2 

RESOLUCIÓN: 

*Recordando la fórmula racionalizada , en arco mitad 
tan d -cot x 


2 
cot 2 -соғх 
* Luego: 
1g52*30'— cot37:30' 
> !ш52"30' = свс75° + cot 75“. 


> #452°30'=/6 – /2 42-3 
> #5230 =2 – 42 — /3+/6 
RPTA: "D" 
PROBLEMA 25: 
Simplifique la siguiente expresión: 


emn (2)+Соно) se (2) 
Sen(38) 


1 1 80 1 
А) Cse( 80) вугсе[ 32) C) See(30) 


1 30 30 
D) 3 Sec (52) E)Sec(30)Sec (2) 


RESOLUCIÓN : 


(sAsevLo mman > }|явз| 


2Cos* ө + Cost) 
E= 2 е 
Беп30 2 
Degradamos: e 
Е _((1+Совб)+ Сов) 0, y 5°" ;\®Со© 11) 
Sen38 2^ Sen38 
38 

>E= A gg Е= sei? 

25еп Y co, 9 3.22 

CEST ВРТА: ёр” 


PROBLEMA 26: 

Si: Cos*x-- 7Sen*x-a--bCos(2x) Cos(4x) ;calcule: 
F=a+b+e 

4-2 B)-1 
RESOLUCIÓN : 
Сов*х + 75еп*х = а +ЪСов2х + c Сов4х 

Dado que la expresión es una identidad, esta verifica 
para todo valor де “с” 

asi, cuando: х=0° 

Es етегі” та жі себ) жеме >1=a+b+0 


C)o D)1 E)2 


Otro método: 
De las identidades: 
Sen*x = (3-4Cos2x +Cos4x) 


Сов х= 1 (8 4Cos 2x + Сов4х) 
=> Cos*x + 7Sen*x- 3 – 3Cos2x + Cos4x 


a+bCos2x+cCos4x 
>a=3 ; 6=-8 ; с=1 
as: a+b+e=1 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 27: 
Calcule el valor de: 
в со = я) Ө 
А)2-/2 в)1/2 С)2/2 р)/2-1 Е)2+/2 


RESOLUCIÓN; 
7x я 
Е= (ба 


7r я 7x 
Como: 442 =; ея = 
f Imo: 8g" л => Cos Cos + 


к=4(1-сьв= [1+ oe 2) => 1-Cos* 5 


Foden" Sea зей 5 је (1- 0992) 0-25 


8 8 
Ес. ЕРТА: “А” 


PROBLEMA 28 : 


псы 
Entonces: s igual a: 


жве[%) Вин cca($) р(*) вю) 


RESOLUCIÓN : 


Condición: = 
Tan? = e cor$ =1+т 
4 n 
4 
= Тап «Соб = 1" 1 т унбер 
4 n 
1 
También: E 
# $_1-M lim 
Tan Со: x у x] 
2 2 % 
2Све— = = 
> с 3425 Seno 
Luego; "Ұл A AA 
ЈЕ sen? 
2 RPTA : “E” 


PROBLEMA 29 : 

Calcule el valor de: 
R=2[1-2Cos(80*)][/3Sen(80*)- Сов(80°)] 
АЛ В)1/2 С)1/5 D)1/7 E)1/8 

RESOLUCIÓN : 
= #(1– 20080") SSen80* - Cos80°) 


э в=- 1 (26080 – x2 F sense- Conor] 
> Е=-Җ(2Созво°- 1)(Соз30°$еп 80° — Sen30*CosS0") 


R= - A (2Coss0* - 1)(Sen(80* – 30°)) 
Cos40* 
=> в=-  (Cos40*(2CosB0* - 1) R- = 


Cos120* 
ВРТА : “E” 


PROBLEMA 30 : 
Reducir: P = cot1°-tan1°- 2tan2 + жалақ 


Considerar: tang'- 7 = 


A)20 J3 BJ16/Z ^ C)8042  р)4ЈЕ D 
RESOLUCIÓN: 


* Sabemos: 


ж 
tanzt cot =свсх 


cot 5 -tan = асови 


ATRIGONOMETRIAS 


* Entonces: 
Р = cot1^ -tanl* – 
20017 
= Р = (2с012" - tan2*)--4tan4* 
со 
=> P = 4(cot4? —tand*) 
ғ 
> P= 8сзс8° 


tans=> > де“ 


=> Р=40\/2 
PROBLEMA 31: 
SiA, By Csoná ángulos internos de un triángulo ABC, 
tal que K=sen*A+sen*B + sen*C. 
Demuestre si : 
a) K= 2; ABC es un triángulo rectángulo. 
b) K < 2; ABC es un triángulo obtusángulo. 
c) K > 2; ABC es un triángulo acutángulo. 
SOLUCIÓN : 


Si А+В+С=180° > А+В=180°-С 
=> eos (A+B)=-cos C 


Degradando la expresión dada 

2 2 
¡tea +sen?C 
mo ЗАВ „ш, 
пева ee тис 
LES 2- Pee Arcor A - В) 
= К=1– соз(А+Вј)сов(А – B)-1—cos* C 

—сов С 

= К==+с08 С[сов(А – B) - cosC] 
= K=2+c08 C[cos( A – B) cos С(А+В)] 
=> K-2- cos С[2 cos A cos B] 
= K=2+2 cos А cos Bcos C 
Analizando para cada caso: 
I) K=2> cosA cosB cosC=0 
Luego, uno de los factores es cero, sin pérdida de 


generalidad, podemos tener cosA=0 > А=90° 


entonces ДАВС es un triángulo rectángulo. 
II) K«2 => созА cosB созС<0 
Luego, uno de los factores es negativo, sin pérdida de 


generalidad podemos tener cosA<0 => 90*« A «180^ 
entonces el AABC es obtusángulo, 


2ап2°+4Фап4° 


* Сото: 


ЁРТА: “Е" 


> К= 


+sen*C 
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Ш)К>2 = cosA cosB cosC>0 

* Todos los factores son positivos согА>0 => 0°<А<90° 
entonces el AABC es acutángulo. 

* Dos factores son negativos y uno es positivo. 


En ese caso dos ángulos serían obtusos, lo cual es 
imposible , 


(PRIMERA) 


PRAGTIECANDIRIGIDA 
(9) Si “x”en el ángulo agudo del primer cudrante у 


8 
co8x=-—, entoces sent es: 


25 2 
17 /17 434 УЗ4 
аз E Ж Бато ве. ВМ 
i: 1 E 
O Бе совх= 5 calcular:eos., 
x 
(o «x« z) 

1 1 3 2 3 
A) 4 B) = с) 4 D) 5 E) 5 
(63) Calcular: #522730’ 

AW2«1 В oj DN2- a E)2/2-1 
(63) Si la cotagente de 54 ángulo > » ¿cuál es la 
contagente de al mitad de dicho ángulo? 
A) 0,5 B)1 C)1,5 D)2 Е) 2,5 
[27] Si:oosa=>,"a"es agudo. 
Calcular: sen 2 

1 1 1 
А B с рл Е)4 

Hs %2 ^sjs : 4 

69 Si: senp- P; ;" B"esagudo. 
Calcular: ваља 

5 2 
aE „Е 7 e? D)1 E)2 
[27] Бї:соех= АЯ ская 
Calcular:sen > 

/4 УЗ Ув 46 1 
Аг В)---- €)» D)—r Е)-2 


es Si: 270" « x < 360° y sec х= 


A ANGULO MITAD 


Calcular el valor de: sen rj 
ајбл _ Вог C), 0)0,25 Е)0,125 
(69) Si: cos x=- 0,2; x e IIQ 
Hallar : £g = 
“> 
6 E 3 6 1 [7 
4-үу в-ү; С): рут Юз 
1-sen20" _ 
@ Si ТЕ =1g0 
Calcular "9"; 6 e IC. 
А)80% В) 28° С)85 Р)з8° EJ37 
[37] Sia e ШС donde: sena — 5 calcule el valor de: 
e (2) e (a) 
2 2 
A)1 в)/18 С)з р)/5 Е)5 
=) 
(3) Simplificar: p- JR 
4 
А)зеп?х B)se?"x Cjesctx ПЛ Е)сов? х 
(Calcular; pe. 515" J3(t845*) 
77 4622930 — Jetg26"30" 
Ал B) сіз D; E 
MS: 2sen20=3sen9 л 32 «0 < 2x; 
в 0 
Calcular: [sen 2+/7 eos 2) 
4)-42 В)-2/2 C)-3/2 р)-4/2 E)-J14 
(5) Si:eos! a- 5 ;a«] 180%;270%| 
Hallar: У90веп = 
Ай В)2 С) D)4 Еж 
өзе гр 
я х 
Calcular (5-5) 
д) D ož D) 3 Е)2 
Өсім el E de la expresión: 


Е есесін 5 -ctgpta 5 


Ф 29 
te” rete y 
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ал — Bi OL рз EM 
O зезеп (5 -20)- 2 = 5 «donde: ELE 
Calcular:sen 2 - cse 0 

4% B)- 75 ДАШ пуб к)-/0 


49) Reducir: (0 < х < 90°) 
J=sen 2 Ї+совх+сов = -совх 


A)2senx B) sens C)/2senx РО Е)вепх 


ед Si: send = k 
Calcular : “52 


a m 


AXE B)- 


(GDCalcular : соз, 


Si: tana=2 ;270 <a <360° 


Н B)- E в р)- E »- E 


638i: cos0-0,68,0 < (52 : 21) 


Calcular : sen 3 


Ајда В-оЯ Со? П)-02  EJ0,16 

63 Бі:свсб--0,2;0 € (2,32) 

Hallar el valor де: tans d 
воз 48.5 48, в 

A) Во Ea 


63 Siendo : singe Обиље 


2 
Hallar : tan. 3 
DJ 4 


A)-3 B)-2 C)-1 
(03) Calcular: tan71* 30" 
АЛ в)г с). 


ATRIGONOMETEIA A 


(69) Calcular : £an112^30* 
AJI-J2 B)/2«1 С) /2-1 D)-/2-1 E)-2-43 


(62) Señalar el valor de: ауа: 
АЛ n)? сі Di  E-i 
68 Señalar el valor de:co£1 ТУІ 
АЛ в)? сз D СА 


SEGUNDA PAEA ЛЕБ) 


(91) Calcular las siguientes expresiones: 


[ETE 1+сов 20^ 1–сов 407 2 
8, 2 я) 2 S 1+сов40° р) 1- сов 100? 


(3 Si: sec 0—4 . Además: 630°<0<720° 


Calcular: sen? 
АЛ ВЫ? cj р) ЕЗ 
@ Si: tgr = $ 90°< x « 180° 
Hallar: (3) 
tg 3 
Ай B)2 C)3 D)4 E)5 
(63 Reducir y hallar el valor de “A”. 
_ctg20" + cac20* 
ctg10^ 
А)1 B)2 C)3 D)4 E)1/2 
@5ітріібсаг y hallar el valor de “М”. 
Me c oe 
1225" 
А)2 В)І С)з D) JZ E) J3 
69 Si: сова == ; 0°<а< 90° 
Hallar: seno 
430 Уб Уб Уб 
АЈ Нуса СИН р)/6 Е) 


E 1 3x 0 
(695: созд ==; <0 «2x . Calcular: seno 


m 5-8 gE DSE p 
(G3 Calcular" сов" іі e 

5 5 7 7 3 
ANS в | © »- в)- 5 


(69 Si: cos 0=0,68;0 є (%; 2x) , calcular: "seni e 


A)0,4 B)-0,4 C)02 . D)-92 E)-0,16 
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@@ Si: cos0= 0,29 (и; ==), hallar el valor de : 


0 
tan—. 

2 + 

УЗ УЗ J6 Уб Уб 
А) 2 Bn ers D) z E 
(DSi: саса = ;ас< 270°;360° > , hallar: 
шебі 
= B 

4 4 4 3 3 
А)-5 В) 5 Os As D-5 
42) Siendo: senx=-0,6 ; aero. Hallar; tan% 
A)-3 B)-2 C)-1 E E)2 


(3) Calcular: fan.112*30* 
AJ1-/2 В)/2+1 С)/9-1 
(£3) Señalar el valor de: ѓап26°30° 


D)-42-1 Е) 


1 1 1 
1 5 "a xc. 
A) B)2 С) 3 D) 3 E) 3 
(13) Señalar el valor de: cot18*30" 
1 1 
Ал B)2 C)3 D)— = 
y) ) ). ) 2 E) 3 
(18 Reducir: col ¿tan 
29783377 2 
esc 2x4cot2x 
4-2 в; Сл р)? Е)-1 
2совх+сов2х+1 
Simplifi DAT 
(12) Simplificar: M= E IT 
cot?x cot?x tan?x ѓап?х 
А) 2 B) 2 С) 2 D) 2 E) – 4cosx 
(3) Simplificar: 
Q- cot 7 208? = 9 .е010 
А)1 B)cos?8 С)созб D)sen?0 Е)зепб 


TAREAWDONICIDBIARIA 


(93) Reducir: х= 2 – 2 соз20° 
A)senl0^ В)2веп20° C)2sen10” ПУ 
63 Simplificar: p=5en 10°+\/ 1— sen20* 


С)веп10° 


Е)2 


D)cos10^ E)3 


OBJETIVO : 


Reconocer y usar convenientemente las fórmulas 
básicas para el cálculo de las razones trigonométricas 
el triple de una variable ya conocida. 


SENO DEL ARCO TRIPLE 


Sen3x = 3Senx — 4Sen* x 
DEMOSTRACIÓN : 

Sen3x =Sen(2x+x) 

=> Sen3r = Sen2x Cosx + Cosas Senx 


=> Sen3x =25епхСоз?х + (1 = 2Sen*x)Senx 

=> Sen3x -2Senx (1 — Sen*x) + (1—2Sen*x) Senx 
=> Sen3x =2Senx — 2Sen* x + Senx — 2Sen?x 

=> Sen3x = 3Senx — 4Sen?x 

EJEMPLOS : 

* sen 36° = Ззеп12° – 4sen?12* 

* зепб0° = sen3(20*) = 3sen20* – 4sen^20^ 

* Ззеп2° – 4sen?2? = sen6* 


EJERCICIO: 
Si: senx- t „Hallar бенде 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 
sen(3x) = Ззепх – dsen*x 
3 
1 1 4 93 
=> senis (4) - (2) =]- 27 27 


COSENO DEL ARCO TRIPLE 


Cos3x = 4Cos?x — 3Cosx 
EJEMPLOS : 
* с0824° = 4соз?8°- Зсоз8° 


* cos9A = cos3(3A) = 4созЗ?А - ЗсозЗА 


* dcos £*- 3с084° = соз12° 
EJERCICIO : 


Si: сов = . Determinar Cos3x 


RESOLUCIÓN: 
* Como: n 1 
cos3x —-4cos? x — 3cosa=4( 5] -«(2) 


enm (RESP ii 1 


TANGENTE DEL ARCO TRIPLE 


3Tanx - Tan?x 


Tan3x = 3 
1-3Tan^x 


DEMOSTRACIÓN : 
* Por Identidades de Arcos Compuestos se tiene : 


TanA + TanB + TanC — TanATanBTanC. 
Tan(A--B* C) | тапАТапВ — TanBTanC — TenBTanC 
haciendo A=x , В=х , С=х , obtendremos : 

Tanx + Тапх + Tanx — ТапхТапхТапх 

1— TanxTanx — ТапхТапх — ТапхТапх 
reduciendo obtenemos la fórmula para el ángulo triple : 


Тап(х+х+х) = 


3. 
=" етике = ЗТапх — Tan^x 
1—3Tan^x 
EJEMPLOS : 
nas. 
*tangg:- Stan 13* fun 13° 
1-Зіап?13% 
зада 
RUC SEA 
1-Зіап 37 
МЕСІ) 
2 гап12х= 31845 tan 4x 
1-Stan^ 4x 


despejando 4sen?x у 4сов?ұ de las identidades de 
ángulo triple se obtienen las siguientes identidades 
(de Degradación) respectivamente: 


4sen?x-3senx —sen?x| | 


EJEMPLO : 
*  4sen*10"=3sen10" – sen30* 
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EJEMPLO : 
4сов?10°= 3cos10” + cos30° 


FÓRMULAS ESPECIALES : 
Sen3x = Senx(2Cos2x + 1) 


DEMOSTRACIÓN : 
Sen3x = 3Senx — 4Sen?x 
> Sen3x =Senx (3 - 4Sen*x) 
=> Sen3x =Senx | -2х 25е) 
1-Cos2x 
=> Sen3x =Senx (3 — 2x (1— Cos2x)) 
=> Sen3x =Senx(2Co82x + 1) 
EJEMPLO: 
* sen3fB = senfi(2cos2 fi 1) 


Cos3x = Cosx(2Cos2x — 1) 


EJEMPLO: 
% сов3ф = созф (2соз2ф — 1) 


PROPIEDADES : 


I)SenxSen(60^ – x)Sen(60"+x ) = Белді 
H ЈсовкСомво – x)Cos(60*+x )= сөзде 


II |TanxTan(60^ — х)Тап(60°+х ) -Tan3x| 
IV) Tan3x _ 2Соз2х+1 
Tanx 2Соз2х 


De las propiedades anteriores, demostraremos la 
primera de ellas. 


4зепхзеп(60°-х)веп(60°+х) = sen3x 

Para el producto зеп(60°-х)зеп(60°+х) aplicamos la 
identidad siguiente : 

Sen(a+B)Sen(a— B) = Sen*a — Sen? В 
obteniendo 4senx(sen*60”— sen*x) = зепдх 


4senx( 5 — зеп? х )=вепЗх 


Ssenx — 4sen? x -sen3x 


=> sen3x=sen3x 
(esto es lo que se buscaba demostrar) 


EJEMPLOS : 
* 5Беп20°5еп40°$еп80°=5еп 20°$ет(60° — 20")Sen(60" +20) 


_Sens(20") _ {8 
4 8 


„*Соз10°Сов50°Сов70°= Соз10°Соз(60° — 10° )Cos( 60**- 10") 


4 4 8 
FORMAS GENERALES DE LAS FUNCIONES 


TRLGONOMETRICAS 
DE ANGULOS MULTIPLES 


Siendo «n» un número entero positivo. se cumplen 
las siguientes fórmulas: 


Seno) -[; omnts nto 2 Соз"-ба Sendo +...) | 


[Cos [n8 = Сов" — «| Cos" “asen +. 


До» ln Sent "ertet 


m 


Tanto E =» += 
Таң(тө}= 


e la 


== 


һы». 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE 18% y 72 
Sabemos que se cumple: sen36” = cosb4” 


(Esto por Razones Trigonométricas de Ángulos 
Complementarios). 


веп(2(18°)) = соз(3(18°)) 
Utilizando identidades de arco doble y triple : 
2Sen18"Cos18"=4Cos* 18° — ЗСов18° 


=> 2Sen18? Cos18"=Cos18"[4Cos? 18° — 3] 
=> 26еп18°= 4Соз? 18 — 3 

= 28еп18%-4(1- Sen? 18) — 3 

=> 48еп?18°+2зеп18° — 1 =0 

*Haciendo : х=зеп18° ; luego 


–2 + /2# — 4(4)(-1) 


2(4) 
sa cH, LL аны, 21348 


x?42x—1-0-—x— 


4 


como Sen18^ es positivo y menor a uno , entonces : 


*De lo cual : Соз36%-1- 25еп? 18° 


2 
=> Сов36%-1- 21 


4541 


=> |Сов36°= 


Luego podemos plantear los siguientes triángulos : 


Segre 9-1 


4 
Cosse- 5+1 0-2N5 
2) Г] 
5+1 
EA 
@Si:Sen9 = 5,0 € IC 
Calcular: А=с0з30 
RES v33 /83 2/13 433 
Анаа m B3. 


@ Бі: tg0 = 2;0 € (180°; 270") Calcular : М = ctg30 


11 9 5 19 1 
As 25 O DE B 
63 Бі: зепд —cos0 = ЕА 
Сасшаг A = sen60 

716 416 616 516 716 
“зв Pu Ою Ото Pm 
(99 Reducir: 

. sen30 — send 
M send 


АЈ2сов0  Bj2cos29  C)2sen9 D)2sen209 El 


EDITORIAL RUBIVOS 


[27] Reducir: passin) 
G-2|]—— — 
peers 265 


Ajctg2x _ Веи  Cjdtg3x  D)9tige  Ejltg3x 
69 Simplificar : Н = sec 20" sec 40° sec 80° 
A)2 B)3 С)5 D)8 

А т| 1 
@ Si: teo += 


Calcular: H = ctg3a 


E)10 


11 2 3 4 11 
А)— В)— С)-- 2)-- => 
у 2 АГ eT nu Б) 3 
68 Calcular: 
2ens0'sen70”cos80? 
tg20°tg80°tg40° 
УЗ Уз. Уз 1 
4054 B O D)1 Dz 
(69 Reducir: Н = 4cos 3xsen?x + 4sen3x cos? x 
A)2sendx B)sen4x C)3sen4x 
D)4cos4x E)3cos4x 
(£9) Calcular x si: е 
25 25 25 25 15 
А) BIZ С)— = E 
J 8 )12 | 11 2) 9 Елу 
(O) Reducir: 
н=°ёп90°* 200830 


7 изд“ 
A)cos90  B)cos60  C)cos120 Р)зеп90 E)sen60 


(3) Simplificar: М = cos? 9 cos 30 + sen*0sen30 
Ајсовд В)сов?0 С)сов20 D)cos!20 E)co 20 


(Э Sabiendo que: 353 | 7 c083% _ : 
зепх — cosx = 


Calcular: E — cos6x 


Hog9 


9 
16 16 ?/-16 


11 
40-36 В) 


x 6 9 
А)1 B)3 С)5 D)7 Е)9 
@ Calcular: A = 4tg72^(4cos 18° — 3 sec 18°) 
А) 1 B)2 С)4 DJ6 Е)8 

= 
Simplificar: G= sen3xcfgx – 2 соз х ) 

e E == зепЗх 
Ajsen3x _ В)епбх  C)2sen3x  D)2cos3x ^ E)sen9x 
@ Si: cose = а? 


Calcular: N = sen? (Z «0e coe (Z 0) 


3 5 9 1 7 
^4 в), o Di En 
" ж 0 ж 6 х 0 
@ Бі «(5-2 M5 биво (7 x) 
[] 
8 7 1 4 3 
ma ые Ron ~ 18 


(9) Simplificar: А = 4g20*--4g30* - ig10*tg* 50* 


А107 ВЕ С) 057 Бщ Ејс: 
9) Reducir: 
М = sen* 10°+ sen* 50°+ зеп“70% 

5 
Bs 


7 9 11 
es Dg E 


LA MATEMATICA su 7 ORIGEN 


Se sabe que la civilización moderna depende, en una 
gran proporción, de la ciencia, y una gran parte de la 
ciencia sería imposible sin una técnica matemática 
altamente desarrollada. 


La posición acordada en la actualidad a la matemática 
por el público no matemático, se debe, parcialmente, a 
la utilidad de la matemática y, a la persistencia, en 
forma vaga de antiguas y erróneas ideas con respecto 
a su significado real. Hace poco tiempo se le dio el 
“status” correcto a la matemática, aunque hay muchos 
aspectos de su maravillosa actividad que continúan 
en el misterio. Es probable que la matemática se 
originara con Pitágoras. No hay evidencia clara de que 
el razonamiento matemático fuera reconocido y 
practicado por nadie antes que Pitágoras. Las fórmulas 
geométricas usadas por los antiguos egipcios tratan 
sobre los problemas de inspección del suelo y se 
obtuvieron de manera empírica. En general están 
equivocadas y no van acompañadas en ningún caso por 
demostraciones. No es, pues, sorprendente que cuando la 
mente se dio cuenta de su insospechado poder, no 
comprendiera su verdadera naturaleza. Para los pitagóricos, 
abrumados por el encanto estético de los teoremas que 
descubrieron, el número se convirtió en el principio de todas 
las cosas. Se supuso que el número era la verdadera esencia 
de lo real; las otras cosas que podían predecirse de lo real eran 
simples aspectos del número. Así el numero 1 paso a ser lo 
que en cierto modo se llamo “razón” porque es incambiable. 


Se suponía que las proposiciones matemáticas eran 
verdaderas, con total independencia de nuestras mentes, y de 
este hecho se deducía la existencia de Dios, Esta doctrina era 
un refinamiento de las fantasías pitagóricas y fue mantenida 
por muchos que no creían en las proposiciones místicas de los 
números. Así es que, San Agustín, hablando de la perfección 
del número seis dice “el seis es un número perfecto en si mismo, 
y no porque Dios crease todas las cosas en seis días; es más 
bien cierta la inversa, que Dios creo todas las cosas en seis 
días porque este número es perfecto, y continuaría siendo 
perfecto, incluso aunque la obra de los seis días np existiera”. 


PROBLEMA 1: 
2 1 
Siendo: зепр= = calcular "sen3f" 
13 13 71 3 
A) л В) 25 Oi р)2 Е)57 
RESOLUCIÓN: 
* Sabiendo que: 


зепЗВ = 3senf – 4sen? f ; pero зепр= i 


* Luego: 1 LY 21 
seng -x(5)-4(5 ) п 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 2: 
Reducir: 4sen?x  sen3 x А 4cos? x – cos3x 
senx cosx 
А)2 B)3 С)4 р)5 E)6 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando las formulas adecuadas , se obtendrá: 
deen'x^(Ssenx—4sen"x) | doos x- (4082 — Зоовх) 


* Luego де quitar paréntesis y simplificar, deducimos: 
Звепх | 3cosx 
senx cosx 
PROBLEMA 3: 


= 3+3= 6 


+ 


RPTA: “E” 


г. зепЗА | 2 
Reducir: ———- 3cos"A 


А)-вепА  Bjcos'A  C)sec2A  Dj-cos'A E)sen*A 
RESOLUCIÓN: 
* Llamando "E" a lo pedido: 
E- ЗзепА – 4sen* A 
senA 
= Е = 3- 4sen* A – 3cos* A 
> Е = 3(1-соз?А )- 4sen*A 


- Зсоз?А 


> E = 3sen?A - 4зеп?А = sen? A 
RPTA: "E" 
PROBLEMA 4: 
Si sen2x=c083x 
Donde: 0% < x < 90°, calcular: senx 
AMS-1 BW5«1 C)/5-2 DN5-3 xa 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando la fórmula especial: 
> 2senxcosx = cosx(2cos2x – 1) 


> 2senx = 2(1- 2sen?x)- 1 


=> 4вепіх- 2senx – 1-0 


* Resolviendo: 


OJO: Por «5 complementarios: 


2х+8х=90° > x =18° > зеп18°= se E 
RPTA: "E" 
PROBLEMA 5: 
Calcular: 
= 22%. 3.* | [eos 
E (ает ЇР 5) ( 
А)12 B)16 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando , se obtendrá: 
Е = (3sen*18” + cos*36*) ( 3cos*36” + sen*18") 
* Degradando: 2. 
Ssen18* – веп54° “=== eme 
> Ez|3 EIE + ant ceo) 
[ EAS [=ч nme 
Н 4 Р 4 


в-®=т1#- Эрэ Duis - d Зарб duet – сова) 
* Simplificando: (2 a ECO 
4 


C)12 


=> Е = 4веп18°+4сов36°=4 m 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 
Simplificar: 


А)-2 B)-1 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerda: 
sen30—senó( 2с0820+1) 


sers (2сов2х + 1) _ 


E)? 


>И = 2соз2х 


> М-( x+1)- =1 
20082. eos x 
PROBLEMA 7: 


5 - Calcule tg(3x) 


13 4 
4 3 cs D 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda que: 495439 2/229 — tanto, 
1-3tan*0 
Z (x |-tan?| E 
stan(Z +x) tan (г) 
1-3tan* E) 


* Entonces: 
tan =+)= 
G 


= tan(x+3x)=— 2 = 
() * 


RPTA: "E" 
PROBLEMA 8: 


1 1 
AJ5 3 3 сл D)2 Е)5 > 
RESOLUCIÓN: 

Se sabe: 


pra 
tan зө = 2400 іап”0 


253 dus ki 


tg45°+tgx _ 
1-ig4b'igx | % 
ж Despegando: 
1 
=> > cigx == 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 9: 
Dada la siguiente igualdad : 
веп 70" +sen30” = AcseB” 
Si 0<B<12 , calcule el valor que toma 4А+ В. 
А) 10 B)9 С) 12 D)13 E) 11 
RESOLUCIÓN : 
*Deldato: 0« B« 12 
sen70^*sen30^—AcosB? ......................... (1) 
"sea : E=sen70"+sen30" => p eE 
ИЕН, 2 
соз?" 1 
2 
*multiplicamos y dividimos sen 10° : 
E= sen10^4 (2cos20" 1) 
2sen10^ 
*Por identidad de arco triple : 


1 


> де “1310 _ 2 


2зеп10° ` 2sen10* quelo 


*Comparado con (1) : А=1^ В=10 => ЗА+В=11 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 10: 

Calcular el valor de À , si la siguiente expresión es una 
identidad: 
(senGx+sen2x)csc2x=sec2x[cos6x+cos2x+A 
cos2x] 

A)-2 B)-1 
RESOLUCIÓN: 


* Ordenando: $en6x ||. 
sen2x 


19/77) D)1 E)2 
совбх 


cos2x 


+(1+А) 


* Recuerda: 


sen38 
send 


соз30. 


* Entonces resultará: 
2cos4x+1=2c084x – 1+1+А 
= А=1 


= 2с0»20+1 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 11: 
Hallar el valor de : К=е0820"сов40"сов80“ 
А)1,025  B)0,125  C)1,250 П)0,216 Е)1,732 
RESOLUCIÓN: 
* Por propiedad: 
cosx сов(60° — x) сов(60°+х = costa 
* Entonces: 
Е = cos20"cos40"cos80^ 
> F = с0820°соз(60° — 20°)соз(60°+20°) 
1 a2 Ж ызы 
>F 400030207) = 10000 54) 8 0,125 
RPTA: "B" 
E-ten ^ вет "3А Juen ES 5^) 
А)-зепА B)-sen^ CjsenA Р)созА кеп А 
RESOLUCIÓN: 
* Propiedad: 


4 sen а веп( 5 – а )веп (5 +a)=sensa 


—4sen А веп | 5... «А 
әрен (5+ 5) G 5) 

> E-sens(4 ) =вепл 

КРТА: “С” 

PROLEMA 13: 
El valor de: 3sec* 10? sec'60^sec* 70° es: 
A)64 B)9/64 С)И64  D)192 Е)64/9 
RESOLUCIÓN: 


* Por propiedad: seca sec(60? — a )sec(60*--a ) -4sec3a 


“Бей: p = 3sec? 10° sec? 50° вес? 70° 


60-10" 6010" 


=> F-3(dsec30*)* -3 (6 2), 


әк=з[ 2. =o(%)=04 


PROBLEMA 14: 
Hallar x еп: 21-60890 _ 
1-сов30 
A)2sen20 B)2cosü С)1-зеп20 D)2senü Е)2сов20 
RESOLUCIÓN: 
* Sabemos que: cos3x = 4cos?x – 3cosx 
* Entonces: 
сов90 = 4cos? 30 — Зсов30 
+ 100890 1-(4сов!30- 80880) _ 
1-сов30 1-сов30 
1+3 cos 30 – 4cos? 30 
AS E 
* Factorizamos el numerador: 
p=(1-20830)(1+4c0880+4c0s? 30) 
1-сов0 
> Е=1+4 cos30+4cos* 30 


= Е=(1+2е0880)* -(1--2(4cos?0 — 3cos0))* 


> Е -(1- 6созб+8соз?0)? - (x? — 3x 1)* 
* Identificando términos , se obtiene: х=2с080 
RPTA: "B" 


RPTA: "A" 


(x? — 3x 1)* 


=F 


PROBLEMA 15: 


Que relación deben cumplir los coeficientes de la 
ecuación: pcosx + qcos2x + rcos3x + q = 0 


para que, en esta ecuación , cosx tenga un valor. 
A)p-3r B)p4-r C)3p-r D)p-29-r Elf? -4r(p-3r)0 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 

pcosx + qcos2x + rcos8x +q = 0 

pcosx + q(2cos*x-1) + r(4cos"x -3cosx)*q = 0 
* Simplificando: 

pcosx + Засов"х + ігсоз?х — 3rcosx = 0 

cosx [2qcosx + 4rcos'x-3r+p]=0 
* Considerando que cosx + o, entonces: 

4rcos?x + 2qcosx + (p- 8r) = 0 
-24+ (49? -16r (p- 5r) 
8r 

* Para que cosx tenga un solo valor , el discriminante 


tiene que ser igual a cero. 


=> совх = 


* Entonces: 4g*-16r(p-3r)=0 
> 4" -4r(p-3r)=0 
PROBLEMA 16: 
Simplificar: 
А = зеп?(30°-х) + sen*(30*+ x) — cos?x 


4)3cos 7 B)- сов C) - 4 совзх D) Ей 
RESOLUCIÓN: 
*Multiplicando por 4: 
4A =4веп?(30° — x) +4sen* (30°+х) – 4cos*x 
> 4А = Звеп(30° — x )sen(90* — Зх ) + Звеп(30°+х) 
— зеп(90°+3х) - 3cosx — cos3x 
> ФА Звеп(30° — x) + Звеп(30°+х) – cos3x – cos3x 
3(2веп30%совх) 
—Зсовх - cos Зх => 4 А=Зсовх – 3 сов Зх — Зсозх 


=> А=-®сов3к 


RPTA: “С” 
PROBLEMA 17: 
Del gráfico, calcular: вел 
A) = в 
B) 4 
1 
93 


13 
DNS 
) 19 


RESOLUCIÓN: 


* De la figura, considerando BH: 
23sen0 = 9. sen30 


23 sen30 
79 seno 
* Por propiedad: 
23 7 
mer 2с0820+1 => Г 
* Además de la figura: 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 18: 
Calcular: H = зес40° + 8зеп250° 
А)З В) 4 С)5 D)6 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 


ЕЈ7 


ATRIGONOMETRIAS 


1 
cos40* 


1+8соз? 40 


+8сов?40= 
m с0840° 


Н= 
* Peró: 
4cos*x=3c08x+cos3x => 4cos? 40"=3с0840"  cos120* 
* Luego: 
1+2(Зсов40°+сов120°) 
cos40^ 


_ 1+6соз40°—1 
соз40° 
ЁРТА: “р” 


H= =6 


PROBLEMA 19: 
Halle el valor de la siguiente expresión: 
sen34 
_ зеп26- вепф 
A2 B)-1 С)о 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato transformamos: 
Е_ 861$ (200824+1) 
2зепфсовф — вепф 


- 2 созф 


D)1 E)2 


- 2созф 
* Simplificando: 
2сов2ф+1 
a ES 
2с08ф - 1 
2(2cos*$-1) +1 
2с08$ - 1 
4cos*$ - 1 
2cosó - 1 


— 2совф 


= Е = - 2 созф 


> E= - 2совф 


*Factorizando: 
(2совф + 1)( 2совф—1) 
> E= Б^Л E > 7 2созф 
=> Е=2созф+1— 2cosp=1 


PROBLEMA 20: 


Si se cumple: 
КОЕ 


RPTA: “D” 


Calcular cos39 
24 aa 
RESOLUGIÓN: 
* De: * .42 
Е o) 3 


* Sea: 


ejnt EE gi 


42 


==5 -0> женис 
* Además el desarrollo del seno de triple es: 


sen3x=3senx – 4sen?x 
* Sustituyendo valores: 
1942 


FOE 


eo] 


19/2 
"27 
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1942 
ЗИ АГ 
n e)- 27 
cos gg. 198 
ВРТА; “А” 


PROBLEMA 21: 
Reducir la expresión: 
A Sen30-cos30 

cos – senü 

Calcular su valor para: 0-45? 

АЛ B)2 С)3 

RESOLUCIÓN: 

* Desarrollando las identidades de sen30 y cos 39 . 

Звепб — 4sen*0 + 4сов?0 – Зсов0 


D)4 E)-1 


as cosü – send 
ә4т 4(cos?0 — веп?0) - 3(соз0 – веп0) 
cos – зепб 
A 0080 -senb)(cos" 0 + зеп” O + совбветд) -S(cos0 - sent) 
cos 0—sent 


= А=4 (соз*0+зеп? 0--совбвепб)-3 
1 

> А=1+4создвепб 

* Reemplazando: 


> A=1+2sen20 
0=45° 
А=1+2веп90° > А=3 
1 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 22: 
Si se cumple que: Соз(60)х Sec(20)=3 ;halleCos(80) 


А)-5132 В)-3/32 | C)-7/32 | D)-9/32 Е)-11/82 
RESOLUCIÓN : 


Condición: ©0860 1 
Cos20 4 
Cos20(2Cos40-1) 1 zu 
UU 2 ->2Сов40- 1-15 CoM0-7 


Luego: porca SA 1 
25 7 
80 =2x— -1 == 
= Cosi x = Сов80 
RPTA : 


“с” 
PROBLEMA 83: 

En la siguiente expresión: 

Sen*(3x) Cos*(3x) 


te ez = Р Cos(2x) calcule el valor de 


А)2 B)4 
RESOLUCIÓN : 
Sen3x ү? (Cos3x Y 

Cer (eer -rons 


С)6 D)8 E)10 


xascuro тиште  |жЖ( EDITORIAL BUENOS) 


(Bragas з) (ео и} 
Бепх Cosx 
(2Соз2х + 1)? -(2Cos2x-1)* = pCos2x 
= 4(2Соз2х)(1) = pCos2x > р-8 


= pCos2x 


RPTA : “р” 
PROBLEMA 24 : 
Si Leere — 8x41)? el valor de x,es: 
A)2Sen0 Bj2Cos8 С)25еп20 D)2Cos20 E)Cos30 
RESOLUCIÓN : 


1-Cos90 2 
1-6өз6(%:-3х»1) 


2 
Sen % (2Соа30 +1) 


30 
Sen 
2 
=(2С0830 + 1)" = (x3 – 3х + 1) 


% 
4Cos*9 – 3Сов0 


> (8Cos*9-6Cos0 + y =(х%-3х+ y =>2С080 = x 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 25: 


Si:Cos(2x)=a y Tan(3x)- bTan(x), entonces al 


calcular Ea , se obtiene: 


Aja Bj2a C)3a 
RESOLUCIÓN : 
Condiciónes: 
1)Cos2x =a II)Tan3x = ЬТапх 
Senx(2Cos2x +1) _ b Senx 
Cosx(2Cos2x - 1) Cosx 
Reemplazamos (1) 
2a+1 


= 2a-1 
PROBLEMA 26: 
Al simplificar la expresión 
M= Ssena ctga -зепЗа ctga 
созЗа + cosa 


Dj4a Е)ба 


5-1 
=b> 2a=— 
За 7 


ЕРТА : “В” 


+1 


se obtiene 

A)esc* a B)tga C)1 *tga D)l+tg'a E)sec? a 

RESOLUCIÓN: 

м = Ssenacota-senSacota | 
созЗа + 3 cos a 

cot a[3 sen a -зеп3За] +1 

4соз°@— 3 cos а + 3 cos a 

cot a[3 sen a - (3 sena — 4sen*a)] | | 

4сов?а 


1 


>M= 


2M 


соға x 4sen?a 
M= +1 
соға 
=> М zceotatan'a 1 


=> M -tan'a41— М =зес?а 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 27 : 
De la figura mostrada , halle la medida del ángulo x. 


В)53° 
RESOLUCIÓN : 


А)60° 


p 


Del 2 sombreado: 
a 
а Тап20°Тап40°Тап80° 
Tan60* 


Tanx = 


STHIGONOMETHIAA 
1 - Cot60° => x= 30° 


l ^ Tan60* | 


< complementarios 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 28: 

Al simplificar la expresión: 
Е=Сзс(6°)Сзс(54°)Сзс(66°) ‚ве obtiene: 


`А)Све(18°) B)4Csc(18*) С) сөй) 


D)2Cse(18*) Е) Cee(18) 
ió 
ES UE 
E 1 
Э 17 авепб" x Sen(60* — 6°) x Sen(60* + 6%) 


ES 4 
E. E = 4Csc18* 
Эта > 54 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 89: 
Halle el valor de: M=3Sec* (10%) xSec*(50) xSec* (70) 
A)16 B)32 C)64 D)8 E)4 
RESOLUCIÓN : 


2 
Са sr C ) 
Сов10°Соз50° x Со870° 


4 2 
зм |апта scc 


Cos3x10* 
4 2 
| ЕСІ | >M=64 
2 


RPTA : 


PRIMERANERACICANDIRIGIDA) 


“с” 


Complete: sen3x = Овепх – 4sen?x 


A)1 B) 2 соз  D3 E)-2 
@Complete: cos3x = Осов?х – Зсовх 
А)1 B)2 C)4 D-4 E)-2 
@Siendo:senx == ; halle "senda" 

23 23 19 19 
RI EAT би MN сат 


63 Siendo: tane re € IC, calcular:"cos3x". 


22 19 
А Da 8-5 


6» Sizsens- 7. ; “x” es agudo, hallar:"tan3x". 


16 
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1 2 1 2 3 
Aun a E ours 
(9o Ruducir sendx 

= 5 


Ajsen"x В)-зепіх C)-4sen'x D)-4sen*x Ej4sen*x 


(62) Reducir: сов3х |. 


Q- 
A)sen?x  B)-cos?x С)4ѕепх П)4совіҡ Е)4совх 
Ө нар 


_ Зеп8х – senx 
сов2х 
А)вепх В)28епх С)зеп2х D)2senx2x Е)1 


(69) Reducir: S= cosBx+cosx 

cos2x 
А)совх B)2cosx C)sen2x D)2sen2x E)2sen*x 
(49 Reducir: n | созде 


Ајсов2х B)2cos2x C)4cos2x  D)4sen2x E)2sen2x 


Si: 
O 4 Зеба Pb 
зепх 
Calcular “ab”. 
А)2 B)3 С)4 D)8 E)6 
(38i: LM 
cosx 

Calcular “ab”. 
A)2 B)-2 см D)-4 E)6 
a Si:sen3x.csex — n; hallar: 

A-cos3x.secx 
A)n-1 Bjn-2 С)п+1 D)n*2 E)n 
(E) по seme aes) send 
senx seny senz 

Hallar: В=соз2х+соз2у+соз22 

n+2 n-2 n+3 n-3 n-2 
A) 3 B) 3 C) 2 D) 3 E) 3 
(13) Señale el valor де “веп18° ". 

a DR + a y 

4 

(19) Señale el valor de “cos36” ". 

УБ-1 Ыы 46-1 ,,Мбы 5-І 

аі B)—— € DS gj 
(O Calcular: Р = зепб°.зеп54°.зепб6° 
El B)45-1 qe pi poa 


Gweno TRIPLE |*66] 


© Del Gráfico; calcular la longitud de CD. 


B 
A) 1,21 

B) 1,36 zs 

C) 2,32 D 
D) 2,21 

Е)згі ^ E 


49081 gráfico; calcular la longitud de AD. 


A) 27,8 зо 
В) 36,6 
С) 34,2 D қ 
D) 32,4 10, 
E) 38,6 
A H т Е 


(DEliminar “х” de: senx = а-велӛх 
cosx=b+c083x 


Aj(a**b')-4ab  B)(a**b*)—-4ab C)(a*+b*)*=16ab 
D)(a**b*)-16ab E)(a*+b*)'=16a*b* 


SEGUNDA DIRIGIDA) 


pde 


@ Del gráfico mostrado, calcular: 
C=(1- Sen24)(2C0s40+-3) 


o D 
(03 Si del gráfico siguiente se deduce: 
Cot 20* Cotüó- KTané 
* Calcular: “К”” 


63 Hallar el valor de la expresión: 
M-Tan*20^* Tan? 40°+-Тап?80° 


EDITORIAL RUBINOS 


А)12 Bj9 С)21 D)24 
(03) Si la ecuación: aSen30+bCos20+0=0 


E)33 


Tiene como raíces: a, B, y y, 
calcule: A=SenaSen д + SenfiSeny + Seny Sena 


a b 3 b mo 
ANS B с) 4 D Шу 
e» 3x 
yt. 2 + Соз2хСозЗх Сов4хСовбх + 
со Cosx Cos(2x) /” 
2 
т “n términos 
Además хес 
La expresión reducida de “A”es: 


AjCosx BjnSenx С)пСов(2"х) D)nCosx E)n 
(93) Dada la ecuación:x?- qx - r=0 

si:xzyCos0;y e R*, 

halle una relación entre г y q, tal que: де R 


UY A Y 
242] sS) ва 


(62) Del gráfico , calcular “е” 


B 
A) 12° 
B) 36* > х 
С) 21° 
D) 24° 
Е) 18° 
А Н с 
(ӨЗЕл un triángulo ABC: 
TonA_Tonf_TenC | 
n n p 

Ѕеп2А +Ѕеп2С 

hallar; ¡52 
= L= БепаВ 


aj avp pjp Re pr- 2n+p тер 

пир mp mp n 
63) Desde un punto en tierra , se divisa lo alto de una 
torre; con un ángulo de elevación" 9". Si nos acercamos 
una distancia igual a la altura de la torre, el ángulo de 
elevación es" 90° – 20" L=Sec20+Tan0 


АЛ В)2 С)з D)4 EJ6 


ATRIGONOMETRIAS 
(O Del gráfico, el valor : Coté 


42 
Ал-5- 


42 
В)2- 1 


42 
с)2-7- 


D)2-42 


42 
En 


(DSi:Cotx +2Coty+3Cotz=Tanx+2Tany+3Tanz 


se verefique que: 
Cot32x+8Cot32y+27Cot322=k Cot2xCot2yCot2z, 


¿cuál es el valor de “k”? 

AJ6 В)12 С)18 D)24 

@ Calcular: AB, si: FC=3 y DE=4 
B 

A)1242 

B)647 

с)742 

р)6/2 

E)1247 


A c 
(1) Del gráfico, calcular: Sen35 


E)30 


Sen*(60"+x)-Sen*(60”-x)=aSenx(b+ Cos2x). 
Calcular : a.b 


AB вз CJ n; E 
авві: CotxTan0=Tan=, 


reducir: V=4Tan20+/3Tanx 
A)Tan3x B)Tan30 C)J3/3Tan3x D)/STan30 E)3Tan3x 
(O) Del gráfico , hallar: > 


AjM2Csc5* В) -/2 Сже10°* 


рум сөгіс: в) МЕ сасе 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


(O Simplificar la sumatoria: 


Tanx Тапзх 


Tan9x 
Cos2x - Cos = Cos6x — Cos% Cos18x - Сов" 


8=. +... "n" téminos 


AJTun3" x — 1 B)Tan3"x-Tanx C)Tun3"x-Tun3x 


Папа "| x -Tunx. EJTan3" x —Tanx 
Calcular: 


Т=Тап130°Тап10°+Тап70°Тап130°Тап10°Тап70° 
D)2 


А) З B)-3 €)2 
ае! gráfico , hallar"g" 


AJAreCos |2 
/10 
6 
CJAreSen e 


D)ArcSen Ë A 


E)ArcCos m 


E)6 


B)ArcCos 


д Si:a,P,4 ^ v verifican la ecuación: 
Tan3x=2Cot (==) 


Calcular: 
Le Тапа+ Тапр+Тапф+ Тату 
TanaTanfTangTany 


А)3,5 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA | 
3 11257251327: 


В)1,5 С)-3,5 Dj2,5 E)-2,5 


25 TRAXSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS 1 


* Expresar sumas o diferencias de senos y / o cosenos 
en forma de producto para reducir expresiones. 


* Trasformar productos de seno y/o cosenos en forma 
de sumas y/o diferencia de los mismos. 
IDENTIDADES PARA LA SUMA 


Y DIFERENCIA DE SENOS Y COSENOS 


A menudo se presenta el problema de transformar la 
suma de dos funciones trigonométricas en un producto 
y viceversa. Esto puede lograrse utilizando las 
identidades de arcos compuestos. 


PARA LA SUMA © DIFERENCIA DE DOS 
SENOS O COSENOS A PRODUCTO 


[sena seen teen (232) 00452) 


m 


зепА:- senB=2c08 (425) sen( 


3-5) 


СОВА – совВ = — 2sen (22) sen Ас 2) 


БТЕ 


% Los ángulos resultantes en el producto serán la 
semisuma y la semidiferencia de los ángulos iniciales. 


No necesariamente A>B, solo interesa su orden. 

DEMOSTRACIÓN : 

* Para comprobar la primera identidad, recordemos 
зеп(а+В )=sena cos) +eosa sen[ 
sen(a – p )=senacosh — cosxsen() 

* Sumando miembro a miembro tenemos: 
sen(a+PB)+sen(a-— В)=2вепасозр...(Т) 

* Haciendo: a+P=A ; a- -B 


* Obtenemos: 


* Reemplazando en (1) se tiene : 


senA+senB=2sen ( „Беш = 8) 


* Las restantes identidades pueden verificarse еп 
forma análoga. 
EJEMPLOS: 
sento непаз (30 287 eos [LD ааа ыы 
iem 
2 


* sen 100 sento tos ( 1003997) sen ( |=200375%зеп25° 


* sen7x+senx=2sen ЕЗБЕСІ 


* sen7x — sensx=2sen (27%) cos (742 


)=2sen2zcosis 


* сов11х%сов7х-2сов (EE (1). 2cos9xcos2x 


x) (== 
вел | ——— 


=2sen2x: 
3 2) sen 2xsenSx 


* cosx – cosbx=2sen ( 


* веп40°+веп16°=2веп (“че Jessenzsos12* 


40* — 16° 
2 


А веш вело 27 ап (2 =2сов9°веп2° 


sum) eo 48° — 10° 
2 2 


ит) 
2 


* с0845°с0810°=2с08 ( ) геог сов 


беп 20 18 orense sei” 


* cos 50" -cos 192001 5) (%- A 


ва (4 
аса сон. 56 56 LL „+ 
WERT. 2 о? 60 ^" 60. 
«е 5а 
*cos 5 006 52 =- 2sen| 2—2 |oen| 2—2 |-2sen E ona 
2 2 2 


*sen( 20%-х) - senx-2sen(10*--x)cos10* 
*соз(40°+ B ) +сов(40" — B )-2cos40*cos 8 


PROPIEDADES 
DSi: А + B +С = 180° 
* Se cumple: 


зепА+зепВ+зепС=4сов 4 cos В cos 


cos A+cosB+cosC=4sen А леп = sen S+] 


sen2A+sen2B+sen2C=4senAsenBsenC]| 
cos 2А+сов2В+сов2С= – 4cosAcosBcosC — 1 


TRIGONOMETRIA O 
II) Si: а+8+0=360° 
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* Luego aplicamos: 


a Ө ar 
—— = тв, 2<8еп £ x seno ЕЕЕ а Мама piu) 
sen . 
2 


B 


сова--совЙ--совб- - 4cos x co x сов -1 


DE PRODUCTO A SUMA O DIFERENCIA 


Este caso consistente en el desdoblamiento del 
producto. Los ángulos resultantes en el desdoblamiento 
serán la diferencia y la suma de los ángulos iniciales. 
No necesariamente A>B. sólo interesa su orden. 


2senA созВ = Sen(A+B)+sen(A — B) 


2cosA cosB = cos(A+B)+cos(A — B) 
2senA senB = cos(A — B) — cos(A* B) 


DEMOSTRACIÓN : 
* Partimos: 
sen(P+0)=senf.cos0 -sen0.cos[ 
зеп(В+0) -sen[.cos0 -sen0.cos 
зеп(}+0) * sen([-0) -2senp.cosO 
* Sumando: 
* Es decir: 
> 2senf созб = sen( B0) *sen( fl —0) 
> 2senxcosy =зеп (x y) tsen(x - y) 
EJEMPLOS : 
* 2sen3xcosx=sen(3x+x)+sen(3x — x)=sensendx+sen2x 
* 2sen10*cos20* = sen(10"+2")+sen(10” – 2°) =ѕеп12°+зеп8° 
* 2созЗхсозх=соз(Зх+х) +с08(3х — x)=0084x+0082x 
* 20084 Веовр =е08(48+8 ) +сов(48 – B) =соз5 f--cos3 В 
* 2sen4 Взепр=сов (48 — В) соз(48+В)=созВ – соз5 В 
* 2senS0sen26—cos(30 – 20) – cos(30+20)=c080 – соз50 
* 2с0(25°+х)сов(25° — х)=с0850°+с082х 


SUMATORIA DE SENOS Y COSENOS DE 
EN PROGRESIÓN ARITMÉTICA 


Para simplificar sumatorias de senos o cosenos de 
ángulos en progresión aritmética se deben reconocer: 
P= primer ángulo 
п = # de términos 
г > razón de la Р.А. de los ángulos 


nr 
sen — 
cosP+cos(P+r)+c0s(P+2r)+.....+cosu 2 „| =) 


2 
ME 


EJEMPLO S: 
* sen2?-- sen4? -- sen 6^ 4... -sen48^ 


P=2";n=24; г=2°; и=48° 


24хa longitud de CD. 


B 
A) 1,21 

B) 1,36 zs 

C) 2,32 D 
D) 2,21 

Е)згі ^ E 


49081 gráfico; calcular la longitud de AD. 


A) 27,8 зо 
В) 36,6 
С) 34,2 D қ 
D) 32,4 10, 
E) 38,6 
A Н т Е 


(DEliminar “х” de: senx = а-велӛх 
cosx=b+c083x 


Aj(a**b')-4ab  B)(a**b*)—-4ab C)(a*+b*)*=16ab 
D)(a**b*)-16ab E)(a*+b*)'=16a*b* 


SEGUNDA DIRIGIDA) 


pde 


@ Del gráfico mostrado, calcular: 
C=(1- Sen24)(2C0s40+-3) 


о D 
(03 Si del gráfico siguiente se deduce: 
Cot 20* Cotüó- KTané 
* Calcular: “K” 


63 Hallar el valor de la expresión: 
M-Tan*20^* Tan? 40°+-Тап?80° 


EDITORIAL RUBINOS 


А)12 Bj9 С)21 D)24 
(03) Si la ecuación: aSen30+bCos20+0=0 


Е)33 


Tiene como raíces: a, B, y y, 
calcule: A=SenaSen f + SenfiSeny + Seny Sena 


a b 3 b mo 
ANS B с) 4 D Шу 
e» 3x 
yt. 2 + Соз2хСозЗх Сов4хСовбх + 
со Совх Cos(2x) /” 
2 
= “n términos 
Адетав хес 
La expresión reducida де “A”es: 


AjCosx BjnSenx С)пСов(2"х) D)nCosx E)n 
(93) Dada la ecuación:x?- qx - r=0 

si:xzyCos0;y e R*, 

halle una relación entre ғ y q, tal que: 9 e R 


UY A Y 
242] sS) ва 


(62) Del gráfico , calcular “е” 


B 
A) 12 
B) 36* > х 
С) 21° 
D) 24° 
Е) 18° 
А Н с 
(ӨЗЕл un triángulo ABC: 
TonA_Tonf_TenC | 
n n p 

Ѕеп2А +Ѕеп2С 

hallar; рее 
= L= БепаВ 


aj avp pjp сене pr- 2n+p тер 

пир mp mp n 
63) Desde un punto en tierra, se divisa lo alto de una 
torre; con un ángulo de elevación" 9". Si nos acercamos 
una distancia igual a la altura de la torre, el ángulo de 
elevación es" 90" – 20" L=Sec20+Tan0 


АЛ В)2 С)з D)4 EJ6 


ATRIGONOMETRIAS 
(O Del gráfico, el valor : Coté 


42 
Ал-5- 


42 
В)2- 1 


42 
cr2- 7 


D)2-42 


42 
En 


(DSi:Cotx +2Coty+3Cotz=Tanx+2Tany+3Tanz 


se verefique que: 
Cot32x+8Cot32y+27Cot322=k Cot2xCot2yCot2z, 


¿cuál es el valor de “k”? 

AJ6 В)12 С)18 D)24 

@ Calcular: AB, si: FC=3 y DE=4 
B 

A)1242 

B)647 

с)742 

р)6/2 

E)1247 


A c 
(1) Del gráfico, calcular: Sen35 


E)30 


Sen*(60"+x)-Sen*(60”-x)=aSenx(b+ Cos2x). 
Calcular : a.b 


AB вз CJ n; E 
38i: CotxTan0=Tan=, 


reducir: V=4Tan20+/3Tanx 
A)Tan3x B)Tan30 C)J3/3Tan3x D)/STan30 E)3Tan3x 
(O) Del gráfico , hallar: > 


AjM2Csc5* В) -/2 Сже10°* 


рум сөгіс: в) МЕ сасе 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


(O Simplificar la sumatoria: 


Tanx Тапзх 


Tan9x 
Cos2x - Cos = Cos6x — Cos + Cos18x - Сов" 


S=- +... "n" téminos 


AJTun3" x — 1 B)Tan3"x-Tanx C)Tun3"x-Tun3x 


Папа "| x -Tunx. EJTan3" x —Tanx 
Calcular: 


Т=Тап130°Тап10°+Тап70°Тап130°Тап10°Тап70° 
D)2 


А) 3 В)-3 €)2 
ае! gráfico , hallar"g" 


AJAreCos |2 
/10 
6 
CJAreSen e 


D)ArcSen Ë A 


E)ArcCos m 


E)6 


B)ArcCos 


д Si:a,P,4 лу verifican la ecuación: 
Tan3x=2Cot (==) 


Calcular: 
Le Тапа+ТапВ+Тап$+Тапу 
TanaTanfTangTany 


А)3,5 


CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA | 
3 11257251327: 


В)1,5 С)-3,5 Dj2,5 E)-2,5 


25 TRAXSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS 1 


+ Expresar sumas o diferencias de senos у / о cosenos 
en forma de producto para reducir expresiones. 


* Trasformar productos de seno y/o cosenos en forma 
de sumas y/o diferencia de los mismos. 
IDENTIDADES PARA LA SUMA 


Y DIFERENCIA DE SENOS Y COSENOS 


A menudo se presenta el problema de transformar la 
suma de dos funciones trigonométricas en un producto 
y viceversa. Esto puede lograrse utilizando las 
identidades de arcos compuestos. 


PARA LA SUMA © DIFERENCIA DE DOS 
SENOS O COSENOS A PRODUCTO 


[sena seen teen (232) 00452) 


m 


зепА:- senB=2c08 (425) sen( 


3-5) 


СОВА – совВ = — 2sen (22) sen Ас 2) 


БТЕ 


% Los ángulos resultantes en el producto serán la 
semisuma y la semidiferencia de los ángulos iniciales. 


No necesariamente A>B, solo interesa su orden. 

DEMOSTRACIÓN : 

* Para comprobar la primera identidad, recordemos 
зеп(а+В )=sena cos) +eosa sen[ 
sen(a – В ) =вепасовћ — cosxsen() 

* Sumando miembro a miembro tenemos: 
sen(a+PB)+sen(a-— В)=2вепасозр...(Т) 

* Haciendo: a+P=A ; a-B=B 


* Obtenemos: 


* Reemplazando en (1) se tiene : 


senA+senB=2sen ( В (428 = 8) 


* Las restantes identidades pueden verificarse еп 
forma análoga. 
EJEMPLOS: 
sento непаз (30 287 eos [LD ааа ыы 
iem 
2 


* sen 100 sento tos ( 1003997) sen ( |=200375%зеп25° 


* sen7x+senx=2sen ЕЗБЕСІ 


* sen7x — sensx=2sen (27%) cos (742 


)=2sen2zcosis 


* сов11х%сов7х-2сов (EE (1). 2cos9xcos2x 


x) (== 
вел | ——— 


=2sen2x: 
3 2) sen 2xsenSx 


* cosx – cosbx=2sen ( 


* веп40°+веп16°=2веп (о Jessenzsos12* 


40* – 16" 
2 


A веш вело (127 ап (2 =2сов9°веп2° 


sum) eo 48° — 10° 
2 2 


ит) 
2 


* с0845°с0810°=2с08 ( ) геог сов 


беп 20 18 orense sei” 


* cos 50" -cos 192001 5) (%- A 


ва (4 
аса сон. 56 56 LL „+ 
WERT. 2 о? 60 ^" 60. 
«е 5а 
*cos d 006 52 =- 2sen| 2—2 |oen| 2—2 |-2sen а ona 
2 2 2 


*sen( 20°+х) - senx-2sen(10*--x)cos10* 
*соз(40°+ B ) +сов(40" — B )-2cos40*cos 8 


PROPIEDADES 
DSi: A + B +С = 180° 
* Secumple: 


зепА+зепВ+зепС=4сов 4 cos В cos 


cos A+cosB+cosC=4sen А леп = sen S+] 


sen2A+sen2B+sen2C=4senAsenBsenC]| 
cos 2А+соз2В+с082С= – 4cosAcosBcosC — 1 


TRIGONOMETRIA O 
II) Si: а+8+0=360° 
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* Luego aplicamos: 


a Ө ar 
—— = тв, 2<8еп £ x seno ЕЕЕ а Мама piu) 
sen . 
2 


B 


сова +сов 8 +с080= — 4cos x co x сов -1 


DE PRODUCTO А SUMA O DIFERENCIA 


Este caso consistente en el desdoblamiento del 
producto. Los ángulos resultantes en el desdoblamiento 
serán la diferencia y la suma de los ángulos iniciales. 
No necesariamente A>B. sólo interesa su orden. 


2senA созВ - Sen(A+B)+sen(A — В) 


2cosA созВ = cos(A+B)+cos(A — В) 
2senA senB = cos(A — B) — cos(A* B) 


DEMOSTRACIÓN : 
* Partimos: 
sen(P+0)=senf.cos0 -sen0.cos[ 
зеп(В+0) -sen[.cos0 -sen0.cos 
зеп(}+0) * sen([-0) -2senp.cosO 
* Sumando: 
* Es decir: 
=> 2senf созб = sen( B0) *sen( fl —0) 
=> 2senxcosy =зеп (x y) tsen(x - y) 
EJEMPLOS : 
* гвепахсовх -sen(3x-x) +веп(3х — x)=sensendx+sen2x 
* 2sen10*cos20* = sen(10* 4-2") фвеп(10" – 2°) =ѕеп12°+зеп8° 
* 2созЗхсозх=соз(Зх+х) +с08(3х — x)=0084x+0082x 
* 20084 ficos =е08(48+8 ) +сов(48 — B) =соз5 f--cos3 3 
* 2sen4 Взепр=сов (48 — В) соз(48+В)=созВ – соз5 В 
* 2senS0sen26—cos(30 – 20) – cos(30+20)=c080 – соз50 
* 2с0(25°+х)сов(25° — х)=с0850°+с082х 


SUMATORIA DE SENOS Y COSENOS DE 
EN PROGRESIÓN ARITMÉTICA 


Para simplificar sumatorias de senos o cosenos de 
ángulos en progresión aritmética se deben reconocer: 
P= primer ángulo 
п => # de términos 
г > razón de la Р.А. de los ángulos 


nr 
sen — 
cosP+cos(P+r)+c0s(P+2r)+.....+cosu 2 „| =) 


2 
ME 


EJEMPLO S: 
* sen2?-- sen4? -- sen 6^ 4... -sen48^ 


P=2";n=24; г=2°; и=48° 


24х 2 
деп: а [==] sen24'sen25" 
= xsen = 
Eus 2 веп1° 
= 


* соз4°+со88° +с0812° +...+с0848° 
P=4";n=12; г=4°;и = 48° 


12x4* 
"us (ES) зеп24° x cos26* 
zd [сте а 
sm *: веп2° sen? 
2 


ж Зя бл 


соз 


2n+1 2п+1 2п+1 


2л 4л Ж бл 


ELT del DITS ис 


* Para el caso de una productoría, debemos tener 
presente las siguientes expresiones: 


2л Зл 


зеп зеп зеп 
2п+1 


Е 
2n+1 2n+1 


ЕЕ cos 
ГЕРА үш 


nr T 
2п+1 2" 


я 2x 


2n41 2541 


я 2я Зл 


fan 3541 7" 25 1 10" 35 41 2n+1 


A TRANSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS 1 


PROBLEMA 1: 
* Reducir: 


_ sen8x+sen2x 
senl0x--sen4x 


A)jsen5* | В)зептх 


RESOLUCIÓN: 
* Tenemos: 


с) ЕЛ 


дает (8 =) 


асе [s e - =) 
_ зепбх x созЗх 
зеп7х хсозЗх 


uc 
PROBLEMA 2:, 
Reducir: - sen100 – sen20 

сов100+с0820 
Алапд  B)tan20  C)sen4d0  D)tan40  E)cot40 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando en la expresión: 


2sen( 109- 22) cos (109 22) 


100 + 20 ) (1%- 22) 
esie ON o E dl, 
2 2 


Le 


sl 
_ веп40 хсозб0 зеп40 
cos60xcos40 сов40 | 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 3: 
Reducir: 2, DETEN ЕЛУ 
cosx +сову 
Firme i ж) adt 
аме 2 ) вла 2 ) Оо 2 ) 


х+у x-y 
D) tan (523 > ) Ejeot( > ) 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando: 


E SE 
a 2) 


PROBLEMA 4: 
Transformar a producto : E = sen*20"- sen*4^ 


EDITORIAL RUBIVOS 


А) веп20%сов40% В)зеп16"сов8“ C)tg16* 
D)ctg24* Е)веп16%еп24% 
RESOLUCIÓN: 


* Por diferencia de cuadrados: 
E=(sen20"+sen4")( sen20?- sen4^) 
* Transformando: 


е) (ае) 
еее] 


= Е = [28еп12° хсоз8°] x [2cos12" x sen8] 


* Agrupamos convenientemente: 


Е=(2зеп8° x cos8*)( 2зеп 12° х соѕ12°) 
> E-sen2( 8°) хзеп2(12°) 
> Е-веп16% хзеп24° 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 5: 
Calcular el valor de: 
_ 20865" – совб” 
вепб5°+зеп5° 
АЛ в) (2 9E D)-J2 Е)-1 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando: 
(== (E =£) 
-2sen 
E: 2 2 
o (Ex (E 2") 
2 2 
э в--8е785*жвет80"__ sen3* |, МЗ 
sen35° x cos 30° сов 30° 8 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 6: 

Calcular el valor de: E—4(sen24?--cos6*) 

Ай BN5-1 CW2-/3 DNIS+1  ENIS+J/8 
RESOLUCIÓN: 

* Del dato : E=4(sen24”+c086") 

* Pasamos a la co-razón: sen24”=c0866" 

* Luego: Е=4(с0866°+с086°) 


* Transformando: 

gei [ne (8928) СЕ Шы 

эв PA 451 A «s i 
ВРТА : “E” 


PROBLEMA 7: 
senx+sen3x+senbx 


Simplificar : E= ЕВЕ 
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Ай B)tg3x Cjeos3x Djsen3x E)ctgx 


RESOLUCIÓN: 
* Agrupamos convenientemente: 
E- (вепбх + senx) + sen3x 
(совбх + cosx) + cosdx 
(5): 
CC) 
2sen3x x cos 2x + sen3x 
2соз3х x cos2x + cos3x 
sen3x(2c0s2x +1) _ sen3x 


A Gees 
БРТА : “В” 


2E- 


PROBLEMA 8: 
Calcular el valor de: 
E-cos(120^-x)--cosx-*cos(120^ x) 

АЛ В)-1 С)8 D)o 
RESOLUCIÓN: 
*Agrupamosconvenientemente y luego transformamos 
a producto: 
Е-сов(120%%х) +cos(120P — x ) +cosx 
>E A A AS у 
+совх — Е = 208120? хсовх+совх 
* Recordar que: 

сов120-- смбо--і 


ЕЈЗ 


> в-з(-1)‹ совх+совх=— созх+созх=0 
RPTA : "D" 
PROBLEMA 9: 
Simplificar: 
E-(tan2x--tanx)(cos3x--cosx) 
Ајзепх  B)sen2x Cjsen3x П)2веп3х  E)Ssen2x 
RESOLUCIÓN: 


sen2x d xd 


PROBLEMA 10: 
Simplificar : 
E-2(cosbx-cos3x). (senSx-senx) 


АП Bjtg3x C)sen8r П)сов12х Е)сов2х 


RESOLUCION: 
IA [бы бе 
=> E = 2 х 2cosdx x coax x 20082x x sens 


*Agrupamos convenientemente, así: 

Е=2х 2 x(2senx cosx) cos2x соз4х 

= — | 
= Е=2 (2sen2x cos2x)cos4x 
Е 
= E-2sendx cosdx=sen8x 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 11: 
Transforme a producto: 
К =зеп2х+зепіх+зепбх+зеп8х 

Ај4вепбхсов4хсов2х В)4зеп10хсозЗхсоз2х 


С)4зепбхсоз2хсозбх D)4senxcos2xcos5x 
E)4sen5xcos2xcosx 


RESOLUCIÓN: 
* Lo más conveniente es agrupar de dos en dos 
términos: 
K=sen2x+sen4x+sen6x+sen8x 
* Transformando: 
K=(sen2x+sen8x)+(sendx+sen6x) 
* Transformando: 


em e(t nnt e) 


2 2 2 2 
= E-2 зепах созЗх+2 вепбх coax 
* Factorizando: 
К = 2вепбхх(созЗх +совх) 
>E= Фелбехйее 3542 воз =) 
= K=4sen5x xcos2x xcosx 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 12: 


Transforme a producto: Р=1+/3 

А)2сов15° B)/3cos15” C) |2cos15" D)2/2c0815 Е)2;/?веп 12" 
RESOLUCIÓN: 

* De la expresión: Р=1+./3 

* Factorizando: 


P=2 (1+ 4) > P2 2(cos60" cos30*) 
> P=2x 2000 720) cos (£27) 
= Р = 4xcos45" хс0815° 


> Р=4х x2 хсов157-2-/2сов15" 
2 RPTA : “D” 
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PROBLEMA 13: 

Transformar a producto : E--/34.2c0s10* 
Ajcos10'sen200 B)/3sen10” С)4 сов 20° cos 10° D)/2 cos 20° 
RESOLUCIÓN: 


“Пе: E=/3+2c0810 
* Haciendo un artificio: 


в=® У? aug 


=> Е = 2соз30° + 2сов10° 
= Е = 2 (cos 30° + с0810°) 


а] 
2 2 
= Е=2[2 с0820° x сов10°] 
=> Е = 4сов20° x cos10* 
RPTA : "C" 


PROBLEMA 14: 
Transforme a producto de senos y/o cosenos: 


Az/5424241 
4)2cos40*30'cos4*30" B)4cos40*30'cos4^30* 
C)8cos40^30'cos4"30' D)8sen40*30'cos4^30* 
E)4sen40^30'cos4*30' 

RESOLUCIÓN: 

* Ordenando la expresión: 
A=/5+2/2+1> J=(/5+1)+2/2 
= (Es 22), 


* Esto es: and + 


42 


1% 109407 ж 


5+1 
4 


У5+1 
4 


Jrecuerde que: 


=с0886° 


* Luego: А = 4 (cos45” + cos36*) 
* Transformando a producto: 


81° 9° 81° 9° 
= р жез 0' =4°30' 

A a(2cos 3 cos Z pero 2 40*3 M 4"30' 
= А=8с0840°30'со84°30' 

ВРТА : “С” 
PROBLEMA 15: 
Señale el máximo de: K=sen(60*+x) зепх 
АЛ BN3 с)? р)-/8 Е)2/з 
RESOLUCION: 


* Transformando: K=sen(60"+x)+senx 


2; К=гзеп[ A | 


> К=2зеп(30°+х)соз30° 

>K=2 xD кенді) 

> К= ЈЗзеп(30" + х) => Крах =V3(1)=/3 
max 


RPTA: "B" 
PROBLEMA 16 : 
Senale el valor máximo de: 
B-sen(70^*x) +зеп(4°-х) 
Ай В)1,1 C)1,2 D)1,8 E)1,4 
RESOLUCION: 


*Como"B" depende 4е“х”; y esta variable esta en dos 
términos, trate de reducir la cantidad de términos. 


En este caso: 

В=зеп(70°+х) +sen(4-x); transformando a producto: 
ао шып - cos pes ut - =] 

= B-2sen37.cos(33 +x) 

coser. 2/4. > Bras вов), 


4 


*Entonces: Bras ¿(D=12 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 17: 
Simplifique: 
ES Соз(10°)+Соз (40°) – Соз (120°) 


Sen(40^) x Cos (25°) 

AW6-42 B)? Сб р)/5+/2 Е)б+/2 
RESOLUCIÓN : 
Сов10° + Сов40%- Соѕ120° 

Sen40? x Cos25* 
Transformamos a producto: 
Соз10° + 2Sen80* x Sen40^ 

Sen40? x Соз25° 

_ Sen80° +28еп80°Сов50° Ѕеп80°(2Сов50° + 1) 


SE Sen4U"xCos25" беп40%хСов25" 


Е= 


Е= 


_ (28en40*Cos40* ) (Sen256*( 2Cos50? + 1)) 
i Sen40? x Соз2б° x Sen25* 


2Sen50? x Ѕеп75° 
Кс кр 4Sen76?  F = 8-2 


2 


>F 


=> Ке 


ЕРТА : “Е” 
PROBLEMA 18: 
Simplifique: 
F-Sen(47) *Sen(61*)-Sen(11*)-Sen(25*) 


(отитсољонетиа, ROA ENCICLOPEDIA 3012) 


А)Соз (7) Bj2Cos (7) C)3Cos (Г) 
D)4Cos (7) | Е)\/2Соз (7) 
RESOLUCIÓN : 

Е = Sen47* + Ѕепб1° – Беп1 1" – Ѕеп25° 
Transformamos a producto: 


F = 2Sen11"Cos36* + 28еп 26" x Cos36* 
= F = 20836" (Sen 25" + Ѕеп11°) 
= 


2Sen18*xCos7* 
= Е = 4С0836° x Cos7? x Sen18* 
УБ + О | 45-1 


MAZA ж о 
4 own = r Cos7' 


»r- 


ВРТА : “A” 

PROBLEMA 19: 
ow (F) -smt (2z) 
" 2 2). 2 
Бі: CT. Cos (mx), halle m: 

А)з В)4 
RESOLUCIÓN : 
Сов? 9* — бең? 52 
——2— £2 


Cos2x 
>m=7 


С)5 D)6 E)7 


Cos7x x Cos2x 
PA ur dea 


= Cos mx Соғ2х 


-Совтх 


ВРТА : “E” 
PROBLEMA 20: 
Si: Sen(x)+Sen(y)=a 
Cos(x)+Cos(y)=b 
calcule: Csc(x+y)-Cot(x+y) 
a 2а За 
А) 5 B) T C) > 
RESOLUCIÓN : 
Condiciones: 
I) Senx + Seny =a 
ав (523 Jco( 5:2) - а. 


П) Cosx + Созу - b 


D) 


3 
D 


5a 
E^ 


Aa деті; 
зони #22 још 252) eb) 
Dividimosa ^ д 
>Tan[*52) = + = Osc(x+y)-Cot(x+y)= 5 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 21: 
Transforme a producto : E=3+ /8 
AN/3xSen(15)  B)/6xSen(15) | C)246 xCos (15°) 
DM6»Cec(15) — E)243 «Cos(15*) 


RESOLUCIÓN : 
возове ево eS) 


E=2,/3 (Sen60* + Созбо") = 2./65еп105° => E = 26015“ 


У25еп(60°+45°) ТР 
PROBLEMA 22: 
Si: 
5еп(38°)+5еп(12°) =т-п 
Соз(38°)+Соз(12°)=т+п 
Determine: Соё (65°) 
DETE S p) E SE 
- n n mtn m 
RESOLUCIÓN : 


I) Sen38* + Seni? = m- n 
25еп25° x Соз13° = m — n ela) 
II) Cos38*  Cos12* = тап 
2Соя25%х Cos13* = тп. 
Dividimos (а) ^ (£): 


MAR > Cotes = ТВ 
теп теп 


ЕРТА: “D” 


(B) 


=> Tan25* = 


PROBLEMA 23: 

Simplifique la expresión: 
____1+Сов(х)+Сов(2х) 
_ Sen(x)+Sen(2x)+Sen(8x) 


A)2Csc(x) в/і сөс) C)2Sen(x) 


D) Sects) E)Csc(x) 


RESOLUCIÓN : 
Agrupamos los términos: 
2Соз?х 
____(1+ Сов2х) + Созх 
(Sen3x + Бепх) + Sen2x 
2Sen2xCosx 
SE COME E. 
_ 2SenxCosx 


_ Cosx(2Coax + 1) 


E - 
Sen2x(2Cosx + 1) 


1 
> E= эх 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 24: 


Factorice: 
T Sen(2a) | Sen(4a) IN Sen(4a) 


Sen(3a) Sen(3a) Sen(5a) 
А)- Sen(6a)Csc( 5a) B)- Sen(5a)Csc(6a) 
C)- Sen(2a)Csc(5a) D)Sen(5a)Cse(6a) 
E)Sen(6a)Csc(5a) 
RESOLUCIÓN : 


2% TRAYSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS F 


2Sen3aCosa 
Senda + Sen2a Senda с Senda. 
ЕЕ Sen3a 7 Бепба | ~ 7 Senóa 
Gps ZSenóaCosa-Senda _ (Зепба + Senda)- Senda 
Беп5а Бепба 
Sen6a 
>F= Tenba => Е = 5епбаСвеба 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 25: 
Enun triángulo ABC si: 21]. 2 | Halle: 


Cos*(A). Cos(A) Cos(B-C) 
А) Cos(B)xCos(C) В) Соз(В+С) С) Sen(B)Sen(C) 
D) Sen(B - С) Е) Cos(A)xCos(B)Cos(C) 
RESOLUCIÓN : 
Condición: А+В+С = 180° 

А ЗА 
Además: Зет 2 Sm 


CosA Cos(B-C) 
Sen A cosg -C)=CosA (Sen И) 
=> Cos( B – С)= 2С08" А+ CosA 


Ahora, como А + В + С = 180° 
= СозА=-Соз(В+С) 
Reemplazamos: 
Cos( B — C )=2Соз?А+(-Соз(В+С)) 
=> Соз(В+ C) + Cos(B – C) -2Cos* A 
=> 2СозВСозС=2Соз?А => Cos*A=CosBCosC 
ВРТА : “А” 
PROBLEMA 26: 


Halle р para que la igualdad siguiente sea una 
identidad 


Cos* (30° – 0)+5еп?(60° – 0)=Р х Cos(0) 


3/3 КЕЗ 343 443 УЗ 
A e BI q DA Е) 
RESOLUCIÓN : 

Condición: 
Сов? (30° – 0) + Sen*(60* — 8) =РСовд 
Бе Соз3(30°+0) 


4Сов3(80%- 0) + 4Cos* (30° + 0) = 4РСозд 

=> SCos(30* — 0) + Cos( 90* – 30) + 3Соз(30° +0) 
+ Cos(90* + 30) = 4PCos0 

= 8(Соз(30° — 0) + Сов(30° + 0)) + Sen30 – Sen30 
=4PCos0 

= 8(2Сов30%хСоз0)- 4РСоз0 


J3 $48 - тев 
->6х-2--4Р = Вт" 2, : 
ВРТА : “С” 
NOTA: Dado que la expresión es una identidad , 
verificara para cualquier valor admisible del ángulo. 


asi: cuando 0 = 0^ tenemos. 


Cos? 30° + Sen* 60* = P Cos0* 
1 


3 
E p-20*so--a [52] > p.345 
2 4 
PROBLEMA 27: 
Simplifique: 

W=Sen*(10”)  Sen*(130*) x Sen? (250^) 
A)-3/8 B)-1/8 C)1/4 D)3/8 Е)5/8 
RESOLUCIÓN : 

W = Sen? 10" «Sen? 1907 + Sen” 250° 
Ѕеп?50° —5еп370° 
Degradamos: 


4W = 4Sen* 10° + 4Sen* 50° – 4Sen? 70° 
= 4W = (3Sen10* – Sen30”) + (3Sen50* – Ѕеп150°) 
– (85еп70" – Sen210”) 
> 47 = 3(5ел10° + Ѕеп50° – Sen70") 
— (Беп 30“ + Ѕеп150° – $еп210°) 
> W= з(2веао: xconzor-senzor)-3 
== 2 
3 
8 
ВРТА : “A” 


> 4W = 3 (Cos20* - Sen70*)- 5 > W=- 
0 


PROBLEMA 28: 
Si: 32Sen* (x)=ASen(x)+BSen(3x)+CSen(6x) 
entonces el valor de A+2B+C, es 
А)-1 BJO сл D)2 
RESOLUCIÓN : 
32Sen*x = ASenx + BSen3x + СЅепбх 
Conocemos que: 
2Sen*x =1-Cos2x 
4Sen?x = 3Senx – Sen3x 
Multiplicamos ambas expresiones: А 
> BSen*x = (1— Cos2x)( 3Senx – Sen3x) 
=> BSen?x = 3Senx – Sen3x – SSenxCos2x 
16Sen'x=6Senx-2Sen3x –3(28епхСог?х) | 
+2Sen8xCos2x 


EJ3 
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> 16Sen*x=6Senx – 2Sen3x – 3(ЅепЗх – Senx) 
+(Senbx+Senx) 
Luego: 
16Sen* x = 10Senx – 5Sen3x + Senbx 
=> 32Sen*x = 20Senx – 10Sen3x + 2Sen5x 


ASenx + BSen3x + СЅеп5х 
así: 


A=20 л B=-10 л C=2> A+2B4+C=2 
ЕРТА : "р' 

PROBLEMA 29: 

Si Sen(7x)=2Sen(x),entonces el valor de 

FzCos(2x) * Cos(4x) +Соз(6х) ‚ев: 

A)-1/2 B) C)1/2 D)-3/4 

RESOLUCIÓN : 

Condición: Sen7x = 2Senx 

Le pide: F = Cos2x + Cos4x + Cos6x 

=> Е = 2CosdxCos2x + Сов4х = Е = Cos4x(2Cos2x +1) 

_ Сов4х 

Senx 


E)J3/4 


(2Cos2x + 1)xSenx ; Senx+0 


Соз4х x Sen3x 
Senx 
Transformamos el numerador a términos 
2Sen3xCos4x 8еп7х— Бепх 
Senx > Senx 
Reemplazamos el dato : 


>F= 


2F- 


ВРТА : “С” 
PROBLEMA 30: 


SiCot(4x)=5Tan(3x),entonces el 

Cos(7x)xSen(x),es: 

АЛ В)1/2 C)3/2 
RESOLUCIÓN : 

Condición: Cot4x = 5Tan3x 

Pasamos a senos y cosenos: 
Cos4x = 55еп3х 
беп4х Сов3х 

Luego: 

2Cos4x x Сов8 х = 5(2Sen4x x Sen3x) 
=> Сов7 x + Совх = b( Cosx – Cos7 x) 


valor de 


D)1/2 E)2/3 


=> Cos4xCos3x = 5Sen4xSen3x 


=8Сов2%=4Соех=> > == = Срвтехбеск = = 
“Соз: 
ВРТА : “E” 


PROBLEMA 31: 
‚. Sen(A*B- C). Cos(2C) 

Si: Sen(A- Веб) Cos 2B) ' "11 
E=Tan(A)xTan(B+C) 


А)-2 B)-1 C)o ри E)2 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 

Sen(A+B – C)Cos2B=Sen(A – В + C)Cos2C 


Transformamos а términos 
Sen(A+3B -C)+ Ѕеп(А – В – С)= Ѕеп(А – B+3C) 
*Sen(A- B-C) 
> Sen(A+3B-C)-Sen(A-B+3C)=0 
2Sen(2B-2C)Cos(A* B+C)=0 
Luego una posibilidad sería que: 
CosíA+B+C)=0 


А+В+С=(2п+1)5 ;neZ 


= TanATan( B +С) = TanATan((2n 1), — A) > Е=1 
E 


CotA 
1 


ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 32: 


Si Cos(x)=Cos(a)Cos(b),halle la expresión idéntica 
ym х+а x-a 
a: k=Tan( 3 а" ===) 
A)Tan(b) B)Tan? (b) 

2(b (ы ) 
D)Tan (2) Е) Соғ [E 


RESOLUCIÓN : 
Condición: 
Совх 
Совх= --- 
CosaCosb => Cosb 


C)Tan (2) 


Por proporciones : 
Сова – Cosx _ 1- СовЬ 
Сова + Созх 1+ СозЬ 


ЕРТА : “D” 
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PROBLEMA 33: 

Si al factorizar la expresión: 
E=4[Cos*(x)+Sen*(x)]-3[Sen(x)+Cos(x)] 

se obtiene una expresión de la forma: 

А Sen(B+x)Sen(C -x)Cos(D -x), halle A[B+C - D] 


Ајгл В)я С)/?х DES E)N.A. 
RESOLUCIÓN : 
Condición. 


E-4(Cos? x Sen?x) – З(вепх + Cosx) 
= E-(4Cos?x – 3Cosx) - (3Senx – 4Sen?x) 


=> E=Cos3x – Sendx > Е=}#Совз(х+ ®.) 
/2Cos[3x+2) 

on all ed) 

Luego: 

E=4/2xC08[ £ + )хСов (5 - =) «Со (55 +=) 


я л л 
E- 4/3 xSen + x)xSen( Z- x)xcos( -Z - 


ASen(B+x)Sen(C-x)Cos( D-x) 
NOTA: esta sería una forma de ordenar los factores. 


así: А=4/2 А 


B=} cal at. 
D CE qa CAMS 
3А яя л блу2 
о Amo) э 4 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 34: 


Si 00-34 <> al reducir la expresión: 


ғ-|Земда sentzo)sec (o 88), se obtiene А 


2 
Sen( Ba C60); entonces el valor de A+2B+3C es: 
А)8 В)10 С)12 D)14 E)16 
RESOLUCIÓN : 
m За л 

Condición: GE 

ndición: 0<0 Sa 
Además: 


3a За 
2Sen| +0 |Сов|0--— 
| - [Senda+Senz0) | вае) 2 2 
смо) 
2 


Cos| 0— 


Luego: 2Sen (z + o) = ASen( Ba + C0) 


2A=2 л в-5 ^ С-1 > A+2B+3C=8 


5 ЕРТА: “A” 

PROBLEMA 35: 
Simplifique: 

E-Sen*(x)4 Sen? Еа E == =) 
А)5/3 B)3/2 С)1 D)1/2 Е)0 
RESOLUCIÓN : 

Е = Sen?x + Sen? (120° + x) + Sen? (120 – х) 
Degradamos: 


2E=2Sen*x + 2Sen” (120° x )2Sen* 120" х) 

=> 2E- 1- Cos2x + 1— Cos( 240? + 2x) 1- Cos( 240° - 2x) 
> 2E= 3- (Cos2x + Cos( 240° + 2x )  Cos( 240° — 2x.)) 
22E-3- (cos + гомили) 


> 2E - 3-(Cos22- Cos2x) S E- 5 
; RPTA : “B” 


PROBLEMA 36: 
Enun triángulo ABC,reducir: 


K= sen2A+sen2B 
senC 


А)соз(А + В) B)cos(A-B) 
D)2cos(A-B) E)2senC 


RESOLUCIÓN: 
* Моја: А+В+С=180° 


* En la expresión: 
2 (24228) (24 22) 
зеп| — — — |+008' 
>K= а 4 


зепС 


C)2cos(A+ В) 


_sen2A+sen2B 
2% senC 

_ 2веп(А+В)х x cos(A - B) 
i зепС 


К: 
> К: 


* Reduciendo, si: х+у=180° => зепх =вепу 


*Luego: (А+В)+С=180° > sen( A B) -senC 
К= 2senCcos(A — В) -2cos(A - B) 
senC 
ЕРТА: *D" 


PROBLEMA 37: 
Enuntriángulo ABC ,transformea producto: 

K=sen2A+sen2B -sen2C —— 
B)4senAcosCcosB | 


A)4senCcosAcosB 
C)4senAsenBsenC D)4cosAcosBcosC. 
E)4cosAsenBsenC 


RESOLUCIÓN: 


LA ENCICLOPEDIA 2013 
* Agrupamos: К = ѕвеп2А +зеп2В-зеп2С іздей 
* sen 2А + sen2B = 2sen( А + B)cos(A – В) ЕЕ 
* - m 
sen2C — 2senCcosC ID-AESD: DS = nsen2a 
*Como: А+В+С=180° ES = ncos2« msen3a. 
=> sen(A+B)= senC – cos(A+B)=c08C II) ADPC: PC=msengu P 
* Tenemos: 
К = 2.senC.cos(A - B) – 2.senC.cosC m Q 
=> K-2senC [cos(A – B) – cosC] A 22702 90 в 
= K=2senC|cos(A – B) – ( – соз(А+В))] гасова Т ncos2a R 
= K-2senC.[cos(A — B)+cos (A+B)]= * Luego: 
= KetoenCs 200s АВВ) S (4-845) p=BC_BQ+QP+PO _ ET+DS+PC 
2 2 AB АТ+ТЕ+ВВ AT+ES+DP 
беп. 2А 2B _ тзепа+тзеп2а+твепЗа 
om Е) m тсоза+псоз2а+тесозЗа 
=> K-4senC x cosA x cosB 5 ве" (sena+sen3a)+nsen2a 


RPTA: “A” 
PROBLEMA 38: 
Calcular el valor aproximado de la expresión: 


S=cosec27"-sec27” 
3+/5 
А)3-\5 BN2(3-/5) IT 10)3+/5 Е)2-У5 
RESOLUCION: 
*Transformando: 
8= 1____1__сов27-веп27_ зеп63° — веп27° 
веп277 соз27  sen27cos27 веп54° 
2 
637 +27 ) 
2) 
2) 2/2(/5-1) 
) J5+1 


Que al racionalizar, resultará: 5=/2(3—У5) 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 39: с 


ВС 
Del gráfico, hallar: E-735 


RESOLUCION: 
* En la figura: АЕ = DC = m; Ер =n 


m(cos3a+cosa)+ncos2a 
m x 2sen2acosa+nsen2a 
m x 2cos2acosa*ncos2a 
* Factorizando: 
sen?a (2m.eosaFn) _ зеп?а 
е-—---_-___--- = тір? 
cos2a (2m.eosu-tn) cos2a ~ 


КРТА: “В” 


> Е= 


PROBLEMA 40: 
Calcular el menor valor positivo de “х” que hace que 
la expresión: М=совх+совкх(х =. =) sea máxima 
x 
4; 
RESOLUCION: 


* Transformando a producto: 


л я 
с) 5 DG E) 


x я 
BG 20 
х+х-® х-х+® 

М=2соз —— cos ER 


10 
Luego para que “N” sea máxima hacemos: 


N=2c08 -=) E 

E: (= 10)^^* 
Ж E „= 

cos) 122-15 0->х- 


PROBLEMA 41: 
En un triángulo ABC factorizar: N=senA +senB-senC 


А В с А B с 
A) sen, cos. eorr B)4sen 3:2; 

9 VER, Ме: А в C 
C)4cos геп sen, D)400s cot, sen 

A B c 
Б)4еп 2. вен; 006 7 


[#78] EDITORIAL RUBISOS 


RESOLUCIÓN: RESOLUCIÓN : 
* Transformando los dos primeros términos: Condición: а + 70 = 3r 
2 
N=zsen( 422 cos А-В), senc * M = Сов?а + Сов? В – Сов? 
Ѕеп?0 – Sen? p => Sen(0 + B)Sen(0 – В) => – Сова 
"Па: дав+с-180°- АВС agp 
і 2 2 Factorizamos: 
Ер SX (48) -ы< М = Сова (Сова - Зеп(Ө- В) 
2 2 Luego: 
со (458) -".С М = Сова (-Sen(0 + В) Sen(0- B)) 
А -2Sen0CosB 
* Sustituyendo еп N : => М --2CosaxSenxCosf 
N=2c08 © сов (455 в). 2зеп сон ВРТА: “Е’ 
2 PROBLEMA 44: 
> um (аса). nS] Sabiendo que: А+В+С=0, halle m para que se cumpla 
que: 
> N=2008 S cos( 4.8) -cos (2) Sen(A)+Sen( В) + Sen(C)= mSen(4)sen ЕБЕ 
2 2 2 2 
> Месо. У. Ес А еп ( -B Jl АМ В)2 сл D)-2 Е)-4 
2 2 2 RESOLUCIÓN : 
=> N=4sen А sen joo Condición: А + В+ C 2 0 
RPTA: “Е” Además: 
РОМЫ SenA+SenB+SenC=mSen 2 x Sen P x Sen © 
Dado: cosx = созу cosz 2 2 2 
Simplificar: x+y x-y 
меж [232 ) а A+B) Cog A-B senc- 
2 2 з= 22 p 22 = = (А-В) H 44 
Ajtg'z Bjetg*z C)etg 2 Djtg 2 Е)веп 2 2 Зеп Deco г + 2Sen — x Cos > 
RESOLUCIÓN: 72 eo» (А-В) ¡Cog o. 
2 2 2 
cosx — а; 
E ición: S =сов А-В 
Ре la condición: сову © Соз ? ) 
% Aplicamos propiedad de proporciones: Se с (costa (А-В) Ed (A B. 
2 2 


cosx – сову -(1- созт) 
созх+созу 1+е08= 
*Tranformando а producto: 
- sen 2 bei 5 


TE de => лы ӨЗ (529 ап? 


RPTA; "D" 
PROBLEMA 43: PROBLEMA 45: 
Si: arpo- Si A+B+C=0 „halle un equivalente de: 
Factorice : Cos? (a )-Cos*(8)-Cos*(0) Е=Сов(А) * Cos(B) -Cos(C) 
А)-2Сом а Сож P)Com0) — B)- 2Cos(a)Sen( В Сож 0) A B с 
C)-2Sen(a)Sen! B)Sen(0) 0) – 2en(a Cos B)Cos( 0) л)сьз 4 јсов 2 јсог £)- 1 RUD 
Е)-2Сома/Сов PJSent 6) 2 2 2 TAS 


ETRTGONOMERRIAZ [#9 КА ENCICLOPEDIA 2012) 


A 


ОО 
СЫНЫ 


RESOLUCIÓN : 
Condición: А+В+С=0 
Además tenemos: 

E=CosA + CosB + CosC 


E= 2008 278 cos (AB) | Cosc 


2 
Асов В 
2Cos 5 Cos > 


A B c 
Е = 4Cos — Cos — Cos — — 
=> Е=4 2 3 оаа 1 


E - 2Cos C (cos 222 40092781), 
AE A №. © 


RPTA : “В’ 
PROBLEMA 46: 
Enun triángulo ABC se verifica la relación: 


Sen(2A) -Sen(2B) * Sen(2C) luego el triángulo es: 
AjIsósceles B)Equilátero  C)Acutángulo 
DjRectángulo  EJOblicuángulo 
RESOLUCIÓN : 


Condición: А+В+С = 180? 
También: Sen2A = Sen2B + Sen2C 
2Sen( B « C)Cos( B- C) 
КЕ 
SenA 
> 2SenACosA – 2SenA x Cos(B - C) - 0 
> 2SenA (CosA – Cos( B- C)) - 0 
бы 
-Соз(В+С) 


=> - 25епА (Соз(В + С) + Cos(B-C))=0 
2CosBCosC 
=> (2SenA)(2CosBCosC) = 0 
De aquí: [5епА=0 > A= {0° ; 180°} 
CosB=0 => В-90% 
o también: CosC=0 => С-90% 
Luego, uno de los ángulos del triángulo ABC mide 90°. 


= ДАВС: rectángulo 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 47: 
En un triángulo ABC, simplifique: 
Sen( A)+Sen(B) - Sen(C) 
Sen(A)- Sen(B)+Sen(C) 


алаң 2)-(%)  вт=[)хсң(;) 
став), о( 2) ^ от (8) сә (5) 


осы] 


RESOLUCIÓN : 
Condición: A + В + С = 180“ 


SenA + SenB – Зепс 
SenA – SenB + Зепс 


Е= 


= 
Factorizamos: 


asen (А+ B со (А-В) sona 


(sen A-B «co € 

Cos (AB) _ oy (A+B) 

eE ы? aa 2+8) 
Sen 22 3 +Sen 2-22 

c (254 sen? 

с 22 

A А В 

38m «Cor, 


с B 
=> Е-С-хТап> 
ЕРТА : “D” 


2% TRAXSFORMACIOXES TRIGOXOMETRICAS 1 | 480 EDITORIAL RUBINOS 


NOTA: 
Бе а + 3+0 = 180° 
> Sena + Senf - беп = 4Sen 5 Sen É Сов 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 48: 
Se define: fíx+y)=senx 
Е(х+у)=созх 


Halle el equivalente de (=) + «(Ғе términos de 
Ајсозу В)вепу 
RESOLUCIÓN : 
Piden ва)» (=) en términos de у. 
Datos: 


* Пху) =вепх n 
• g(x-y)-cosx .. 


Cjtany D)sen*y Е)сов:у 


Hallamos: (4) 

= т 
x (=) inni 
Reemplazando en (1): 


18) (5-7) 


Halamos : (5) 


sea: 


—— (TTI) 


* Sea: х+у=5 > х-%-7 
* Reemplazando en (П): 


(2 cos (£- ») БЕЗЕ ау) 


* Reemplazando en (II) y (IV) en E: 
eem e) 
6 3 
remet 
Transformando a producto 
E 2008 xcos y => E=% х 5 хову 


= E=cosy аР 


ҮРВІМЕНДЕЕЕЛЕЛГЕДЕПІНІСІШД 
(65) Reducir: ВЕ сөне Я 
Ajtgáxm Bjtgíx _ Сјеграх  Djetgíx Е) 


(63) Reducir: Р = 2sen10^. сов 10" + зет 40" 
А)веп10% В)соз10° C)sen20” П)соз20% Е)веп40" 


63 Complete: зеп5х + sendx = 2вепАхгл 
А)совх  B)cos2x С)совЗх П)сов4х Е)сов = 
63 Complete: sen7x — senx=2sen3xu 
А)сов2х Bjeos3x С)сов4х  D)sen2x Ейеп4х 


(63) Complete: сов4р+сов28 o 
cos3f 


А)созВ В)соз28 С)зепр D)sen28 Е)1 
(69) Complete: 
— совх 
EIC ОТТ 
Ай B)2 C)-1 D)-2 ЕМ 
(62) Simplificar: 
c. 70° — веп10% 

с0870?+с0810? 
АМ в) eE D)-43  E)-46 
65) Reducir: _senllx+sen3x 

cos11x+c083x 


Ajtanlix  B)tan7x C)tandx Ю)іап9х E)tan8x 
6» Reducir: _ зеп 7х – зепх 

— сов7х — cosx 

А)соё3х Bjot3x Cjeotáx Dj ot4x Ej-tan4x 
(9 Calcular: S=c08 (x -120°) +cosx+cos(x+120") 
A)senx В)-вепх С)0 D)cosx | Е)-совх 
(13) Convertir a monomio: Р=3+5веп23° 
А)2веп13° В)сов14% С)зеп14° D)5sen7 EJjbcos7 
(13) Simplificar: Р=2(созбх+созЗх) х(вепЗх-вепх) 
А)сов4х  B)cos8x  C)sen6x  D)sen8x Е)веп16 


(13) Reducir: Y=sen*(A+0)=sen*(A—0) 


A)sen20xcos2A  H)cosüxcosA — C)senüxcosA 
D)cos8xcos2A ^ E)sen20xsen2A 


(ктитеољонитшаа 1481] 


(£3) Convertir а monomio: 
Р =зеп2х +зепїх *sen6x *sen8x 
А) 8cosbxcos4x В) 8sen5xcos4x 
g Ясовбхсов2хсовх D) 4зепбхсоз2хсовх 
(3) Transformar a producto: 
P=1+c082A +соз4А +созбА 
A) 4cosAcos2Acos3A B) 4senAsen2Asen3A 


C) 4cosAcos2AsenG6A D) cos12AsenA 
E) sen12AcosA 

(69 Convertir a un monomio: P=1+2c0s2a 
A) 4cos(60" —a) В)4зеп (60° - a) 


C)4cos(30* a). соз(30° – а) D)4sen30^* a.sen30^ – а 
Е) 4веп2а.соз(а – 30°) 


(42) Simplificar: gu 30040" sen20* 
сов10° 
Ајн ћу ТӨ ни nr d кА 
2 2 
MSS 7150 + cosb0^ 
Simplificar: Е= = t COS 
(13) Simplificar: 
ама В) сп рт ye 
(13) Simplificar: јр 0087: + совдх 
sen7x – зеп3х 
Алапх  Bjcotx C)tan2x D)1 E)ctg2x 


69) Reducir: P = sec2x-tg2x 
Ajg(45*x) ВИ (45°-х) CletgxD)-etge E)tgáx 


TAZA DOMICIAN 


63) Reducir:,, senA*senB | 5n 
U: NTE ¡A+ B=45” 
АЗ Вл с)/2+1  D)/2-1  EJ1-J2 


@ En un ААВС, señale el equivalente de: 
D- веп2А +зеп2В 
cos2A+cos2B 


Алапс BjtanC С)  D)-cot C E)-cotC 


63 En un AABC , señale el equivalente de: 

_senA – senB 

созВ – cosA 
с 


С) tan 3 


I 


AltanC. 


с 
2 ety 


с 
Р) соё Е)-1 
sena + созЗа 


e» Reducir: A ела cosa 


A)tana B)tan45 +a C)cota 
D)cot(45*a) E)tan(45* - 2а) 


Señale el equivalente de: ј 5" — cos5x 
6» equi Pu 


-совх 
А) tan(45°- x) В) гап(45" + x) 
D) {ап(45°+2х) E) tan(45-3x) 
(68) Transforme a producto: 


I=sen10"+sen20"+sen30"+sen40" 


A) sen26*cos10*cosb* B) 4зеп25°соз10°сов5° 
C) sen25°sen10°cos15° Р) 4веп25°веп10°соз5° 
E) веп15%веп25%сов35” 


(62) Transforme a producto: 


A=c0sx+cosbx+c0s9x+c0813x 


А)4сов7хсов4хсов2х B)cos7xcos4xcos2x 
C)4cos5xcos7xcos9x D)cos5xcos7xcos9x 
E)4cos3xcosóxcos7x 


(93) Simplificar: к. 5ёпх + sen3x +велбх 

cosx + совдх + созбх 
Алапх ВЛап2х  C)tan8x  D)tandx Ейапбх 
(69 Calcular : Е=соз20°+соз100°+соз220° 


1 1 
АЛ В)-1 Се D)-3 ЕЈО 


(O) Transformar a producto: 


Е =1 +соз2х+созіх +созбх 


А) 4зепх.веп2х.зепЗх В) 4созх.соз2х.совЗх 
С) 4cosxcos2x.cos4x D) 4вепх.соз2х.соз4х 
E) 4cosx.cos2x.cos4x 


(O) En la siguiente igualdad: 
sen(cotó) *sen(tan5) -2senAcosB 
Determine el valor de А/В 
А)езс10 В)езе80 C)sec20 П)зес20+1 Е/зес10 
42) Simplifique la siguiente expresión: 
cos3A +sen5Asenx – соз7А 


C) tan(45-2x) 


M- 


- вепЗА +совБАвепх — sen 7A 

АЛапбА В)собА C)tan3A D)cot3A Е)вепбА 
(E) Determine el valor de: Е = 1+2sen16"+4c0s23'sen7 
A2 
(13) Exprese como un monomio: К = /3csc20" – 2 
A)cos40” B)4sen40” С)4веп 70” D)3cos40* ЕЕГ 4cosd0* 


B)3 С)4 D)4 ES 


TRASPORMACIONES YRICONOPÉTRICAS П аве 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 


* Convertir una suma o diferencia de funciones 
trigonométricas en un producto. 


A Transformar un producto de funciones 
trigonométricas en una suma o diferencia de las 
mismas. 


"Aplicaciones de las transformaciones 


trigonométricas. 
TRANSFORMACIÓN 
DE UNA SUMA Y DIFERENCIA 
DE SENOS EN UN PRODUCTO 


Para factorizar una suma o diferencia de senos, se 
recurrirá а las formulas de la suma y diferencia de dos 
ángulos: 
Зет(х + у) = Ѕепх х Соѕу+ Созх х Seny 
Sen(x — у) = Senx x Cosy- Cosxx Seny 
Sumando y restando (1) y (2), tenemos: 
етих + y) + Беп| х – y) = 2Senx x Cosy 
Sen(x + у) – Sen(x— у)= 2Cosx x Seny 
Haciendo un cambio de variable: 
х+у=А E А+В 
х-у=В VT 2 


Luego, reemplazando tenemos: 


¡SenA+SenB = МЕН +В )cos( 457) 


es decir, la suma de senos de dos ángulos es igual al 
doble producto del seno де la semisuma de los ángulos 
por el cosenode su semidiferencia. 


ЗепА- SenB = 2009 427 sen (47) 
es decir, ladiferencia de senos de dos ángulos es igual 
al doble producto del coseno de lasemi suma de los 
ángulos por elseno de su semidiferencia. 


IGONOMETRICAS ІІ 


% enm 


CAPITULO 
EJEMPLOS: 
"Transforme а producto: 
A)Seni3x+SenTx  B)Senlóx-Sen3x  C)Senl3x-Sen?7x 


D)Sen8x-Sen7x  E)Senlx-Senbx 


RESOLUCIÓN: 

'А)5еп13х *Sen7x = 2Senl0xCos3x 

В)5еп15 х – Ѕепдх = 2Cos9xSen6x 

С)5еп13х- Sen7x = 2Соз10х5еп3х 

D)Sen8x - Sen7x = 2Cos D senz 

2х+6х 2x-6x 
ст) 


E)Sen2x – Sen6x = 26 ( 
=> 2Cos4x Sen (-2x) = -2Cos4 x Sen2x 
TRANSFORMACIÓN 


DE UNA SUMA Y DIFERENCIA DE 
COSENOS EN UN PRODUCTO 


Aligual que las fórmulas anteriores, em plearemos las 
relaciones de la suma y diferencia de dos ángulos: 
Соѕ(х + у) = CosvCosy— SenxSeny......(3) 
Cos(x— у) = CosxCosy + SenxSeny......(4) 
Sumando у restando (3) у (4) tenemos: 
Costx+ y) + Cosix- y) - 2CosrCosy 
Cos(x + y) – Со$(х-у}=-25епх5епу 
Haciendo un cambio de variable; 
х+у= А Sam A+B 


x+y=B 2 2 
Reemplazando tenemos: 


СозА + СозВ = 2cos (429 )cos[ 


227) 
2 


2 


es decir, la suma de cosenos de dos ángulos es igual al 
doble producto del coseno de la semisuma de los 
ángulos por el coseno de lasemidiferencia. 


[cosa -coss - 25e (475 + еп E] 


es decir, la diferencia de cosenos de dos ángulos es igual 


TRIGONOMETRIA^A 
a menos el doble producto del seno de la semisuma de 
los ángulos por el seno de la semidiferencia. 
EJEMPLO 1 : 


Transforme a producto: 
A)Cos11x + Совбх 
C)Cos3x – Сов11х 
E)Cos9x – Cos8x 
RESOLUCIÓN: 
A)Cos11x + Cos5x = 2Cos8xCos3x г 
В)Соз12х – Cos8x = -25еп10х5еп?х 


C)Cos3x.— Сов11х = Е 


B)Cos12x – Cos8x 
D)Cos6x + Совх 
F)Cos2x – Cos7x 


Зх-11х 
2 
Cos3x - Cos11x --25еп7х5еп(-4х)- 25еп7х5еп4х 
D)Cos6x + Cosx = 2008 2 Cos 5 


E)Cos9s-— Сов8х = 7 Sent 


F)Cos2x – Cos7x = tret Е 


=> Сов2х – Cos7 x = -28еп 2 sen (- 5=)- 2Sen PE Sen 


2 T 


EJEMPLO 2: 
Simplificar: қ. Sen3« + Senx 
Cos3x + Cosx 


RESOLUCIÓN: 


Transformando a producto el numerador y 
denominador, tenemos: 


2Sen( Es ух Сов, 


scu Ey Соз (ts 


2 
2E азеры 
EJEMPLO 3: 
Factorice: Y = Бепд + Sen30 + Ѕеп50 + Sen70 


SS) _ Sen2x x Cosx 


ҚЫ x) — Cos2x x Cosx 


RESOLUCIÓN: 

Agrupando convenientemente: 

Y = (Sen76 + Зет) + (Sen50 + Sen30) 

> Y = 2Sen40Cos30 + 2Sen40Cos0 

> Y = 2Sen40 (Соз30 + Cos) = 2Sen40 (2Cos20Cos0) 
> Y = 4Sen40Cos20Cos0 


CASOS ESPECIALES DE 
FACTORIZACIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Además de factorizar la suma, diferencia de senos y 
cosenos, podemos encontrar otras expresiones que se 
pueden transformar a producto aplicando las 


LA ENCICLOPEDIAS 
relaciones anteriores, Analicemos algunos de ellos: 
Transforme a producto: 


1) SenA + СозВ 


Sen80* + Cos70* = Sen80* + Зеп 20“ = 25еп50°Соз30° 


11)[1+ SenA] 


1- Ѕеп50° = Sen90* — Беп 50“ = 2Cos70*Sen20^ 
Otra forma 1- Зеп 50° = 1— Cos40* = 2Sen? 20° 
ш) 
1-2Сов80° = жі — Сов80°) = 2(Cos60* – Cos80*) 
=> 1— 2Cos80* = 2 [-2Sen70* x Sen(-10*)] 


=> 1– 2Cos80* = 2(2 еп 70" x Беп 10“) 
=> 1— 2Cos80* = 4Sen70"Sen10* 


ту Лажы) 
18-1- қ -1)-3(8еп60ғ- Sen30*) = 
=2(2Cos45"Sen15”) == 4Cos45"Sen15* 


TRANSFORMACIÓN 
DE UN PRODUCTO DE SENOS 


Y COSENOS EN UNA SUMA O DIFERENCIA 


Para transformar un producto de senos y cosenos en 


suma о diferencia, tenemos que recurrir a las fórmulas 4 


de seno y coseno de la suma y diferencia de ángulos: 
SenxCosy + СовхЅепу = Sen(x + y)....(1) 
SenxCosy – CosxSeny = 5еп(х-у)....(2) 


Sumando (1) y (2): 


2SenxCosy = Sen( x + у) + Sen(x — y) 


Restando (1) y (2): $ 


2CosxSeny = Sen( x + у) - Sen(x — y) 
EJEMPLOS : 
Transforme a suma o diferencia los siguientes 
productos: 
A)2Sen8xCos3x B)2Sen5xCos12x 
7x 11х 


с) 2Соз E Sen 52 D) 25еп T$. CoA 


RESOLUCIÓN: 

A)2Sen8xCos3x = Sen11x + Зепбх 
B)2Sén5xCos12x = Sen17x+Sen(-7x) 
= Sen17x - Sen7x 


€) 2Cos7* Sen E = еп S Cos E 


2 2 2 2 
= Бепбх + Sen( — ) = Sen6x – Senx * 
1х 


D)2Sen Сов = = Бепбх + Senóx 


TRASFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS П 


De las fórmulas de suma y diferencia : 


CosxCosy + SenxSeny = Cos( x — у)......(3) 
CosxCosy – ЅепхЅепу = Сов(х + у).......(4) 
Sumando (3) y (4): 


2CosxCosy = Cos( x + y) - Cos( x — y) 


Restando (3) y (4): 


2SenxSeny = Cos( x — y) - Cos( x + y) 


EJEMPLO 1: 
Transforme a suma o diferencia los siguientes 


productos: 


A)2Cos11xCos6x B) 2Sen9xSen4x 
7х 5х 13х 3x 
С)2Сов-2-Сов-2- D)38en Sn 


RESOLUCIÓN : 


А)2Сов11хСовбх = Сов17 х + Cos5x 

B)2Sen9xSen4x = Совбх - Соз13х 

С)2Сов Cos E = Созбх + Созх 

13х 
2 

EJEMPLO 8: 

Кедисе: 

K=Sen6xSen4x -Sen15xSen13x+ Sen19xSen9x 

RESOLUCIÓN : 

Multiplicamos por “2” para pasar los productos a suma 

o diferencia: 

2K = 2Sen6xSen4x – 2Senl5Sen13x + 25епі9хЅеп9х 

=> 2K = Сов2х – Cos10x — (Cos2x —Cos28x)+Cos10x —Cos28x 


=> 2K = Соз2 х – Соз10х – Cos2x + Cos28x + Сов10х – Соз28х 
=>2К=0 >K=0 


EJEMPLO 3: 
Reduce: 
E- Sen7x 


D)2Sen беп 25 = Costs – Cos8x 


— 2Cos2x – 2Cos4x2 – 2Cos6x 


RESOLUCIÓN: 

Efectuando como sigue, tendremos: 

SenxE = Sen7x - 2Cos2xSenx – 2CosdxSenx – 2Cos6xSenx 
A continuación pasamos de producto a diferencia, así: 


SenxE = Sen7x - (Sen3x - Senx) -( SenSx - Sen3x) – (Беп7 х - SenBx) 
=> БелхЕ = Sen7x - Sen3x + Senx – Зепбх + Sen3x -Sen7x + Sendx 


Simplificando: Senx x Е = Senx > E- 1 


EJEMPLO 4: 
Calcule: А = 4Sen 10° Sen50*Sen 70* 
RESOLUCIÓN : 
А = 4Sen 10*Sen50*Sen70* = 2( 2Sen10*Sen50* ) Sen70* 
Ordenando de la siguiente manera: 

(2 Sen10*Sen50* ) Sen70* = (Сов40" — Cos60? ) Sen70* 


Cos40* — Cos60* 
Efectuando, quedará: 


А = 2 (Cos40* – Соз60%) Sen70* 
=> А = 2Cos40*Sen70* – 2Сов60%5еп70% 


Pero: 20840“ x Ѕеп70° = Зеп 110“ + Беп 30“ 
Luego: 

А = Sen 110° + Sen30* - 2(7)Sen70* 

= А = Sen1105 + Sen30* — Sen7U* 

> A-Sen3* = 1 


Finalmente: A. 4Sen10* Sen50° Sen70* = 


ui 


PROPIEDADES 
Si: А + B +С = 180° 
Se cumple: 


1)senA+senB+senC=4c08 ааа соз 6 
2 29. 2 
IL oos A+cosB+cosC=4sen sen В sen © +1 


Ш |sen2A*sen2Bsen2C-4senAsenBsenC 
IV )сов 2А+соз2В+с082С= – 4cosAcosBcosC – 1 


DEMOSTRACIÓN DE (9: 
De la condición А+В+С = 180%, se tiene 


Av BE 
2 += +3 О 
aplicando propiedad de ángulos cuya suma es 90° : 
Sen 4 + сово 
2 2 
А+В) _ с 
со 2 |н 
transformando el 1er. miembro : 
SenA +SenB + беп = 4Cos ^ Cos Cos C 


и. 
A+B| o |A-R| Сс С 
шегі т ағас 


THIGONOPIETRIA^ 


с А-В с, С "PER T d 
= 20085 Co ГІ |+ 28en-Cós- = 4Cos- Cos-, Cor 


Factorizando 2Cos $ se tiene : 


2Cos Slex(^; B). sens |- 4Cos Соз Сов 


A4B 
Reemplazando Sent por co t |: 


B.C 


2CosC. СҚ А-а) сна). 4Cos ^ Cos сос 


B 


= 2Cos Е B 


4Cor Соз В Cos C 


> 4СовА Cos Вск С = 4Соз А cos В. Cos C. 


> z Г 2 > 2 uL. Q.D. 


DEMOSTRACIÓN DE (ITD) : 

* En la condición tenemos : А+В+С=180° 
aplicando propiedad de ángulos cuya suma es 180" 
sen(A + В) = зеп С у cos(A + В) = - созС 
*Transformando el primer miembro : 

sen2A + sen2B + sen 2C = 4 sen Азеп В sen С 
=> 2sen(A+B)cos(A-B)+ 2senCcosC=4senAsenBsenC 


=> 2зепСсоз(А-В) + 2senCcosC =4senAsenSsenC 
=> 2senC [cos(A-B) + cosC] = 4senAsenBsenC 


= 2senC [cos(A - B) - соз(А + B)] = 4 sen AsenBsenC 
=> 2senC[ - 2senAsen(-B)] = 4senAsenBsenC 
2. 4senAsenBsenC=4senAsenSsenC ......L.Q.Q.D. 


SUMATORIA DE SENOS Y COSENOS DE 
ÁNGULOS EN PROGRESIÓN ARITMÉTICA 


Para simplificar la notación de una suma de n 
términos, introducimos ahora el símbolo 32 «La letra 


griega у, correspondiente a la S) se utiliza para 
indicar la “suma de”. Con dicho símbolo se utiliza una 
especie de subíndice que se suele denominar con ЈЕ. 
POR EJEMPLO : 


se lee “la suma de las х a la K-ésima potencia, 

ка соп K= 15253 ...., es decir 
3 
У = +? +8 
k=l 

Así escribimos la sumatoria de senos y cosenos cuyos 
ángulos satisfacen una progresión aritmética de razón 
ren notación У 


$ Oos[x& (k — Ur] - Cosx-& Соз x + т) + Сох +2) + .+Соя[с+(п- Ir) 
~ 


[ss] 


LA ENCICLOPEDIA 


La propiedad para la sumatoria de senos y cosenos 
cuyos ángulos están en progresión aritmética se 
presenta 


1 2 белі (в- -— 2- 
=! 


II) Ў. Cos[x+(k-1)r]= 
k-1 2 


2 co (P393) 


donde para ambos casos 

n :esel número de términos 

г :eslarazón de la progresión aritmética del ángulo 
Pq: es el primer ángulo de la serie 

U< : es el último ángulo de la serie 
DEMOSTRACIÓN DE (D: 


Desarrollando la serie de arcos en progresión 
aritmética , tal como : 


S-Senx-Sen(x*r)*Sen(x42r)* ... *Sen[x*(k — 1)ғ] 


* Multiplicando por 2sen7, ambos miembros de la 


expresión propuesta, donde observamos que r es la 
razón del ángulo. 


28en78 = 2senx sen T + 2Sen( x + rsen 5 + 2Sen(x+2r) 


Sen 7 +. 2Sen [x + ( — 1)r] sen E 


como sabemos сада doble producto de senos también 
nos representa una diferencia de cosenos, es decir : 


2Sentx+ r)en” = Coa 3%) con 3%) 
e о 


25en(x+(h-1)r)Cos = Cos 24028) > -Cos| 020-05] 


Sumando miembro a miembro, obtenemos : 


26ел3 = 6 -5)- Cos| +(2њ– 1) zl 
PEINE MEE a producto el segundo miembro : 


увиђа нед ы, ы 


DEMOSTRACIÓN DE (ID : 


Desarrollando la serie de arcos en progresión 
aritmética , tal como : 
8 = сов х + cos(x + r) + cos( x + 2r) + ... + cos[x & (k- I)r] 


Multiplicando por 2веп E a ambos miembros de la 


expresión propuesta, donde observamos que г es la 
razón del ángulo. 


2веп S= 2 соз x sen 5 + 2cos(x + r)sen + 
2cos(s + 2r ве 5 +. + 2cos[ + (№ Dr]sen T 


como sabemos cada doble producto de coseno por seno 
nos representa una diferencia de senos, es decir : 


2 cos x sen ^. = sen| ха -sen(=-5) 
2 2 2 
r 
асови + jon - nen (553 sen 312) 
sen s S7 )-eem x 
ж. 2 


[e zx] 
2 


#соз(х+2г)вепт = 
2cos|(x+(n- предает sen |х Gi p] sen 
sumando miembro a miembro obtenemos : 


LUE ule. ( -5) 
2uen S= sen x+ 2 sen| x 2 


transformando a producto el segundo miembro : 


r (R=Dr] kr 8) 
e в 


sen” 
2 


EJEMPLO : 
Calcular : 


GN уж 2 3° 2 5° 2 89° 
8 = Беп' 7 +Sen q + Sen 3 +-+Sen 3 


RESOLUCIÓN : 
Multiplicamos por 2 en ambos miembros para 


g 25° 289% 
25 = 25еп? вет? 5 psen PLE 


— ——À ——À —— 


= 28 = 1- cos 1° + 1– cos 3° + 1 – cos 5? +... + 1 соз 89°,..(1) 


Para hallar el патего de términos, podemos aplicar 
la fórmula 


último primer 
número de' término tér mino ww 
términos razon 


es decir ¿n= 9 — 


luego en (I) 
28 = 1(45) - (cos 1° + cos 3? + cos 5° +... + cos 89") 
aplicando la fórmula para la sumatoria de cosenos 


(02) 19+ 89° 45° x cos 45° 
28-45- isco 7 ) 25 = 4552" ком 
„а (5) 2 sent” 
2 
= 28—45-—1 SA 
2 25-46-97 1040р 
PROPIEDADES z 
E бл (2n-Dx 1 
Сов Я + Сов. + Сов. c Сов 
ц 2n+1 пт mot 2n+1 
П)Сов-2 +Сов 2 +Сов_0*^ +.. 4000-2 cm 
Su 2 2n+1 2п+1 2 


* Para el caso de una productoría, debemos tener 
presente las siguientes expresiones: 


27 Зя пл _ү2п+1 
Ш) Sen E Sen - 
2п+1 2п+1 2п+1 2п+1 ры 
л 2л пя 1 
IVA Cor y 1C nl [TE 
ViTan Tan Tan Tan "^ = EE 
Xu 1 Эпы __ 2п+1 — 241 
DEMOSTRACIÓN DEI: 
*De la primera serie: 
я Зл ӧл (2n- Dx 
Зр CUM E, 2n+1 


Identificado el primer término — — X n4 j timo разде 
(2n- Dx yla razón de la progresión del ángulo s? 


2n+1 + 
entonces: 
n 2x л ,(2n-Dx 
Sen ) 
Sz (ar RESI 2n31 
еі, 34) z 
2 2n+1 
пл пл пл 
Бе 28e 
в TES соз пя. nil авы 
т 2n+1 2 я 
2n+1 2n+1 
е omia) 255 
ES 2n+1 2n+1)_ 2n+1 1,21 
я x 2 2 
Ecce TES wy LET зет 


análogo de la anterior serie, la razón де la progresión 


гл 
de ángulos es > 1. 
“р E 
minaci) 5 [ЫШ 
agi Gael de Sene т) А cal 
род cli) tm) ^ 
EJEMPLOS 
en E 
сов == 
- 3 2 
Рагап = 1 2 1 
а 
cos сов -$ 
oer 2л 4л 1 
сов—— + —=-= 
5 5 2 
cos? + соз + соз” = i 
e E 2x 4a 6x 1 
cos — + cos — —--— 
7 7 7 2 


EJERCICIO : 
Calcule el valor de: A = Cos x Cos 7 x Cos E 
RESOLUCIÓN : 
Multiplicando por 2 y transformaciónes de cosenos: 


24 [26057 Сож? | соя => 2A =| Cos Ул | Cos? [cos E 
CoA P d uu cer RR 
22 4А = 2Сов- х Совт + 2Cos! >> ФА = Cos 7 + Cos 71:007 
Entonces: 
4A-1*Cos2* + Cos S cos 4A 1 -т-і 
7 7 7. 2 8 


T 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


(9) Calcule la siguiente suma: 
соз1°+с082°+соз3°+...+с08359° 
AJO B)-1 C)1 D) 1/2 E)-1/2 


@La siguiente suma: Sen2x + Беп4х + Ѕепбх +... 
Contiene 16 términos. 
Su equivalente será igual a : 


А) Зеп16х свех В) Ѕепх С) Sen17x 
D) Sen16x Æ} Sen16x веп17х сзсх 


sen*(2n- 1)* 
B= 2 * = + 5. dis ED 
ап? 1° ап? 3° tan*5? tan*(2n- 1) 


Calcule: А-В 

Ајп Bis? C)1 

(EJ Obtenga el equivalente бе: 
T ese((2i — 1)x )ese(( 214 1)х) 


D) 2n E)ni2 


AjCots — B)cot(2n+1)x Qj Co55-cot(2n3 Dx 
sen2x 
Сох - tan(2n +1)х 
sen2x 
63) Reduzca la expresión : 
2 2cos(2i « 1)A 
i-18en( Zi)Asen(2i + 2)A 


D) E)Tanx 


Сзе2А - свс(20А) 
SenA 


Е) СзсА – Csc( 20A) 


А)СвсА В)Сзе?А ©) 


Cse( A) Cse( 20A) 


D) SenA 


PROPIEDADES AUXILIARES 


i) |Бепх + Sen( x – 1207) + Sen( x + 120?) = 0 


ii)Cosx Сов(120%- х) + Cos(x + 120°) = 0] 


ш)со?х + Сов (120° 4 x.) + Cos*(120* — x) = i | 


іш) Зет? x + Sen* (1207 + x) + Sen* (120 — x) = 


v)|Cos?x + Cos? (240^ + x) Сон?(240°—=)=5 


vi) Sen?x + Sen*(240" + x.) + Sen (240* — х) = В 


vii) Cos" + Сов3(120%- х) + Cos (1207 + х) = асылы) 


eii [senta +Sen*(a — 1207) + Sen? (а + 190°) = E 


оона + Сов (120° +a) + Cost (120° —а) = 4 


гјбења + Sen (1202 +) + Sen (120^ а) = 5 


xicos" + Cos*(130* - =) + Cos" (120°+ x) = 18 Cos3x | 


=й Сов? х + Cos? (120* — x) Сов? (120° + х) = 98 Coss 


EA 
EJEMPLOS: 
* М = Соз20° + Сов100° + Cos140* 


=> М = Cos20* + Сов( 120° — 20°) + Сов(120° + 20°) А = 0 
*P = Соз1° + Cos119* + Cos121* 


=> Р = Соз1° + Сов( 120° – 19) + Cos(120°+ 1°) ->В-0 
*Q = Cos2x + Сов(120" – 2х) + Соз(120°+ 2x) => С=0 
* В = Соз20° + Cos260* + Соз220° 


Е = Cos20? + Cos( 240" + 20°) + Cos( 240° – 20°) = 0 
*5 = Сов50° + Соз290°+ Соз190° 


8 = С0850° + Cos( 240" + 50°) + Cos( 240° – 50°) = 0 
* А = Sen? 10" + еп? 130° Sen? 110° 
= A = Sen? 10° + Sen? (120° + 10") + Sen*(120* – 109) => А = 3 


2 
* В = Cos? 40" + Сов? 160° + Cos? 80° 
=> B= Cos? 40° + Cos? (120° + 40") +Cos*(120*-40*)= В =, 
• С = Cos? 10" + Сов? 110° + Cos? 130° 
=> С = Сов? 10° Cos? (120° – 110“) + Cos? (120 + 10°) 

3 3 3 m 348 

== Cos3(109) = — ue m d 
>C 4204 (10%) 22230 2 >С В 
* D = Cos? 20° + Сов? 100° + Cos? 140° 
= D = Cos? 20° + Cos? ( 120° — 20°) + Cos? (120° + 20°) 

3 3 3(1 а 
=> De S яз 20) - 5 Coso = (2) = 0 == 
*Е = Sen? 10° — Sen? 110° + Sen? 180% 
= Е = Sen? 10° + Sen? (10° — 120“) + Sen? (10° + 120) 
Sen? 110° = Sen*(-110*) 

224 Ics =-8 (1) EE. 
E=-Sens(10)=-GSens0*=-¿(5)=> Е--% 
* F = Sen? 20^ – Sen? 100° + Sen? 140% 
= F = Sen? 20° + Sen? (20* – 120“) + Sen? (20° + 120°) 
¿-Sen* 100° = Sen? (-100*) 

xd 3 3 3 3/3 
= F=- 7 Sen3(20°) = -7 Sen60° БЕ ЖЕ 
*Н = Sen* 10° + беп“ 50° + беп “70% 
= H = Sen* 10° + Sen“ 1307 + Sen“ 110° 
=> Н = ен“ 102 + Зеп“ (1207 + 10°) + Sen (1209-10) = 5 
* I = Cos* 24° + Сов" 96° + Cos 144° 
=> I = Cos* 24° + Cos* (120° — 24) + Cos* (120° + 24°) 

45-1 


15 15 15 e 

1 = 15 Cos3(24*) = Сов]9° = те Sen18* ғ Беп18 = 
_15 E. 
el 4 )7g 5-0 
* J = Сог? 10° + Cos? 110° + Cos" 180% 
> J = Cos" 10° + Cos” (120° — 10°) Cos (120° + 10°) 
63 Y2) _63/3 

e 2)?" = 128 


4 


36 63 
= = —— Соғ30% = 
эф 54С°°%10) 64 


DEMOSTRACIONES : 


De (i) trasferimos a producto 


Ѕепх + Sen( x - 1207) + Ѕеп(х + 120%) = Senx + Z Senx Сов120° 
2Senx Cos ( -120* ) y 
2 


=> Senx - Senx =0 
De (ii) transformando a producto : 


Cosx + Cos( x – 1207)  Cos( x + 120°) = Совх + ÉCosx x Сов120° 
2Cosx Cos(-120*) y 


E 
> Cosx - Cosx - 0 


Pero como recordará, si 
а + В = 360° > Cosa = Соз 3, luego como 
120^ – x + 240° + x = 860% 
> Cos(120* – х) = Cos( 240? + х) (1) 
120° + x + 240“ – x = 360° 
= Cos( 120° + x) = Cos( 240? — х) 


A partir де Cosx + Cos( 120? — x) + Cos( 120° + x) = 0 
De (I) : Cosx + Cos( 240“ + х)  Cos(240* —x)- 0 
También podemos obtener el equivalente de la 
siguiente expresión: 

R = Cos*x + Cos? (120 – х) + Соз? (120° + x.) 
A partir de la expresión К, por 2 : 

2Е = 2Соз?х + 2С08" (120* – х) + 2Соз?(120°+ х) 

Si utilizamos la fórmula de degradación : 
2Cos?a = 1 + Cos2a , se obtiene 


2R = 14 Cos2x + 1+ Cos( 240° – 2x ) + 1 + Cos( 240° + 2х) 
Efectuando: 


2R = 3 + Cos2x + Cos( 240* – 2x) + Cos( 240* 2x) => R= 5 
10) 


transformando el primer miembro, utilizando la 
identidad Cos*a = 1- Sen?a obtenemos 


1- Sen?x + 1- Sen?(120* + x) + 1- Sen? (1209 – х) = 


је 


agrupando 
3-(Sen?x + Sen? (1209 + х) + Sen? (120° – х)) = 


de donde obtenemos : 


је 


Sen?x + 5еп? (120° + x)+ Sen*(120*- х)- 3 


De (1) se obtiene : 
Сов? х + Cos?(240* + х ) + Cos?(240* – x) = 3] 


Además : 


Бел? х + еп? (240% + х) + Sen?(240* — ВЕН 


* Se sabe que 

4Соз? x = Cos3x + ЗСовх 
4Соз? (120° – х) = Сов(360%- Зх ) + 8Соз( 120° – x) (+) 
4Сов? (120° + х) = Cos( 360° + Зх) + ЗСоз( 120" + х) 


Agrupando : 


4(Cos! x + Соз? (120° — х) + Соз? (120° + х)) = Сов2х + Соз 360" — Зх) + 
OR бше сы em Hm on 


+ Cos( 360" + 3x)* Vm en ERE м 
[mem 


Puesto que : 
Соз(360° – Зх) = Cos3x ^ Cos( 360? + 3х) = Cos3x 


>4R = 3Cos3x + 3(0) > R= 3 Coss 
Dado este resultado planteado la siguiente identidad 


ors + Cos? (120° - х) + Cos? (120* 4 x)= ИЕ 


Otra forma de llegar a este resultado es utilizado una 

identidad algrebraica : 

Si: 

a+b+c=0>a*+b7 «c? = Sabe 

como Cosx + Cos( 120° – x) + Соз(120°+х)=0 

=> Cos? х + Соз? (1209 – x.) + Cos? (120 + x) = 
3CosxCos( 120° — x) Сов(120 + х) 


pero Cos(120* – x) = —Cos(60* + x)... (revise ángulos 
suplementarios) у Соз(120°+ х) = -Cos(60* — х). 


= Соя? x + Cos? (120° – х) + Cos? (120* + х) 
= 3Cosx(-Cos(60* + x ))(-Cos(60* — x )) 
= 8CosxCos(60* + x )Cos( 60? — х) 


^ dd CosxCos(60" + x)Cos(60* – x.) 


Cos3: 
finalmente ы 


Cos? x + Cos? (120* x) Cos? (1209 + x) = Corse 


En el tema de arcos múltiples se comprobó; 
_ 3 + 4Cos2a + Cosda 
8 
3+ 4(240°—2а)+ Cos( 480 — 4а) 

8 
Coi (1209 + а) = 3 4Cos( 240" + або Чо" +40) 
Sumando miembro obtenemos : 


Cosa t Con" (1207 40) Con 120" 0) 


Cos'a ; de igual forma : 


Cos*(120* - a) = (+) 


" 
(mz 732]: Cos MW + 2а] Conta + Con 480. - dn] + Con 1807 sa 
LJ 


2 B Casta + Conf (120* к.а) Con (1207 – а] =0 + Condes Cont 4807 - da) + Cont 480" ба) 
[Оов + Cos (E207 « а) + Con ' (E207 - а )] + 9 + Condor + Сом 1207 — ба) + Cont 120" + das 
M P EE ER 


Finalmente: 


Costa + Cos*(120* + a) + Cos*(120* - a) = H 


nota : Sen*a + Cos*a = 3, Costa 


Sabemos que : 

оьте (S tette) e y 
También 

a ушш ELL (oreet) urere, # 


Utilizando (n), calculamos la sumatoria de las quintas 
de los cosenos para ángulos х,120°-х y 120°+х como 
Cosx + Соз(120° – x) + Сов(120 + х) = 0 


„(её А] 
3 


2 
25 


_ Ояёх (IA + x) Oo (197 - x) 
5 


(е) 


Охх s Он (199 x) OF (IP). S(T 
E C 


de donde deducimos : 


Cos*x + Cos*(120* - x) + Cos^(120* + х) = 15 Costs 
Si utilizamos la identidad ( 7), ahora calculemos la 
suma de las séptimas de los cosenos cuyos ángulos son 
x, 120°-х,120°+х. 

como : Cosx + Cos(120? – х) + Cos( 120° + х) = 0 


[arse acram Oos x + O (1907 х) + Сви (ш. 
2 
чья 


Dl s «aw (120 5) + Qu (120 +) 


7 
Cod + Ood (12 x) + Oo (120 +5) _ 
7 


Ld 


iie 


de donde concluimos: 
Соз? x + Cos (120° – х) + Cos (120* + x) = fZ Cos3x 


EJEMPLO : 
Сов? 20" – Cos! 80° — Сов? 40° 
= Cos 20* + (- Cos80* J'  (-Cosd0* Ў 
= Сов? 20" + Сов? 100" + Сов? 140" 
= Cos? 20* + Cos? (120° — 20°) + Cos? (120° + 20°) 


63 Совз( 20) = E соғбо- 53 | 1) 63_ 
“ба 1 4) 128 


PROBLEMA 1: 
Exprese cos30sen20 como una suma o una diferencia. 
АН тд од) B)sen8- 1 O) (een50 - seno) D)2 - cos) 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizamos la primera identidad se tiene: 
Совз0гелго-26010ел20 

=> соз30веп20= 5 (2зеп20соз30) 

> совадвенад = [sen(20+ 30)+sen(20—30)] 

> cosósen20 - 7 [seno + sen( -8)] 


> совадвеп20 = 1 (sen50 – зепд) 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 2: 
Reducir: E=2c082xc08x - cos3x 
A)senx B)cosx С)10 Djtgx Е)-совх 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando: 


E=cos(2x+x)+c08(2x —x)-cos3x 
=> Е = сов8% +c08x — cosdix = cosx 


RPTA: “B” 
PROBLEMA 3: 
Calcular 4 , si 
Sen 11xcos3x-cos9xsenbx = cosAxsenBx 
Ай В)2 С)з D)6 Ej4 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicamos todo por 2 : 


2зеп11хсозЗх — 2сов9хвепбх =2созАхзепВх 
> (веп14х+веп8х) – (sen14x — sen4x) -2cosAxsenBx 
> senl4x+sen8x – sen14x +зепіх =2созАхЅепВх 
=> зепвх +зепах —2cosAxsen Bx 
AA 
а producto 


> 2sen6x. cos 2х=2с08 Ах.зепВх > A=2 y B=6 => DES 
— А 
ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 4: 
Evaluar: J=sen(11x/12) sen(7x/12) 
АЛ B)-1/2 сам р)-14 
RESOLUCIÓN: 


* Multiplicado por 2 : 23=2sen( 22 леп (72) 


Е)3/4 


шот) ЕЕ 
12 12 12 12 
2 => 24-05 - сов 


> 2J =<0560" – cos 270% 
1 1 
Я == 
21 == 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 5: 


Calcular : 
М =веп55°сов5°+зепЗ5°веп5° 
ANS 


Bug css D) E32 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando directamente: 

M= 1 (sen60°+sen50°+cos30° 5 


Уз уЗ ems 


= NOM cos 407) 
=> М= m 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 6: 
Encontramos el valor de : 
_ sen (3x/8) sen( x/8) 
cos(5x/12) cos( /12) 


АЗ В)2 сэз руг E) 42/2 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando tantos el numerador con el 


denominador: 


5л я бл 4л 
ge 42) =) соз 18 1" 13 
соз45° – cos 90" _ 4/2 12-0 
== сов90°+ соз 607 - b ies E es 
2 
ЕРТА: “А” 


PROBLEMA 7: 


Reducir : L=sen6xsenx+cosfxcos2x – sendxsenx 
AJO Вусовх C)cos3x П)совб( Е)совх 
RESOLUCIÓN: 

* Transformando cada sumando: 


L==(cosóx — с087х+с087х+с088х — cos3x -cosbx) 


L=2 (2co0s5x)=cosbx 
2 ЕРТА: "D" 

PROBLEMA 8: 

Si: =1/3; halle: E = ѓап(х+15°) cos(x-167) 


А)5 В)1/5 С)-5 D)-1/5 
RESOLUCIÓN: 
* Transformado “E” 
_ sen(x-- 15") (cosx — 15°) 
- cos(x+152)sen(x – 15°) 
SEs 2зеп(х+15°)соз(х – 15%) 
Zcos(x--15")sen(x — 157) 
TRUCOS. 
И Е=-8 2 =-6 =-5 
T a Уб. 
RPTA: “C” 
PROBLEMA 9: 
Calcular: Esos 3 cos eo 25. 
7 7 
1 1 1 1 
АЛ В) 2 с) 5 D) 1 E) 3 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando ambos miembros por 2 sen() t 
2een Я E= 2sen Z cos" cos 27 cos = 
2x 2л „Зх 


> 2sen 7 E- sen 7. cos 7 cos 7 
sen Z 3x 
cg 457 
> 4sen Z Ecsen 45 cos У 
* Transformando a suma de senos: 


x 1 x 
> баи Ec (дне =) 


о 


я 
2зеп E: 
=> 20en E= 


Li к 1 
> 80en 7 E =sen > Е == 


RPTA: "C" 

PROBLEMA 10: 
Calcular : 

Е=веп40+соз50соз30 – веп?10° 
АЈІ В)2 С)соз20° р)0 Е)-веп10% 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicado por 2, para degradar y transformar: 
2F=2uen* 40 + 2с0850"сов30° — 2sen* 10" 


=> 2Р=1- сов80°+сов(50° +307) -cos(50" — 30") – (1 – сов20") 
=> 2F=c0820" – совв0" +сов80" +с0820" 
=> 2F=2c0820" > F=c0820" 

RPTA: “C” 


PROBLEMA 11: 


Si Coe( 6s) Con(3s)][Sen( Зя) - E s 3 

x є (0;10°). 
Calcule : E =Тап(10х) x Tan(6x) x Tan(2x) 
Ай В)2 сз D)4 E)6 
RESOLUCIÓN : 
Condición: 
4(Cos5x + Cos3x)(Sen3x - Senx) = /3 
> 4(2Cos4xCosx)(2SenxCos2x) = /3 
=> 4(2SenxCosx)(2Cos2xCos4x) = V3 

Sen2x 
= 4(2Sen2xCos2x)Cos4x = 3 

Sen4x 


“|5 


= 2(25еп4хСов4х)- 3 => Ѕеп8х = 
Sen8x 

como por condición: x e (0°;10°) 
=> 8х -60% ó 2х= 15° 
así: Е = Тап10х x Тапбх x Tan2x 
Luego: 

Е = Тап75° x Тап45° x Тап15° > E=1 

Cot15* 
: ВРТА : “А” 

PROBLEMA 18: 


Halle el valor de: = /3Cot (2) —4Cos (2) 


А)-1/2 В)-1 С)0 D)1 E)1/2 
RESOLUCIÓN : 

Se pide: Е = /ЗСо?20° – 4Cos20* 

Metodo gráfico. 


2Cos20* 2Сов20° 
Luego: Соё20° = o Et 
= J3Cot20* —4Cos20* = 1 => Е=1 
= ЕРТА : “D' 
PROBLEMA 13: 
Six- а 


Calcule el valor de la expresión: 


А)/4  B)1/8 

RESOLUCIÓN : 

Condición: х = 2= 
13 

Donde: 

F =(Cos5x + Созх) (Созбх + Cos4x) (Cos3x + Cos2x) 


Como: 13х-= 27 => Cos3x = Соз10х 

=——= 

suman: 2n 
=> Р=(Совбх + Созх)(Созбх + Сов4х)(Сов10х + Cos2x) 
Transformamos а producto. 
Е = (2Cos3xCos2x)(2Cos5xCosx)(2Cos6xCos4x) 
Е = 8Cosx x Cos2x x Cos3x x Сов4х x Cos5x x Созбх 
10x 


Ра вбго 2* Cos Co Я Со25 «Соот Соо Ir 
13 18 13 13 13 13 
Т Жашы. Бук 


C)- 1/8 D)- 1/6 E)- 1/4 


Ordenando los factores: 


2л Зх 4х 5х 6x 
F- -5(сов 7 Сов == Cos "^ Cos ) 
1869 1з С° 13 Cos, 5 С°* 13 С° 18 


propiedad: 

1 

> F=- 5 
PROBLEMA 14: 


Calcule: M Sen? ЕЕ (ИЦ) 


C)5/4 D)7/4 E)9/4 


ЕРТА : “С” 


АЛЯ X B)34 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: М = Sen? = A por 
14* 8 145%» 14 


ЕРТА: “С” 
ROBLEMA 15: 
Simplificar: 
PZ веп2а x sena-tsenda x sena+sen7a x sen2a. 
sena x cos2a-*sen2a х cosba +вепа x созва. 
Айға B)igJa  C)iga  Dj)igóa  E)tg7a 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicando numerador y denominador por 2 para 


luego aplicar las fórmulas: 


_ 2senZa.sena +2sendasena +2зеп 7a.sen2a 

— 2sena.cosZa +2веп?а.созба+зепа.соз8а 
cosa - cos3a+cos3a - созба +созба - совда 

sena – sena +зепТа – зепЗа +вепда – sen7a 

* Luego de simplificar la expresión anterior 

tendremos: 


Р: 


= Р= 


RPTA “D” 
PROBLEMA 16: 
Calcular; 


А=зеп40°веп80° + веп80%еп 1607 + sen 160°веп320° 
Ай B)3/2 C)3/4 D)J3/8 ЕЈМА. 
RESOLUCIÓN: 

* Multiplicando y dividiendo por 2 , obtendremos: 


pe 2веп40°веп80°+2веп80°веп 1607 +2веп 160"веп 320% 


* A continuación aplicando la transformación. 

A 20940" — сов120" + 00880 – cos240" cos 160" — сов480Р 
2 

* En seguida transformando a producto como sigue, 

deducimos 


amem (HC 3) -ензо-(- 2) emi -2P y 
5 z 2 


RPTA "C" 
PROBLEMA 17: 
Si sen28”xsen32” = h, hallar sen86* 
m Bihl С)2-2һ D)h-1 Ej2h- 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda: 2senx зепу=соз(х – y)- cos(x+y) 
* Multiplicamos la condición por 2; 
2веп28” sen32^ -2h 


1 
2 


=> cos4" – cos60^—2h 


1 
=> eosl =28—+ — 


=> sen86”=2h+ H 


RPTA “В” 
PROBLEMA 18: 
Hallar x en: 
5еп40°вепх —cos40"cosx-2cos20*cosx 
А)120° В)130° C)80* 0)95° Е)72° 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato, se deduce: 


2с0820"совх = с0840° cosx – sendÜ^senx 


= с0з(20°+х) +с08(20° – х)=с08(40°+х) 
=> с08(20°+х)+с03(20° – x) – сов(40"+х)=0 
-2sen30" sen( – 10° – x) 


=> соз(20°+х)+ зеп(10°+х)=0 
=> соз(20°+ х) + соз(80° – х)=0 


=» Е59 cos( 27+ Ut je 


= 2cos 50? cos( -30*-x) -0 
=> cos( — 30%x)=0 


ВРТА “А” 

* Una solución: 

—30°+х = 90° => х = 1207 
PROBLEMA 19: 
Al simplificar la expresión: 

E = sen6sen54"sen66*, obtenemos: 
Aseni? — Bien? С) Ы” рые 
RESOLUCIÓN: 
* Agrupado como sigue, obtendremos: 
sen6"(sen54" x sen60") =вепб“ х Pent xen 


* Se ha multiplicado y dividido por 2 para poder utilizar 
la fórmula: 
зетб"(сов12" – сов120") _ sen6'cos12" – sen6'cos120" 
2 2 
* Una vez más multiplicamos y dividimos por 2 en 
este caso para aplicar la fórmula: 


1 
2sen6*cos12” – 2s0n16" сов1907  9n18  senG — ®вепё' [- > 


4 4 
лбн A punt E ме 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 20: 
Si2M=1- 4Sen(65* )Cos( 85°) Calcule: 4М°- ЗМ 
2/3 Уз 43 42 
А)-“5- B) СМЗ D) EP 
RESOLUCIÓN : 
Tenemos: 
2M =1-4Sen65"Sen5” => 2M = 1- 2(2Sen65* x Sen5") 
Соз60%-Сов70% 


зм-1-2(1-соте) > 2M = 2Cos70* => М = 8еп20" 
Lu 2 2 
lego: ds 
4M? - 3M = 4Sen?20*- 3Sen20">4M*-3M= 2 
—Sen60* 
ВРТА : “D” 


La suma del seno y coseno de cualquier ángulo es un 
valor que oscila entre: 

A)-2y2 B)-1yl С)0у1 D)-42y42 Е)-/8у/8 
RESOLUCIÓN: 

* Seaaun ángulo cualquiera. vamos a demostrar entre 


que valores se encuentra: 
Е = sena + сова => Е = сов(90%- а) +сова 


* Transformando 4 producto: 

= Pasen ти 2) 

> Ё=2соз45°сов(45° — a) > F-2cos(45* – a) 
* Como: «es un ángulo cualesquiera: 

=> -15 сов(45" –а) < 1 Е 

=> -V2 < Уееов(45"—а) < 12 => -V2 < F < 2 

ER ЕРТА: “D” 
PROBLEMA 22: 
Determine el valor de M, siendo: 
М =соз5°+соз10°+соз15°+.....+соз355° 

Ай BJO C)-1 D)-42 ЕУ? 
RESOLUCIÓN: 
* En dicha suma podemos indicar que: 
luego: 


n=71 уг=5°, 


PROBLEMA 23: 

Calcular la suma de la siguiente serie: 
senx+sen3x+senSx +... +sen(2n-1)x 

D) cos?nx 


Aj seins gyeen?nz PEL 
cosx senx senx 
RESOLUCIÓN: 
* Multiplicado y dividido por “2зепх” a cada término 
de la serie, tendremos: 
2sen(2n— 1)x x senx _ cos(2n — 2)x —cos2nx 
2зепх вепх 


* Luego, dando valores а п, la serie tendrá la forma: 
cos _ coa? сояЗх cosdx + сомат- 2) _ cos2nx 


* Finalmente, quedará 
1 соз“пх 2sen"nx ui sen*nx 


Jsenx | 2senx — 2senx | senx 
RPTA: “В” 


Calcular: = А - 
Е= prm + == 77 — 8с0840° 
АЛ B)2 C)-1 D)-2 E)0 
RESOLUCIÓN: 
* Operando los tres primeros sumandos: 
Е =зеп50°веп10°+веп 70°веп10°+зеп 70°%вел50°- 
8сов40° зеп10°веп50°вел 70° 
* Transformando: 


1 (сов40° – 60°+совб0° — соэ80°+сов®0° — сог120") 
Ба — M 
214%ел10%еп(60%- 10°)веп (60° + 107)] 


Y ELI GARS 


Propiedad conocida 


1 (сов40" – cos80 – соа®0°— сов120") 
= Е= – 8 сов 40° 
(веп.30°) 

4 
2| сов 40° - (- сов 1007 J+cos20 - (- 3 


1 


2 


> E=4| cos40+ços100+c0s20" $ | - 8сов 40° 
зеоа бокова. 


=> Е=4соз40°+8| 2 јеов40+2 - 8 сов 40“ 
= Е-2 


= En – 8 со: 40° 


ЕРТА: "B" 
PROBLEMA 25: 
En un АВС, Si cos хов В х cos С =0,5025 
determine el valor de: E=senA +senB+senC. 
А)1,005 В)1,5075 С)2,01 D)2,5125 Е)8,015 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda: 
Si: А+В+С=180° 
А cos B 
2 


> senA+senB+senC=4c08 — cos 


2 сов 


1% 

2 

* En el problema: 
senA+senB+senC 


4 
> senA+senB+senC=2,01 


=0,5025 


БРТА: “С” 
PROBLEMA 26: 
Hallar la suma del máximo y mínimo valor de: 
E=4sen(3x+32")sen(28”— 3x) 
вл C)-2 D)2 


А) -1 E)4 


RESOLUCIÓN: 
Е = 2x 2зеп(3х+32°)веп (28° – Зх) 


= Е = [608 (6х + 4") – созб0"] 
= Е = 2cos(6x--4*) - 1 


* Бе вађе que: 
-1 $ с08(6х + 4%)<1 


=> -2 < 2с08(6х %4%)<2 
> -8 < 2с08(6х+4°)-151 


Emáx=DbEmin=- 3 


* Entonces: 


А) В)1 
RESOLUCIÓN : 


С)0 


Tenemos: F = Sec А+ бес 45, 


Pasamos а cosenos. 
1 1 1 
Е=-—-- + —= + 
2х 4л 
Cos Cor 7 


Transformamos: 
4л 6x 6х 2x de 
2Cos 7. Cos = + 2Cos 7 Cos + 2Cos Cos 
2Е=— 97 75 7. а 7 
Con 7 x Cos Ж «Cos 7 


: 1 
propiedad: > 
2 2 


2x 8л 4л 
«Cos 27 + (сөлі +9) 


x 
7 


10я 
7 


арх [Сов 
6x 2x 
2 «(cos E cos 2r) 
Pero: Cos ^. = бк 
720% 


suman: 2х 


10r dn 
* Cos — = Соз 
7 7 


зитап: 2х 


1 2x dx бя 
> 2Fx = 2[ сов ®* + Сов ® + 000%) 


ргоргедаа: = 


s$s- > F--4 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 28 : 

Calcular el máximo valor де la expresión: 
N=cos(2x -10°)соз(70°-2х) 

Ал B)1/2 C) D)3/4 

RESOLUCIÓN: 

• De:N= cos(2x-10%)cos(70”-2x); multiplicado por 


2: 
> 2N =2c08(2x – 10%сов(70%- 2х) 
* Transformando a suma: 
2N = соз[2х-10°+70°-2х) *cos[2x-10*-(70*-2x)] 


ж n e 
Reduciendo: AI R 


cos60 1 


ЕЈО 


> № +—+с08(4х – 80°) 
2 ———— 
másimo valor-1 
1 
2,1 3 
> Num) М 
RPTA; “D” 
PROBLEMA 29: 


Para un triángulo ABC, se verifica senA + sen С = 2 
sen B. Demuestre : 


AC A^ С B 
Пой yent- =3 II)2sen: , sen- , еп 
RESOLUCIÓN: 


I) De la condición senA +senC = 2 senB 
Por identidad de transformación y arco doble se tiene 


seen (23 је АС) экз sen cos 


2 2 2 
A+ С А-В B 
sen( z Jeos( 2 |мен В сов 2 M (1) 
Como :A+C_B_o, 4:€)- B 
> + 3 =90 > sen( көг 
Reemplazando еп (1) : 


Desarrollando por identidades de suma y diferencia 

de dos arcos, 

cos A cos caen sen =2(00s сов--- sen — sen 
2 2 2 2 2 2 2 2 


Ordenando términos : poi: vites с 
згеп А sen C coa = со» ^ 2222305 
2 2 2 2 sen = зеп е 

2 


2 


А C А 2) 


=> З= 


А c 
ÉS — = 
> cot — cot 3 


TI) Empleando lo demostrado en (1) 


IRRACTICANDIRIGIDA: 


(65) Reducir : P = sen2x+2senxcos3x 
А)-зеп4х В)веп4х C)-sen2x D)sen2x Е)2зепх 


63 Calcular: Р=2зеп20°сов25°+веп5° 


A)2 B)2 ЫГЫ D)1 ЕЈЗ 
(2 eh 2sen (2)-(2)- зепАх + зепВх 
hallar: A+B 

Ай Bj2 С)з D)7 E)8 


@ Reducir: C=2sen3xcosx – вепах 
Ајвепх  Bjsen2x  C)cosx  D)cos2x Е)2созх 
63) Reducir: у, = 2senxcos4x + зеп3х 
A)senx  Bjsen2x  C)sendx Ю)зепбх Е)зепбх 


(99) Reducir: д. sen3xcos2x + зеплсов2х 
совбх + созЗх 


Алап2х B) лап? Ojtandx D); tandx Ejtan8x 
@2) Reducir: U=2cos4xcos3x — созк 
Ајсовх  B)cos2x С)созЗх  D)cos4x ^ Ејсов5х 
© Reducir: D=2sen2xsenx+c083x 
А)зепх  Bj2senx Cjeosx  D)igx 
QD Reducir, | cosáxcosx – senbxsen2x 
sen7x-senóx 
Alcoslóx Bjeot3x Сусобк Ш) 2 созде E)Z сойбк 
49) Reducir: 
А=зеп4хсоз2х + зепӘхсовбх - sen7xcosx 
Ајсовх В)зепх  Cjcos3x  D)-senGx Е)0 
(£3) Para un triángulo ABC reducir: 
_ senA+senB+senC 
_ SenA + senB + senC 


E)ctgx 


c 


A B , С А В 
Ала 8 xig. Belg, «etg о хсін C) 


D)-1 E)0 


^ TRASFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS П 


@Para un triángulo ABC, reducir: 
_ вепА x senB xsenC 


A B c A B с 
Со у олен мт) 
E) 

(3 Si: х+у+2=90° 
reducir: Р=соз2х+с082у +20822 -1 
А) Bj)senxseny senz  C)4senxsenysenz 
D)4cosxcosycosz E)cosxcosycosz 


@ Reducir: р = sen1"+sen2"+sen3"+.... +веп 180“ 


A)tg30° _ Врил ^ Сјешао Пешт ЕО 
(3) Calcular: 

Р=зеп?10°+зеп*20°+зеп?30°+ ...... +зеп?90° 
AJO В)15 C)10 0)5 Е)2 
48 Transformar а producto: 


P=sen2x+sendx+sen6x+sen8x+seni0x 


A) senx.sen6x.sen8x B) cosx.cos6x.cos5x 
С) senóx.sen6x.cscx D) senx.sen6x.cschx 
E) senx.sen9x 


(42) Hallar el máximo valor de: Р=2сов (% +45").совх 
Аја ВА ог DA 2 
(68 Transformando a producto: Р-1- daenx.sendio 


А) зепбх.свсх В) вепбх.зесх 
D) совбх.совх | Е) совбх.весх 


(O) Hallar: A+B еп la identidad 
nx.cos'x=Asenx+Bsen3x 


С) cos5x.cscx 


дю ву о-і DI  E-i 
@ En un triángulo ABC se cumple: 
senB--senC —-2senA . calcular: “Б.с 

1 1 1 i 
A) > В) 9 С)9 D)- 3 E) 3 


TAREANDOMICIEIARIA 


(93) Reducir: 


P=2sen3x.cosx.sendx 
А)зепх B)sen2x  C)sen3x Р)вепбх Е)вепбх 
(62) Calcular: Р=сов80°+2веп 70*.sen 10° 


Ал В)0,5 C)-0,5 D)L6 Е)2 
(03) Reducir: P= 2cos6x .сов2х — соз4х 
зеп16х 


1 1. 1 1 1 
жұты В) сөсбк C) 3 secdx D) y escáx Е) о cocox 
(93) Reducir: P = sen7a .сова – cosba .sen3a 


А)сов8а B)cos4a.cos2a C)sen8a 
D)sen4a.cos2a ^ E)sena.sen2a 


ШЙД ЕЛ БЇ) 


@ Calcular el valor aproximado de la expresión: 
SzCsc27 – Sec27* 


AJ85-48 врба - ЈЕ) c)9* 5 ру Е)6+ 5 


2 
Ж 


(03) Si x se aproxima a- entonces la expresión: 


3 
= Tone EU se aproxima: 
8/8 Уз вуз 4/3 448 
A) 3 82 C)- 3 D) 3 E)- 3 
Sen20* 


(93 Simplificar: ОРТ 

A)2Tan20* В)Тап40% С)2Тап40° D)Tan20* Е)5ес20“ 
Бес4х 
Бес10х 95: 
А)/2-3 B)2/2-3 C)/2+8 р)2/2%3 Е)/2+6 
(03) Trasformar a producto: 

W=Cos2a + Cos2 8 + Cos20-- Сов (а + B -- 0) 
A)2Cos(a-- B)Cos( B + 0)Сов(0 + a.) 
B)4Cos(a4- B)Cos( P+0)Cos(0+a) 
С)25еп(а + )Сов( B + 0)Cos(0-- a.) 
В)4Соз(а + B)Sen( 8 + 0)Cos(0 a.) 

E)4Cos(a — B)Cos( B – 0)Cos(0-- a.) 
69 Si: а+ъВ+б=л, calcular: 


Sen 5 ^ Sen А + Sen 9 Cos © +Сов É +Cos 5 


(698: Тап7 x-/2Cot3x, el valor de A= 


W= 
ata Вія б) 
сә( 8 Jos 8 Je«( 8 
ANZ B)2/2 C)4/2 рм Еу? 
(MS: 

s ER LU LOL E 
f(x) Sen(x* 7. «Sn ( 9 =) бел („+ 38 ), 
obtenemos el máximo valor 
ANS BX3+1 С)2+/8 ру)2-/8 E)3+J3 
Os Enter оо, +8Sen3x+2Sena » 

Sen” x 
halle el valor de: A=mSen(m+n)'n.Cos(m+n)" 

5 7 543 543 5 

4-3 В): С) 2 D)- 2 ES 


64Sen' x Sen7x 
64Сов? x - Cos7x 


69) Simplifique: H— 


Tanx , Tan"x ,,Tan"x _ Tan?x Тап?х 
С) р) Е) 
A Тазы P Тапах  Tansx > Тад?зх I тап?зх 
$, (Sen(bka) 
(9) Calcular: A= У, | —7— 
El Sen(ka) 
51:13а=л 
An B)2 C)4 D)8 E) 


@En un triángulo ABC, se tiene que: 
CosA+CosB+CosC=m 


пары 


Halle: W=SenASenB + SenBSenC + SenCSenA 


mi2n-1,, т+2л+1 |, mHín-1 т+п-1 тыпы 
A) 2 B) 2 с) 3 D) 3 E) 2 
(13) En el gráfico: a+f4+0=180 

Cos2a + Соз2 8 + Соз20=- п 


Halle: АЕ 


Siendo: 


R 


A) Sen60+Sen40- Sen20 B) Sen60 – 5еп40- Sen20 
С) Sen40* Sen20 – Sen60 D) Sen60+Sen40+Sen20 
E) Sen26 – Sen40 – Sen60 

O En el triángulo , las medidas de sus ángulos 
interiores están en progresión geométrica de razón 2. 
Calcular el valor de la suma de los senos de los dobles 
de los ángulos interiores del triángulo. 


и 


М7 /7 У 

4)- B), Oz D) 16 E 
x 

a» ЕТІНЕ Беп9%%5еп27-5еп81%-бепх%8епу 

(х; у: а agudos) 

2 3 7 3 5 

425 B, с> D) E), 
(19) Calcular: 


етан? 35 iran? 42 (an Тан < er 
S=Tan' 7 *Tan 7 Тап 7 ТаљуТеп- Tan- 


A)-20/7 В)-22/7 С)-24/7 р)24/7 E)2247 
(O Si se cumple: 
Sen*0+2Sen? 20+3Sen*30+4Sen*40+ 
5Sen* 50-1 Сао" Вет? 50 — 4) 77, 
calcular el valor de: W=Sen9.Sen110 


3 4 2 3 4 
АЈУ = = = ez 
) 5 B) 5 с) 5 D) 7 E) 7 
(49 Si en un triángulo ABC: 
POETS AGB Bn” 
halle: Mm”, 
n n 
A)Tan2C B)-Tan2 C C)2Cot2C 
D)-2CotC E)-2Csc2C 


(9) ReducirAxB , ві: 
2x 3a 


т 
AuTun., тање Лам 


2х 4л бл 
B-Tan — «Tan — — Le 
an 11 ап 11 Тап 11 


AJTan 27 СЫ Dj-1 ЕЛ 


n {ве {мє вете 
Ед Si: беп 7 + VR" Sen Sen» 
2x 


Sen — 
calcule: ре — 7 +kSen = беп 37 


AM в)507 Сї 0)-367 в)-30 
(CLAVES DE LA PRIMERA PR 


T 
ШІ! 


BNTITON Эх 


ACTICA) 


DE|2)C Брион 


P 
ІШСІН ЈА р 


(CD Apartir de la siguiente identidad: 
sena cosa cos 2a сов За = AsenBa , 


determine el valor de Јев . 


А 
А)8 B)5 С)32 D)16 Ем 
((3)Dada la identidad trigonométrica 


(fe) 
(cosx+senx)(cosx – senx) тын 

halle А-В. А 

А)-3 B)3 С)1 Dj2 Е)-1 

635: зепа + Зсоза=0, halle el valor de 

R=sec2a + tan 2a- 


1 2 3 2 4 
4-5 B e р)-- Es 
ӨЗ Reduzca: A 
fan tan 0 
(1+ѓап? Ө)? 
a yo С) seno 0) 3 sendó Е)4веп4д 


(93 Dada la igualdad : 
(вес2а + 1/вес4а + 1)(sec8a  1)-tan8a tan 40° 

halle el valor de a Бі ає(0;90°). 

А)10° B)20* С)30° 


r 2/2 
698: cosa=- x 


Dj40* Е)50° 


;ае ПС, halle el valor de sen3a. 


Ма ЈЕ 
az- Hs 


23 


23/2 
| +2 


% 67 


12 
Br с) 


(DSi сова=- 1 determine el valor de tan3acota . 


-б 5 2 7 
А В) 55 Os 2)*55 Ез 
698: Фап3За=2;3ае ШС,ћаће el valor de 
R=cosa(1-4sen*a) 
y2 J5 УЗ /6 /7 
4-3 B)--g- O D-"5 D-7 
(бдВедигса la expresión : 
1 
с082°с0862°с0з122° 


Ajtan28” В)-ап42° C)!  D)-4sec6^ ЕЛап42° 


Si зема +60)= 1, halle el valor 
sen(3a + 3607). 


71 71 


11 
15 80-195 0-1 


125 


13 


a 195 


с) D)- Eos 
совх +вепх 
совх — вепх 


1 
D 


Si зес2х — tan2x = 2calcule F= 


A% ви ой De 


(2) Halle 9 (agudo) si: 
cot40"--tan50" — све“ 65^ tan 50° 
2 


А)20° B)30* С)25° 
(Obtenga el valor де: 

Е =сов10° + с08110° + cos 130" 
A1 во 02 2-2 Е-1 


73 
(13)Determine el valor de R : 


~ 2sen8'cos2"42sen 70813 
с0820°+с0810° 
А2 В)/8 6)2+/3 D)2-J/3  EJ1-2J3 


гапд= 


Dj40* Е)45° 


R 


(3)Halle а en el intervalo (90°; 180°) si se cumple que 
sena = 2веп18"с0812" – sen6* 
A)120* В)150° С)135° Р)110% 


(Determine el valor de R: 


2sen20*cos10" – зеп10° 
cos60^ 


Ай В)1/2 сл 
(OTransforme a producto : 
Е=2сов? 2a + cos2a – sen” За 


A)¿costatana В)гвепбасоћа | C)4cosSatana 


D) > зепва сова E)4seni2atan a 


(13 Halle el equivalente de : 


К-совба + cosda + сова +1 
А)совасов?азеп За В)вепазеп? асов За 
С)4зепазеп?азеп а D)4cosacos2acos3a 
E)2senasen2asen3a 


3» Simplifique la expresión : 


E)130* 


R- 


D)1/4 E)2/5 


DAI simplificar la expresión : 
K= cos7xcos3x — веп14хвеп10х 
cos17xc087x 
se obtiene: 
Ай B2  CH7  D)-1 
EDSimplifique la expresión : 
E- cosxcos2x — cos2xcosdx 
соз2хсозЗх – cos3xcos4x 
sen2x senáx sendx cos4x 
A) 6 зв C ICE D) E) 


зепбх совбх 
G3)Luego де reducir la expresión : 


Е)-2 


sen70^ 
sen10^ 


AJ B)-1 D)-2 
ЕЭ Elimine los arcos x e y a partir de: 


2 сов 20° — 2 cos 40" — 2 cos 60^ 


С)2 Е)з 


Вјађ-с=0 
Е)бс-а=0 


(Ге las condiciones : 
senx-seny-a 


Cja+b+c=0 


cosx+cosy=b 
calcule : esc(x+y)sec? (=) 


а? +b? 2 

Ajab Вја+ђ С)--- 2а DA 
ЕЭ Reduzca la expresión : 

2 вес 60°веп10° + 4sen30" cos 40% 


E)a?b? 


A)243cos50" ^ B)2/3sen50”  C)/3cos40” 
D)4/3sen50” Е) /Звеп40° 
9 Halle los valores де: 


=sen[ Z o і дж же 
Pesen(5 + g )+sen( 6 +2), Be ( 24 =) 
A)[-150) B)(0;1] C)(0:) РО) E)(-151) 
Dsi: 
М=веп1°+веп2°+...+веп180° 
М=е081"+с082" +... +сов180° 


1% 1% 4? ye 1° 
Ај-сог F B)cot > Citan D)-tan == Емес: 
€3)Simplifique la expresión : 

м-/8+2с0820° 
веп50” 
A)2cot25"cos20^ B)2sen25'sen20^ C)sen45'senl0^ 
D)2coi20^sen25* E)2tan25*sen20* 


— 2sen20* 


698: A+B+C+D=2x,luego de transformar a 
producto senA +senB+senC+senD, se obtendrá : 


ets =: 
maneja az) 
Je) 
D)4sen Seen Zoen Свет 

E) 4cos ^ cos Z cos cos 2 

G9) Halle el valor де: 


cos(Ž£)+cos ($£) eos 
n n 

А)-2 В)-1 С)0 D)1 
(бе tiene dos PCs conectados en red. 


(eret) 


n 
Е)2 


Si usted digitase sen2x en la PCI, en la pantalla de la PC2 se 
leerá sen2r, si escribiese en la PC1 lo observado en la pantalla 
de la PC2, se comprobará que en la pantalla de la PC2 esta la 
misma función trigonométrica con un argumento respecto del 
anterior aumentado en 2x y su coeficiente respecto al anterior 
reducido a la mitad; si nuevamente escribimos esto ültimo en 
la PCI, verificaremos que en la pantalla de la PC2 ocurre lo 
mismo, el argumento aumenta en 2x y el coeficiente se reduce 
a la mitad; si repetimos esta secuencia ilimitadamente, halle 
la suma de todas las expresiones que se vieron en la pantalla 
de la PC2, cuando x toma el valor де 30“. 


А) «об» B)48..2-2 0f B D) sensor + вез’ Е) 0,96 


AVES DE LA TERCERA PR 


PI Me 
AA Se 


DEC NS 
М 1+ еп B 1– веле 


10, En la circunferencia trigonométrica, 
TN TO ес tern а 
D)2* B1 iguales. Determine: X 
; к E= [seno] — [cosa] +1 
ы-ы variación de "то si se A) ET 
m-1 
elo B) ¿(tano -coto) 
AA 805 0,3 1 
0) {1,4} 526 E с) gants coté) 
03 De las siguientes proposiciones, D) Veote- tano) 
indicar cuantas son verdaderas . > 
? e E) (tant + colo 2) 
х 08. Еп la circunferencia trigonométrica 
9 sen? «tani mostrada, mOBR = а, т BRP = 90°. 
ашсан Блан й - área de la región A) 8-2 В) Ba 6-1 
Ау 82 оз DG оу 


0)4 Е)5 
ма etno 5,0 FE, 
luego los valores que asume; 


х 
А –аосвје £).3. serán 


^)10:2] Bc-31 С) (2:3) 
054 5 G o) 
я. 5x 


05. Si БЕ ra luego e! máximos 


velot de f = ізгі /2 cose}, 
t У 


11 En а fgura mostrada ја 
circunferencia es la trigonométrica, 
mAPR = 0. Halle el área de la región 
triangular АРО: 


-6056(1+ seno) 
201-0050) 
-cose(1- seno) 
EG 
-cosó(1«.seno) 
2(1« 0056) 


D) 
E) 


13. Si 2sena = — 3cosa, « esta en el 
cuarto cuadrante. Calcule- 
W= csc(- 93x + a).cot(a – 35 3/2) 


p- 9-8 о 
D 62/3 


14. Decir la veracidad (V) o falsedad (Е) 
de las siguientes proposiciones: 
1. tan(1283x/4) =- 1 
1.зеп(пж) + sec(nz) = (-1)", vn eZ 
Ill. Si. Ysene tano «0, entonces 6 


pertenece al tercer cuadrante. 
A) ЕРУ BFW cyw 
D) VFF E) WF 
15. Reducir la siguiente expresión: 
p 321027808) y cos(7470*) + csc(1350*) 
tan(2025*). ѕес(900°) 
А)-1 B) 0 ојл 
D)2 E)3 


16. Si ж es un ángulo agudo, tal que 
tan(2002*)tanp*+2002%) = 1, halle x. 


А)22 В) 34 С) 44 
D) 46 Е) 68 


17. Simplificar: 


А) cotx 
D) tanx 


B)-tax С)1 
E) - cotx 


18. Sean A, B, C y D los ángulos 


interiores de ип cuadrilátero, 

entonces reduzca la siguiente 

expresión: 

g-(554+B:09-osD)edA+B+Q | 
ta A+B) оС» D) 


A)-2 8-1 оо 
D)1 E)2 
19. Dado que : 
se (Soo). 
expresión E en función de k 
_ 1+ (веле + coso* 
3- (веп + cose)? 


к-1 к-1 1-К 
А = С)--- 
! к-1 8) кы ) 1+К 
1-К 1+2 
Di 
к 5 1- 
20. А! simplificar 


=  4|cos(2x)« cos(2y) 
- (osx + seny (cosx — seny) 
obtiene: 


AJO B)2 С) 4 
0)6 Е) 8 


21. Si cec*o — со = h entonces 
Н = свод + 00/6 es igual a: 
A)1-2h 


D Lx 


h-1 
Bia C)h-1 


Е)2һ%1 


22. жат А 1, entonces reducir 
la siguiente expresión : 
„еси , 1+08сх 


1+tanx 1+ зепх 


А) — В) 1 C) 


ET 
юш 
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23. Si se cumple que 
а senx + bcosx = а: «b^, halle 


24. Si se cumple: 
sec(x) + atan(x) ~ sen(x)-atan(x) 
sec(x)+ a sen(x)-a | 
Calcule : sec*(x) + сес (у). 


А)2 822 O4 
D)8 E) 16 


25. Halle la suma de los valores de a y b 
о В siens кеті: 
sec'(ko)csc"(«0) 


44 3 eto x Еш (е) 


a>0;b>0. 
А)4 B5 06 
0)7 E)8 


26.Dado x un ángulo agudo que 
cumple: 
1+!апх _ 43-tanx 


Ttanx 1+ {алх 
Calcule: y1- 2вепхсозх 


27. En la figura, calcular el radio В en 
función de h, d y 6, si: m 2 ВАЕ 6, 
АС = В, CD 7d, B y D son puntos 
de tangencia. 


у ду веле пово ‘65210 + 10050 
LO «sene 8 1+ 050 
{ Ке 9060 ш 90056» hsene 
1+ 0050 E 1«seno 
(d+ hjsenó 
1+cosð 


в (=) y tan(x) + col(x) = п, 
exprese: J = sen(x) + cosec(x) + 


ожо) бео) en ténfins de n. 
fnit 


жыға 
ewp fE 
on-on LE 
она 


E) J«(n« 59 


29. Si -5x < 48 <- 4х у асов + 
b sento = tal que а + 0 y 


a a 
А-5 B)- 5 C)ab 
b 
о ег 


30. Я A + В + С = 360%, lanA = p, 
tanB = q halle E = (1 – pq) tanC. 
№ — B)-(ped 
C)p*q D)pq 
y САҒЫ 
у ОЖ 


E)j1* pa: 


33. Al simplificar 


У к-а ~ [tenx -cotx| 


‚ зе obtiene: 
А) senx 
0) 2tanx 


` Вах — C)O 
Е) 3tanx 
by 
3« scam = [2] , encuentre el valor 


de la siguiente expresión 
>. siendo x un 


a"? pi? a b 
Jours 


2U2 эп 
b?) = ыз | 
0) 


35. Determine el tipo de triángulo АВС 
en е cua se cumple 


ma = већА + cosAcotB 
cosC 


A)isósceles В) equilátero 
C) rectángulo D) obtusángulo 
E) acutángulo 

36. Del gráfico halle tana. 


37. Luego de evaluar: 


N = tan65* — tan5* — /3tan&5*tan5*. 


N 
Halle т. 
aË DES ов 
D) 2/3 E32. 

38. Si tan(7x) = PARE 
АЗ EOI 

зес(10х) ^ 

А) 2-3 вата 


©) +3 0)28 +3 
58042 +6 


REPASO TIPO CEPREUNI 502 


39. Eliminar x e y de las tres ecuaciones: 
вепх + seny =a 
соѕх+ сову =b 
созх сову + senx seny = c 
Аја +“ =c 
Вја +b? =0+1 
Cjal+b?=20+1 
буа» =2+2 
Eja «b s2c «2 

4S tania - В) = È yota = =: 
entonces al simplificar la expresión 
F = 6lanB + 10 совВ, se obtiene: 


А)5 B7 С)10 
D) 14 E) 15 
41 En un triángulo 
recto en C, calcular el valor de M. 
B 2) 
М= | 1+ tan 1+ 1+ 
= = = 
AJO B)1 0)2 
D)3 Е) 4 
г еа и 
с05(0-о) 1- 
Determine 
ж {= y 
у- tan 3- в) “| 
Ат Вт От 
0) Ат Е) 5m 
43. Si tan(2a + p) = 4, гама + 20) = à 
halle tan(3a) / tan(3). 
421 422 423 
A cmo Wm 
424 45 
9 Вт 


44, Calcular el valor de la expresión: 
1 1 
8 ———- 
соіх + соку tanx«tany 
х+у= 225° 


A)-2 B-1 00 
D)1 E)2 
45. Simplifique: 
Е = tametan(2x)*tan(3x)tanx tan(2x) 
A) tan3x B)tan2x — C)cot3x 
D) co2x E) tanx 
46. Simplificar: 
=“ Tm 
1 1 
A) 3 B) 3 91 
0)2 Е) 4 
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А)4 B)5 с) 
D7 E)8 


48. Si en un triángulo ABC, se cumple 
que: 


зепА СОВА 
PS y cg 272980 
halle sen(2A) 

5 т о 
Айда ву 95 
D E) 2-1 


49. Si . Ssenx + 40cosx = - 41, halle 
зесх + tanx 


5 4 2 
M 5454 33 
) 4 pl 5 9 5 


50. De la figura mostrada, calcule соіа 


ож (2) (5) 

2 2 х 

а ELI 
El valor de AB es: 

A)-2 B-1 Qo 
0)1 E)2 

52. Si Жап®х - tanx - 2 = 0, determine 
wen 

Am 9-3 oz 
5 15 

07 am 


53. Si сох - tanx = 3; halle el valor de 
F=10tan(4x)+ \АЗеп(2х) 


А) 13 B)14 O2 
D) 26 E) 28 
54. Si 1200 1 entonces el 
вепе +0050 2 
valor de Е = sene cose es: 
1 1 3 
А)- - = 
9; 91 9% 
1 3 
9; Ез 


55 Halle la medida де а + 2), donde 
ау р están en el primer cuadrante у 


1 1 
па == зепв = 
Е 


А) = ez о 
) 5 ) 5 ) 1 
х Sn 
93. 3 
56, Si 
8270005" — 521995050 e 
sen4ð pa 
determinar (3p + 7q + г). 
A)2 B)3 cya 
0)5 E)6 


57. Si ал entonces el valor de 
Е = ncos2A + msen2A es: 


Ajm B)n C) mn 
n m 
97 a 
58. Si senĉx вепоовх — див =- $. 
Calcule el valor de cot2x. 
1 1 
A)-3 9-5 Oi 
D)1 E)3 


59. Halle el máximo valor que toma M. 
M= 2ser(c 29) + Зах - досві + фаг) 


А) В 845 046 
м E) 242 


60. Dada la identidad: 
зеп сове 
бе еј + Cten(20) 
Calcule: A+ В+ 2C 
А) 1 B)2 ФЕ] 
0)4 E)6 


61.Si la siguiente expresión es una 
identidad 


senó  sen30 
za uA tanBe + C tano, 
(А>0) A+ B+ C, vale: 


А)1 B)3 05 
0)7 E)9 


Reducir. : 
Е = (1- tan'x)(1 – tan2).............(1 
= tan’32x) х 


А) 1-tan*(64x) В) Мап cot(&x) 
С) e cot(16x) D)32tanx 


Cot(32x) 
E) 64tanx cot(64x) 


63. Si seno = 22. нае (2-2). 


a+b 42 
b 
0) іш 


а 
Оз Б 

64. Calcule T = зеп9® + cose? 
a Ez B) 


3-5 
ркт ш D) 


+8 


E) —— 


2 
65. ¿Para qué valor de "n" se cumple 


ит 


A)3 B)4 0)5 


a. 


E) = Jab 


8-5 
р 
8-8 
3 


72. Halle el valor numérico de 
к-[\,5-}оа=-{,5+]сал»[+в8 


A)17 B8 0919 


(Ө) = (1 + 2 cos(20) (1 + 2005(46)) 


(ов) (12080) 
а. о; 
* 


76. net 53. Halle los valores de les constantes 
Lex. uel Pi AUN. 
ба = А + В со + 
Б == Тв) слова) * D EE жа we 
x а identidad trigonométrica, Dé 

A22 83 о42 respuesta e aior de + Be Ce D. 

D)642 E)842 А) 0 B) 4 C)8. 

D) 16 Е) 32 
77 А simplificar 
84. Reducir 


T cos(3x) + sen(2x)- sen|4x 
7 1-2senx i 


зе obtiene. 


Ay 0082 соус zoos) 
D) 3соз3х E) 4cos(3x) 


78. 51 а, B y € son arcos que están en 
progresión aritmética creciente y se 
seña + sena 
— = Ајапћ, 
Op ue сова. + 6050 P 
calcule A. 
1 1 
i = 1 
А) 85 С) 
0)2 Е) 4 


79. La expresión : 
_ зепх + sen(2x)+ sen(3x) 
© сох + сов[2Х ) + cos(3x) 
equivalente а; 


А) све (4x) – cot (4x) 
В) сөс (4x) + cot (4x) 
C) све (2x) - cot (2x) 
D) све (23) + cot (2x) 
E) cscx - сох 


80. Этрийсаг 


[0050 + cos 2u) + cas( За.) 
елес вел 2) + веп( 30: )| 
E xem. 

4 2 

A) -tan(2u) 
C) cat(2a) 
E) 2cot(2a) 


B) tan(2a) 
D) - сока) 


81. Halle una expresión equivalente а; 
E- УВ sec70*-2 


А) ѕеп20° В) 45еп20° 
C) cos40° 0) 200640° 
Е) 4cos40* 


82. Transformar a producto 
D= 1 + sen74* — sen76* – sen78* 


А) – 4соѕ1° sen2* sen3* 
В) - 4sent* sen2* cos3* 
C) – 4веп1° cos2* sen3* 
D) 4cos1* sen2* sen3* 
E) 4sen1* sen2? cos3* 


as SRE. ocos(2x)-2c06/4x) 


Mey - 2cos(2x) 
зепх 


Indicar como respuesta el valor de 
A+B 


A)-2 B)0 O1 
D) 2 E)3 


85 Reducir 


[1-tan(3x)tan(2x)][sen(15x) - sen(t')) 


E 520 3Х (cos 18x + cosBx) 


A) зеп(2х)  B)tan(2x) C) 


sen(3x) 
D)tan(à) Е)вел(4) 


36. Si 


_se+sen(3x) |, sen(Sx)«sen(1tx) 
ЕСЗІГЕІ 


О] 
entonces al reducir 


В = [cos(10x) + cos(8x)J(F + M), se 
obtiene: 


A) 2sen(10x) B) 2со5(10х) 
C) 2tan(10x) D) 4sen(10x) 
E) 4tan(10x) 


CUADRO DE RESPUESTAS 
1B GN S БЕН ED 
ЕЛШЕ КЕНЕШ ШИ 
aaa 


01. Reducir: 


c) Соѕх 


ыр (Senx + Cosx)? -1 
03. Simplificar: E а 


а) 1 b) -1 c)2 


04. Determinar "к" еп: 


Cox , Cos 
1%бепх 1-Senx 
a) Cos?x b) SenxCosx c) Senx 
d) Cosx e) Sen?* 

05. Reducir 

Е = [Tgx(Ctgx + 1) + Сках (1 – Tgx)]Senx 


ај1 b) Ctgx с) Cosx 
d) Тах e) Secx 


.2 
k 


1 
1+ Cosx 
c) 2Cscx 


> ee] 
06. Simplificar: Esto 
ај2 b) 25есх 


d) 25ес2х е) 2Csc?x 


x pu 
Secx + Тах ¿tex 


b) Cosx с) Сзсх 
e) 2Tgx 


07. Simplificar: E = 


a) Secx 
d) Ctax 


08. Simplificar: 
_ У1+25епхСозх = Ѕепх 
Е [oe (хе1с) 


b) Cosx 91 
е) Сісх 


а) Senx 
d) Тох 


Е = 3(Sen x + Cos x) - 2(SenÉx + Совбк) 
ajo b)1 СЕ! 
42 е) -2 

12. Eliminar "х" а partir де: Зепх = т, 
Созх = п 


а) m?+n?=1 b) m2+n2=5 


с) та +12 =3 д) m? en? =7 
e) N.A. 

13. 51: Senx+Cosx = m 

Calcular: Е = (14+Senx)(1+Cosx) 


1+2 i-m? , (@+т)2 
a AI 
п-т)? =. 
d) 2 e) 1-m 


14. Si: Tgx+Ctax = 3 
Calcular: E = Secx-- Cscx. 


a)3 М9 9 A/T 
d Jis а 7 
15. Reducir: E = (Tgx+Ctgx)Cosx 
а)1 b) Senx с) Cosx 
d) Secx e) Cscx 
16. Determinar "x" para que la igualdad: 
DN ја ар ући 
СӘ528. Tav) Coto x 
Sea una identidad 
a) Ѕеп20 b) Сов% c) Тап20 
d) Secx e) Cscx 
_ Созх 
17. Reducir: Ё = i + Tax 
a) Senx b) Cscx с) Secx 
d) Tax e) Ctgx 


18. Si la igualdad es una identidad 
Calcular; М+М 


Cux-Cum Cr tO N, 
Csex + Срх ^ Свех - Сідх МС 
а)1 b)2 с)3 
94 е)5 
19. Hallar A en la siguiente identidad: 
1-Senx ___А 
1+Senx Сәсх+1 


а) Ѕеп2х b) Cosk с) Тах 


d) сах е) бес 
20. Eliminar "x" a partir de: 
Тох + Ctx = a 
Tax - Сідх = b 


b) a?-b?-3 


C = Ѕес2х  Csc?x 
ај9 b) 12 <) 16 
e) 36 


all b) Senx 
d) Senx + Cosx 


25. Simplificar: 
С=(1+ Tan?x)Cos*x +(1 4 Cot?x)Sen x 
а) 1 b) Ѕеп2хСоѕ2х 


c) Sen?x d) Cos?x 
е)2 
С = (Бесх Csex - Сох) (Secx Сесх - Талх) 


all b) Тап?х с) Сох 
d) SenxCosx e) Secx Cscx 


Senx + Cosx = m ; Талх + Сох ^ n 
a) nim?-1)=2 b) mín?-1)-2 
<) nim?-1)=1 а) n?(m?-1)-4 

e) n?(m?-1)=2 


29. Demostrar las siguientes igualdades: 
* Senx Сох + Cosx Tanx = Ѕепх + Cosx 


* Sen?xCotx + Cos?kTanx = 2SenxCosx 


жеее] (ua) 


* . Senx- Sen?x 


= Cotx 
Cosx - СозЗх 


30. Reducir: W =3 


b) Бесх 
e) Senx 


Cotx 
ER 


d) Tanx 


31. Si Sen a- Cosa = I 
Entonces : Tana + Cota es: 


10 4/3 13 
а 3 b) 37 c) 2410 
3/3 2/10 
d) 4 e) 13 
32. Si; 


(L+ Senx - Cosx)? = A(1 + Senx)(1 = Cosx) 
Calcular: "А" 

а) 1 b)2 g- 

4-2 


33. Hallar el valor numérico де la 


Т = (Tan35? + Тал55°) (5еп35° + 
Sen55? + 1) (Cos35? + Соз55° - 1) 


al b)2 с)-2 
d) J2 e) -J2 
34. Si: Sena+Csca = 5 : 
Calcular:E = Cota + Сова | 
д ws 988 
p 48 
d) 3 e) 3 
35. Si Зепе = = + Cos 
Entonces el valor de: 
Да 2-2 
Tan0+Cot0 |’ = 
а)-1 b)1 БЕД 
d) -43 928 
36: Calcular: 
+ Соѕ2А + Sen?B 


Si se sabe que А у В son ángulos 


{(Тал2х + Сок у) = 5ес®х + Сс®х 
Calcular: f (2) + f (3) 
а) 20 b)21 
d)23 e) 24 


38. Si: Ѕес2х + Cac? =7 
Calcular: 


d22 


C> (Sec?x * Тап2х) (Csc?x * Cot?x) 
а) 13 b)14 e) 22 
d) 16 е) 15 


1-2Соб 1 
39. S arco 2 


Entonces el valor de: 
Е = ЅепӨСоѕб , es: 


3 
98 


ва > 
ajo aja 

H 

8 


C = (Ѕепбх + Совбх – 1 Тапх + Сох) 


a) SenxCosx b) 3SenxCosx 
с) - 3SenxCosx d-3 
e)3 


41. St Tanx + Сок -2 y 


Ге үст ШЕТЕН 
Е = УТалАх + Сой 


А 
= 


Siendo “п” potencia de 2; entonces el 
velor de E? es 

а)2 b) 4 98 

d) 16 e) 32 


5 3 1 
а) 4 b) 4 с) 2 

3 1 
d) 2 e) 4 
43. Calcular: Тапд 

Si: 
aCos^9 +bsento= 2: amp 
a+b 

a b а 
а) ъ ыз <) 2 
d) zm е) ab 


44. Dado: 


1+ У2Талх = /2бесу 
1+ /2Тапу = /25еск 
Calcular: E = Secx + Secy 
a) E ы-і © Ez 
d) x e) 4241 
45. El valor de "E" en la identidad: 
Sena + ЕСоѕ29 = Sen 
AL 72 
(e 5, 5) “= 
a) Sendo ^ b) Cos? c) Sen+Cos0 
d) Coso e) Seno 
46. Hallar el valor de "B" sabiendo que: 
= Sena ~ Cosa 
Е 
BSenA = Sena - Cosa. 
а)1 ы J2 с) 3 
42 e) /5 


47. Si: Тапа = => 
Entonces: 
n (2Cosa + Seca) - 2mSena 
Es igual а: 
a) mCosa b) mSeca 
e) nCosa 


c) mn 


48. Si: a? - Cos?k - Sec?x - 2 
Encontrar el valor de: 
С = Senx Тапх + 2Cosx 


а) 42-2 t) - 2-29 


d) -Ja еј та 


49. Si: Ѕес2х = пТапх 
Hallar: С= Sen?x + СозЗх 


(Senx + Cosx| 
n+l n-2 nl 
a) +2 Br n-1 9 n42 
n+2 n+2 
а n+1 e) n-1 


50. Simplificar la expresión: 


K= pocos, Сон А 
1-Senx \1+5епх ' 


Зл 


. LIT Sir 
а) -JZ b) - У25есх 
с) A2Secx а) /2Cosx 
e) – 2Созх 


51. Si: Р, О y R son constantes que 
satisfacen la relación: 


йы С 1 
РУ m с GERE 
Calcular: P.Q.R 
a)-6 b) 2 c)4 
d)8 e) 12 
52. Si 
1<9<% y Sento+Costo= 2 
Calcular: С = бепӨ- Cos 
3 
а) /3 b) J5 c) "g^ 
2 Y 
d) 3 e) 3 
53. Calcular el mínimo valor de: 
E = Sec tx + Csc^x 
ајб 54 с) 8 
d) 10 e) 12 


54. Hallar: y = Senx Cosx 
Si:Tanx - Ѕепх = 1 


a) -1-42 91+ 1-42 
4) 42-1 e) 42 
55. Sabiendo que а esun ángulo agudo 
el cual satisface la ecuación: 
Ctga + Csca = 5 
Determine el valor de la expresión : 
24 Tga + 26Sena 
а) 10 b) 20 с) 15 
5 5 
412 е 13 


56. Siendo: Tanx – Сох =/2 
Calcular: 


С = Sen^x- Tan?x + Cos^xCot?x 
a) H b) с)2 


93 е) 


wje wu 


57. Siendo: Senx + Cosx = п 
“Hallar: 


С Secx+Tanx+1 , Cscx + Сок +1 
Ѕесх – Тапх+1 Сәсх – Соіх+1 


2 2 2 
а) п+1 b) n-1 9 n2+1 
2 1 
9721 ат еті 


58. Siendo: Tanx + Со = 3 


бепх- Cosx 
13 19 29 
а) 27 b) 27 9 27 
25 31 
d) 27 е) 27 
59. Siendo: Tanx – Сојх = /2 
= Беси Сбх 
Calcular: C = Secx +Сзсх 
а) 35-6) b) 65-6) 
с) 63-/6) d) 33-6) 
e) 5(3- 6) 


60. Sabiendo que: 


Ѕепх +Cosx=n ; хеме“. 


Reducir: 
с [L+Senx . [1+Cosx 
1 1 


MISCELANEA DE ANGULO 


COMPUESTO 

01. Reducir: 

J = Ѕеп(30°+х)+5еп(30°-х) 
а) 2Senx b) Cosx c) 2Cosx 
d) Senx е) /З5епх 
02. Reducir: 

J = Соѕ(45°+х)+Соѕ(45°-х) 
a) Cosx b)Senx c) J2Cosx 
d) J3Cosx e) E 


03. Halle un valor agudo de "x" que 
verifique: 


Cosáx.Cosx - Sendx.Senx = i 


а) 6° b) 12° c) 18% 
а) 219 e) 24° 
04. Halle un valor agudo de "x" para que 
cumpla: 

Ѕеп4х.Соѕх-Ѕепх.Соѕ4х = 0,5 
а) 5° b) 10° с) 15° 
9) 20° е) 30° 
05. Si: Tax = 2 л Тау= 3 
Calcular: Tg(x+y) 
а)1 b)-1 c)2 
d) -1/2 e) -2 
06. 5: Tana = 1, Тапв = Н 
Calcular: Тап(а – В) 
а) 1/7 b) -1/7 c) 17 
d) 117 e) 119 


07. Hallar el valor de: Sen7? 


348-4 348344 | 4-343 
A nes ЧН 
а sE ә) = 
08. Calcular: Т98° 
а) 1/3 b) 1/5 c) 17 
d) 19 e) 1/11 
09, Si: Senx=2 у Senz=24 
Calcular: E =5еп(х+2); x ^ zson agudos. 
127 125 17 
а) 225 У 117 ) 222 
117 39 
Ф 125 e 25 


10. Simplificar: 


M= Cos(30^-x) + Cos(30%+x) 
Sen(30?-x) + Sen(30?--x) 


DE! b)2 9 43 
a£ e) 343 


11. Sabiendo que: 
Sen(2x+y)Cos(x-y)-+Sen(x-y) 
Cosi2x+y) = = 

Calcular: Ctg3x 


а) 3/4 
d) 5/4 


b) 43 
e) 3/5 


c) 45 


12. Obtener: Sen23? 


JE ы38+4 „38-4 
10 10 10 
а 18.3 e) 483 


13. Del gráfico mostrado, calcular: "x". 


2 са all Ы 21 g-1 
J = (Бепх + Cosx) (Seny + Созу) E (% = 
94 e |= 
а) 1,1 5) 12 913 3 
4) 1.4 e) 1,5 
1 27. Sabiendo que: 
22. Del gráfico, calcular: Тап0 С Senx - 5Созх = 0; 2Seny + ЗСозу = 0 
f Donde: xe ШС ; уеіс 
а) 17/13 b) 13/17 e) 51/13 7 Calcular: ` 
d) 13/51 өз - L = Ѕеп(х + y) + Cos(x - y) 
45 2% а) 3 2 b) 5.2 9 -5 в 
14. St Бепх Cos 5 
Calcular: Тај 45.) E н du? 9-73" 
a) Y4 b) 15 953 3 6 m 3 
45 е) 3/7 а) 16 b) 17 с) 19 28. Si: Таца+Ь+с) = 5 у Tanb=3 
Calcular: 
15. Hallar: М = 2бег(45%-х) Ten (a- b +) 
a) Совх-бепх Ы) Ѕепх-Соѕх 4-2 b) 21 222 
с) Созх+бепх — d) 2(Cosx-Senx) 7 7 1 
2 -2 m 
e £ Чет 9727 
16. Simplificar: 29. Si: A + В + = 180° 
* Le (Sendx4 Cos3x)(Sen2x-- Cos2x)-SenSx El valor de: 
РУ 3 Е = TanA+ TenB+TanC - TanA ТөлВ TanC 
а) Созх b) Cos2x c) Cos3x a)l b)-1 <)2 
d) Cosáx е) Соѕ5х 40 e-2 
—— LES — 


17. Reducir: 
С = Sen50?-2Sen10* Cos40° 
a) Тап40° b) Тап102 с) Cot10? 
d) Cot45° e) Sen30° 
18. Si: 


5Senlx - 379) = /2Cos(x + 45°) 
Hallar: Cotx 


а) Sen37° b) Cos37% с)бес379 
d) Сѕс37° г) 1 
19. Simplificar: 
с = Senla +p) ЅепрСоѕа 
Соз(а + В) + ЗепаЗелв. 
a) Тапа b) Tang с) Cota 
d) Сор e)1 
20. Simplificar: 
y = Sen40?-Sen10* Cos30? 
Cos40"+Sen30” Sen10? 
а) J3 b)1 [7] E 
“2 e) qa 
21. Siendo: 


x+y = 30°; х=у = 37° 


а)-4 b)-8 с)-16 
d)-9 e)32 
24. Siendo: а +В = 60° 

Calcular: 


С = (Созо +Cosp)? + (Sena — Senp)? 
а) 2-43 t) 22-43) с) 3/2443) 
d) 2+3 e)3 
25. Siendo: 

х фу = 60°; Tay = Ж 


Calcular : 
М = (1 + ТапхТапујТал(х - y) 


УЗ. 5/3 зуз 
а) 28 b) 28 c) 28 
33 5/3 
da a 
26. Señale el valor máximo que toma la 
expresión: 


С = (Sen3x + Cos3x) (Ѕеп2х - 
Cos2x) + Senx 


30. Sixe y son ángulos complementarios 
[x > 0”), encontrar el valor de "m" de modo 
Que se verifique la identidad. 


Mms] +Tan(3) 


y 2 

14/7) 

al ы? c) Тап 
М; ХтаһУ. 

а) Ten e) Tan; s 


31. Hallar ТапА en ип A ABC, cuyos 
ángulos cumplen: 

SenA = nSenB SenC 

CosA = nCosB CosC 


ајп b) n? cn-1 
d) n2+1 ејп+1 
32. Simplificar: 
1 
Тапд + ———— 
р-—-_ Сшф-® 
.. Tan8 
Ctal$ - 6) 
а) Tan0- Tang b) Tan + Тапф 
c) С 4) Тапф 
е) Стад 


33. Calcular el valor de: 
Tan13? + Tan32? + Tan13? Тап329 


а) 2«42 b) 1+2 
1-42 42 
c) 2 d) 2 
е)1 
34. Simplificar la siguiente expresión: 
mL OE ER +. 
Талба -Тап?а Ctg5a- Сід2а 
Сов? СовЗа 
а) EN b) Sen7a e) Caza 
Sen3a 
d) Са е) Sena 


36. Calcular: Sen75? + Соѕ75° 


Уб 2/3 -Z 
а) > ыза IE 
46 pafa 
4% 9775 
у prep -2)= 
37.5і: Tan(x - y) UH ;Tan(y-z) = 1 


Entonces: Tan(x — z) es igual a: 


38. Los ángulos а, ф y Ө satisfacen la 
relación: 


Тапа + Tang + Тап0 = ТапоТапфТапе 
Hallar la suma de: о +ф+0 
(К : Número entero) 

c) 2+ 


ajo 2 


b) 2kx 
d) атт e) kr 


39. Еп la siguiente figura, la medida del 
lado x es: 


кы--о-----і 


СС 


а) 44/6 b) 4/23 о 4/13 
d) 3/17 е) 3/6 


40. Hallar el valor de: 
(Соѕх – Seny) Cos (=) 


Sabiendo que: 
x= Rod A у= S Rad 
с)0 d) nE 
e) зый 


41, El valor де la expresión: 
(Тап80° - Tan10?) Ctg70? es: 


а)1 c)2 


d)-2 


b)-1 
е)0 


42. Nos situamos a una distancia de 500 
metros de un edificio de 100m de altura, 
que tiene 25 pisos idénticos. 

Hallar el valor de la Tangente del 
ángulo а mostrado. 


a) 58 b е 9 3 
2 Eo 2) ss 
43. Si: 

Se(ys20- 2;  Sen- X; 


n 
E<y+2t<m 
2 y 


Expresar x en términos de Sen 2t y 
Cos2t solamente: 


а) х = 4Cos2t + 3Sen2t 
b) х= 3Cos2t- 4Sen2t 
с) х = Cos2t- Sen2t 

d) x = 2Sen2t – 3Cos2t 
e) x = 2Cos2t + 3Sen2t 


44. En la figura mostrada, se tiene un 
trapecio isósceles en el que la longitud de 
la base menor es igual а la de su altura у la 
longitud de su base mayor es igual a la de 
su diagonal. 
Hallar: Tano 
B с 


a2 Bi: 
3 1 
9 4 е3 


45, Hallar el valor aproximado de: 


2/2 942 542 
0 У 50 950 
#2 342 
d io 9 ^10 
46. Enun triángulo ABC, se cumple: 
SenC = /2Sen(A - B) 
TanB = 33 - 2/6 
Hallar el valor del ángulo BAC. 
5л x 
a) 3 b) 12 c) 6 
3n 2л 
d) 10 е3 
47. Si 
x xil 
т(% х) 2 
Hallar: 
оа.) 
РЕ ы? gi 
1 1 
Ф? ез 
48. Determinar el mayor уаюг,4е A y el 
menor valor de В tal que: 4% 
А < Ѕепх+ 2Созх < В 
a)-3y3 b) -J5 y 45 
9 -43 y 43 d) -245 y 245 
e) -2/2 y 242 
49. Enun triángulo rectángulo ABC recto 
еп С, calcular el valor de M. 
= А B с 
M=(1+Tan A 1+ Tan Ё 1+таа ©) 
ао b)1 92 
43 ej4 


50. En la figura adjunta, la longitud del 
segmento AB es: 


A 
а) 2/3 
9 5/3 


b) 3/3 
e) 6/3 


кә--а--о-і 


44/3 


51. Enlaidentidad trigonométrica: 
2Senx + 3Cosx = КСоз(х —«) 
Determinar: Tana 


Sena = 25епћ y СозВ = ЗСоѕа 
Hallar el valor de: Cosía -[) 


А 
5 
dz 


55. бі: р-а =60°, el valor de la 
expresión: 
А = (Сова – Соз) + (Senfi- Sena)? es 


ЕЈ 
а)2 b) 4 91 
1 
90 е > 
56. 5 
Тап(х + 3) =5 у Tan(2y + х) =4 
Entonces el valor де Саду es : 
а) 20 b) 21 c) 18 
9) 14 e) 15 
57. 5Е 
Тап(2а + b) =8 y  Tan(a+2b) =2 
Entonces: Тап(а — b) es: 
12 4 
a) 17 b) 37 с)6 
5. 
9) 17 e) 10 


58. Del gráfico calcular el valor 
mínimo де: Cotà 


а 200 2o e am 


F 
4 
А D 2 B 
17 IM жа 
а) 241 Уж 9241 


60. Siendo: 
Cosa - Совв = m? 
Sena · Бел = m 


¿Cuál es la variación de "m" para que 
se cumplan las 2 relaciones anteriores? 


peste 


а) i 


-4531, 5+1 


MISCELANEA DE ANGULO 


DOBLE 
01. Si "ө" es un ángulo agudo y 
-2 
Sena a^ 
Calcular: " Sen20 '. 
› 2-5 925 445 
43,5 43 
02. Simplificar: 


Е = 8Sena.Cosa.Cos2a.Cosda. 


а) Зеп2 а 
d) Sen4a 


b)SenBa c)Senlóa 
e) Sen32 a 


03. Si: Зепд = X calcular: Cos20 


+ 


a) 25 935. 945 
4) 35 e) Ais 

1 
04. 5: Сова = 212, calcular 

% Cos20 
ала A с?з 
d)-2/3 . e) E 


05. Si: тад ==, calcular Ta20. 


a) 13 b) 23 043 
953 е) 73 

06. Si: Тё= 3. halla: беп20 

а) 1113 51213 _ 01415 
4) 1315 e) 1115 


07. Si: ТӨ = determinar: Cos20 


а) 13 
d) -2/3 


b) 13 
e) 3/4 


с) 2/3 


08. Si Ѕе = ЈЕ. ^ 909 <6 < 1809 
Calcular: Sen20 


236 236 
a) 625 b 625 9765 


Calcule: Sen20 
-120 y 120 _ 60. 

а) ^ 169 ) 169 9716 
60 140 

9 169 el -169 

10. Si Тах+Сідх = n 

¿A qué es iqual Sen2x? 

a) 2/n b)n2 с) 2n 

9) 1/2n e) ln 


11. Si Сох-2 ^ 90? « x « 180? 


Calcule el valor de: Sen $ 


6 X6 /6 
4176 Рус Aa 
24/6 2/6 
=p Des 


12. Si Бепо = ^ 1809 < 6 < 2709 


Calcule el valor de: Sen 


2 
E з/2 5/2 

a) 10 убо 970 
7/2 MEA 

3 50 4-%0 


13. 5і: Cosa =-# ^ 909 < о <180° 


Calcule el valor de: Cos% 


42 42 42 
2; 2 5 3 9 4 
E E 
a 3 а 4 


b) 2/3 
e) -2/3 


15. Si: Сох =-1 ^ 90°<х<180° 


Calcular el valor de: таў 


ај3/2 
9-42 


b) /2 
e) 5/2 


с) -3 4/2 


16. Si: тө-20 ^ 1809 « 0< 270° 


Calcule: To 9 
3-54 52 азд 
d)-34 EP 


17. A qué es igual: Е-Се%-ОСя% 


а 185 b) cas E Таз 
х х 

д) сва e) - Ca; 

18. ¿A qué es igual: Ctg8°? 

a)3 b)5 ‚ 97 


49 eu 
19. Reducir: E = бес40%:Та40% 

а) 19252 b) Ctg25° с) Tg25* 
d) -Ctg25° е1 


20. зе 5<9<л ^ Сова = -$ 


Calcule: 
= / Ly a 
E беп Сов 


ajo b)1 с) /2 
ED 4202 
21. Reducir: 


Н = (Талх + Cotx) беп2х 


7 7 2 
а) g b) -5 9$ 
2 
d) -9 e) -7 
23. 5i: 


Ta уза, ам 
4) 1 е) +1 


24. Simplificar la función f definida por : 


f 


"m Ѕес2ҳ + Csc?x ; 2<х<л 


а)25ес2х b) - 25ес2х 
c) 2€sc2x d) Secx + Сзсх 
e) - 2С5с2х 


25. Indique la expresión simplificada de : 


=1+Cos2a . ¿Kn кеу 


1-Cosda 2 
а) 4Cos?a b) {Costa 
162 Е 
1l а) 1 
c) 298 а ) q а 
e) 4Senía 


i: 252: За 
26. Si: Coso 13 574955 


Halle: Созу 
2 cup 22229 
а s Уз 9 уз 


5 
ШЕРІ 


3 
9 да 


27. Señale el valor de Сова 


2-42 2+2 
а) > Д b) > 
42-1 4241 
BT SAT 
4-42 Y 
e) 2 
28. Reducir 
а) Cos6? Ы Sen6? с)беп3? 
d) Соѕ3° e) беп129 
29, Si: 
Com === у 180?«0 «2709. 
hallar : In 
Tan» 
4 
a)3 DE c)-3 
5 
d)-3 e)1 


30. Si: Tan$-n . donde x = £z, 


entonces cuál de las siguientes 


alternativas es la correcta. 

2 
а) Sex = 1-7, ; SER 
1-п ltn 

2 
Ы Senx= 1-2. ; Сов = 2%. 
1+х 1+х 
2 
с) Зепх = 25 ; Cos = 11 
l+n 1+п 
2х 1-х2 

d) Senx- ; Cox = 

1+х2 1+2 


31. Sabiendo que : 
ЗЅеп2х +7Соѕ2х = а +bCos2x 


Halle el valor de : 
М = 3a-2b 
ај9 b) 15 c) 13 
d) 11 е)7 
32, Reducir: 
М = Csc2x+ Cacho. Caclx & Сх 
a) Tanx b] Cotx 4 Тап% 
х = 
d) Cot e) 0% 
33. Reducir 
CscxCot X -1 
R- 
CscxTan X — 
2x —Tan2 X 2x 
a) Тап 2 b) Tan > 9 Cot, 


d) -Та% e) - 


34. Si se tiene un triángulo rectángulo 
ABC, recto en В con А ángulo menor, la 
relación de catetos es 5. 
Se tiene la relación : 

Е = 7Cos2A + 5Sen2A 
Determinar el valor de E. 


a) 142+43 


) 1= 2443 
Ros Уз 
)2-/3-/2-/6 


36. Sea: a+b+c=x 
Simplificar la siguiente expresión : 
Sen(3a — 2b + 2c) Sen(a + 2b + 2c) 

+ Cosib + с) Cos(b + 2a + с) 


b) 2 6+2 


а) 2-248 
2-2 


а)-1 0 ©) 1 


9) Соз2а 


37. ЗА, B y C son los ángulos internos 
de un triángulo y 


Sen(A + В) Cos(A + B) = 3 
¿Cuánto vale 1 + TanC? 


40 yi 92 
d)-1 e) 3 
38. 


K>1 
Simplificar la expresión ; 


1 
осма 
E Ce 


а) бепА- CosA 
А А 

ы А А 

) Sen + Cos 


A 
<) 1+Senz 
d) CosA- SenA 


А со 
е) Senk Сок 


39. Hallar la suma delos valores máximos 
y mínimos de la siguiente expresión : 


ES лсо {х & + Сов 


А, В son constantes reales. 
а) В b) A 95 
4% го 
40. Si Senzx- 3 


Ѕеп40° Соѕ40° 

а)2 94 , dl 

1 1 
9 5 е 4 

'm” en la identidad : 

ЕЕ +=) = бегілі) 
а) 2 b)4 c)8 
96 e)3 
43. El valor de: 


(Cosa - Cosb)? +(Sena—Senb)? 


En función de ser( 252) es 


eme) ыар) 
ads) ар) 
өнеді 


44. Si: Tanx + Cotx- 2 = Sen2y - A 


A = Seny + Созу)? — (Seny - Cosy)? 
(Seny + Созу)” + (Seny - Cosy)“ * 


hallar : $ = Tan^x + Сох 


а)4 b) Ѕеп2у с) бепгу 
d)1 e)2 
45. Sabiendo que : 
SenxSeny = 8 ух+у=л, 
hallar : Cos2(x – y) 
Ji b) d с) d 


Siendo: Sen8 > 0 


P-2 1510 — сср 
Зеп“д 
Será: 
pS b) K+K 
© K-K? à) KK 
e) к-к 


47. Expresar en función де Tanx, la 
expresión: 


_ ATan2x- Зее?) 222, Tan? 
Е AN +5ес“2х - Тап 2х 
2 
(==) ы (Ema) 
a) 1+ Тапх ) 1+ Тапх 
с) 1- 2Tanx d) Tanx +1 
e) 1- Tanx 


48. Si: Tana 2 * ; n#0, 
n 


entonces el 
nCos2a + mSenZa es: 


valor de 


ajm+n b2m+n с2т-п 
дт ејп E 
49. Si: - 
У = Тап2хбес?х + ЗЅес2х + ЗСзе?х + 
Cot^xCsc?x , 

entonces : 
а) y 2 16Csc*x b) у - 16Csc 2x 
с) y=Cscl6x* d) y =16Cscx* 
9) у = Cc 2x 


50. Seala ecuación : 
шбеп%пСов%%р-0 
¿Bajo cuál de las siguientes relaciones 


entre m, n y p, el valor de Tent esúnico? 


E T e те 
с) n24p? = m? а) dm? 2 <2p 
e) m? «n? =p 


51. Si x es un ángulo en el primer 
1 


cuadrante у Тапх = (F ; encontrar el 


valor de la siguiente expresión : 
E= ( Sen2x ) 


52. El 
expresión : 


valor de X al simplificar la 


х ESAME 
1- Tana / \1+ Sen2a 


а) 1+SenZa b)-1-Sen2a 


gi 4-1 
е) Зеп2о. 


53. Si: ТащА—45°) = 2-1, 
a+ 


dH 
hallar : Sen2A 
2a 2a a 
9 1ға? b) а2-1 9 1+а2 
2а а 
4 1-а? e a?-1 
54. Si: Тап(х + 45) 2n ; пео, 


calcular : Е = SecZx – Tan2x 


а) ni b) 2n c) n? 
d) 201 e) n? 

Сова. 
55. La expresión 1-бела 45 


equivalente a: 
ит) 
c) 2T: EC * =) 
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9T 


2-2) 
24 
56. Hallar el valor де : 55 
Tan2A + Тап2В — Tan ST 


4 
Sabiendo que : 
ТапА - TanB = 1 
Sen2A =-2+ 45еп?А 
a)-2 b)-1 с) 0 
dii е)2 


57. Reducir la expresión : 
= = бета + 5еп2(9 + 150) - еп (9 150") 


а) Cos(309-20) b) Sen(309-20) 
с) Ѕеп20 d) Cos20 
е) Sen(60?-20) 
58. Calcular: 
– Senf JL 431, lox 
Е = Sen 16 + Sen 16 * 22085 + 
103 
2 095 8 
42 КА з 
а) > Dz 94 
1 
9-5 952 


1 со © 
d) Lal «cos 


e) 2"Cot(2"x)- Cotx 


60. Si: 
Cosa = Тап1°-Тап2° 
Cos = Тап1°.Тап4° 
Совр = Тап1°.Тапб° 


Halle : R=TanS Tan О Ten P. 


2 
Sen7? Соз7° 
8) үп У у сове 


ANGULO TRIPLE 


а) Тах 
d) Скох 


02. Simplificar: 

Е = (Tg2A+TgA)(Cos3A+CosA)Csc3A 
aji ы? әз 
да e) МА. 


03. La expresión que да Cos3x еп 
términos de Cosx es: 


a) 3Cosx+4Cos*%x b) 4Cosx3Cos?x 
c) 3Cosx-Acos?x d) 4Cos3x-3Cosx 
e) 3Cos3x-ACosx 
04. Elvalor de la expresión: 

Senda Cosa 

Sena Cosa = 

а)5 b)4 c3 
d2 e)1 
05. Si: Tax = = ‚ Calcular: ТаЗх. 
a) 3,07 b) 027 c) 3,27 
d)32 e) 0,21 


06. Зепра = Cos3a, 0<а< > 
Calcular el valor de: Sena 


1-У5 45-1 5-1 
a) 5 b) з с) 3 
d) жм e) МА. 


07. Si: белА = 2/3, entonces Sen3A es: 


а)1 b) 19/23 
4) 21/29 e) 22/27 


c) 27/22 
08. Calcular el valor de; 

F = (8 – А5еп 2109)(1 - 2Sen 240°) 
c) 12 


09. Simplificar: 


Cos*0-Cos30 , Sen?0 + Sendo 
Cost Seno 


а) Coso b)Sen9 1 
43 г) 0 


10. Del gráfico mostrado, hallar: "x". 


х 
D 
4 
С 
3 
A B 
aj 4 b)7 e) 17 
d)8 e) 2/7 
11. Simplificar: 
Соѕ3200+СовЗ40° 
Соз20°+Со540° 
2)3 54 c) 4/3 
9) 3/4 e) 3/2 
12. Reducir: 
2Созбх . Sen3x + Sen3x 
a) Senóx Ы Збепбх  c)Sen9x 
d) Cos9x e) ЗСозбх 


13. La siguiente igualdad es una 
identidad: 


Sen30 , Соѕ30 _ оксо-ко 


Senü | Созд 
Hallar: "К". 
ajo o b)1 92 
d) 4 e 3 


14. Calcular: Sen*18%+Cos* 36" 


45 5 45 
а) ^ b) -g 9-4 
5 E 
d) 6 e)- 4 
15. Calcular: Cot18*(4Cos18?-3Sec18*) 
а)1 5)2 c)3 
d)4 e) 5 
16. Calcular: 
Tan9+Cot9-Tan27"-Cot27" 
а)2 b)4 c)6 
до е)8 
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. Calcular 
Со=85°(1+25еп80°) 
У. 1 Уб + /2 
а) 2 ы? c) 4 
46-42 45-1 
d) e) 
4 4 
18. Simplificar: 
Tan3 0 (2Cos2 0 -12Cos2 0 +1)Tan 0 
а) Tano b)Coo сб 
d) Tan3 0 e) Сове 
19. Calcular: 
3Cos!10?.Sect50?.Sec?70^ 
а) 64 5964 164 
4) 192 e) 649 
20. Calcular: 
2x | aco 2 27 
Ses. gib 9 
a)l b)2 03 
45 еб 


21. Siendo: Сою = 2/2 ; "Ө" agudo. 
Calcular : Sen3a 


а? u-; 98 
4-2 22. 

2. © Cos2x=3, 

hallar : Созбх 

22 әй 34-2 
23. Hallar: Sen 1119 

4: ne JE 
а 107 PE 


24. Sabiendo que: 
Cota «-2J2 ; ве ИС, 


С = SendaSeca 
17/2 172 2-2 
a) 736 Басы. m 
a 4-% 


d) a y c son respuestas. 
e) а, b y c son respuestas. 
28. Reducir: 
А = Sen3x _ Cos3x 
Senx Соѕх 


а) Cosx b) SenZx 
d) 4Cos2x e)2 


c) Sendx 


29. Siendo: Зет = i, 
calcular: 1. = С0530 


п 7 Ir 
а) 3 ы? 9-3 
42 е) 8 
30. Reducir 

С = (Cos3x + 2Cosx) Тапх 
а) Sen3x Cosx b) Tan3x 
c) Sen3x d) Cos3x Senx 
€) Cot3x 


31. Si:Sen3x — 0,25 Senx, 


а)2 b)4 GKJ 


a [к 


b) /14 с) 
d) x e) 5 


e) Ѕес20° 


3 12 

а 13 Ыза в 
3 6 

4 13 Decem 


38. Calcular el máximo valor de : 
M= Тапдх.Собх ; 


"(0:3 


а) 17-1242 b) 17+12/2 
c) 12+17/2 а) 12-172 
e) 5-42 


39. Si: Senge- В, 


hallar el valor de M, 
si: 
Мбес15$ Sec9? = Sen15? Sen9? 


i 8 
9 5+8 9 а 
H 45-1 
9 4+4 dina 
а 45-1) 


40. А simplificar la expresión : 
E= ? Sen54? Sen66^ 
Obtenemos : 


а) Ѕеп12° b) 2Sen6^ 
с) Ѕеп18° d) 25еп12° 
e) Ѕеп18° 
4 
41. Calcular el valor aproximado de la 
expresión : 
5 = C«27 - Ѕес27° 
a) 3-45 b) 3+5 


о 428-5) d 5+5 dis v5 


e 3% 45 
2 
42. Elvalor de 
x = 1+4Соз20° 
3 
Esiguala 
а) Сої10° Ы) Tan10?  c)Cot20? 
d) Тап20° e) 2Tan10? 


Г 
43. Calcular el valor de ,. 


Sen30Cos^08en0 — Cos30Sen^6Coso 


(Sen0Cos0)? 
ај1 М-1 c2 
d)-2 e) $ 


44. En el triángulo de la figura, hallar el 
ángulo « , para que a sea doble de b. 


Ѕеп17°+Соѕ13° 


47. Si: Соз39° = nCos13°, 
halle: Тап213° en términos de "n" 


3+n 2+п 3-n 
a) T-n b) Лап 9 1+л 
2-п 1-п 
4) 1+п зуп 
48. Si ТапЗх n+l, 
Tanx п-1 
halle: -Senx_ en términos de "n" 
Sen3x 
ајп+1 b) п 92 
d)n-1 e) (ny? 
49. Sabiendo que 
Sen3x , Sen3y , Sen3z _ 
Senx 35 Seny 4 Senz Ф; 
hallar 
L = Cos3x , Cos3y , Cos3z 
Соѕх Соз Соз 
ајп+ 3 b)n-3 сјп+6 
d)n-6 e)2n- 6 


50. Delgráfico, hallar la medida del ángulo 


e 


а) 39° b) 17° с) 36° 
d) 51° e) 48° 
51. Elvalor de: 


25ес210°Ѕес250° Sec?70? ез: 


128 bs 
EE a 9 54 


v|£ glo 


d) 192 e) 


52 El valor de: Calcular el valor de : 


С = Cot24* Cot57? – Соі24° L = $ес20 + Тапд 
а) 1 ы2 с} 3 
а2 b) /3 0-2 44 е)6 
d)- 1 
121 E қ 57. Calcular: 
53. Hallar el valor de la expresión : І = Тап130° Тап10° + Тап70° 
ЗЕ 2 2 Tan130* 
М = Тап“20°+Тап“40°+Тап<80° тәп10° Tan70? 
ајз b)-3 с)2 
а? ы» der 4% Е 
а) 1,23 b) 2,23 с) 1,36 
9) 3,23 е)2,32 


х м 


58. Del gráfico, hallar : y 


а) /2Сзс5° 2725 У?Сзс10° 


9 2 cese Ue d) 2 село 
e) Le сыз» 


59. Del gráfico, hallar : x 


3 3 1 m jm+n n [min 
44 spes. NE. 92V m 
2. 1 n [m-n n [m-n 
‚з o НЕ 971 5 


56. Desde un punto en tierra, se divisa lo 
alto de una torre; con un ángulo де 927 п 
elevación "0". Si поз acercamos una 

distancia igual a la altura de la torre, el 

ángulo de elevación ез" 90-20". 


MISCELANEA DE 
TRANSFORMACIONES 
TRIGONOMETRICAS 


01. Reducir: 


Е = Senóx +Senx 
Cos2x 


а) 25en3xCos2x 
c) 2Sen3x 
e) 2Cos3x 


b) 2Sen3x+1 
4)2 


02. Reducir: 
Е = Sendx + Sen2x 
Sen3xCosx 


а) 1 
94 


ы? 
e)5 


c3 


03. Reducir: 


Е = 5еп40°+5еп20° 
Cos10* 


b) 1/2 
e) Соѕ10° 


а)1 c) 14 


d) 2Sen10* 
04. Reducir: 


Е = Los3x+Cosx 
Cos2x.Cosx 


ај1 
d) Sen2x 


.b)2 
e) Cosx 


c) Sen3x 


05. Reducir: 


Е = Sen?x + Sen5x. 
Sen6xCosx 


03 


а)1 c) Тап10° 


d) Cot10° 
08. Reducir: 


Е = 5е120°+Соз50° 


10. Reducir: 
Е = (Sen70”+Cos70*).Sec25” 


a)1 Ы /2 9 Z 
d) 12 
11. Simplificar: 


Е = Sen3x- Senx 
Cos3x + Созх. 


е)2 


b) Сок 
е)2 


а) Тапх 
d) Cot2x 


12. Simplificar: ` 
E - Sen7x +Señ3x 
Cos3x —Cos7x 


“Б Cot2x 
е)1 


а) Тап2х 
d) Сомх ^ 
13. Simplificar: 


Е = Совх — Cos3x 
Sen2x 


c) Тап4х 


а) Senx 
d) -2Senx 
14. Simplificar: 


E- Senx + Sen3x + Sen5x 
Cosx + Cos3x + Cos5x 


b) -Senx 
е) Cos2x 


c) 2Senx 


a) Tanx 
d) Тапах 


b) Tan2x 
e) Тап5х 


c) Tan3x 


15. Transformar a producto: 
Е = Sen2x + Sendx + Ѕепбх + SenBx 


а) Зеп5хСоз2хСозх 
b) 45еп5хСоз2хСозх 
c) 4Cos5xCos2xCosx 
d) Cos5xCos2xCosx 
е) 4Sen2xCos3xCosx 


5еп70°+5еп10° 
16. Reduzca: G= C n0 Costo? 


с) Tàn2x 


19. Transforme a producto : 
В = Sen3x + Зеп5х + Sen9x + Ѕеп11х 


а) 4Cosx. СозЗх . Sen7x 
b) 2Cosx. Cos3x . Sen7x 
c) 4 Cos2x . Cos3x . Sen7x 
d) 2 Cos2x . Cosx . Зеп7х 
e) 2 Соз2х . Cos3x . Sen7x 


20. Еп ип triángulo ABC; reducir : 


L - Sen2A - 5еп2В 
Sen(A - B) 

a) 2CosC Ы-2СоС c)2SenC 

4)-2бес | ej-CosC 


21. La expresión: Зепх + Seny 
Cosx + Созу 
Es igual а: 


E) 
LONE 


Sen(x+y) 
©) Cos(x+y) 


Ѕепх + Sen3x 
Sen2x + Ѕеп4х 
es igual a : 
а) ps мх 1 
Соз2х а Ѕеп2х 
© Sen3x ) беп3х 
е) Ѕеп2х 
23. Laexpresión : 
Senx + Sen3x + Sen5x + Sen7x 
es iguala; 
а) Sen4x + Ѕеп12х 
b) Ѕеп16х 
с) 4Senx Sen2x Соз4х 
d) бел4х 


е) 4Cosx Соѕ2х Sendx 


24, Transformar en producto la siguiente 
expresión : 
Соз4х + CosBx +2 - 4Sen?x 


a) Cos2xCos3x | b) 4Cos2xSen?3x 

9 2Cos2xSen?2x — d) 4Соз2хСоз? 3х 

e) 4CosdxCos^2x 

25. Transformar en producto la expresión : 
E = SenA + Sen2A + Sen3A 


ара 
Ы SenACos3A 

ЗА А 
e) 2Со: ЗА SenASen А 


а) Тапх Б) Соз2х Cos3x 
с) 2Senx Cos3x d) Sen2x Sen3x 
e) 2Sen3x Cosx 
27. Reducir: 

E = 25епЗхСоѕ2х - Senx 
a) Senx b) Sen3x c) беп4х 
d) Sen5x e) бепбх 
28. Simplificar: 

Е  2Sen5xCos3x-SenBx 
a) Senx b) беп2х с) Sen3x 
d) Sendx е) Sen5x 
29. Reducir: 

Е = 2SenxCos3x+Sen2x 
а) 1 b) -1 с) Ѕеп2х 
d) беп4х е) Соз2х 
30. Reducir: 

Е = 2Sen5xCosx-Sen6x 
а) Sen2x b) 5еп4х c) 0 
9) 1 e) Senx 
31. Reducir: E =2C0s40"Cos20?-Sen70? 
ај1 b) 12 <) 5 
4 3 e)0 
32. Reducir: E = 2sen4xCos2x-Senóx 
a) Senx b) Sen2x с) Sen3x 
d) Sen5x e) беп4х 
33. Reducir: А = 2Cos5xCosx-Cosóx 
а) Соз2х b) Cos3x c) Cos4x 
d) Cos5x e) Соз8х 


34. Reducir: E = 2Sen5xSen3x+CosBx 


a) Sen2x b) Cos2x с) Cos3x 
d) Cosáx e) Соѕбх 
35. Reducir: 
Е = 2Cos50?Cos10?-Cos40^ 
а) 12 b) Ж c)1 
а 3 e) 2 /3 


36. Reducir: 
Е = 2Sen3xSenx-- Cos4x 
а) Созх b) Cos2x  c)Cos3x 
d) Соз4х e) Созбх 
37. Calcular: 
E = _25еп3хСовх - Sendx 
2Sen2x cos 4x - Ѕепбх 
а)1 b)-1 с)0 
d) Зепбх e) Зеп4х 
38. Calcular: 
E = 1—4С0580° Ѕеп70° 
2Соѕ80° 
а) 1 b) 1/2 e) 1 
d} -1/2 e)0 
39. Simplificar: 
Ex Cos40Cos30 – Соѕ50Соѕ20 
бел2Ө 
а) Sen2 0 b) Sen 0 с) СовӨ 
d) Соз2 0 e) Sen4 0 
40. Reducir: 
E = 25en2x.Cos3x + Senx 
25еп4х.Созх - Sen3x 
а)1 b) -1 c) беп5х 
Sen5x 
d) Senx e) Cosx 
41. Reduzca: 
н = -2Sen3xCosx - Бета х 
2Соз5хСоз4х – Соѕ9х 
а) 25епх Ы 2Со5х  c)Senx 
d) Cosx е сок 
42. Si: 


Р(х) = Sen3x Соѕ2х + Sen3x Соѕ4х 
- Senx Соѕбх 


Calcule : P, 
m 
(35) 
а)1 b) > 2 
a) 43 e) E 


4) 


А x B 
а) 2,532 53,156 <)2,216 
d) 3,108 e) 2,748 
46. Si el ángulo A mide 13:44. 
hallar el valor de : 
p = CosACosl0A 
Cos2A + Соѕ4А 
2 
а)1 b) => с) 3 
1 T 
d) 2 e) 2 


s edt) 
«eer 
eE) 


48. Cuál de las siguientes expresiones 
equivale a : 2Созбх Зепх, 


а) Cos7x + Sen5x 
b) Cos7x + Senx 
с) Зеп7х + Sen5x 
d) Sen7x + Cosx 
е) Sen7x- Ѕепӧх 


49. Lasuma de los senos де tres arcos en 


c)-1 
d) 2 е) № 


50. Si: 
Sena + Senp = a 
Cosa + Cosf = b 
(a? +52 = 0) 
Calcular : Соз(а +В) 


a) а2 +02 а 


a^ eb 


v? a? 
e) Zab 
51. Si: 
Senx + Seny =a 
Созх – Cosy = b 
calcular : 
M = 2+аепіх – у) – Cos(x - у) 
а + 5еп(х – y) +аСоз(х – y) 


а) Бај b) ab аЬ 


-b a 
4-4 $ 
52. $1: Зеп2х + Sen2z = Оу 2-х- Se 
los valores de Сова  Cos^x serán : 


2-2 42-1 
а) 2 79 


AE 1, 
b) A + 2 


2 
e) 1.2 . 25. 


53. Transforme a producto : 

W = Cos2a + Cos2f + Cos20 + 
Cos2(a +В +0) 
a) 2Совја +f)Cos(f + 0)Cos(0 + а) 
b) АСовја + В)Созв + 0)Со50 + a) 
c) 25еп(а + В)Соѕ(8 + 8)Cos(0 +a) 
d) 4Соз(а + В)5еп(В + 0)Cos(8 +a) 
е) 4Соз(а — В)Соѕ(В -6)Cos(0 + а) 


Carum 


TTE 
FTORIAL RUH 


NOCIONES DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE 
NÜMEROS REALES 


"función 


trigonométrica” al conjunto де 


Denominaremos 


pares ordenados (х,у), де los 
cuales, los primeros elementos 
son nümeros reales (ángulos en 
grados sexagesimales), y 105 
segundos elementos vienen a ser 
los correspondientes valores de 
las razones trigonométricas de 
dichos ángulos. 


Consideremos la razón 
trigonométrica Зепх, si a esta le 
denominamos "Y", 
tendremos. 


entonces 
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Esta regla de correspondencia da 
lugar a un conjunto de pares 
ordenados, que en conjunto, se les 
otorga el nombre de función 
trigonométrica, que por supuesto 
contará con un Dominio, Rango y 
también con una gráfica. 


Dominio de la Función: 

Llamado también campo de 
definición о existencia. Es el 
conjunto de valores que toma la 
primera componente б conjunto de 
valores que toma la variable 
independiente (valores de *x”). 


Variable 


Variable 
Dependiente (ү) Sx) Independiente 
TES 


Ејетр!о 1 


Sea Y = Сесх; hallar el dominio. 


Resolución: 


Y =Cscx= 


Senx 
= Senx + 0 
x + Кл (Кє Z) 


Оу=В-Кл (KEZ) 


Ejemplo 2 


1 


Hallar el dominio de Y: ——— ——— 
Зепх + Cosx 


1 


© Зепх + Созх 


=> белх + Созх » 0 


1 1 
JA бепх+ 1. созк |0 
2 2 ) 


ES + „5епх + E +0 


Sen x+= 0 
х+реКт; Kez) 
х=К = К=2) 


~ DY=R- (ка-2 (KEZ) 


Ejemplo 3 


Hallar el Dominio de Y = Tg2x + 


Сок. 


Resolución: 


Y = Tg2x + Cotx 


> Para Tg2x: 2x + (2К+1) > ^ > 
Para Cotx: 


л 
+| 2К+1— 
= и ur) 


"^ [Dy =R- C ха); (Kez) 


Rango de la Función: 


Ülamado también campo de 


variación o codominio de una 
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función. Es el conjunto de valores 
que toma la función o valores que 
toma la variable dependiente 
(valores де "Y"). 

Ejemplo 4 

Calcular el rango de Y: 1 + 4Sen3x 


Resolución: 
‚ Y =1 + 4Sen3x 


Como "X' no tiene restricciones 
entonces Хе R => ЗХє К 


Luego: 

- 1 < Зеп(3х) < 1 

- 4 < 45еп(Зх) < 4 
-3 <1 + Абепзх < 5 
-3<у<5 

> УЕ [-3;5] 


Ejemplo 5 
Calcular el rango de: Y = Sen*x + 
Сов'х 


Resolución: 

У = Sen*x + Cos*x 

Como "X" no tiene restricciones 
entonces X c R 


Y = Sen*x + Cost + 2Sen*x Cos"x 
- 2Sen?x Cos? = 2x cR 

ХМ =. Дей +. Cos), - 
2Sen?xCos^x 


Y =1- 5 (2SeméCos'x) = Abr 


(2SenxCosx )? 
2 


2 
Y MIS Sen2x 
2 


Luego: 


=1 < Sen2x < 1 


0 = Sen?2x < 1 


OBJETIVOS : 
* Explicar la idea de función. 


* Definir dominio, rango y gráfica de una función real 
de variable real. 


* Reconocer las características principales de las 
funciones trigonométricas ; como su dominio , rango, 
gráfica, periodo , etc . 


* Utilizar las gráficas de las funciones trigonométricas 
para explicar el comportamiento de ciertos fenómenos 


de la vida diaria. 
INTRODUCCIÓN : 


En muchos de nuestros que haceres cotidianos las 
relaciones entre los elementos de dos conjuntos juega 
un papel muy importante. Como por ejemplo; un 
padre relaciona la edad de sus hijos con su peso, un 
agricultor relaciona su producción con sus ingresos, 
el desgaste de una máquina con el número de horas 
trabajadas. Estos ejemplos se pueden representar 
matemáticamente a través del concepto de función, 
que al parecer fue introducida por René Descartes 
(1596 - 1650). El concepto de función es algo abstracto, 
sin embargo la representación gráfica de una función 
(Gráfica de una función), nos muestra con claridad el 
comportamiento de este tipo de relaciones, en 
diferentes problemas reales como: la simulación del 
crecimiento anual de una población, desplazamiento 
de un móvil en un tiempo dado, reproducción de una 
bacteria, fenómenos económicos (oferta y demanda, 
consumo, ingresos) y muchos otros fenómenos como 
en la medicina, física, electrónica, psicología, ete. 
Las funciones reales de variable real son las que 
dependen de una sola variable (como en el caso de la 
longitud de la circunferencia que depende solo de su 
respectivo radio). 

La idea de función la entendemos también como la 
relación que existe entre dos conjuntos, donde a cada 
elemento de un conjunto le corresponde uno y solo un 
elemento del otro conjunto. 


Así por ejemplo, en esta aula , si en un primer conjunto 
A colocamos a todos sus integrantes y en otro conjunto 


B colocamos los nombres y apellidos de dichos 
integrantes, tendremos en consecuencia que a cada 


elemento del conjunto A le corresponde un solo 


elemento del conjunto B. 

o E 
Formalmente una función real de variable real, queda 
definida por su regla de correspondencia y = f (x) donde 
a cada elemento de la variable independiente (x) le 
corresponde uno y sólo un elemento de la variable 
dependiente (y). 

En el estudio de las funciones trigonométricas directas 
observamos que su propiedad fundamental es la 
periodicidad, ya que es un instrumento matemático 
para describir todos los fenómenos periódicos como los 
latidos del corazón (mediante el electrocardiograma) 
y las ondas sonoras. La mayoría de animales obtienen 
información del medio ambiente que los rodea 
detectando algunos tipos de ondas, y se comunican 
entre sí, produciendo otros tipos de ondas; por ejemplo, 


el hombre detecta la frecuencia de la luz y el sonido, 
con los oídos, y la radiación infrarroja con la piel. 


CONCEPTO DE FUNCIÓN : 


Sean A y B ciertos conjuntos numéricos diferentes del 
vacío , se llama función f al conjunto de pares 
ordenados (x;y) tales que para cada хе А existe uno y 
sólo un elemento y e B. 


DOMINIO DE UNA FUNCIÓN : 


Es el conjunto de todas las primeras componentes de 
los pares ordenados que define a la función, y se denota 


рог Рот ={хє A l(x;y)ef) 


A la notación y=f(x) se le llama regla de 
correspondencia o dependencia funcional. 


se lee; y igual a f de x, donde la variable y se dice 
variable dependencia y la variable x, variable 
independiente. 


FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL 


Se llama así si a cada número real x le corresponde un 


Зое >. 
GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN 


Se denomina gráfica de una función real de variable 
real al conjunto de puntos en el plano cartesiano cuyas 
coordenadas satisfacen la condición y=f(x). 


* Dada la función: y = (ж) 
x : variable independiente (dominio) 
y : variable dependiente (rango) 


Ж y=x+3 


Como y = f(x), entonces, Dom(f) = R y Ran(f) = R 


Ж у=? 


х 


и оюк о ы Ај 


entonces :Dom(f) -R ^ Ran(f) = [0; +00> 


NOTA : 


Si la gráfica de una función y = ieri irae 
precisión, usualmente es posible ver el dominio y 
rango de f. ree ed MARIA Ране 


жы 


intervalo u otro conjunto de números reales en е! ejeX 
(se proyecta la gráfica де f'sobre el eje X), y el rango de 
Ге algún intervalo u otro conjunto de números reales 
аа лус 


Sabemos que por cada x en el dominio de f corresponde 
un valor único fíx) en el rango. Esto significa que 
cualquier recta vertical que intersecte la gráfica de f 
puede hacerlo como máximo en un punto. Y viceversa, 
si cada recta vertical intersecta la gráfica de una 
relación рог lo menos en un punto, entonces la relación 
es una función. 

A continuación , se tiene la gráfica de algunas funciones 
que se usarán con frecuencia. 


у=|х| 
у 


FUNCIÓN PAR 
Una función es par si : 
f( - x) =) 
* Ejemplo de funciones pares: 
У=Йх)=х?-1 
* Ргођапдо 


Ух, – x e Domf 
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f( -x)«( -x)* - 12 f( -x) ==? -1 FUNCIÓN CRECIENTE 


= z => fl -x)= 
pesas с Una función f es creciente en un intervalo Г de su 


dominio, para todo par de número x, y x, de dicho 
intervalo, se cumple que. 


Xj€ хә > fíx,) < Их.) 


EJEMPLO: 


y fía) 


OBSERVACIÓN : 
El gráfico de una función par es simétrico al 
eje Y (eje de ordenadas). 


т Om pares; FUNCIÓN DECRECIENTE 


* y=c08x * у=зесх 


Una función es f decreciente en un intervalo Г de su 
FUNCIÓN IMPAR dominio, si para todo par de números x, y x, de dicho 


4 у 2 interval le. 
Una función f es impar si: ED TE 


[=== fi) Уа Domf| ER <x > f(x,)>f(x2)| 
EJEMPLO FUNCIONALES IMPARES : 
* y=flx)=x" 
Probando: 
f( - x) ( - => f( - x)» - x* 
=> НИ -x)-- f(x) 
* Graficando: 


FUNCIÓN PERIODICA 


Sedenomina de esta manera a aquellas funciones cuyos 
valores se repiten cada cierto intervalo de su dominio. 
Gráficamente muestran un tramo repetido сада cierto 
intervalo de su dominio, denominándose al menor valor 
de dicho tramo: periodo principal de la función, 
denotándose por “Т” (También se le llama periodo 
mínimo). 


* Por ejemplo en las gráficas siguientes : 


* Otras funciones impares: 
* у=зепх + у=соїх 
* y=tanx * у=сзсх 
OBSERVACIÓN : 


El gráfico de una función impar es simétrico 
al origen de coordenadas. 


SPUSCIONES TRIGOXOMETRICAS т _____|528] 


Matemáticamente, дада la función: 
у= iw 
Si existe un número real "T" (T +0), tal que: 


f(x+T)=f(x) ¡Vx,x+T e domf 


OBSERVACIÓN : 
El número T se denomina PERIODO PRINCIPAL, 
si es positivo y mínimo entre Lodos los periodos 
positivos. 
EJEMPLO: 
* Беа Дх)=еозх 
* Entonces: 
f(x* T) »f(x) => cos(x-* T) -cosx 
* Desarrollando: 
cosxcosT-senxsenT' —cosx 

* Para que se de la igualdad podemos concluir que: 

cosT = 1^senT = 0 => Т=2кх 

>T=0;2x; 4л; 6х; 8х 

> periodo mínimo es 2х 
! CONCLUSIÓN i 
Las funciones que tienen un patrón repetitivo son 
llamadas funciones periódicas, 
Si una función f cumple la propiedad Лх+ T) = f(x) 
para todo x de su dominio , siendo T una constante 
real diferente de cero , entonces fes periódica. El menor 


número positivo T se denomina periodo (periodo 
principal o periodo mínimo) de la función f. 


La característica principal de las funciones trigonométricas es 
que son periódicas, lo que ocasiona que su uso sea frecuente 
para modelar de forma matemática diversos fenómenos reales. 


FUNCIÓN ACOTADA 
Se dice que una función f, es acotada, si 3M e R 


tal que: |ИжД< М ¡Vx e Domf |. 


EJEMPLO: 

La función f(x)-cosx es acotada, ya que 
[сов х|< 1, Vx e R tal que M puede tomar cualquier 
valor mayor o igual que 1. además del rango de la 
función se observa. 


EDITORIAL RUBISOS 
FUNCIÓN CONTINUA 


Y DISCONTINUA 


La noción intuitiva de continuidad de una función en 
un punto está relacionada estrechamente con el 
aspecto gráfico de la función en los alrededores del 
punto , sugerimos que lea la siguiente definición 
provisional de lo que es una función continua. 

Una función y=f(x) es continua en un punto х=а de 
su dominio, si en ese punto la gráfica de la función no 
presenta saltos (se puede realizar su gráfica sin 
levantar el lapicero). 


Ж f. 


discontinua en x, 


continua 


NOTA : 


La definición formal de continuidad de una función 10 podrás 
observar en el capitulo de límites y derivadas trigonométricas 


ESTUDIOS DE LA FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


Las funciones trigonométricas son el conjunto no vacío 
de pares ordenados (x;y) tal que la primera 
componente es un valor angular expresado en radianes 
(nümero real) y la segunda componente es el valor 
obtenido mediante una dependencia funcional. 


FUNCIÓN SENO 


El dominio de la función у=зелх son todos los números 
reales. 


Е={(х; у) | у=8епх,хє R} 


En Іа siguiente tabla listamos algunos pares ordenados 
de dicha función, nótese que los valores del dominio 
(x) están expresados en radianes y son ángulos 
especiales del primer y segundo cuadrante, de tal forma 
que los valores correspondientes de la imagen (y) son 
fáciles de calcular. 


* Tabulando valores que x e y 
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№ m 
G MG 


ла fi 


se-|- х3, Ey an Saxo.) 


«(0:0). F M DN ri Abo eR. 


* Llevando estos valores al sistema de coordenadas 
rectangulares obtenemos su gráfica: 


„(вепогае) 


УЕ Хх 


x 
O PA 


3) Es una función continua en su dominio . 
4) Es una función impar: sen( — х) =-зепх 


(la gráfica presenta simetría con respecto al origen de 
coordenadas) . 


5) Es una función periódica :Т=2л; sen(x+21)=senx 
6) Curva 
senoide : siP(x, : уд) e у=зеп х > yo=8en хо 


7) La función está acotada inferior y superiormente. 
Valor máximo = 1 ; Valor mínimo =-1 


Va par positivo 


Vn impar positivo | —1 < Sen"x < 1 


Estos puntos y muchos otros más se ubican en el plano 
cartesiano y determinan una curva que es 
precisamente la gráfica de la función seno. 


* De donde podemos concluir: 
1) Dominio: g 
Rango : [-1;1];—1< senx « 1 


2) Es un función creciente Ух «(статут гін) у 


croata а eh кед 


FUNCIÓN COSENO 
F={(x;y)ly=cos x ; хе R 


+ Tabulando valores para жеу: 


3n 5x 

0| Z п т |T | 
64| 32“ | > |“ [5 
110,8 [0,7 [0,5 01-110 | 1 [0 | 


* Llevando estos valores al sister 
rectangulares obtenemos la рга! 


со con DE ме; EN 00", Lar.) 


AFUSCIOXES TRIGOXOMETRICAS 1 
* Análisis del Gráfico: 


AAA ВЕ 
* De donde podemos concluir: 
1) Dominio: g 

Rango: [-1;1] ;— 1$ corx > 1 
2) Es una función creciente Vx € (Ел; 2kr +7) y 
decreciente Vx € (т + 2kr; Сл + 2л); КЄ Z 
3) Es una función continua 
4) Es una función par : cos( — x) = cosx 
(la gráfica presenta simetría con respecto al eje У ). 
5) Es una función periódica : T=21,cos(x+2x)=c08x 
6) Si: P (x, ; yg) e y=c08x => у) = созх, 


7) La función está acotada inferior y superiormente. 
Valor máximo = 1 ; Valor mínimo =-1 


Уп par positivo 0 < Соз"х<1 
par po 


Уп impar positivo | —1< Сов"х <1 | 


FUNCIÓN TANGENTE 


ғы» = R'iy-tanx; e R- (га +1) 3 тег 


Para determinar los puntos de la función tangente se 
da valores a «x» (números reales), como se muestra 
el cuadro adjunto: 


|: | o | а | w foma] a [sua] мо [rusa] а | 
| [ofi [меа | о |i (аја [о | 


De acuerdo con lo obtenido en este cuadro, algunos 
elementos de la función tangente son: 


2.1)". 0:0), 07:0, d- 
Tan (coin 4^ 1.5:0),C 3 C 4^ 1),(2л;0),... } 


* De la gráfica de obtiene: 
1) Dominio : 

DomF=R-(2n+1)7 [neZ x «(I^ |neZ 
2) Rango: RanF-R => —o«Tgx «o 


La función no está acotada inferior ni superiormente, 
esto significa que no tiene máximo ni mínimo valor. 


3) Curva : 
Tangenoide; бі: P(xo ; yo)e У=ТЕ  yo7Tgxo 
4) Función impar : Tg( - x)2 — Tgx 


5) Función creciente Vx € C Trinit the); Rez 


6) Continua : Vx € | Ела а ene]; nez 

para todo x del dominio, entonces ја función es Impar. 
7) Periodo T-x => Tg(x4z)-Tgx 

8) Asintotas : ~ = (ви +1) In ez 


Observe que la función y = Tan x no está definida 


х 2,37 ба | 
рага: 2:22: 


= (еве € z} 


FUNCIÓN COTANGENTE 
f=1 (5y) e R?y=Cotx;xeR-(nx);neZ) 


(-)-— — (+) 
Cotp 


Y Cota 
— 
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cotangentoide 
n/ 


2 X 


asíntotas 


* De la gráfica se obtiene: 

1) Dominio: DomF=R—na>x>+nx/neZ 

2) Rango : RanF=R => —o < cfgx < + 

3) Curva : CONTANGÉOIDE ; si 
P(x,;x,) e y=ctgx > y,=ctgx,, 

4) Función impar : ctg(-x)- — ctgx 

5) Función decreciente en su dominio 

6) Continua : Ух e[nx;nx+x];ne Z 

7) Periodo : T=x => ctg(x+x)=ctgx 

8) Asíntotas : x=nx/n е Z 


FUNCIÓN SECANTE 
falta е ИЗју=зесх e R- (СЕ) ine d 


y-secex...........(secantoide) 


* De la gráfica se obtiene: 


1) Dominio : DomF-R - (2n1) In e Z 


2) Rango : ВанР=(-ю ;-1] o [1 ;4«) => [Secx < -1 v Secx > 1] 


RESUMEN : 
[me | мө ые» эшет | 
[res] |] 1ш |тша) Ж траг ге; kez | 


3) Curva; SECANTOIDE ; 
Si: P(zo;yo) е у=зесх > уо=зесхо 


4) Función par : sec( — x) = secx (la gráfica presenta 
simetría con respecto al eje Ү ). 


5) Periodo : T=2x -..-... (es periódica) 


6) Asintotas : х=@п+1)® (пе 2, es decir que es 
continua еп УХ € (Fans an): nez 


FUNCIÓN COSECANTE 
Ё={(у) e ЕЗју=свех ; x e Е (пл); ne 7) 


чег! 
E ктш 
* De la gráfica se obtiene: 
1) Dominio: DomF = R-nz/ne Z 
2) Rango : RanF=(-a;-1]u[1;+0) => [Сэсх < -1 v Сэсх 2 1] 
3) Función impar : esc( —x)=-esex 
4) Periodo : Т = 21 ......es periódica 
5) Asíntotas : x = nz/ne Z 


6) Curva : COSECANTOIDE ; si 
Р(х; Yo) є y => све х => у,=сзех, 


7)creciente чес (Zsskeimethe Re zv vee (қала ote) y 


decreciente Vx e (нь + И) 


DOMINIO DE LA FUNCIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 
Es el conjunto que tiene como elementos a los valores 
de la variable “x”(en radianes); de tal manera que la 
función exista. 


2 TERR 


П) peret eR*>a>0 ој POET 


EJEMPLOS: 
Hallar el dominio de las siguientes funciones: 
I) yssenx ПШ) y-ctgx 
RESOLUCIÓN: 
1) у = senx 
=> ubicamos los"x"en С.Т. 
` => se observa que existe los 
Senx ¡Vx e R 
= DomF =R б también —w<x<-+o 


ІП) y-secx – csex 


П) у = ctgx eT 
* Sabemos que y= 
denominador: 


es fracción existe si el 


= зепх + 0 x + О;л;2я...... 
* Es десіг:х # пл | те Z > DomF=R-nz |ne Z 
Ш) у=зесх – сзсх 
1 1 : у 
* Sabemos que У=——— -—— esta función existe 
сов: senx 


81 > cosx + 0 лзепх +0 
л 3n бл 


* Es decir: х7 222 Y XU ;x*0;z;2m2:.- 
Зл 
* Ordenando: “#05. 2; iT > БР HA 
яд. 2% Зл. dx 
x*0; 2' = 2 Gra re T Inez 


—DomF-R-"T|neZ 


A continuación se indica el dominio delas funciones 
trigonométricas elementales. 


1) yssenx; Dominio: В 6 -œ <х<-о 
2) у=еозх; Dominio: R ó -о<х<-ко 


8) y=tgx; Dominio: R-(2n+D5 In eZ 


4) у-сінх; Dominio: R -naine Z 


5) у=зесх; Dominio: R-(2n+05 Ine Z 


6) y=escx; Dominio: R-nr/ne Z 


RANGO DE LA FUNCIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 


Es el conjunto que tiene como elemento a los valores 
de la variable “y” tal que yz E.T(x). 


Los criterios que se tiene para calcular el rango de 
una función trigonométrica es dependiendo de la forma 
y tomando en cuenta los criterios de las funciones 
reales. 
EJEMPLOS: 
Hallar el rango de las siguientes funciones: 
I) y=senx II) y=2senx+3 Ш)у=Ззепх + 4cosx+1 
RESOLUCIÓN: 
Пу = senx 
* Sabemos que la extensión de: 
—1< senx<1,VxeR 
>-1< у<1=> RanF=[-1;1] 
П) у = 28епх+3 
+ Бе вађе que: -1 < senx < 1; Vx e R: 
* Formado la función: —2 < 2senx < 2 
=> 15 2зеп < +8 55 
=> 15 у <5 => RanF=[1;5] 
Ш) у= Звепх +4208Х 
* Se sabe que: 


—\з?+4? < 3senx+4cosx </32+4? ; vx e R 


propiedad de ángulos compuestos 
=> -5 < Ззепх+4созх < 5 
=> -4 < 3senx+4cosx+1<6 
= 45 у <6 > КапР=|[-4;6] 
* En el cuadro adjunto se muestra el rango de algunas 
funciones elementales; 
Si n es par positivo Si n es impar positivo 


[o s 1g"x<-+0] etg" x< + 
arent 
1< sec" x < +=0 [secta <—1 v вес"» > 1] 


mTRIGONOMETHIA S 
* Recordar: 


I VxeR* 


Ш) WVxeRr* 
> ах +8 <2\ ab 
х 
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de “n” у “В”; mediante el siguiente criterio. 


205 (2n+1)x (n1); (4n*3)5, 


(а) 


пл 
2 
DETERMINACIÓN 


DEL PERIODO PRINCIPAL 
Sabemos que las funciones trigonométricas son 
periódicas (sen , cos , sec, esc: 2л ; tan , соёл); sin 
embargo este periodo es susceptible de ser modificado 
cuando sobre la función se efectáa en algün tipo de 
operación o sobre la variable. Aquí vamos a dar un 
criterio de análisis del periodo de una función. 

* Se define: A e R-(0) 
B e R-(0) 
СЕК 

n eZ-(0) 
9 ЕК 


* Donde su periodo es “T”; el cual solo va a depender 


Y=f 7 ACT) (Bx+0)+C 


* Donde: 
“А : Indica “estiramiento” o “encogimiento” 
vertical de la gráfica básica. 


*C : Indica “desplazamiento” vertical de la 
gráfica básica. 

*g : Indica “desplazamiento” horizontal de la 
gráfica básica. 

* B : Indica "estiramiento" o 
horizontal de la gráfica básica. 


“encogimiento” 


EJEMPLO : 5 
* у=ј)=2вепах +1 => те = т=5 


* у= тог 2соз*5х-1 > T= z 
- 2z л 
* у= Дебет? ( +=) > Е ть 


* у= fy=4lan” (5% јаз > T=% 


* y= fi =2sen* 2 =D) ==> T=6x 


6 
Ahora bien, si la función a analizar no tiene las 
características de la mostrada en la fórmula, se deberá 
usar de la definición matemática de función periódica; 
es decir; damosa y = Иа); х,х + T,x-TeD,, se 
deberá cumplir: flx+T)=f(x); T: periodo principal de 
la función. 
0JO : 
El menor valor positivo de T' se le denomina periodo 
mínimo o simplemente periodo. 
EJEMPLO: 
Hallar el periodo de la siguientes funciones: 


I)F(x) =sen2x y II)F(x) =08 (совх) 
RESOLUCIÓN: 
DF(x+T)=F(x) =  sen(2x+2T)=sen2x 
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= sen(2x42T)- sen2x=0 
> 2cosxsenT =0 
= вепТ=0 => Т=я,2л,3Зл.......... 


> periodo mínimo: Т=л 


ШЕ(х+Т)=Е(х)=> соз(соз(х+Т)) =соз(совх) 


* Aplicando el criterio de reducción al primer cuadrado 
se reemplaza T por los ángulos cuadrantes; 


* si те? = соз (cos E 22) эсов(совх) 
* si T= x => cos(cos(1+x))= cos(cosx) 
“зі теза > соң cos (= “)) ж cos(cosx) 


* si Т=2л > сов(сов(?л--х))-сов(совх) 
> Т=ял,2л,Зл,...... > periodo mínimoT=x 


CÁLCULO DE PERIODOS DE FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


Sea la función: F(x)=AF.T. "(Вх+С) +D para calcular 
su periodo interviene las constantes n y B. 
I) Si ЕТ .: sen, сов, вес, esc . 


* PARA п IMPAR: T= 


B| 
* PARA n PAR : T^. 
IB] 
EJEMPLOS : 
2x x 
* F(x)-2sen?4x > T=” => 
(x) n = ва 


+ Еб) =3сов* = > Т-і- бл 
5 
) > TS 
3 


* F(x)=2c8c* (6+1) > T-7 


2 


=. az 
* К(х)=4вес E 


П) SIFT.: Tan ,Ctg 

. n H 2” 
РАКА п PAR O IMPAR : Т. iBi 

EJEMPLOS : 


* F(x)-2Tg? 4x > тег 


* F(x)= Зір? ES - Еј те 


4 
. Еб) сц" EIE Tet ed 

3 
“зі: F(s)-A|F.T.(8s) para todo F.T. -» T-7. 


GRAFICAS ESPECIALES 


(93) I) F(x)-AsenBx;(A»0) 


„2л 


pe А; Min:- A 
iodo: 28. 
Perio B 


Max:A ;Min: – A 
II) Е(х) = АСозВх (А >0) 
+ Periodo: ЕН 


2x 
B 


1 
+ 
| 
1 
1 
| 
| 
| 


Ао) 


Мах:А ; Міп:0 


я 
Periodo: — 
егі B 


63 1) F(x) entente 
Y, 


Max:A ; Min:0 
II) F(x)=A|cosBx|;(A>0) 
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RESOLUCIÓN: 


DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL : 


Dada la gráfica de la función : y=f(x), para construir 
la gráfica de la función y=y=f(x-c) es necesario 
desplazar la gráfica de f a lo largo del eje de abscisas, 


* A la derecha si: e > 0 
“А la izquierda si: e < 0 
F(x) = Asen(Bx + C) 


REGLAS PARA LA CONSTRUCCIÓN 
DE GRÁFICAS DE FUNCIONES 


DESPLAZAMIENTO VERTICAL : 


Dada la gráfica de la función y=f(x), para construir = Desplazamiento Horizontal == 
la gráfica de la función y=f(x)+e ев necesario 
desplazar la gráfica de Га lo largo del eje de ordenadas. 


* Hacia arriba en с, unidades si: с> 0 


mia 


* Hacia abajo en с, unidades si: с < 0 
F(x) = ASenBx+D > Desplazamiento Vertical = D 


ва 


T 
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RESOLUCIÓN: А 
-я 
4 Desplazamiento _ E Li (Desplazar. 
Horizontal: ( 2 ) 67774 |а derecha) 


1) Graficamos : F(x)=3sen2x 


NOTA: 
* Si F(x)- sen |х | => No tiene periodo. 
* Si F(x) = соз | | = cosx => Periodo: 2л 
* Si: F(x) = tg | | => Мо tiene periodo. 
GRÁFICAS GENERALIZADAS 
a) F(x)=Asen(Bx+C)+D, (A > 0) 


Donde: 


Ема EF, 
I) Amplitud; А=— 85 — mín. 


2 
Siendo: F nar =A+D ,у, F min =A-D 


П)Реподо: Т= = 


Ш) Desplazamiento horizontal: -£ 
IV) Desplazamiento Vertical: D=F máx-A 


OPUESTO DE UNA FUNCIÓN 


Dada la gráfica де la función y=f(x), para construir la 
gráfica de la función y=-f(x) es necesario reflejar en 
forma simétrica a la gráfica de f con respecto al eje de 
abscisas. 


EJEMPLOS: 


VALOR ABSOLUTO 


DE UNA FUNCIÓN 

Dada la gráfica de función y=f(x), para construir 
la gráfica de la función у —|f(x)|es necesario 
invertir sin cambios los tramos de la gráfica de f 
que están por encima de eje x y refleja en forma 
simétrica a los tramos de la gráfica de f que están 
por debajo del eje X. 

EJEMPLO : 


ATHIGONOMETRIAS 


PROBLEMA 1: 


Señale el dominio de la función : У-/,у- Ea 
вепхі 

AR-T B)R-(2n+1)% ОЕ -(2п+1)5 

D)R - (nz) EJR-(2nx) 

RESOLUCIÓN: 


Para la determinación de dominios de funciones en 
general, básicamente debemos buscar donde se 
indetermina la función para de allí despejar el dominio. 
En el problema por, ejemplo el denominador debe ser 
diferente de 2, esto es: Senx-120-»senxz1 
(recuerde que en la С.Т. en B;sen0^-1) 


+ (4n+DZ,neZ 
у т 
> РВ: в-а) 
ЕРТА: “С” 


PROBLEMA 2: 


Señale el dominio de la función: y=8(,)= == 


sen2x+1 


АјЕ-77. B)R-(2+07 C)R- ЈА DR- 
RESOLUCIÓN: 
* En este caso: 

еп 2х+1=0 = sen2x +-1 


> 2х #(4п+8)® ә x +(4n+9) ;neZ 


2D,:R- (нә 
ВРТА: “С” 
PROBLEMA 3: 


Señale el dominio de la función: у = hy, = 3006241 


cos2x +1 
AJR- (nx) В)Ё—{(2п+1)л} C)R-(n«1)5 D)R-(4n49)7 


RESOLUCIÓN: 
* En la función: 
соз 2х+1 + 0 => cos2x + -1 


xs (2п+)5 D,-R- (c2n+02) 
ЕРТА: “С” 


PROBLEMA 4: 
Señale el dominio de la función: f,,=2tan2x+1 
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ARE B)R-(2n*1)^ С) (4) D)R-(4n1* 
RESOLUCIÓN: 


que: tang 5578. 
2sen2x 
эу=й,= т +1 
* Debe cumplirse: ~ 


cos 2x + 0(епВУВ' : соз епо-0 


СИТИ * 


x я 
=> «же (n4 = рув-(ел+1) 2) 


RPTA: “В” 
PROBLEMA 5: 


Señale el dominio de la función: y = £j, = 2n 


Ӛх-вепх 
AJR- "nm B)R {nz} vamo 


с)к=!”” 
(т 
RESOLUCIÓN: 
*En el denominador: Ф 

sen3x – зепх + 0 

=> 2senxcos2x + 0 
* Luego: senx +0 y cos2x +0 
* Entonces; 

хеплугх +(2n+1) eZ 


я пл пл 
У) D)R-—- E)R = 


msensySce(In41)7. те2 
=> х + плух # (2п+1) z 
э D,-2- [nion 7) 


ВРТА: "C" 
PROBLEMA 6: 
Señale las funciones: у-/),,-вепхсов2х, y 
g(x)=tan3xcosx*sen |x| ;si son рагев(Р) 6 impares 
а). 
АЈВР B)BI C)LI D)LP  E)No se puede precisar 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde que: ў, „=: par y f, „= "Рај : impar 
I) f, j-senxcos2x > f, ,у-веп( – x)cos( – 2x) 


= feos E весовая = - Тә 
ЕТ 


>f : es impar 


(&rrwcroses TRIGONOMETRICAS 1 _____|588| _________ EUDFTORIAL RUBISOS) 


AA ¿=tan( — Sxjcos( — x)'sen|-x| 


RPTA: "C" 


PROBLEMA 7: 
Si consideramos M el valor máximo que asume la 


función: fíx)—/^ 
y Nel valor шито que as ипе la función: 


-senx)(3+senx) 


все) = (вов A +2) 
luego MXN resulta: 
А)8 В)-в С)1 D)-1 Е)0 
RESOLUCIÓN: 


Йх)=(3-зепх)(З+зепх) 
> fíx)=9 —sen?x, sabemos que: 
Ossenixs1 
* Además, el máximo valor de f(x) ocurre cuando sen*x 
es mínimo. 
Гитһат9-0-<9-> М=9 


e (o ¿oe 


g(x)=c08*x – + sabemos que: 


0 < cos*x < 1. 
* Además, el mínimo valor де g(x) ocurre cuando соз2х 
es mínimo. 
1 1 


1 
bamun- ==> №0 


Ё Luego: мк м-ә(-4)--і 


RPTA: “р” 
PROBLEMA 8: 
Hallar el rango де la función f definida por : 
fisa sens ; ; 0<х<л/2 
A)[0;1] В)10; 3 €)I0;x1 D)[0;x2] E)[0;x*|4] 
RESOLUOI 
“Пе: A 


$ 5 x E 
— -g(x)x ;0s ASAS 


i аа” 


* Se cumple: gi A 

0s gx)h()s-- ECHA 
a л? 

Е] в 


ЕРТА: “Е” 
PROBLEMA 9: 
Señalar, cual es la proposición falsa : 


FUNCIÓN | DOMINIO(n e 2) | RANGO 
Ајвепх - 
B)tgx R-(tC 2п+1)} > 
C)etgx R-(nz) 
D)cosx 
Ејзесх 
RESOLUCIÓN: 
> Cuadro de dominio y rango de las ЁТ. 
F.T. | DOMINIO | RANGO 
Senx | R 1-1) 


Nota: ne 2 
* Comparando con las alternativas, la E es la 
proposición falsa. 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 10: 
Determina el valor mínimo que toma la función 


f(x) =2веп?х +Зсовх, donde: O<arcos Z сус 


2 
25 25 
AJO B) 16 С)? D) x E)-2 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato: 0 < arcos &х&® , observa que: 


8 
oS с 


* f(x)22(1- cos*x) + Зсовх => Йх)-2- 2с08*х + Scosx 


A) 


252 2.2 S 
fíx)-2-2 С $ сове) сы 
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e =) 


2 
= M)=2-2(coas-3) +» fis) 28 — a oe 


3 2 
E) 


* Ahora se analiza de la siguiente manera: como se 
quiere el mínimo valor de f(x). 


2 
* Entonces: (cosx - 2) tiene que ser máximo. 


* De (I) se deduce: cos 250 


2 
* Рог lo tanto: = > c - 8) > 0... el máximo valor 
es: D: 
16 
*Entonces: z due го 
тіп.,,ут--- 2( 2-36. —=2 
ЕРТА: “С” 


РЕОВЉЕМА 11: 
Determinar el dominio máximo de la función : 


Na) =2 = | зеп?х sent х-1 
Amx+Z/neZ Binx+Z inez Спл-5 Inez 


DN2n+1)5 тег E)(2n+1)7 т ez 
RESOLUCIÓN: 


* Si: fx) -2— ¡senta senta 


* Analizamos solamente la expresión que está dentro 
del radical. 


* sen?x — sen*x — 1 > 0 >ordenamos 


=> зеп“ вел? жаі 50 


Я 
2 
СЕ 
2 
* i 2 1 ~ 
Pero: | sen' emi <0....... no puede ser. 
* Entonces sólo queda: 
1 DET. 2 
а =0 > sen' = 5 > Jaen x=1 
>1- 2sen?x-0 => cos2x=0 


> 2к=(2п+1) т є2 = х=(2п+1)пє2 
ЕРТА: “D” 


PROBLEMA 12: 


УК є Z, hallar el dominio de la función por 
f(x)» ctg( xcosx). 

A)R - (Ек) B)R-((2k-1x)) С)Е-ЧЕх/2) 

D)JR -1(2k+1)x/2) E)R-(0) 

RESOLUCIÓN: 

* De: (xcosx); acosx+hx;heZ 
> cosx +k 
= совх +(– 1: 0; 1) 

* Luego: 


PROBLEMA 18: 
Hallar el dominio de la función f definida por: 


f(x)=/1-cosx + Jeosx-—1 ke В 
AJM(2R+Dx/2) В){(4Е+1)я/2} С) (2Е+1) 4} 
DJ (4k+1)1/4) E)(2kx) 

RESOLUCIÓN: 


» 
De Усовх -12 0 => cosx - 120 
=> CORE 21 A —— (1) 


* Pero se sabe que: 


ЕРТА: “E” 
PROBLEMA 14: 
Dada la función f, definida por: 


f(x)= sen? 2х – sen? x ‚ hallar el rango de f. 
senx 
А)1-2;2]  В)[-1;11-40} C)[0;1] D)[0;2] Е)П;21 
RESOLUCIÓN: 
* De: sen? 2х – sen?x 
вепх 


Кх)= 


* Recordemos: 
sen2a — зеп20 =зеп(а+0)ѕеп(а – 6) 


уа ЖЕ. 
+ {kr} 


x+kx;fíx)» 0 
> (ж) e [-1:1] - (0) 


t RPTA: "B" 
PROBLEMA 15: 
Dada la función f, definida por: 
сов? xcos? 2x – cos3xsen? x 
ПЕ ааа 
совх 

Halle el rango del {. 
A)[0;1/2] В)<0;1] C)0:32] рф Ек 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando: 


E 
fi- cos3x(cos" 2x — sen" x) 
совх 


БІЛІГ 227 


> Кх) =е08" 3x YEA 0 
x 
(2; 5. 
*( +) 


Tenemos: 
0< cos* 3x « 1 


->0<Йх)<1 
* Рего: 


xo (2n41)5 => Па) #0 


> fix) e (0;1] 
RPTA: “В” 


PROBLEMA 16: 
Calcule el rango де la función : 
[(х)=2(сов2х -'3)( -2- вепіх),Ухе R 
AJ[7:23] B)[8;23] C)[8;24] D)[8;25] E)[7; 25] 
RESOLUCIÓN : 
* Operando tenemos: | = 
15) = (coss — 3) (-4 вет?) 


* Se sabe por identidades: 2sen*x = 1— cos 2x 


f(x) =(соз2х – 3) (cos2x – б) 
=> fix) cos? 2x – 8cos2x- 155 (cos2x – 4)" – 1 
* Be sabe: у 
=15соз2х5 IVx e R- 6 5 соз2х –4 < -3 
9 < (cos 2x- 4)" < 25 
(2x – 4)" -1< 24> Ran(f)=[8; 24] 
ЕГЕ 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 17: 


Determinar el rango de la función 
f(=)=3 arc cos x + 6 arc sen х-л 


RESOLUCIÓN: 
Г.)=3 агссовх+6 агсвеп x – л 


= fS (5 - aresen к) arcsen x x 


> fum +Загевеп х 0 «Pero - 5 <агсвепх «5. 


5-35 < Загоепх «PES < + Sarcsenx < 2 
> Ran(f)=[-x;2x] 
RPTA ; “С” 


PROBLEMA 18: 
Sabiendo que де R, hallar el mínimo valor de 


М =c0s20 — J3 cos 0 


УЗ 21 11 13 
А)-У3 Ор NES 
RESOLUCIÓN : 
Desarrollamos la expresión : 
N=c0820 – /3совд 
Por identidades de arco doble: 
N=2c08*0 – 1– 3 соз 
Completando cuadrados: 
С УЗ р 1 
AN =2 (coso zu dm 
тїл.=0 
11 
=> М„=- в 
RPTA “р” 


PROBLEMA 19 : 


Dado a € Е =) , halle la variación de : 


М = sen*a - sena 1. 


кф) а өө] fi) ies 


RESOLUCIÓN : : 
*Completando cuadrados , se obtendrá : 
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1,3 
M "(sena - 2] +3 
* Representamosa e |Z пх) еа una circunferencia 


trigonométrica. 


sena 


= 


ын а a ЗЕ 
2 22 
INNER I| 8 9.3 
505(=*-1) 5958 <[вепа-2) +—<—+— 
2 4 4 2 4 4 4 


3 3 
эї<м<зәме|#;з] 
Método práctico 


Si: о == Mnás= 3 


Si:a=5> Mag 


|ә 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 20: 


Si x (1; 2],entonces el rango de la función f definida 


por: fis) doen (= 2 ) es: 


48:8) 56.3) of Balo ы) 


RESOLUCIÓN: 
1<x<2 


* De: 
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* Del gráfico: 

1 ях л 

Ра 

42 (= =) 
= зеп 376 51 
fis) 
m 
RPTA: "C" 

PROBLEMA 21: 


Determine el rango de la función f, definida por: 
Пянсов(5 j- el, xe- (5 y 4) 


(luego indique el valor mínimo де /). 


УЗ я? 943 - 21 348 - 22? 
A === x 
) 18 B) 18 с) 5 
2 2 
р) 8 -2я° ру 9-я 
3 9 
RESOLUCIÓN : 
f(x)- Cos - x°; ¡me (-55] 


* Graficamos: 


у=Сов л yo - х? 


* Del gráfico: 
f(x)e ШӘ Л = Rango - Есен 
3 18 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 22: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
Р) = =? x Cosx 
5 ; Я £| gy ЕРКЕ 
A) [4:1] В) [0:1] €) [0;/2] D) [о] Е) [ Аа 
RESOLUCIÓN : 


[Ё(х)=М1- х? xCosx 


= у-уі — x? л у=Совх 
* Para: x e [-1;1] 7 


* La gráfica de f(x) lo obtenemos, multiplicando las 
ordenadas, de ambos gráficos: 
Y, 


* Del gráfico tenemos que: 
> Dominio,-[-1; 1] ^ Rango, =[0; 1] 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 23 : 
Determine el rango de la función f, definida por: 


f( x)-N1- x? 4 Cosx 


А) [0;1] В) [0:2] C) [-2;2] Р) [Cos(1);2] Е) [0;Cos(1)] 
RESOLUCIÓN : 


* Haciendo uso de los gráficos anteriores: sumamos 
los ordenados para obtener la Но ica de: 


х) =V1+ x ^*Cosx. 


* Del gráfico: ^ 
> тимар "[con; a 


йө. 


2 ВРТА : “р” 
PROBLEMA 24: 

Қа funa función definida por: 

сета) Ct 

fte и € % ҒЫ Я determine el 


бен(2х)+Соз(. 2x) 


f(x). Sens — Cos2x | ЫЖ ж E 
Sen2x+Cos2x | 8/8 
* Calculo del rango: 
Sen2x Сов2х 
f(xis 29 бр ER Е) 
Cos2x Сов? х 


* Ahora, por condición: 


я т я - 

“Lee Ss ES ot y co 

B Tg 2:55 T 
Ive 


> Tan (zs - z) <0 => Капвој = (-;0] 
fis) 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 25: 


Indique verdadero (V) o falso (F) segün corresponda: 


I) Si f(x)-3|sen(2zx)|; entonces f es creciente en 


II) Si g(x) =4c08* (x)-4cos(x)--3 ; entonces su rango 
es [2;11]. 


Ш) Si h(x)-4cos( xx) — 3sen*(6zx); entonces h es 
una función par. 

A) VVV B) VVF 
RESOLUCIÓN : 
I)f(x)-3|sen(2zx)| 
* Gráficamos: 


C)VFV D)VFF E)FFF 


EI 
4 


1 = e 
4 2 
* f(x) escreciente para x € [5:5] vertntere 


П) g(x)-4Cos'x-4Cosx--3— g(x) -[2Cosx-1] +2 
* Calculo del rango: 


Бе conoce: -1 < Cosx < 1— -3 < 2Cosx -1< 1 
* Elevamos al cuadrado: 


0 s [2Cosx - 1]? < 9 => 2 < [2Cosx – 1] $2 11 


NAS 


= Rango,=[2;11].... 
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Ш) h(x)=4cos(1x)-3sen*(6xx) 
* Determinamos h(-x): 

h(-x)=4Cos(-xx)-3Sen*(-6xx) 

> ћ(х)= 4Cos( ax) - 8Sen"(6xx) 

М) 
h(x) es una función par 4.24.4... Verdadero 
ВРТА : “А” 

PROBLEMA 26 : 
Indique la veracidad (У) о falsedad (Е) de las 
siguientes proposiciones. 
1) Si la función f esta definida por f(x)=/eos(x), 
entonces el rango de f es:/0;1]. 


П) Sila función f esta definida por f(x)—/cos(x)—1 , 
entonces el rango де f'es:(1). 


ІП) бі la función f esta definida 
рог f(x )- Cos ap , entonces el dominio de f 
св (сеје). LP 

А) УУУ B)VFV С) УУЕ р) ЕҰУ Е) БЕБЕ 
RESOLUCIÓN : 

I) [(х)=УСовх; Rango-[0; 1].................... Verdadero 
П) f(x)-4Cosx -1 

* Calculo del dominio: 


Cosx —1> 0 => Совх > 1 => Совх =1 
* Así: Dominio¿=(2kx);ke Z 
* Calculo del rango: 
Como Совх=1 = 1х) =0 => Rango, (0) -......Falso 
ш) facal £E] = Dominio = R...... Verdadero 
+ 


* Luego obtenemos: VFV 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 27 : 
Determine el rango de la función f, definida por: 


f(x)=3Tan*x+|Tanx|,x є C23) 


А) [0;2) в) [0;3) с) [0;4) D) (-2:0] E) (4:0] 
RESOLUCIÓN : 
f(x)-3Tan* x |Tanx|,x є C22) 
* Calculo del rango: 
1 


го [ Тата мт: 


ft. жәе Гат Ц um 
6 12 


* Tenemos: 
E << -1«Tanx «1 


7205s [Tans|« 1» 5 s [Tanz <% 


* Elevamos al cuadrado: 


49 
12 


1 1] 49 1 тј 
36 5 Ші Затты ШЕ < 
>0< «(тана - «8 Rango,=[0;3) 

ЦЕЛ 
ВРТА : "B" 
PROBLEMA 28: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
f(x)=4Sen (x) - Sen" (x) 
А) [-5;4] В) [-5;3] C)I[-51] р) 13;5] E)[-4;3] 
RESOLUCIÓN : 
f(x) -4Senx - Ѕеп?х 
* Completamos cuadrados: f(x)—4 —(Senx – 2)" 
* Calculo del rango: 
Conocemos: VxeR 
> 3 < Senx-2<-1> 9 > (Senx-—2)? > 1 
=-9<-(5епх-2)* S-1>-5< 4-(Senx-2)* «3 
f(x) 
= Rango = [-5;3] | 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 28: 
Sea f una función definida por. 


f(x) Sen? (x) - 128en( x 4-364 |Sen(x) +4;епіопсез 


el rango de dicha función es: 
А) [-7;5] В) [-5;7] С) 45} 
RESOLUCIÓN : 


f( x)-NSen?x — 12senx+36+|Senx+4| 
> f(x)-l(Senx – 6) *|Senx-4| 
25; f(x)-|Senx – 6 +|Senx+4| 

(9 (+) 


= f(x)=(6- Senx)+(Senx+4) > f(x)-10 
=> Rango = (10) 


D)i7) E) {10} 


RPTA : “E” 


Ај) 

0)(-=;-8]0[8; со) 

RESOLUCIÓN : 
f(x) 1 


B) (-«; 12] o [24; =) С)(-=; -12]o[12; со) 
E)(-;-8] o [24; =) 


2 2 2 2 
HS + Xov 
ІГ: 255елх-2<0у0<8елх- 5 > 
5-22 E 17-%У%> 22 
Senx – — Senx - — 
2 
x[12] -82 24 DAN e 72 
x Benz = 
= Rango = (6; -8] o [ 24; +0) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 31: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
Sen*(x) 
fe ить) 
А) [-1:1] В) (-1:1) с) (-150) D) [-1:0) Е) [-1;0] 
RESOLUCIÓN : А 
5еп?х 2 
(х)=————— => 14 ——;—— 
я Sen*x-2 fox Sen*x-2 


RPTA : "E" 


PROBLEMA 32: ' 


Si ке(46,24) y la función g esta definida por 
УЗзепх 
созх ^ 


Е(х)= 
Entonces el rango де g es: 

А){-3; 43) B)[-43;3); 
D)(-«;-/3]o[3:9) E)JR – (-/3;3] 
RESULUCIÓN: 

* Del dato: #(х)=/3 tan x. 
* Пе: 4x/3<x<7x/4 

* Analizamos en la СТ 


сј- 8; 1) 


* Del gráfico: 
I tanx&-1 


> УЗ tanx <-J3 
piii 
rm 


II) tanx» 43 


> JStanx»3 
— 
aix) 


* Luego: g(x)e &R-(-43;3] 

ЕРТА: “E” 
PROBLEMA 33 : 
Sea ffx) = Acos x + Bsen х; y x,;x, talque 
Пху) =0 = f(x). Entonces podemos afirmar que: 


А) Пх)=0 V x В) хо= хү+Ёл , k entero 
C) x= x,+k(£),k enteroimpar 

D) x3=xy+k(5),k enteroimpar 

E) x3=x¡+k (%),k entero par 


RESOLUCIÓN : 
* Según enunciado : f (x,) -0 


* Luego : Acos x, + Bsenx, = 0> tan == За... 
* También : f (x5) —0 
* Análogamente : fan Хр = = эө» аб) 


* De (I) y (II) : tanx, = tanx, 
- sen(xs х) 

COS X, X COS X 
=> х;—х = Кл; KeZ-x,-x* Кт; К entero 


RPTA : “В” 


=0>sen(x,-x,)=0 


PROBLEMA 34: 
Si Log(Sen(x))=-g* |q e R-(0), determine el rango 
de la función ў, definida por: 
2|Sen(x)|- 2 
б5еп(х)+4 


мо: -3) ale o] ој-5:) p[-5:o] 50-30) 
RESOLUCIÓN : 

* Condición: Log( Senx) = -q*;q e R - (0) 

* Nota: y=Lo 


f(x)» 


* Así dela condición, concluimos que: 


* Ahora en Їх): 
2|Senx|- 2 2Senx-2 2 2 
Tiro veneta: вене DEUS 
18 
fix). 3. I иык 
5 25Senx+20 
* Partimos de: T 


0 < Бепх <1 
х[25]: 0 < 258епх < 25 
+[20]: 20 < 255епх+20 < 45 


A 25Senx+20 45 
«ата 
[ г: 18 .2 

16: 255епх+20 ” 5 


x[-1]: D LL RS 
10 25Senx+20 5 


1.2 18 
2255 25Senx+20 <0= Bangoy-(- 5:0) 
fix) 
RPTA : "E" 
PROBLEMA 85: 


Determine el rango de la función f definida por: 

f(x) -2aSen' (x) *2bCos* (x), b>a 
A)[0;a+b] B)[a;b] C)[2a;b] D)[a;2b] E)[2a;2b] 
RESOLUCIÓN : 


fix) = 2aSen*x +2ЬСов?х ; Ь>а => Па) =2а+2008"х x(b а) 
2a(1-Cos*x) FER 


> Conocemos: 0 < Соз?х < 1| Vx e R 


»2(b — a): 0 < Z(b - a)Cos?x < 25 –а) 

* [2a]: га < 2a+2(b- a)Cos*x < 2b > Rango = [2a; 2b] 
Не ВРТА : “Е” 

PROBLEMA 36: 


Si f es una función definida por: 
__ бел(х)-3 
вещ =) За’ 


A|-:-1] СЕ 


RESOLUCIÓN : 


Senx – 3 
ВИ R 
Ле) |Бепх - 3|+2 та 


* Dado que: x € Ё > 
* Como: (Senx – 3) e [-4;-2] 
> |Senx – 3|=3 - Senx 


Vx e R entonces su rango es: 


1 5,3 
СЕНГЕНДЕР 


* Asi: 


* Partimos de: 
—15 бепх <1 
x[-1]: 1> -Senx > -1 
+[5]: 62 5- Senx > 4 


+[2]: 32 4Senz „ з 
сес жезде 255271 
ІТ 's*5-Senx 2 
2 2 1 4-4 
1: ¿sm ¿> Rango | 553] 
fix) 
RPTA : “D” 


EDITORIAL RUBIÑOS 


(2:22) determine los puntos para los cuales 


la función f, definida рог: /(ж)- Se€(4*) по existe. 
f рог: f(x) Eds) no exis! 


“қа: Тән 245, 


у-бесіх; 4x2 (ект) 


у=Свс4х; 4х»(Ел) 
* Luego: 


4x+ ШИ о (вк) = [5] 


ЈЕ {== я | 
TII р = = 
8 8- 2 8 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 38: 


Determine el rango de la función f, definida por: 
f(x)=Sec? |х) + Све“ |х). 
А) Е В) [0; о) С) [2;0) D) [4;=) Е)[8;) 
RESOLUCIÓN : 
f(x)-Sec* |x| +Све" |х| => [(х)=Зес*х+Све*х 


* Nota: => Па) =4Свс? 2x 
* Calculo del rango: 


Se sabe: 
Тона, de (AQUÍ . oco Rango, [£ +0) 


АР” ВРТА : “D” 
PROBLEMA 39: 


Determine el rango де la función ў, definida рог: 
f(x)=Sen*(x)+9Csc*(x) 
А) [6+9 В [8;+=) O [9:+x) D [10;40) в [1275«) 
RESOLUCIÓN : 
f(x)» Sen?x *9Csc?x 
кір del rango: 


Del gráfico observese que: 
Cuando: 
0<а< 1=[a+? 2]. (10:%) > Rango, - [10;9) 


RPTA : "D" 


PROBLEMA 40: 

: Csc*(x)-1 3 s 
БЕС Ecc col el rango de la función f 
Ацо; +) В)(1:+=) С)(2;%) D)[2;+0) Е)|4;%) 
RESOLUCIÓN : 

Сөс?х-1 |--1 
[(х)= 
[Cscx|-1 |Свсх] -1 
> fexel] a BR- p => f(x)-|Csex|--1 ^ Coe] 1 


* Conocemos que: 


[Cscx|> 1» |Свся+1> 2 => Rango, 7 (2:99) 


fiet ВРТА : 


15 fiar! 


“с” 
PROBLEMA 41: 

Si f es la función definida por: f(x)- 
entonces el rango de f ,es: . 


А) Пу) В) [5;+0) С) (4) р) (0; E) (0:5) 


5 
2Csc" (x 3" 


RESOLUCIÓN : 
f(x)- 
Calculo del rango de f: 


De: |Csc*x > 1; Vx € R - (Ил); ве Z 


* Tenemos que: 
=> 2Свс*х+3>5= 


2AA 
2Сзс*х+3 


2Сзс?х+3 zy 
5 
* Luego: 


0< З 


2Сзс?х+3 
f(x) 


515 Rango, (0:1) 
ВРТА : “D” 


zie am 
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PROBLEMA 42: 
Determine el rango de la función f, definida por: 


f(x) | Sec? (x) Cac? (x); x e (5 ^ x) 


А)[1;+®) B)[2;+0) C)[-2;+2) ;-1] 


) D)(--2] Е)(-о; 
RESOLUCIÓN : 


f(x)eNSec?x4Csc?x; x e (ы) 
= f(x)- (Tan? х+1)+(СоЁх+1) 
= f(x )-NTan? x4 Cot? x «2TanxCotx 


= f(x) (Тапх+Сову)“ = f(x)» |Tanx--Cotx| 
Caleulo del rango de f: 
Como: x = ИС => Tanx «0 
* Así: 


Tanxt— — < –2 => AS 22 => Rango,=[2;+0) 


ВРТА : “В” 
f(x) ве(2) 


ж 
о 5) 
Determine el rango de f. 
Аа) В)[2;+=) C)[2/2;+00) Р)[4;+®) E)[8;+0) 
RESOLUCIÓN : 
¡Sec ER 


f(x)- 2 
* Observemos que: к es рон 


>[P :f*(x)= Sec = + Све 5 "y ¡Sec 2 ШІ 


i * аат 
х 
¡Si xC: +1| -1 
eo «= [ 


2 
yes L3 = = 
= t)» | 3 +Cot = 1 


1 
Тапх 


PROBLEMA 43: 
Dada la función f, definida por: 


Сас El 


> re 


2 
> f(x)= Iren cordi] 2j 


* Pero: Тап +С TE 
o ran оғ; 


ж х x x 
-Регенін| га = ап бон] -128 


Y: жазасын, | -1>2У2 => Rango,=[2/2;+:0) 


Tisi 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 44 : 
Dada la función f, definida por: 

(x) Sec? (x)Csc* (2) –4 - |Cot(x) - Tan(x)| 
Determine el rango de f. 
AM-D B)(0) суй) 
RESOLUCIÓN : 

f (x)= Sec" xxCsc? x – 4 —|Сойх – Tanx| 

=> f(x )=V Sec? x - Cac? x – 4 — |Cotx – Tanx| 

f(x) l(Tan*x1)*(Cot*x1)—4 -|Cotx - Tanx| 
> f(x)=/Tan*x – Cot* х+2ТапхСойх – |Cotx – Тапхј 


> Реде | Тапх – Cotx]" – [Сойх – Tanx| 
> /(х)=Тапх – Cotx|- |Cotx – Тапх | => f(x)=0 


(Сок Tans] 
* Luego: Rango¿=(0) 


2){2} Е){1;2} 


* Попае: Dominio en - [Ar]; ez 


ЕРТА : “В” 


PROBLEMA 45: 


Sixe C = 2 z); determine el dominio de la función f, 


us f feos I EC Бет | 
ШЕК nC) A 023) 


RESOLUCIÓN : 


1 дял 
ЕЕ = (2) 
* Calculo del dominio: 
Del denominador : Сов|х|> Sen |х| 
* Graficamos las funciones: у = Cos |x|» y=Sen|x| 
* Para resolver esta inecuación trigonométrica: 


eI 
* Del gráfico: 
Cos|x|» Sen |х| para ке(-5,) 


(Sroscioyes титвохомртисле 1 548 EDITORIAL RUBISOS) 


* Luego afirmamos que: 

= Dominio, Cz =) 
2 RPTA : "C" 
PROBLEMA 46: 


Determine el dominio de la función f, definida por: 


_ Sen*(3x)- Sen*(x). 
Их) = Seas) ¡VkeZ 
B) R- ІН 


А) К- {я} 2 


) C) R - (2kx) 


D) к-он) Е) В 


RESOLUCIÓN : 

Sen? 3x - Sen? x Sendxx Sen X 
OP NE 
f(x) Sendx ^ Sen2x + 0 

* Así su dominio lo encontramos bajo la restricción de: 
Sen2x +0 => 2x + (kx) > Dominio, -R -E] 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 47: 
Sif es una función definida por: 


f(s- је сова) = 2|+2Соз(х) - 1,Ух e R;entonces 


ви rango es: 
А) [-2:-1] B) [-1:0] С) [-2;1] D) [-2;2] E) pna] 


RESOLUCIÓN : 
2 
r(=- £)-lco x- 2|+2Созх = 1 


* Cambiamos: x рог (+=) 


> у= со? (+5) apo) -1 
> певен 1 
4 EX зе 


= fíx)=2- Sen 2Senx -1> f(x)=2-[Senx+1] 
* Como:x е Ё = 

EB 0s 1+Senx «2 

17 prne] <4 

0 > -[1+8епх] >-4 

:2> 2-[1+8епх| > -2 = Rango = [-2;2] 
Tix) 


z ЕРТА : “D” 


PROBLEMA 48: 
Dada la función f definida por: 
f(xJ=|1-C os|x||2 *Cos(x)| 2 |Cos(x)| 

Determine el rango de f. 
А) [-2;2] В) [-1;2] €) [0:2] D) [12] E) [2:3] 
RESOLUCIÓN : 

f(x)=|1- Cos|x||I +Совх|+2 |Совх | 

= fs Coen Ern 


[1-02] 
Ее 
* f(x)=Sen*x+2|Cosx|> ((х)-1-|Совх| *2|Cosx| 
* Completando cuadrados: 
f(x)-2- [JCosx| - 1]" 


* Conocemos que: 
0 < |Совх] < 1 -» –1< |Cosx| - 150 
> 12 [|Cosx|-1]' >0=>-1<-[|Cosx|-1]' «0 
Sumamos : 2 
= 15 2-[|Cosx|-2]' s 2> Rango =[1;2] 


те) 

RPTA : "D" 
PROBLEMA 49 : 
Si f es una función definida por: 


3/Cosx+9+5/Senx – 1 ¿Va e Е; епіопсев su 


f(x)- 6+ Созх 


rango es: 


1 3 5 7 9 
afi} (5) ЕЙ 215 ЛЕ) 
RESOLUCIÓN : 

3\/Совх+9+5`/5епх - 1 
fx) ———ÁÀ————— 
6+ Cosx 


* Restrigimos los valores de “ж”: 
Senx-120-»Senx21 


* De donde: Ѕепх=1 
= Dominio=|ž +2n7); neZ 
* Así también: 
como: Senx=1= Cosx=0 
* Luego: 


f(x) $0599841-1 _, 


6+0 = Р(х)=—= $= Вано = (8 | 


ВРТА : “B” 

PROBLEMA 50: 1 
Dada la función f, definida por: ый 
f(x)=|Senx|+|Cosx|,x € ( = 5) y- 


Determine el rango де f. 


A)(0;2] B)[0;2] С)(1:/2] р)[1;-/2] Е)[1;2] 
RESOLUCIÓN : 


* f(x)=|Senx|+|Cosx|;x е (o; =) 
fix) = Та 5еп2з 


* Сото: 0<х<2-0<2х<я 
* Asi: 
0 «Sen2x < 1= 0 <|беп2|< 1 => 1 « 1-|Sen23|« 2 


М :1<[1+[Sen2x|< /2 => Rango = (1:42] 


(Т/х) 
ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 51: 
Dada la función f , definida por: 
ЦЕ Е ipee (x)+2c08(x)- 2 ; calcule el 
rango de f: 
A)[3;1] B)[-2;2] C)[-3;0] D)[-2;1] E)[-3;2] 
RESOLUCIÓN: 
* Nos piden: el rango de f 


(s - я) со 2еов к -2 
* Al completar cuadrados se obtiene: 
r(+- 5) азса) = 


> соватвеп (5 х) совке sen(«- 7) 
2 2 


* Luego reemplazando se obtiene: 


AAA 
=051-sen(=-2)< 20<(1-sen(=-2)] <4 


а(н) -3<1- nap ts 
(==) 


PROBLEMA 52: 

Sea la función f definida por f(x)=c0s(+/4+2x). Halle 
ви rango 

A)[1/2 1] B)[0;1] C)—1;1] D)[ -1/2;1] Е)(0;1) 
RESOLUCIÓN: 

* De: 


RPTA : “A” 


LA ENCICLOPEDIA 2018 


* Analizando en la C.T. 


* Se observa que: 


1 я 1 
-scos[ 2 «fe fix)e ЕЙ 
Те) 
ЕРТА: “А” 
PROBLEMA 58: 
Si la función f está definida por: 
cosx , зепх 
= совр елігі 
entonces, el rango де f es: 
A){1} B) C){1;2} 
RESOLUCIÓN : 
Кх)= 


D)(0?) Е) {-1;2} 


 senx 
=> sen |х| 


ее ж Пя п ez 
=> Domf:R- T nez 

Calculo del Ranf : 

fir ee miel 


I) si: 


x«0- fíx)= RED 
сов(-х) -senx 
uU cem fx)-20 


П) х>0 => f(x). 2% , ве 
cosx зепх 


> (х)=2 => f(x) e {0;2} 


> Их)= 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 54: 
Hallar el rango de la función f, definida por: 


f(x)=2lcosx[" — |1— совх | Vx e[-;x/2) 


(Sruwcroves TRIGONOMETRICAS 1 |550) EDITORIAL RUBISOS 


A)[0;9/8) B)(0;9/8] C)[-9/8;2] D)[-9/8:0] Е)(-9180| 
RESOLUCIÓN: 


+ Jeosx|*-cos*x 


. 0 < 1—cosx < 2 => |1- совх | =1 – cosx 
(+) 

“ > 

маг TE ПЕГЕ 


1 1 


пч. 


| 


4 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 55: 
Indique la veracidad (V) o falsedad (F) de las 
siguientes proposiciones: 
1) Sila función f, está definida por: fix) -Sen(/x), 
entonces el rango de f es [-1; 1]. 


entonces el rango de f'es [-1;0) o (0; 1]. 

III) Si la función f, está definida por: f()esen|x], 
entonces el rango de f es (0; 1]. 

A) FFF B)FFV C)FVV D)VFV Е) УЕЕ 
RESOLUCIÓN : 

* Analizamos cada una de las proposiciones: 
I)f(x)-Sendx 

* Como: Væ e [0;+0) Rango = [-1; 1]... Verdadero 
m) f(s)eSen(4) 

* Como: (2) e R-(0) > Rango =|-1;1]....Falso 
HI) f(x)=Sen|x| 


* Como: |x| e R¿ => Rango - [-1; 1]....Falso 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 56: 
Sea f una función definida por: 
Беп(4лх) 
ш------- УА 2, 
ага 


determine el dominio de dicha función. 
A)R-fkx) В) В [oz] €) в- [2] 


D) R- (ек) Е) в-ин) 


RESOLUCIÓN : 


Пе) = Sen(4xx) 


|Сов(4х) 


* Calculo del dominio: 
Del denominador:Cos4x е 0 
> СИВ. => Domin ioc [rwn] 


¡VheZ, 


RPTA : "D" 
PROBLEMA 57: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
f(x) МЕ Сов» + /1— Cosx 
А) [4:1] В) [-2;2] С) [0;2] D) [v2;2] E) [V2;4 
RESOLUCIÓN : м 


Га) =\/1+Совх+\1- Cosx 
* Como: fíx)»0 
* Elevamos al cuadrado: 


f (јање Cos!x => |У(#)=2+2 Sen% Ж 


> f*(x)=2+2|Senxj> [(х)=[2+2[Бепх| = 4 
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* Conocemos que: 
0 s|Senx|< 1= 2 < 2+2|Senx|< 4 


> V2 < [2+2|Senx| < 2 > Rango = [V2;2] 


ЕЛ 
ЕРТА: “р” 
РКОВГЕМА 58: 


Sea la función f, definida рог: 


_|Senx + Losx 


= Бепх *icosxj" 
= Г. 


А) (-1:0;1) В) {-2;0;2} 

D) [-1; Е) [-2;2] 

RESOLUCIÓN : 
f(x)= 


* Analizamos por tramos: 


¡determine el rango де la 


С) (-2;-1:0;1;2) 


бел), Cosx 
+ Coss] 


Cuando: 


0<=< 5; f(x)-2 


ж 

255<%; f(x)=0 

LA 
2 

3x 

2 <*<2* f(x)-0 


f(x)5-2 


* Luego: У 
= Dominio-R - (|; eZ 
=> Rango = (-2;0; 2) 


ВРТА : “B” 
PROBLEMA 59: 


Calcule el mínimo valor de la función f, definida por: 
f(x)-1- 2Cos( 2x), ZE =). 


32 
А)1 B)2 с)0 Р) з E) -1 
RESOLUCIÓN : 
f(x) =1-2Соз2х 
* Donde m 
хе [ 3 z) 
* Tenemos: 
2x 


yi Сов 29 > Сога > Coss 


3-12 Сова > -1=> -1> 200022» -2 


=>15-26082х < 2 => 2 «1-2Cos2x < 3 => Rango =[2; 3) 
fx) 


* Así mismo: И) minimo = 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 60: 
Determine el rango де la función f, definida por: 
f(x)-|Cos? x| * Cos|x| 
^ E B) (Ча) с) E ] D) [г ) Е) (г ) 
RESOLUCIÓN : 
f(xJ=|Cos?x|+Cos|x|=> f(x)=Cos*x+Cosx 
* Completamos cuadrados: 


20-1 
г cose] x; 
* Conocemos: 


—1< Совх < 1 


1 158 12.9 
== + ^ 
45; = Cost <3=0<[Cosx AE 


ВРТА : “А” 
РРОВГЕМА 61 : 2 
Si а función f esta definida por: 


fix) =Sen(x)+Cos(x)+Sen(x)Cos(x)+1; calcule el 
máximo valor de la función f. 


A) 1+/2 B)3 C) $2 D) 3+/2 E) 212 
RESOLUCIÓN : 


f(x)=Senx+Cosx+SenxCosx+1> fíx)=[1+Senx][1+Cosx] 


но пој вет бон] [бет t Cons 


2 
> п вве) 


* Conocemos: ж 
-15 69 51 


x2. — 5/250m( «+5 је 
+1:1- У 5142500 х+® =) «4341 
IF: espe зе (+ JE 


+2:05 ire (=+ 


fix) 


x 3 3 

3r Sy ант 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 62: 

Determine el rango de la función f, definida por: 

os|x]--1 


И соя) | 


ESPUSCIONES TRIGONOMETRICAS 1 
А) (9-1) В) (=:-1] €) (=o:1) D) (-е; | Е) (-1:1) 


RESOLUCIÓN : 


пи fie eet e i O = = Ped i 


* Conocemos que: [o « |Согх|< 1] ухе 
=>-1<|Созд|- 150, -1 1 29 


> –> 


1, _ ——— 
LI Doe 


*[]:-12 1 >= => Rango = (-; 1] 


rs ЖЕҢ 

ICosx|- 1 
RPTA : “В” 

PROBLEMA 63: 

Determine el rango de la función f, definida por: 


fix) - Sen" (x) + Cos" (x) 


1 
Аа) 22) ој; 1) Dz s] Е 1] 
RESOLUCIÓN : 
f(x) =зеп!'0х+соз'0х 


* Recordemos: r< Sen” х+Сов?”х «I| Yne Z* 


* Así, que n=5 

dg < Sen'^x Сов Сов!0х < 1 Rango = Шы л] 

fi) 
RPTA : “Е” 
PROBLEMA 64 : 
Sea funa función definida por; 
[2Tan(x)+1] [ant аја], | =] 
fies Sec!) © br. 


Entonces, la suma del-yalor mínimo más el valor 
máximo de la función ев: | 


15 | 11 
4% 82. D6 DF 
RESOLUCIÓN : 
fis)- (2Tanx rune +3), zeo Я 

_ 2(Тап*х (Тал x+) | БТапх 
Taxi ` Тап?х+1 


[552] EDITORIAL RUBIXOS 


* Así tenemos que: 0 < Sen2x < 1 


5 5 5 
Port. ог Sen2x 5-5 


5 9 9 
Mas:2 2s 2+5 5еп2х < A => Вафор-[2: | 
Tí) 


f(x) + fex) x 
Мах Мін 


* También: 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 65: 


Determine el dominio de la función f, definida por: 
Беп(х) + Сов(х) + Cot(x) 
Ss A Me 
f(x) Cos) ,УЕе2 


A) R-(kx) B) к-{(гк+у®) с) a) 
т kx 
D) вањ) юув) 


RESOLUCIÓN : 
* Cálculo del dominio: 
De: y=Cotx ; x + (kx) 


* Del denominador: 


Совеа 0- + [ан 
=> Dominioy-&R - Us) eie 2) > Dominio, n [^7] 


{=} 


ВРТА : “С” 


PROBLEMA 66 : 
Dada la función f, definida por: 

f( x)-Tanx2Cot(2x), x = (е А 
Determine el rango де /. 
A) (же) В) [Гнеј О (1540) 
RESOLUCIÓN : 
> f(x)=Lank+(Cotx-— Tani ) > f(x)=Cotx 


* Como: 0 « x « a = +w>Cotx>1=> Rango=(1;+0) 
ЕРТА: "C" 


D) [1;+9) E) (2:49) 


PROBLEMA 87: 


Determine los puntos de discontinuidad de la función 
f, definida por: 


ЕЕ ВАЗА 
[t mt) DES D)ikx) te) 


EE 


STRIGONOMETRIAZ 21888) LA ENCICLOPEDIA 3018 


RESOLUCIÓN : 


* Calculo del dominio: 
De у=Тапх Pun (м) 
y=Cotx 2 
* Del denominador: 
ITanx|* |Cotx| => Бе = = еп? + |Cos?x| 


= 0 # Cos?x - еп х 


0 # Сов2х => 2х + feroz) xs [out } 
* Luego: 


> Dominio=a (0) o [zc] = Dominios 0) 


* Puntos de discontinuidad = |ш) 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 68: 


Determine el rango de la función f, definida рог: 


Кезі 05557 


А) [2] В) Е с) [0;1] 0) [0;2] Е) [0;4] 


RESOLUCIÓN : 


* Para; ze[0;7 = las funciones: у=2°; y=Tanx son 


crecientes por consiguiente f(x) también será 
creciente. 


= Rango,- ғо» (5 =] = Rango; [0; 1] 


ВРТА: “С” 


PROBLEMA 69 : 1 
Six c [-22;0],determine el dominio de la función f, 


definida por: 
f(x)- Tan*x+Cot?x 
Тап |х|+ Cot |x| 
3: 


А) [-2я;0] В) (-2x;0) 


RÀ Зл. л P AA 
00-5) zo (0) 


RESOLUCIÓN : 


* Cálculo del dominio: 

Del radical: 

Тап?х+СоЁ?х Тап?х+СоЁх 

Тон + бое > > г la] > 0 > Csc2|x|» 0 


* Para x e [-2я;0]; tenemos: 
Сзс(-2х)> 0 
5202, 


Csc2x «0; 2x e IIIC v ТУС 
2хе(-Зл;-2л)о(-я;0)->хе C 


EXE 


RPTA : 


Зя. 

2 
=> Ротіпіор= (-4 г-я)о Es o) 

“с” 
PROBLEMA 70: 
Calcule el valor máximo de la función f, definida por: 
16 

Tan*x+Cot*(x) 
А) /2 в) 2/2 с)з/2 р) 442 Е) 54/2 
RESOLUCIÓN : 


f(x)-. 


* Para que f(x) sea máximo; |Тап“ «өс 
* Ahora se conoce que: 


Тапїх+ 22 


ап х 


Tan*x+Cot*x > 2 > [Tan*x4Cot*x] | =2 


> лә [1-54 


PROBLEMA 71: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
f( x)» Tan? x*4Secx 


ЕРТА : “В” 


А) (-бужо) В) (4+) С) [25+0) D (2/19) ER 
RESOLUCIÓN : 
* Calculo del rango де f: 
fx)=(Sec*x—1)+4Secx => f(x)=[Secx+2]' -5 
* Conocemos que: 


бесх <-1=> бесх%2 < 1 v Ѕесх > 1 => Secr+2 > 3 
=> о < Бесх+2 <1 У 3 < Ѕесх+2 <+ю 
* Elevamos al cuadrado: 
40» (Secx2)* 20 v 9< (5есх+2)? «o 
0<( Secx 2) m 
> -5 < (Secx-2)! – 5 < +o => Rango, -[-5;-t«) 


f(x) 
ВРТА : “А” 


ert) 


PROBLEMA 72: 
Dada la función f, definida por: 


f(s)- Con!) Sen? (28: Е 


XPUSCIONES TRIGONOMETEICAS п ______|ББ%| EDITORIAL RUBLVOS 


Determine el rango de f. 

AJ-10) BH спој 24) Е){1} 
RESOLUCIÓN : 

* Calculo de rango: 


Reducimos la regla de correspondencia haciendo uso 
de las identidades trigonométricas: 


f(x)=Cos зең cos? (=-=)- Sent (5% -x)| 


0.562 


> fíx)- Cos! — 2[20ов?= -1] 


> Пије Сой - ава 1 = 1 => Ватвој = 1) 

t 
ВРТА : "D" 

PROBLEMA 73: 


Determine el rango de la función f, definida por: 
f( x) Sen(2x Sen (x) + Cos(x) 


A[r-42;:342] m[-2;43] © [0:12] 
D) [o;42 -1] E) ЕШ 
RESOLUCIÓN : 
* Se conoce: 
[Senx+Cosx]' =1+Sen2x 
> f(x)=|Senx+Cosx]' - 14+Senx+Cosx 
* Completamos cuadrados: 
fe [Sense Соки A -3 > ri век. 34r - 
* Se sabe: 
-1< Sen| х+= |<1>-J2s йен +5) 42 
1 z),1 
>37 /2< УВ8ет(=+ = |+ E 424 


LE so s sen (ауы «2242 


zu 52-5. Јаве 24] sn 


fx) 


=> Rangof= EI 


ВРТА : “E” 


PROBLEMA 74: 
Si: 
f(a)-a*Sen* (a)«b* [Cos* (a) Sec" (a)]- 4Tan*(a) 


2 
es independiente de a, calcule el valor de: Е-“ 5 
А)1 B)2 C)3 D)4 E)5 
RESOLUCIÓN : 


f(a)-a" Sen*a*b* (Cos*a-- Sec*a) - 4Tan*a 

= f(a)-a*(1— Cos*a +6 Cos" ab? Sec*a – 4(Sec*a — 1) 
= f(a)-a* 4 (b? – а? )Соз?а+(Ь° – 4)Sec*a 

* Para que ffa) sea independiente de (а) esta debe de 
ser constante, 


* Así: b? _ а?=0 A b? – 4-0 para que: fla)=a*+4 
а?+ь? је 


БЕРТА : 


= а?=6?=4 А [(а)=8 * 


DU 
PROBLEMA 75: 
Determine el rango de la función f, definida por: 


f(x)-cov[vers(x)] 
A) [-Sen( 2);0] B)[-1;0] C)[0;Sen(1)] 
D)[0; Sen(2)+1] E)[0;1] 


RESOLUCIÓN : 
Р(х)=С оо(Уегзх) => f(x)=1- Sen(1- Cosx) 
Calculo del rango de f: 


Conocemos que : 21 5 -Cosx < 1 
0<1-Соях<2 
Sea: [1- Соях|-0 
> f(x)=1-sen0 ¡Donde:0<0<2 
Representamos los arcos @ en la С.Т. 


Сото:0 < Sene < 1 0 < f(x) < 1= Rango,=[0;1] 
RPTA : "E" 

PROBLEMA 76: 

Determine el rango de la función f, definida por: 

f(x)-Ex sec|vers(xJ] 

А)(—; Seel 2)] u[-1;+2) В)(—; Sec( 2) - 1] u [0:45 

C) (-; Sec( 2)] U[Sec(1)+1;+0) П)(-ж; еса о[у) 

E) (a; Sec( 2)] U[ Бес(1);4<о) 

RESOLUCIÓN : 

f(x )- Ex sec [versx] => f ( x)» Sec[1- Cosx]- 1 
Cálculo del rango de f: 


Conocemos que: <15-Совх < 1 


051-Соях<2 


ATRIGONOMETHIA 4 
Sea: 0=1- Совх 
> f(x)=Sec0-110<0<2 
Representamos estos arcos en la СТ. 


y pae. 
ае te 
Se observa que: 
Sec < Sec2 v Secü21 


Secü-1sSec2-1 v 8есб-1>0 


f(x) fíx) 
> Rango, -(-«; Sec2 - 1]u [0; +00) 


ЕРТА ; “В” 
PROBLEMA 77: 
Determine el rango de la función f, definida por: 

f(x )- ExSec? (x)+ExSec(x) 
А)(-<;2] В)(-оҙ 1] Ој[0;о) D)[-15+0) Е)[2;+») 
RESOLUCIÓN : 
Completando cuadrados: 
1 


f(x) | ExSeex]" акен 1 pes көке -1 


1 1 1 1 
eis se-s] =P Se 11-1 


Calculo del rango: 


Se conoce: |Ѕесх < -1 v Sec > 1 
1 3 tog 
Бесх-— < –— у Бесх – — > — 
> gay 2*3 


қ RPTA : “E” 
PROBLEMA 78: 
Determine el rango de la función f, definida por: 
fíx)=Tanx+SecxCscx+Cotx+1 


А) Е-[-3;5] B)R-(-2;2) ©) R-(-1;4) 
D)R-(-3;5) Е) R-(-1:4) 


[555 [> EA ENCICLOPEDIA 2012) 


RESOLUCIÓN : ETA 
f(x) =Tanx+SecxxCscx+Cotx+1 
TASA 


1 
+ 
тр! 


f(x)-2(Tanx-*Cotx )+1 = Их)=2 [Tanz+ 
Calculo del rango de f: 
Conocemos que: 
Tanx+Cotx < -2 2 
2(Тапх+Сойх) < -4 v 
2(Тапх+Сойх)+1<-3 v 
f(x) 
=> Rango, (—;-3]u[5;4«) 
* O también: 


Tanx+Cotx > 2 
2(Tanx+Cotx) > 4 


2(Tanx+Cotx)+1>5 
fix) 


Rango, =Е - (-3;5) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 79: 
Calcule el valor máximo de la función f definida por: 


24+Sec?x 
Бу пок 
Ја) 3+25ес?х 
1 7 3 4 5 
= з 2 Ву > E) — 
СЕ В) 15 ©) = Зу ДА 
RESOLUCIÓN : 
24Secx 1 1 1 1 
= –—+== Йа) = += 
taa a 
Calculo del rango: 
Se conoce: 
1< Бес? х < +0 => 10 < 6+45ес*х < o 
1 1 1 1.2 
—E———.—0 = EL———$-t.5— 
910" 6+5?” 5  бљабесх 2 2 
i Па) 
х) 
о Годан E 
тах 5 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 80: 
Definida la función real de variable real 


I) Si f(x)e[1/5;1] halle los valores de x en el 
intervalo (л/2;3л/2) 

II) Si , x € R indique la variación de f. 
RESOLUCIÓN: 


1) Dela condición = sf(x)s1 


1 l*senx 1 1+ senx 
= === ISS ulii 


ВЕКИ A AAA ни е ы 
PRESSES. 5 


>=" 


Intersecando tenemos 
ares 55 > Потћ= (5 sz] 
2 6 2 


ЕРТА: "B" 


- 1 свет < 1 Tal que же (5 37 Setiene losvalores 9 Si: E 2 2n+1)pertenece a la gráfica de a función: 


39 
EZ y=senx, hallar “п”. 
desenel intervalo [^* ZZ que cumplen la condición An В)-1/2 С)1/4 D)-1/4 ЕЛ 
дада. 
IDSxen:-1s E @ si: e ¿2m+2 ) pertenece a la gráfica dela 
ш>-1<-зепх < 1=> 1< 2 – вепх < 3 función: у = cosx , hallar “п”. 
1,2-senx 3 42 42 42 42 
Е з. тёё” ъс” 471 B. ©)" 2) 16 Е) 
>2> 3 -1>0->0< 1+ зепх <2 (E) Siendo "D," y “Rp” dominio y rango de la 
2- зепх 2-зепх función “Е”, indicar verdadero (У) о falso (Е) еп: 
>0<f(x)<2> Ran(f)[0; 2] ( ) Flx)=sen= 


Pro хау vt DpeRaRpel-1:1] 


Calcule el domini de Ja función h: ( ) Е(х)=7еов® 
h(x)&x-tanx х /2зепх - 1 Dp € R ^ Rp e[-7;7] 


еп е! recorrido de (0; x ( ) Е(х)-Тсов!х%4 


dl, a 

26 A)VFV B)VFF . ОУУУ — D)FFV ЕРУУ. 
SOLUCIÓN : (93) Hallar el rango de la función: 

1 y=3senx 2 

ALLI B)-L5] СИ1;5] ПЛО] E51] 

(93 Hallar el rango de la función:y=5eosx-2 —— | 

ALSI ВИЗ] СУ-73] > DIT] — EMO;] 


(6д Hallar el rango de la función: 
y=4senx+3 

A)J17]  B)-7-7]  C)-17] 

63 Hallar el rango de la función: 
у=7созх+3 

A)[4;10] B)[-10;4] C)[-10;-4] D)[-10;10] E)[-4;10] 

(93) De la siguiente función: y=3 – cos2x 

indicar el valor de: F minimo + F máximo 


D)[-7;7] E)0;7] 


AJO B)6 С)5 D)3 E)? 
(69) Graficar la función: 
IR 
indicando su amplitud y su periodo. 
Зл бл Зл 4л 
те -2 = DIEZ Ead 
nz В)-2;2х О ))4; 2 Ez 
49 Graficar la función 1 
94 dese 
indicando su amplitud y su periodo. 
1х 1 2 1 5x I x 1 2x 
Ais um Ug 06; 3 Dii Ej 3 


(O) Hallar la amplitud (А) y el periodo (Т) de las 
siguientes funciones, sin graficar. 


A 
I) y=4sen3x > | 


1 x Az es 
Hey umo Еа ашы; 
А 04:98 magr 

1 Зл 1 
В) 74 d: Шуак 

1 zx 
С) I2:2x Шу: 

2x 1 
D) Dig П) 8 

x л 
Е) Di, 103: 


(3) Hallar la amplitud (А) y el periodo (T) de las 
siguientes funciones, sin graficar. 
Атым. 


1) убн | 


П) у 
Зя „Зх 
А) 1)6; 222 1)2; 3 
x 1 
B) 16; 3 п) 3' бя 
C) D4;2x 11) 1 ;бл 
л 1 
D) 13; в п) 7 бл 
x 1 3x 
E) 13; 3 у > 


(18) Graficar la siguientes funciones: 
I y=-senx 
П) yz-3sen2x 
Indicando la suma de sus amplitudes yla suma de 
sus periodos. 


A)-49r В)43ж C)-2; зт 


Е)-4;3* 


Зл 
DJ4; T 2 


(4) Graficar las siguientes funciones: 

I) y=-cosx 

П) у= - 2cos4x 
Indicando la suma de sus amplitudes y la suma de 
sus periodos. 


А)-3;5= B)-3; = 


9; 
2 


o-3;% р)з: 95 E 
(3) Graficar las siguientes funciones: 
I) у=зепх+1 
П) у=2зепх-1 
Indicando su anplitud у su periodo. 
А) D-i;x D 
1,3 
2'2 
о nj 
D) Di;2x 
B 0-1-5 
(9) Graficar las siguientes funciones: 
1) y=3-2sen4x 
П) у=2+3сов2х 


Indicando su anplitud y su periodo. 


в 1) 


А) 

B П)3;л 
x 5 
9 1)3;2 
D 2-3z m25 
Е D3x П)2;л 


(Da ecuación de la gráfica es: y=2sen4x. Calcular 
del triángulo sombreado. 


5,2 


LOI я La 2 
4044 В) и С)“ Е )2яи 


«Та ecuación de la gráfica es: 
у=1-веп2х 
calcular el área del triángulo sombreado. 


A)x-nz neZ 
BInrexe2lnronez 
Стпл<х<2пл эпе2 
D)x-2nz neZ 
Е)х=(2п+1)л <>пе2 
(62) Graficar las siguientes funciones: 
1) у=совх+1 

П) y=2co8x1 
hallar la suma de periodos de (1) y (П) у la suma де 
amplitudes (1) y (П). 


AJ3r:3 В)2л:6  CMr,3  D)r;21  E)on;-3 


ПП С i 
ШІЛІЗЕ (ӘЛ ӘСІЛІ ШО naisen WS) 
EL MISTERIO DE LAS PIRÁMIDES 


La altura de las pirámides egipcias tiene algo del misterio 
que relaciona el cuadrado y el círculo , porque la altura 
de ella es justo el radio de una circunferencia cuya 
longitud es igual al perímetro de la base. Ante ello se 
dedujo que la inclinación de todas es permanente e igual 
а 51951” 

La exactitud de su construcción es admirable , además 
tienen un importante aspecto que atrajo la atención y 
curiosidad de todos. 


Antiguamente se pensó que las piedras usadas en su 
construcción contenían conocimientos astronómicos , 
pero nunca se obtuvieron datos ni documentos precisos 
sobre ellos. 


La famosa pirámide de Keops fue durante la época de 
Bonaparte el punto de partida o referencia para 
mediciones, porque prolongando las diagonales del 
monumento ellas encerraban al delta del rió Nilo , y 
además el Meridiano que pasa por centro de dicha 
pirámide dividía a dicho delta en partes iguales, Se 
comprobó también que dicho Meridiano es el que menos 
mares cruza y mayor extensión de tierra contiene y 
además divide en partes iguales a la tierra habitable 
por el ser humano. 

El perímetro de su base , con relación a su altura , tiene 
como razón "2" ; por eso Herodoto , refiriéndose a la 
pirámide de Keops dijo; "51 se levanta un cuadrado sobre su 
altura, su superficie corresponderá a la de cada una de las 
superficies triangulares”. 

Uno de lo pasadizos de ventilación estaba situado de modo 
tal que uno de los rayos de la estrella Sothis (nuestra siri 

, podía iluminar la cabeza del sarcófago del Faraón, cuan 
dicha estrella pasaba por el meridiano, 70405 estos son 
hallazgos , curiosidades , deducciones obtenidas sin ningún 
rigor científico , pero que aun tiene validez у Шей, los 
conocimientos avanzados de dicha civilización. 6 


г ТАТЕ 
БЕ ОНИ 


Luego marcamos еп el plano cartesiano las parejas ordenadas 
obtenidas en la tabla anterior. tal como se muestra en la figura adjunta. 


FUNCIÓN SENO 
El dominio de la función y = sen x son todos los números reales, 
En la siguiente tabla listamos algunos pares ordenados de dicha 
función. Nótese que los valores del dominio (x) están expresados en 
redianes y son ángulos especiales del primer y segundo cuadrante. de 
tal forma que los valores correspondientes de la imagen (y) fáciles 
de calcular. 


ЗЕ 
4 


Al marcar otros pares ordenados (utilizando una calculadora científica) y unirlos mediante una curva suave o lisa se obtendrá la gráfica de 
la función y = sen x. llamada senolde. 


1 у = ѕепх (Senoide) 


De la gráfica de la función y = sen x tenemos: 
• Domf=R, es decir, xeR y Капі = [-1; 1), es decir, -1 < sen x <1. 
+ Esunafunción impar. ya que sen (-x) = —sen х (la gráfica presenta simetría con respecto al origen de coordenadas). 
. Es creciente Vx e(-3 + 20: $ + 2x) y decreciente Vx (# + 20: 35 + 2x) : donde keZ. 


• Esperiódica y su periodo ез 2л. 
* Escontinua Vx € Е . o sea es continua en su dominio. 


También es de uso frecuente la definición siguiente para la función 
seno Í= (ху) / y = senx ; WxeR) 

Definición: Si una función f cumple la propiedad f (x + T) = f(x) 
para todo x de su dominio, siendo T una constante real diferente de 
cero. entonces f es periódica. El menor nümero positivo T se denomina 
período (período principal o período mínimo) de la función f. 
Ejemplo 1 

Averigüe si existe el período de las funciones cuya regla de 
correspondencia es: 

L х) = sen x 
П. gix) = tg 
Resolución: 

L fix) =senx 

Primer método. Por definición 

Esquema a plantear: 

Si: f(x + T) = f(x) .......... n) 

pasando a un solo miembro se tiene: 

f(x + T) - f(x) = 0 

(De esta ecuación debemos obtener al menos una ecuación que 

involucre sólo a la variable T). 

Sino зе puede obtener aquello se sobreentenderá que la función 

no es periódica: en el ejemplo tenemos: 


f(x) = sen x 
fix + T) = sen (x — Т) 


Reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos: 
sen (x + T) = sen x 
sen (x + T) - sen x = 0.... (4) 

y por transformación a producto de (4) se obtiene: 


вра) ае ра) -o 
Reduciendo 2 sen (F) cos (22-1) =0 de donde 


obtenemos dos condiciones. 


y puesto que al menos una de las dos condiciones involucra sólo 
аТ (а). luego resolviendo: 


sen i =0 
Del capítulo де СЛ. se tiene que si: 


ка =0 > i -kx;keZ.......(5) 
Como T debe ser diferente de cero. por consiguiente K también 
debe serio (К = 0) . por lo que nuestro correcto planteamiento 


sería: 
de (5) T = 2kz dando algunos valores а К obtenemos; 


S: k=1>2T=2r;S:k=-1 => T=-2x 
=2>T=4x;S:k=-2 = T=-Ax 
: К=3 э Т=ба;5ЕК=-3 > T=-6r 
Si К=4 >7T=8x;Sik=-4 = Т=-8к 


Че donde: 


Т = ..-4т;-2л;2л;2л;4л;бхл; 
Тода ана valores vo parados 


(6) 


Pero como habíamos mencionado. se considera como periodo 
principal о mínimo al menor valor positivo de estos valores (6). 
en consecuencia escogemos: T = 2л. 

Luego podemos afirmar que para la función: 

f(x) = sen x existe un periodo T y éste es 2л. 

Segundo método. Método de identidad 

^ partir de la definición: 


H(x+T)= Hx) ¡T>0 
sen (x + T)- senx ... 


desarrollando el primer miembro por identidad de arcos 
compuestos. 


=> де (1) 
sen x cos T + sen T cos x = sen х....... (2) 
Completando el segundo miembro se tiene: 
cos T sen x + sen T cos x = 1: sen x + 0- cos х... (3) 


ldentificando obtenemos: 
cosT=1 y senT=0 
(No olvide que estas dos condiciones deben verificarse en 
simultáneo para que la igualdad (3) se cumple). 
Como T debe ser positivo T > 0 
Si: cos Т = 1 => T = 2r; 4л; бл; 8л; 10%; 
зеп Т = 0 = Т = 2r Эл; 41, 5л; бл... 
De (4) a (5) se obtiene que los valores deT son: 
T = 25; 4л; бл; Sr; ... ; 2nk; (ke Z*) 
Puesto que se escoge el periodo T como el menor valor positivo. 
éste sería 2х. Luego podemos afirmar que la función f(x) = sen x 
es periódica de periodo T = 21. 


or ánc 


Ее d (1) 


acerca de Т 


Porlas identidades de reducción al primer cuadrante se tiene que 
Т debe ser un ángulo cuadrantal (т = КЕ ikez' ). detalforma 
se emplearía el tanteo con: 


* Si k=] = т-% > sen(x - 8)-озх 


reducción al 
primer cuadrante 


(No cumple la condición (1) porque el segundo miembro debería 
ser sen x). 

= H periodo no es & 2. en consecuencia seguiremos nuestro 
tanteo con el siguiente ángulo cuadrantal: 


* Skk e 2-5 T = ха sen[x + -со5х 


ала ЖАК; 
por reducción al 
prumer cuadrante 
(No cumple la condición 1). 

= El período no es л. en consecuencia proseguimos nuestro 


(No cumple la дақ 1). 


= El período по es Зк. . luego seguirmeos tanteando con el 
siguiente ángulo cudrantal. 
"9 к=4 = Т=2л => sen(x + 2л) = senx 
Sor rain ы 
pelas cuadrante 
(Sí cumple la condición 1). 
Puesto que el valor de T = 2л cumple. podemos afirmar luego 
que los valores de T serán los múltiplos de 2л. esto es: T = 2n: 
4л: бл; 8л: ... 
Pero se escoge como periodo al menor positivo. por lo que 
podemos afirmar que la función: 
f(x) = sen x es periódica y de periodo igual а 2л. 
EJERCICIO : 
Calcule el rango de la función: 
f(x) = (sec x — esc x) sen x cos x 
Resolución: 
Reduciendo: 


€— 


Jsenx cos x 


= fg) = (ems. сох MEM 
cosx senx 


Luego. para que la función exista: 
senx^cosx # 0 


=> 5Езепх #0; x «0, л, 21, 3n... 


у шхад Зл 5л, 
>Si: совх = 0; х 5, 22 


es decir: хека ikez => f(x) =senx+cosx 
además: 


Қд- Жк " 2.0) 


EE xe [senx cos +senZicosx] 


. Determine EE rango 5 la funciói 


. Halle la ecuación де la sinusoide m: 


> f(x) = Жаңа 


Sabemos que: -1 ssen(x+3 51 


->-У2<Ңх)<-/2 


дк. к 
pero a Уа ЖА 


> ве (+) ж 3. = 
> У sen(x +2) 21-11 


> Кх)=1; -1 
5-42 sti) s 42 21) 


Rye [-42,42]- t1: 1) 


EJERCICIOS 


Calcule el dominio de la función: 
f(x) = 2 + csc x 


Rpta.: .. 
Calcule el dominio de la funció: 
LU a 
Roe T=senx 'Tesenx 
л с REED 


fix) =3 + 2 ѕепх 


2 
Dada Іа función: f(x) = 7205-5. 


calcule; a. Sudominio 
b. Surango. 


Y 


8. Calcule el área de la región triangular РОВ. 
Y 


Еріп: .. 


9. Si: fíx) = (sen x) + cos x}? – (sen x – cos x}? 
determine: г. Superiodo 
b. Surango 


determine: а. Superiodo 


b. Surango 
Ире IT i va а быч НЕЛЕ 
11. Halle сі rango de la función: 
f(x) = 90$ 2x __ 
созх-зепх 


(од = «2х ^ (keZ) 


A) R-(ex] B) R-(2kx) 
о: » | 
a = 


2. Calcule el rango de: f(x) = 3senx +1 
Агу В [2.4 © E23] 
D) 1.3] E) (0.4 

3. Si: f(x)=1+2senx ^ g(x)=3+2senx 


calcule: ПОБ 
А) [-1.3] В) [2.53 С) (1.3) 
D) [1.5] Е) [-1.5] 

4. Halle la ecuación de la sinusoide mostrada: 


Y 


RIAL RUBINOS > 


A) y=2senx B) у-2зт% 
с) y=2sengx D) y-2sendx 
E) y=2sen$x 


5. Calcule el área de la región sombreada: 


ai^ gi © = 
D) 2“ E) 4m 
6. Calcule el rango de la función: 
f(x) = (2 + sen x) (2 – sen x) 
А) [3.4] В) [2.4] C) 10.3] 
D) [2.3] E) :3) 
7. Calcule el máximo valor de la función: 
f(x) = (1 + sen x) (1 + cos x) 
А) 2 B) 3 C) 1 


D) 2.28 E 31202 


8. 5: 1(x)=1+ ((1=cosx)(1+cosx) 


determine su rango y periodo, 

A) [0.2]: 2x B) [0.251 
C) (0. 1); 2x D) [1.2]: x 
Ej [1. 2]; 2x 


9. Calcule el rango y periodo de la función: 
f(x) = sen x cos x — cos x senx 


A) [1.1]. x B) E, 3] ; 3 
о [+ ij E D) E HE z 
ЕЗІ 
10. Halle el rango de la función: 

f(x) = жад. созді 4зеп2х 
А) [4.4 
в) [-442; 442] 
C) [6.6] 


D) [-442; 442] - {4:4} 
E) [8.8] - (-4:-4) 


ЕН 


Representación Gráfica de la Ғ.Т. Seno: 


Si tenemos la Función Trigonométrica Y = Senx, Donde "х' representa a 


los ángulos trigonométricos que varía de (+<<) a (-e«) e "y" representa los 
valores numéricos que toma la función. 


Para graficar se necesita una serie de puntos (Tabulación): 


• Trasladamos los puntos previamente ubicados en la С.Т. al sistema де 
coordenadas (x => Angulos é Y = Senx): 


El último paso fue unir todos los puntos de la curva que se forma y que 


adquirió dicha forma (Y = Senx) 
Se observa: 


- En el IC “crece” de O hasta 1. 

- Enel IIC “decrece” de 1 hasta О. 
- En el ШС “decrece de O hasta -1. 
- EN el IVC "crece de -1 hasta 0. 


Es decir: 
-1 < Ѕепх < 1 


- Periodo: 2л 
- Principal 


Analicemos el Gráfico: 

a)El nombre de la curva es 
"SINUSOIDE" 

b)Extensión: Del gráfico 
observamos que el “máximo” 
valor que toma el seno es "1" y 
el “mínimo” es “-1”, 

c)Periodo: Es claro que la 
tendencia de la curva es de 
repetirse en forma completa, a 
partir de 2. 

d)Es una curva "CONTINUA". 
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FUNCIÓN COSENO Luego la función coseno como conjunto de pares ordenados será: 


El dominio de la función у = cos x son todos los números reales, 
En la siguiente tabla listamos algunos pares ordenados de dicha 
función. Nótese que los valores del dominio (x) están expresados en 


f= {(х;у)/у =cosx;VxeR] ó 


radianes y son ángulos notables de uso muy frecuente. esto se hizo x m 
por el motivo de que los valores correspondientes de la imagen (y) uc le: 1); (Б $) (5: 3): (5: о) а) 
son fáciles de calcular. 


А! marcar otros pares ordenados obtenidos a través de una 
calculadora o un programa y unirlos mediante una curva suave y lisa. 
se obtendrá la gráfica de función y = cos x llamada cosenoide. la 
cual se representa a continuación. 


Y yen (Cosenoide) 


A partir de la gráfica де la función podemos obtener las siguientes 
conclusiones: 


* "от = Е, еѕ decir: xe 
yRanf = [-1; 1] es decir -1< cosx < 1. 

* Еѕипа función par ya que cos (-x) = cos x. Esto se muestra porque 
la gráfica presenta simetría respecto del eje de ordenadas. 


* Es decreciente: Ухє(2кт; (2k + 1) т) y creciente: 


Vx e ((2k + 1) п; (2k + 2) x) donde: keZ. 


* Esperiódica y su periodo es2. 

+ Escontinua: Vx є К . esto quiere decir que es continua en su 
dominio. 

EJERCICIO : 

Determine el rango de la función: 


ых 


Resolución: 

i Aralizando la función: 
2+созх # 0 => cosx #-2 
>xeR 

i, Si xeR => -1< совх <1 


b =2+cosx+1 
pero; f(x)= р 

25 =" E 
сах 


Luego: 1<2%совх<3 


1 1 
ox 3 
=>22147 123 
+cosx 3 
222f)23 
«Rt-[ 4; 
ES 2] 
EJERCICIOS 
1. Determine el dominio de la función: 
f(x) = sec x 


2. Determine el dominio de la función: 
=1+созх 
қ) 1-cosx 


Rpta. 


3. Calcule el rango de la función: f(x) = 3— 2 cos x 


Кра: ... 


4. Calcule el rango de la función: f(x) = 2 
*COSX 


Rpta.: ... 


5. Determine el dominio y rango de la función: 


ftx) 


„еп x. 
1%совх 


Еріп. 


6. Calcule el rango y periodo de la función: 
f(x) = соз х- sentx 


Rpta.: .. 


7. 5: Р(ЗЕ; п-1) е y=4cos3x 
о: ка) € у= (205% 
Calcule (k + п) 


Ер... 


8. Determine la ecuación del cosinusoide mostrado: 


Y. 
2 


Rpta.: .. 


9. Calcule el área de la región sombreada: 


Rpta.: .. 
10. А! graficar: [E —sen^x 
determine: а. Superiodo 
b. Surango 
Rpta.: .. 


11. Calcule el rango de la función: 
= соз3х 
(к) = SEE 
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-3cos2X -Зсов3Х 
12.5: х«|5 27] calcule el rango de: NS Diyaan 
f(x) =2 + 3005 x E) у = Sco x 
ре Mee ари s лет Kv ы ла i Cassie lenades del punto P 


13. Halle el rango de: 


e f(x) = У зепх 
f(x) = |1*cos x| + |2 + cos x| 
ES 
Э ees m ЕК ЫР ИС E | 
Problemas Propuestos 
1. Calcule el dominio de la función: ах) = Ма совх 
fx) =юх (ке2) 
А) ЕЗ =) B) (Es, 2) 
А) R B) rn) : a 
S у 
: o (E -3) о (4-1) 
© r((2x+1)3) D) R- [kx] = 
Эл. -2 
E) R-(2kz] B, ( 4 ) 
2. Calcule el rango de la función: 7. Al graficar: f(x) = cos x + |cos x| 
f(x) = sen x ctg x calcule su rango: 
А) [1.1] B) [-1.1[ А) [-1. 2] B) 11.1 
011.1 ран ©) [0.1] D) [0.2] 
E) [-1.1]- (0) EIE SI 


3. Calcule el rango y periodo de: 8. Halle el rango de la función: 


f(x) = (cos x + sen х) (cos x —sen x) ftx) = 2соз2х+4 si Ш |Е, 36 
A) H. 1]: x в) [-11];$ А) 12.41 в) 12.4 
C) [1.3] D) 11:31 
C) [0.1]: x р) [41:5 E) 10.11 
Е) [0.1]: 2x 


9. Si: f(x) = 4 + 5 cos 2x tiene amplitud A y periodo Т, calcule: 
4. Calcule el rango de: 4(2Ал+Т 


f(x) = cos x (3—4 cos x) ES 1ЦАл-Т) 
А EL в [-2:2] “> nj OL 
C) [0.1] D) [1.3] п 
B (2.4 D) 15 E) 1 
10. Determine el rango de la función: 
5. Halle la ecuación del cosenoide mostrado: «= 
к ~ (4- igxcosx 
3 a) [-42, 42] 
в) [-42. 42] - 1,3 
c) [-249, 242]- C2. 2) 
р) [-242, 242] 
А) у-Зсов2х B) у-30055 
E) [-242, 242] - (0) 


www.librospdf1.blogspot.com  www.GRATIS2.com  www.miacademia1.blogspot.com 
Representación Gráfica de la F.T. Coseno: 
Si tenemos la función trigonométrica У = Cosx, al igual que en el caso 
anterior, para graficar la se necesita una serie de puntos (tabulación) y 


procedemos: 


• Trasladamos los puntos ubicados previamente en la С.Т. al sistema de 
coordenadas (como en el caso anterior). 


Luego de unir los puntos se obtuvo esta gráfica (Y = Cosx) 


Se observa: 

- En el IC “decrece” de 1 hasta 0. 
- Enel ИС “decrece” de O hasta -1 
- En el ШС “crece” de -1 hasta O 
- En el IVC "crece" de O hasta 1 


Es decir: 
-1 < Cosx < 1 


Periodo Principal: 2л 


Analicemos el Gráfico: 

a)El nombre de la curva es 
"COSINUSOIDE'". 

b)EXTENSIÓN: Del gráfico 
observamos que el "máximo" 
valor que toma el coseno es 1 
y el “mínimo” es -1. 

с) PERIODO: Se observa 
claramente que la tendencia de la 
curva es la de repetirse en forma 
completa, a partir de 2л. 

d) Es una curva “CONTINUA”. 
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PROPIEDAD FUNDAMENTAL PARA EL CÁLCULO DEL PERIODO 
PRINCIPAL DE UNA FUNCIÓN TRIGONOMETRICA: 


- Esta propiedad será de gran ayuda y utilidad para el rápido cálculo del periodo principal de 
una función trigonométrica, siempre y cuando la función tenga la siguiente estructura: 


Sea F(x) de la forma: 
Е(х) =А.Е.Т. (ВХ+С) +0 


Donde A, B, C, Dy n son copistantes. 


Se tendrá el siguiente cuadro: 
m:impar | п: раг 


Donde *T" es el periodo principal de la función trigonométrica. 
Ejemplos de Aplicación: 


1) Y = Tg (&-2]+2 = [N=1 > T= T =3п > Periodo Principal 


= Periodo Principal 


=12л => Periodo Principal 


Nota Importante: 
En caso que se tuviera Funciones Trigonométricas de la forma F(x) = МбепАХ-- 
NCosBX EL periodo de la F.T. => НЮ será el mínimo periodo común де: 


AK п (Купе г) 


B m yNconstantes) 


OBJETIVO : 


Efectuar análisis de gráfica y comportamiento de las 
funciones trigonométricas básicas. 


¿CÓMO TRANSMITE UNA RADIO? 


Debido a que el sonido se atenúa a medida que el 
receptor se aleja de la fuente emisora, surge la 
necesidad de hallar algún método que permita 
transmitir música o palabras a lugares lejanos a la 
fuente. Este es el objetivo de la radiodifusión, es decir, 
que una señal electromagnética viaje desde la emisora 
hasta los aparatos de radio donde es transformada en 
sonido. Una de las técnicas utilizadas para lograrlo es 
la Modulación en Amplitud (AM). 


Los sonidos a emitir son variaciones en la presión que 
el aire ejerce sobre los oídos. Aparatos como micrófono 
transforman esas variaciones en señales eléctricas, 


Antes de que esa señal eléctrica pueda enviarse desde 
la emisora, debe pasar por un proceso electrónico 
llamado modulación, que consiste en «mezclarla» con 
una señal eléctrica de forma senoidal (función seno). 
Así, lo que la radio emite al aire esuna función senoidal 
que cambia de amplitud según cambia la onda del 
sonido que se quiere transmitir. 


La señal emitida tiene, como todas las funciones 
senoidales, un cierto período, es decir, que tarda un 


determinado tiempo en cumplir un ciclo. Para medirlo, 
en AM, suele usarse la frecuencia (cantidad de ciclos 
que cumple la función en un segundo), la cual se mide 
en Hertz. 


Cuando se sintoniza en un aparato de radio una 
emisora, por ejemplo, AM 670, se captará una onda 
senoidal de 670 000 ciclos por segundo, detectará las 
variaciones de amplitud de esa señal y sus parlantes 
las transformarán en sonido, 


Otro método para enviar información a través del aire 
es la Frecuencia Modulada (FM), la que hace variar la 
frecuencia de la onda senoidal y en esas variaciones se 
encuentran los sonidos. 


Cada método tiene sus ventajas y desventajas; por 
ejemplo AM tiene mayor alcance, pero FM logra mayor 
fidelidad. 


Amplilad , Periodo , Fase 
Uno de los conceptos trigonométricos más importantes 
es el de «curvatura sinusoidal». Se presenta en 
innumerables partes de astronomía , matemáticas y 
de todas las ciencias que incluyen a las ciencias sociales, 
Es simplemente, la gráfica: de y=A sen(Bx+C), siendo 
А, В, С constantes positivas. 


Comenzamos comparando las gráficas de y=senx; 
у=Азепх que se muestran superpuestas sobre los 
mismos ejes ‚ y con las mismas escalas, en la siguiente 
figura 

Puesto que el máximo valor de senx es 1, y se presenta 


para x= F+2hm;keZ 


Es evidente que el máximo valor de Asenx es A. 


La constante А recibe el nombre de amplitud de la 
curva seno (curva sinusoidal), el período T de y=senx; 
es Т=2л. Comparemos ahora las gráficas de y=senx 


лу=зепВх 
Si Вх=0; х=0,у siBx=2r, x= = „Рог tanto,el 


E 


período de у=зепВх es T = B 


de donde tenemos y-Asen Bx 


La frecuencia de una oscilación es el número de 
periodos que hay en un intervalo de unidad de tiempo, 
normalmente un segundo. La frecuencia se mide en 
períodos por segundo o, en lenguaje más corriente en 
ciclos por segundo. 

Un ciclo es lo mismo que un período. La unidad 
empleada en la radiodifusión es el kilociclo (mil ciclos) 
por segundo. Estos números son los que marca el dial 
deun aparato de radio. La corriente normal de las casas 
es de «60 ciclos», lo que significa una frecuencia de 60 
ciclos/s. Si una oscilación tiene un período de T 


segundos, su frecuencia es f == ciclos/seg 


La frecuencia de AsenB es f == , y la de 


Asen(27ft) es f ciclos/s. el período de las ondas de 
radio se expresa, normalmente en un función de la 
distancia recorrida por la onda de T' segundo. Esta 
distancia se llama longitud de onda A. Como la 
velocidad de una onda de radio es 3x 10'^cm/s, 
longitud de onda correspondiente a un período de Т 
segundos será ЗТх10'ст. Así, pues, función de la 
frecuencia. 


Con esta fórmula se pueden convertir frecuencias en 
longitudes de onda y viceversa. Así, una senal, emitida 


con una frecuencia de 600kc/s tiene una longitud de 
onda. T 
_ 3х10 


_ 600x 10° 


Como se sabe, las ondas de radio transmiten los sonidos 
de las voces humanas y de los instrumentos musicales. 
Para más sencillez, vamos a limitarnos a la 
consideración de un tono musical puro. 

Estos tonos puros se representan por una curva 


sinusoidal en la que la amplitud corresponde a la altura 
del sonido y la frecuencia f al tono. 


ст =500т 


Por ejemplo, la frecuencia media f es де 512 ciclos/ 
seg. Como hemos visto, la ecuación de una de estas 
curvas sinusoidales es: y=Asen(2 y ft).....(I) 

La estación de radio transmite una onda portadora, 
que es también una curva sinusoidal cuya frecuencia 
es la asignada a la estación en particular. Estas 
frecuencias son mucho más altas que las de ondas 
sonoras , por ejemplo,800 000сісіов/зер. para 
emisiones corrientes y 8 000 000 ciclos/seg. para la 
parte sonora de una sefial de televisión. Escribiremos 
la ecuación de esta onda normal así : 


y -A,sen(2 mft) .....(1I) 


Siendo А, su amplitud, y f su frecuencia La onda 
portadora se puede emplear ahora para transmitir el 
tono puro de (I) anterior, imponiéndole un cambio 
periódico en su amplitud A, , En vez de mantener A, 
constante, la estación modula А , de acuerdo con el 
valor : 


A, (t) =A,+mA,sen(27 ft) 
Siendo f la frecuencia del tono puro еп la relación (ZI) 
y m un factor de proporcionalidad llamado grado de 
modulación. La onda entonces tiene por ecuación 
y=A, [1 *msen (27f,t)] 
Cuya gráfica esta construída en la siguiente figura . 


El receptor convierte así esta senala de nuevo en el 
tono puro original, que se difunde fuera a través del 
micrófono. Este proceso se llama amplitud modulada 
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x-(2z-C)B 


(AM). 


Onda portadora Onda transmitida 


Se pueden modular alternativamente la frecuencia de 
la onda normal según el tono en que seva a transmitir. 
Para hacerla se relaciona una banda de frecuencias 
concentrada en torno a la frecuencia normal, o sea la 
del intervalo /f,-a ; f, +a]. La frecuencia ў, de la onda 
portadora debe variar entonces de acuerdo con la 
ecuación. 


a 
f,(t)— f, — iz Sen(2ft) 


у la onda transmitida tendrá por ecuación : 


у = А, бет эм + == т Белет! 
а 
y = A,Sen|271t| fo + Ez sene) 


Según gráfica es la de la Figura 6. Este proceso se llama 
frecuencia modulada (FM). 


ER IS Onda transmitida 


Consideremos la gráfica de у =sen(x +с). Cuando 
х+е=0, х=-е, y cuando х+е=2л, x=2xc, la gráfica 
de la siguiente figura es por tanto, una curva 
sinusoidal desplazada a la izquierda en c. 


Y 


y=sen(x+C) 


La constante -С se llama el cambio de fase, o ángulo 
de fase. 


En la curva y=sen(Bx+C) vemos que cuando 
Bx+C=0 ,x=-C/B y citando Bx*C-2z, 


De aquí que el cambio de fase venga dado por el número 
х--СІВ 


Finalmente, representamos la curva sinusoidal más 
general : y = Азел (Bx+C) 


La amplitud ев А , el período es yd cambio de 


Жі 
ase es В 


AMPLITUD у PERIODO 


AMPLITUD (А): 

La amplitud de una función periódica (senos y cosenos), 
ве define como el valor máximo que alcanza la ordenada 
«y» de dicha función. En general, la amplitud de una 
función con valor máximo M y valor mínimo m, es: 

М-т 
2 

Para el caso de las funciones 
y = a Cosbx la amplitud es: [а]. 


y=aSenbx e 


Gráficamente зе puede interpretar a la amplitud como 
la ordenada del punto donde la función alcanza su 
máximo valor. 


EJEMPLOS : 


Periodo (T) 


PERIODO (T) : 

Sabemos que el periodo de las funciones y = Senx e 
y = Cosx es 2л, y el periodo de la función y = Тапх 
ев т. 


Pero si а la variable angular la multiplicamos por una 


constante «b» entonces, el periodo varía, por ejemplo, А20: ampáirión o seducción vial 
АФ reflezión respecto del eje X 


> 
НЫ p 
РЕ ampliación o seducción асай "ut PS 


EKO, teflezión respecto aleje Y 


analicemos la función y = Sen2x 


па | ж | 


Como ве puede observar el periodo de у = Sen2x es 7 
debido a que esta función completa un ciclo en ese 
tramo, de igual forma se pueden analizar otras 
funciones trigonométricas y llegamos a la siguiente 
conclusión: 


FUNCIÓN 


y =aSenbx, y = аСоѕъх T- 
оте [чу 


EJEMPLOS : 
Calcule la amplitud y periodo de cada función: 


з) у= Sen5x b) у = Соѕбх с) y = Tan8x 
d) y=) e у=бта а) f) y =9Cosáx 
RESOLUCIÓN: 

2n 


т 
A-1;T-— b) A=1; Т=— 
2 5 ) 3 


с) те d) A=7; Т=4п 

4л n 

EU A-9; T=2 

өт 3 f 2 
NOTA: 


Las reglas para desplazar, dilatar, contraer, reflejar la 
gráfica de una función se pueden aplicar a las funciones 
trigonométricas, recordadas en el siguiente diagrama: 


¡Desplizamento vertical 


Бе 


Desplitamiento honzental 
EJERCICIO 1: 

En el gráfico, se muestra una carrera de autos, en la 
cual la pista está descrita por una curva que tiene por 
ecuación у=бсоз(лх/8). Determine la distancia que 
separa a los móviles en dicho instante, 


А)8Ет В)10Ет  C)I5km  D)i3km Е)16Ет 
RESOLUCIÓN : 


Gráfico en el espacio : 


Y(km) 


Considerando los lados 


2..2 


РД у= 5cos > 


E y EI 8 
Dada la ecuación у=АсозВх se observa que : 


А=5; 


T 
Beg 


OM=5 ^ ON=12 


Комм (teorema де Pitágoras) 
(MN)'— (0M)? +(0N)* 
а?=5+122 >d=13 km 


ЕРТА : "D" 


EJERCICIO 2 : 
Halle la expresión general de los puntos de corte de la 
función $: (ЈЕ = Sen M con el eje «X». 


RESOLUCIÓN: 
* Caleulemos el periodo de la función: 


2 


Ahora grafiquemos la función en el plano XY : 


Los puntos de corte con el eje «Х» son: 
10; бп; 127187 ;247r; ... | = (бпл; пе Z} 


LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


El hecho de considerar una variable como función de 
otra variable no es una idea reciente. Dos siglos antes 
de nuestra era, el astrónomo griego Hiparco elaboró 
una tabla en la que se daban los valores de las cuerdas 
correspondientes a varios arcos de circunferencia con 
el fin de facilitar los cálculos para localizar los astros. 
Por espacio de muchos siglos, fueron frecuentes en los 
libros de matemática las tablas que daban para 
determinados valores de una magnitud variable los 
valores correspondientes de otra magnitud 
correspondiente de la primera. Las tablas más comunes 
de este tipo eran las trigonométricas y las logarítmicas. 
En el siglo XVII, René Descartes descubrió que era 
posible «visualizar» las correspondencias entre las 
magnitudes de tales tablas mediante una 
representación geométrica. Parece ser que fue el 10 
de noviembre de 1619 la fecha que tuvo esta idea a la 
vez simple y genial; es decir, empleó únicamente un 
eje X у no se refirió para nada a un eje Y. De cada 
valor de X calculaba el correspondiente valor de Y 
mediante la ecuación, obteniendo de esta forma las 
coordenadas de X e Y Evidentemente el uso de los ejes 
no es una necesidad, sino una conveniencia, 


Anotamos también que E Engels dijo: «El punto de 
viraje de la matemática fue la variable de Descartes. 
Gracias a esto se introdujo en la matemática el 
movimiento y con él la dialéctica, merced a lo cual 
surgió la inmediata necesidad del cálculo diferencial e 
integral, que comienza inmediatamente a partir de 
entonces y que Newton y Leibniz en general, 
perfeccionaron, pero no inventaron». 


Una de los aplicaciones de las funciones trigonométicas 
está dado en las comunicaciones inalámbricas; como 
las que se usan en los equipos cotidianos que, 
transmiten datos digitales como los teléfonos celulares 
incluyendo los de las redes locales que enlazan las 
computadoras con otros equipos electrónicos. Las 
transmisiones de radio, son sinusoidales, es decir, ondas 
en forma de seno, las cuales serán estudiadas y 
analizadas matemáticamente. 

La ondas de radio sinusoidales son continuas, tienen 

а amplitud у ocupan sólo frecuencia cada vez 


ШІ 


Un pulso radial es una onda simple , breve en duración y de 
baja amplitud. Acústicamente parecería más a un «clic» que 
а un fono y por eso ocupa una ancha banda de frecuencias. 


La funciones trigonometricas son útiles para estudiar 
un movimiento vibratorio u oscilante, como puede ser 
el de una partícula de una cuerda de guitarra en 
vibración, o un resorte que se ha comprimido o 
estirado, para luego soltarlo y dejarlo oscilante de un 
lado a otro. El tipo fundamental de desplazamiento de 
partículas en esos ejemplos se llama movimiento 
armónico. 


Movimiento armónico simple, movimiento 
rectilíneo con aceleración variable producido por las 
fuerzas que se originan cuando un cuerpo se separa de 
su posición de equilibrio. 

Un cuerpo oscila cuando se mueve periódicamente 
respecto a su posición de equilibrio. El movimiento 
armónico simple es el más importante de los 
movimientos oscilatorios, pues constituye una buena 
aproximación a muchas de las oscilaciones que se dan 
en la naturaleza y es muy sencillo de describir 
matemáticamente. Se llama armónico porque la 
ecuación que lo define es función del seno o del coseno. 


Para ayudar a la descripción del movimiento armónico, 
imagínese un punto P que se mueve a velocidad 

constante en la circunferencia de radio a (con el sentido 
invariable) 

EJEMPLO : 

Un cuerpo está vibrando verticalmente de acuerdo con 


la cuación f (€) 8С") 


, donde ЙЕ) centímetros es la distancia dirigida del 
cuerpo desde su posicióntentral (el origen) a los t 
segundos, considerando como sentido positivo hacia 
arriba. 

* Como la amplitud es 8, el máximo desplazamiento 
es 8cm. 


* El período es p=-%%_- 6 

У п/3 
Рог lo tanto, ве requieren 6 segundos para una 
vibración completa del cuerpo. 


* Inicialmente, el cuerpo se encuentra 8 cm por arriba 
del origen, la posición central. En el primer % segundo 
el cuerpo baja 1,1 cm, es decir, se encuentra situado a 
6,9cm arriba del origen, ete. 


* La gráfica de la función y=f(t) se muestra en la 
siguiente figura: 


SUMA DE FUNCIONES 


Dadas la gráficas де la funciones f(x) y g(x), construir 
la gráfica de la función y=f[x)+g(x), es necesario 
sumar los valores correspondientes de las ordenadas 
de fíx) y g(x) . 

EJEMPLO: 


PRODUCTO DE FUNCIONES 


Dadas la gráficas de las funciones f(x) y g(x) para 
construir la gráfica de la función y=f(x)Xg(x), es 
necesario multiplicar los valores correspondientes de 
las ordenadas de f(x) y g(x) . 


EMOS 


PROBLEMA 1: 
Sume el periodo mínimo de : 


yzf,,-2sen* (= = =) +1; con el periodo mínimo 


у=8()=2соз" С S =) -1 
7л я Зл Ta 8л 
А) тэ B) С) DAS E) 
RESOLUCIÓN: 
п 
* == 
Бира 5 a я_8л 
> Try RT 
* En Е: Т. _2я_л 5 3 15 
BS 
RPTA: “E” 
PROBLEMA 2: 


Halle el periodo mínimo де : у = f,,,=cos(sendx) 


a л я Зх я 
А) 4 В) 10 С) 3 D) Ђ Е) 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicamos la definición: 
> (бет = fæ 
соз[зеп (4х + «(ооо 
т 
ә 4Т-я-э Т- > 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 3: 
Si el periodo de: 
я л 
[ы=теп[ак+*)-1;а ez* jeg 
¿Cuánto vale “a”?. 
А)16 В)8 С)14 D)4 E)24 
RESOLUCIÓN: 


I) Sia: impar > т 29-52 a=16 => contradicción 


П) Sia: par 1,=2=%> aag 
a 8 
RPTA: “B” 
PROBLEMA 4: 


Determinar la ecuación de la curva mostrada, si 
es de la forma : y=asenbx + с 


575 


АЈ y=2sen2x+1 
В) y=sen2x+1 
С) y=3sen2x+1 
D) y=sen2x+2 
E) у=—совх 


-2 


RESOLUCIÓN: 
* Como la ecuación ев: y=asenbx + с 
Y 
DI==TEsb.2 4 
1 
0 хх 
2 


ВРТА: “В” 
PROBLEMA 5: 
Determinar el periodo de la función: 
f(x) 2cos2x + cos3x + cosdx 


AL Ся D)2x E)-x 


RESOLUCIÓN: 


* Aplicando la fórmula a cada uno de los sumandos 
tendremos: 


2л 
Bm 
dE 


f(x) = соз2х + cosBx +  cosáx 
Y Ya Ys 
нов IA 
+ $ 4 
Р, = B^ P= 
гл = л 
Зя 
Зл 2x F 
dz tE 2x 
OBSERVACIÓN: 


Sea P el período de la función compuesta por los tres 
cosenos dados. Este periodo deberá caracterizarse por 
contener nümero exacto de veces a los periodos 
componentes /Р,,Р,,Р,) de los cosenos participantes. 
Siendo el período de una función el valor mínimo de 
dominio después del cual la función se repite; 
concluimos que nuestro problemas se resuelve 
encontrando el mínimo común múltiplo de los periodo 
componentes. 


* Finalmente el periodo де la función f(x) será igual a: 
МОМ(Р, ; Pa; Р,)-2ж 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 6: 
Sea funa función definida por f(x) =8208 (2 ях) +2, con 
periodo mínimo T y amplitud A; halle T+A. Como 
ejercicio grafique la función. 
4)2 B)4 С)в 
RESOLUCIÓN: 


D)8 E)10 


RPTA: "B" 
PROBLEMA 7: 
Sif y g son funciones definidas por : 
f(x) -17cos'(3x-2) y g(x) = 11зеп(бх%1), con 
periodos mínimos T, y T, respectivamente; halle 
80(Т,%7,). а 
А)10я B)12x x 
RESOLUCIÓN: AM 

‹ a EY 


D)22x E)30x 


f(x) =17едв®( -2) 57-5 


g(x) = 1isen (62 +1) > T= 


RESOLUCIÓN: 


De: fix) = sec*x + све? х 


= f(x) = вес? x.csc?x 
1 


a 

ja E li 
(2senxcosx)! sen*2x 

> f(x) desc! 2x > T=5 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 9: 
Halle el periodo mínimo de la función f definida por: 


polo 


2 
Ајл В)гх С)3л D)4x 
RESOLUCIÓN: 
* De: 1=)=sen[|cos-3)cos СЭ 


* Sea: Т el periodo de f 
=> fix-T)- геп[сов (5+2)]+00| sen (+ т] 


=> f(x+4x)=f(x) => Т-4л 


PROBLEMA 10: 
Determine el periodo de la función por: 
Рх) = cos(|tgx|+|etgx|) 

Ar В)я 9; 

RESOLUCIÓN: 

* De: fíx) = соз [|гапх | + |соёх |] 

* Sea f de periodo : T RAS 
= Лк+Т) = cos[[tan (T) |  |cot(-&-T) |] 

* Para: У EX i 


x 
D: 
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ж)” я 
ог(и+Ејећејет=ћ 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 11: 


Halle el periodo mínimo Т ;Г>0, en la función f 
definida рог : 
f(x) = (1  sen*x) – (1+вепх) (1 +с03х) (versx)coox 


Ам "BÉ O ps Eji 
3 3 

RESOLUCIÓN: 

* De: 


fix) =(1+веп? x) - (1 +вепх) (1--cosx).versx.covsx 
> f(x) =(1 +веп“ x) – (1+вепх) (1+с08) (1 – cosx)(1—senx) 
= flx)=1+sen?x- (1—веп?х)(1- сов? x) 
=> ће) =1+веп?х — сов хљеп“ х 
> Их)=1 + sen?x(1— cos?x) 
> Их) =1+веп*х 
* Luego : 
Periodo T ===“ Т=л 
в 1 

RPTA: "A" 
PROBLEMA 12: 
Halle el periodo de la función f definida рог: 


flx)= /1-сов2х + 1+сов®х | 


Aja В)я os D)2x кк 
RESOLUCIÓN: 
* De: 


fíx)-J1-cos2x + /T+cos2x 

> fix) | 2sen? x + “/2соз?х 

fix) -42 [|вепх | + |cosx]] 

* Bea: f, periódica de periodo “Т”: 

= fix T) = 2[|sen(x * T)| + |eos(x--T) |] 


* Para: 5 Е 
Т= qa (suposición) 


>f (=+ JE БЕ +=) |+ (езИ 
(ez) [јеов» | + |зепх |] 
-Қефмызге 
РТА: “А” 
PROBLEMA 13: 
Determine el periodo mínimo de la función f definida 


por: (=) 
fíx)= ра." 
A)2x В)я сут Di 
RESOLUCIÓN: 
* De: (ж) 
po t| E оао)" 
+ Sea f periodica de periodo “Т” 
jeen(s e T) 
= fer) cos e] 
* Probamos рага: T=2x 
'х+2х) 
> Йх%2л) J£ cos(x--2z) 
> Дх+ mwd Ba со | 
=> И&+Т)= Их) 
>T=2x 
RPTA: “A” 


PROBLEMA 14: 
Halle el periodo mínimo de la función f definida por 
f(x).— (вес? —1)cos*x -(сзс?х —1)sen*x 3 


л dx 
А)я B D)2x EF 


` RESOLUCIÓN: 


f(x) -[ec*x — 1] o5? x — [esc?x: – 1] веп*х+3 
* Calculo de dominio 5 
I) de secx; x*( nk neZ 
П) de seex; x +пл;пє2 
* De (I) y (П) tenemos que: 
o іпе2 > Dominio-R |" те 2) 

* Reducimos: 

их) = tan?xcos*x – cot?xsen*x+3 

> fix) = sen*x – соз*х + 3 => f(x) = 3 – cos2x 
» uec 


pog я 
(х) =3-—с082х; x + —;ne 2 
2 


RPTA: “А” 


AFUSCIONES TRIGONOMETRICAS И 


PROBLEMA 15; 
Dada la función f(x) =sen*xx —cos*xx, indicar si es 
verdadero (V) o falso (F) las siguientes afirmaciones: 
_ 1) fes una función impar. 

11) fes periódica de periodo mínimo T = 1 


III) f es creciente en el intervalo (2 ; 2) 
АЈУУУ B)FVV  C)FFV  D)FVF E)FFF 
RESOLUCIÓN: 

* De: 


f(x) = sen*zx – соз*ях 
fix) =[зеп?лх + cos?zx][sen?zx – cos?zx] 


===] 


> f(x)=-cos(21x); 


* Graficamos: 


D f(x) =-cos2xx 
Л-х) =-cos( – 2px) =- сов2лх 
=>Йх)=Й - x) luego- ау Дау сара 
П) Бе observa que: Т-1 
Ш) Епхе E 
* Lo que se desea es: 


7 5) 3 fées creciente 


RPTA: “В” 


Sea funa función definida рог:/(х)-6 84/5); indique 
verdadero (V) o falso (Е) de las siguientes 
proposiciones: 

D faf us 76. 

п) fes creciente en Е: гн). 


) El periodo mínimo de f es 27. 
n Bis 254 entonces su rango ев [1;6]. 


аз B)FVVV C)VFVV D)VVFV Е) ЕУЕЕ 


EDITORIAL RUBINOS 


RESOLUCIÓN : 

Calculo del periodo: £ 
f(x)-fix-t) 
6-5епх g-Sen(xt) 

Senx=Sen(x+t) 

Para ello: t=27 


Tabulamos: 


Ahora, a partir del gráfico analizamos cada una de las 

proposiciones. 

I) Їх) + f(x)-6 ......... ОНО Falso 
máx тіп 


П) f escreciente en Es л 


III) El periodo mínimo де fes 2 .............. Verdadero 


IV)Sixe (в ж Jentonces su rango ев [1;6] 
- Verdadero 

RPTA : “В” 
PROBLEMA 17: 


Las funciones f}; у; f, tiene periodos mínimos Ту; Ty; 
Т, respectivamente. Calcule T,+T,+T3. 


fi( x)- Cos[2xSen( xx)] 
f;( x)- Sen( x)Tan* E Соня сов" (5 :) 


Sen(3xx) 
Ту Sen(xx) 


A) 2 B) 3 
RESOLUCIÓN: 


Calculo de los periodos de cada ЕТ. 
I) ff? = Cos[2z Sen( 1x)] 


Por definicón si T, es su periodo 
= ЕЛ +T,) 
Cos[2zSen(zx)]-: Casse ады 
esta igualdad se da cuando: 
AT, =kx;keZ=> [re i] Periodo mínimo] 


C)4 D) 27 E) Зл 
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П) f(x) -Senzxxtan* 75 +Совах x Cot? = 


Рог definción si T, es su periodo 
= Mxl=f(«+T,) 


Senzx xtan* 55 +Совкхх Cot^ == = 


=Sen(xx+xT,)xtan (Erf) соккеятуксын( яе) 


esta igualdad esta dada, cuando: 
T,-2k; ke Z > |T; 


[Periodo mínimo] 
fe- Sen(3xx) _ Sen*x(2Cos2zx41) 
Sen(xx) Sonts 


= ff! -2Cos2zx41^Senzx +0 
EMT: 


ш) 


Ү 


note que: 


> TTC T,-4 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 61 : 

Calcule el periodo mínimo de la función f, definida por: 
f(x )-34Sen 35 + зосон) 5Tan(82) 

A) = В) я Е) 4я 

RESOLUCIÓN : 


f(x)» 34Sen (SE +2 | 90cos(2x+1)+ STanóz 
RI WW T 


C) 2х D) Зя ° 


: Т! 


(емізе 2 а= 


ff! -30cos(2x 1); d = fi -5Tan6x; = 


М.С.М.(3я;я;х) 
М.С.р.(4;1;6) 
RPTA : “D” 


Luego, el periodo de f(x) será: #= =3я 


PROBLEMA 18: 
Al calcular el periodo mínimo де la función f, definida 


por: Паје вет £+ 7)+Zcontax+3)+Tan(4s) 


se obtiene: 


ase me o рх E* 


RESOLUCIÓN : 


2 
f(x) S зен +7 }+ з ots 3) Tandx, 


3 
E) (9 
Раға: т "5 
8 4x 2x Sz 
а sene); nem 
3 > 


а) 2 2 х) 
f$ ir „= =т= ЇЁ?=Тап4х; це 
Luego , el periodo de f(x) será: 


M.C.M.(3z;zx;x) 3m 


M.CD(2;2:4) 2 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 18: 


Calcule el periodo mínimo de la función f, definida рог: 


пиве = ӨШСЕ) 


A) 2x B) 4x С) 8л D) 12x Е) 16x. 
RESOLUCIÓN : 
2 
= = = 
Р(х)= КЕЕ 
2X X = RA 
Sen 47 2808-х Сов + Cos 4 
f(x) 1+5еп 5; periodo = 2T. = 4x 
2 


ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 19: 


Сакше el valor де #; si el periodo mínimo de la función 


kx 
2224 а 2 -3- 
fes lon Е (=) 3 : 
A) 3 B)-5 C) 2 D)-1 Е)8у-- 
RESOLUCIÓN : 
=. 4 kx 
f(x)=4Sen (жш 8 
4л 


Por condición, su periodo es: 3 


Así: 
k 3 ы; E 8 
deut aere 
ЕРТА : "E? 
PROBLEMA 20 : 


Calcule el periodo mínimo де la función f, definida por: 


Е] 


EDITORIAL RUBINOS 


Е 


AT BE c) X р) 5= к) 2% 1) füx)-2esc4x que IT 
параде 4 с; 28 Y => f(x) -2esc( — 4x) - доведу. | 


'ESOLUCIÓN : 
Edi ж " 
fissa Cor 7 -Tan 7 | ан аветае Sex] uas Nx) = П) 
| > Их) es función impar. 
II) Periodo: T= л/2 
Же т ва (5 =) ; fx) es creciente y decreciente. 
f(x) Costs ля 00) ес LONE 
ы PROBLEMA 22: 
T Indique la veracidad (V) o falsedad (F) de las 
| siguientes proposiciones: 
i 1) Si la función f está definida por: 
i f (је Гат? (2)]+ [Cot x) entonces el rango de f'es 
Н (8). d 
E врлина II) Si la función f está definida рог: 
1 = Tanx+Cotx => 
Periodo: 127. f(x) Írans|-]Cots] бо entonces el dominio de f es 


3 
ВРТА: "ЕР (аске) ŽE) kez. 


PROBLEMA 21: 
Бе f la función definida (ж) = tg2x + etg2x. Indicar ШІ) Si la función f está definida por: fíx) = Tan |х|, 
si es verdadero (У) o falso (Е) en las siguientes entonces el periodo mínimo de f'es x radianes. 


afirmaciones: A)FVV — B)FVF C)VVV D)FFF E)VFF 
I fespar. RESOLUCIÓN : 
П) fes impar. Analizamos cada una de las proposiciones: 
Ш) f es de periodo х/2 1) fix) [Tan?x|*|Cot* s; Rango,=[8;+00) 
IV) f es creciente si x e (я/4 ; я/2 ) Veamos: 
АЈУКУР B)FVVF C)FVVV D)FFVV Е)УЕУУ [ran*s __-|> 2 => |Тапзх + Со 2 
RESOLUCIÓN: [Tan*x 
: z fix) 
*De: fix) -tan2x  cof2x = Капрор=[2;+)................................ЁаЇво 
=> Их) = 2escdx 
no); п) fis)» Tanz Cote. Dominioys (ni) [AE] ке z 
* Veamos: 
De: у=Тапх ^ y=Cotx ; x 2 eZ. ( I) 
Del denominador: 


[Pana] сову ета Gott] ¡sen s Сова] 

=> 0  Cos?x – Sen? x => 0 + Cos2x => 2x ено) 
ET ење zm я | 
De (1) ^ (II): | 


ATRIGONOMETRIAS 


> Doninioy-R |А) к € Z..... Verdadero 


III) fix) - Tan|x| > Тел 


Graficamente: 


_ |-Тапх; si: x «0 
f o si:x20 
Note del gráfico que f no es periódica. 
Finalmente el valor de verdad de las proposiciones es: 
FVF 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 23; 


Six der 3: =) y la función f definida por: 


Tan2x + Тапх 
Tan3x 

entonces se puede afirmar que: 

A) Es creciente В) Tiene por periodo mínimo T=1 

С) No esta definida cuando хе 

D) Es decreciente E) fíx)=-1 

RESOLUCIÓN : 


Тап2х+Тапх 
f «е ала | Е К 


Тап2х+Тапх+ТапххТап2ххТапЗх 
Tan3x 


A арі 
Pero: De: y=Tanx; ек) 


+ Tan2x x Tans ' 


Г) = 


f(x) 


y-Tan2x; х= les +1) A 


y=Tan3x; (no) 
Del denominador: 
Тапзе +0 => Де) 
ч Ел 
оттоку) [aes =} (ено | s) 2e E 


= Dominio,-R - feroz) ejerzo) 


=> Dominio,-R - (5) о les +1) z} 


De las alternativas dadas es correcto la “С” 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 24: 
Si la función f esta definida por: f(x)- р - 1, 
entonces se puede afirmar que: d 


I)Su periodo mínimo ess. II)Es continua en 


л 3n 
III) Decreciente en (5 25). 


А) УУУ В) УЕР  C)VFF D)VFV Е) ЕЕЕ 


RESOLUCIÓN : 
f(x) | Senex d Мек 2226. 
Sen2x Sen? 


=> [(х)=|2 cos 4x|^ sen2x + 0 


Luego : f(x)e совал e [A јез 


Graficamos: 


г 
1 
H 
H 
H 
H 
H 

Ж 

4 


Luego las proposiciones serán: УКЕ 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 25: 
Cuál es la regla de correspondencia de la función f, 
que cumple con las siguientes condiciones. 


I) Su periodo mínimo ež. 


П) Es creciente para ЕН! 
Ш) f, ar frin =: 

А) 2Sen(4x) В) 2Cos(4x) 
D) 4Cos(2x) E) 4Sen(2x) 
RESOLUCIÓN : 


La regla de correspondencia de la función que verifica 
las condiciones es: у=2Соз4х 


C) 2Tan(2x) 


САРОУСОХЕЯ TRIGONOMETRICAS 


Graficamos: фу 


FOE л Р(х) = ~ 


mín 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 32: 
Calcular el periodo mínimo de сада una де las 
funciones siguientes: 


*f(x)=|cos3x|+5 


RESOLUCIÓN : 
Piden periodos mínimos de f, h, g 
* f(x)- |сов 3x1+5 
sea f,(x) = cos3x 
VE 
Periodo de {= isi e 


Por regla práctica del periodo : f= E = 


* gx) =зес(веп2х) | са 
Por definición: gl): =зес(веп2х) 
Eg(x- T) -sec(sen2(x-- T)) 


(вт?) = sec(sen2(x T) 

¡> cos( sen2x ) = coe( sen2( x T) 

30 = cos(sen2( x TJ) – coe sen2x.) 
с Сенте РИС О 
2% ? 2 


7 en(2x+TjoosT)x sen(senT x соз(2х+Т)) 


[ss2 — à 1 11 0 rnrronrar нгвпоз) 


Igualamos cada factor a cero 
Tsen(sen(2x-& T)xcosT) 05 T = 


gu sr Е 


el periodo mínimo de g(x) est 


2 
los periodos míni EE 
os periodos mínimos son: 72775 


ВРТА : “р” 


PROBLEMA 28 : 

Sea f una función definida por: f(x)» — xSen(-xx); 
indique verdadero (V) o faleo(F) de las siguientes 
proposiciones: 

I) f escreciente en ЕН! 

П) El periodo mínimo de f es л. 

Ш) El periodo mínimo de {(-лх)ез 2x7. 


А) УУУ В) ЕЕЕ С) УЕУ РУКЕ Е) УУЕ 
RESOLUCIÓN : 

f(x)=-xSen(-1x)> f(x)=xSen(xx) 
Graficamos; 


Analizamos cada proposición: 
I) jg es creciente en [+ га] 
НЕ Verdadero 2 


П) El periodo mínimo de f es: x ................. Falso _ 
Ш) El periodo mínimo de f: асо СЕ 
Veamos: 


Periodo: 25-2 ПА «Verdadero ж 255 
я 


Luego el valor де verdi ae eee es VFV 
- ВРТА : ' “ 


OBJETIVO : 
Resolver todo tipo de problemas relacionados con 
funciones trigonométricas, 


INTRODUCCIÓN : 


Las funciones trigonométricas son funciones muy 
utilizadas en las ciencias naturales para analizar 
fenómenos periódicos tales como: movimiento 
ondulatorio, corriente eléctrica alterna, cuerdas 
vibrantes, oscilación de péndulos, ciclos comerciales, 
movimiento periódico de los planetas, ciclos biológicos, 
etc. En aplicaciones de las funciones trigonométricas 


relacionadas con fenómenos que se repiten 
periódicamente, se requiere que sus dominios sean 
conjuntos de números reales. Para la obtención de 
valores de las funciones trigonométricas de números 
reales con una calculadora por ejemplo, se debe usar 


el modo radián. 


Las funciones trigonométricas fueron sistematizadas 
por Newton y Leibniz, quienes habían dado 
expansiones en forma de serie para las mismas. Pero 
fue Euler quien dio el tratamiento completo y 
sistemático a las funciones trigonométricas. La 
periodicidad de estas funciones y la introducción de la 
medida de los ángulos por radianes, fue realizada por 
Euler en su Introductio in Analysis Infinitorum en 
1748. 


GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES 


FUNCIÓN SENO : 


El dominio de la función y=senx son todos los números 
reales, En la siguiente tabla listamos algunos pares 
ordenados de dicha función, nótese que los valores del 
dominio (x) están expresados en radianes y son ángulos 
especiales del primer y segundo cuadrante, de tal forma 
que los valores correspondientes de la imagen (y) son 
fáciles de calcular. 


ЕКЯЕЗЕЛЕЖЕЛЕЛЕЛЕЗЕЯЕЛЕЗ 
|] о | а | | ива] [+ [о | 
Luego marcamos en el plano cartesiano las parejas 


ordenadas obtenidas en la tabla anterior, tal como se 
muestra en la figura adjunta. 


Al marcar otros pares ordenados y unirlos mediante 
una curva suave o lisa, se obtendrá la gráfica de la 
función y=senx, llamada senoide. 

m 


(Senoide) 


* Observamos que después de que x ha recorrido 2z зе 
repiten las características . En este caso se dirá que el 
seno es una función periódica de período 27 , es decir : 


senx = зеп(х+2л) = зеп(х+4л) =...=sen(x+2k n) 


FUNCIÓN COSENO : 


De manera similar a la función seno, se obtiene la 
gráfica de la Función y=Cosx , llamada cosenoide. 


Hallemos 1u representación gráfica, tabulando para algunos valores de “x” 


| =] ЕСЕН ЕСІН га Гаа га 
Ex ert 


APUSCIONES TRIGONOMETRICAS — Ш 


Los elementos del dominio де la función у=ѓалх, 
puede ser cualquier número real, excepto los de la 


forma (2kx + 92 siendo k ип número entero. Еп la 
siguiente tabla listamos algunos pares ordenados de 
dicha función, nótese que los valores del dominio (x) 


т т 

А 

están entre 2^9 
manera que los valores correspondientes de la imagen 


(y) sean fáciles de calcular. 


[a [m [o [m | о [а | х [wo an | 
porel 2 | = | Бајо [|а [о [ао 


Y son ángulos especiales, de 


La función tangente es continua en su dominio y 
siempre es creciente en su dominio , además no 
presenta máximo valor , como tampoco presenta 
mínimo valor en su dominio . 


FUNCIÓN COTANGENTE : 


De manera similar a la función tangente , se obtiene 
la gráfica de la Función y=Tanx , llamada 
cotangentoide. 


(Cotangentoide) 


352: V 1 
- — 


Luego marcamos en el plano cartesiano. Los pares 
ordenados obtenidos en la tabla anterior, tal como se 
muestra en la siguiente figura . 


"г---------------- 


ом. -----------2------% 


ТАТТЫ NEC. 


%----------------- 


Al marcar otras parejas ordenadas у unirlas mediante 
curvas suaves o lisas, se obtendrá la gráfica de la 
función y=tanx . Las líneas verticales punteadas no 
son parte de la gráfica, son asíntotas. La gráfica se 
aproxima a cada una de las asíntotas pero nunca las 
alcanza. 


+ i- > + 
A NE > ALL © 


сан S 


FUNCIÓN SECANTE : 


Los elementos del dominio de la función у = Зесх , 
puede ser cualquier número real excepto los de la forma 


(2kr+1)5 ,siendo k un número entero. En la 


siguiente tabla listamos algunos pares ordenados de 
dicha función, nótese que los valores del dominio (x) 
están entre 0 y x y son ángulos especiales, de manera 
que los valores correspondientes de la imagen (y) sean 
fáciles de calcular. 


|х |-ж/3|-ж/4|-я/6|01х/6 [x74 | 273] 


= [э | а [57] al , | 


Luego marcamos en el plano cartesiano las parejas 
ordenadas obtenidas en la tabla anterior. 

Al marcar otras parejas ordenadas y unirlas mediante 
curvas suaves o lisas, se obtendrá la gráfica de la 
función y=secx . Las líneas verticales punteadas по 
son parte de la gráfica, son asíntotas. En la figura se 
ha graficado también у = cosx; ya que 


las ordenadas de la función 


1 
Secx = —— 
С, entonces 


ATRIGONOME TRIAL 585 


у = Бесх , serán los recíprocos de las ordenadas de la 
función у = cosx , para valores correspondientes de х 
pertenecientes a los dominios de las funciones secante 
y coseno. 


-.. 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


вх 


AUXILIARES 


(secantoide) FUNCIÓN VERSO : 
: Sea la función f definida como : 


f = ((ггује R? / у = Уегах =1—Cosx) 


= 
4x Х Su gráfica ев: 
“ , 


puntos de discontinuidad 


Nótese la manera en que aumenta o disminuye sin 
límite la función secante cuando x se aproxima a 


(Ел DA para cualquier entero k. 
Intervalos donde la función es creciente/decreciente: De donde podemos concluir: 
* Dominio: g 
Rango: [0;2] ;0 < Versx < 2 


FUNCIÓN COSECANTE : 
Es una función denotada por «cse», define: 


свех = -E бей z0 * Es una función continua en su dominio tiene un 
senx máximo valor igual a 2 y un mínimo valor igual a 0. 


* Es una función par : Vers( — x) = Versx 
(la gráfica presenta simetría con respecto al eje Y ) . 
* Cuya gráfica es: * Es una función periódica : Т=гл 


FUNCIÓN COVERSO 
Sea la función f definida como : 


f= [(=:9) € R?/y=Covx = 1— Senz} 


Su gráfica es : 
Punto de 
discontinuidad 


fisie Сөз 
y Cura 


fiar = Ехбеск 


у = ExSecy 
Analizando la gráfica f(x) = Covx, se obtiene. PERIODICIDAD 
Dominio- Df = R =< —oo; +00 > Para el caso de funciones trigonométricas de la 
Rango Rf =[0;2] >0<covx<2,Wx € R forma: f(x)=AF.T."(Bx+C)+D 


Período = T = 2; (mínimo) donde ЁТ, => Función trigonométrica 


La función coverso es continua en su domínio , A,B,C,D Toman valores en К además el 
tiene un máximo valor iguala 2 y un mínimo exponente ве Z*, 


valor igual a 0. Tenemos la siguiente regla prática para el cálculo de 
Intervalos donde la función ев creciente / períodos (T) mínimos). 
decreciente: 


158: ЕТ — sen , соя, sec o све. 


| 0<х<2 2<5<" н саса 5 
y=00x| seic | хЕИС | Е ШС | ЕТС | зењеврат => 


Decrece "у, | crece „„7* | crece, „>“ | Decrece ~, 


La función coverso NI ES PAR , NI ES IMPAR , 


Sa 2 Si FT >1g о сір 

Е = Сорох => [(—х) = сор(—х) = 1— Sen( —) = 1+ Бепх 

> [(—х) = f(x) => no es PAR. қ Жы [r-z] 
= f(-x)= -f (x)= no es IMPAR преради лез 
FUNCIÓN EXSECANTE : ааа 


Sea la función f definida сото: 


* [(х) = 35еп*(8х) => Т = T 
f = (2; у) € R? / y = ExSecx = Secx —1) 


* (је) = :|8 = 25 === 
(fx) = ЈгСов Вз) “өлер те з 


*f(x)= Евең4х)-3 >T=7 


4 
Rango Rf =R- (0;2) => Ехвесх < —2\) Ехвесх < —2, Vx € R лег) = 4- org [5] оТ=-реТ=о 
Período = Т = 2m (mínimo) 9 


9 
La función exsecante es continua en su dominio , tfi) V5 + 4ce |е) т у 
pero по es continua Vx € R. sr 4 


Dominios Df = #-—х/ == (2+; кє z} 


ATHIGONOMETRIA 4 
También para el caso de funciones dela forma 


h(x)=af(x)+bg(x), 


donde а y b toman valores en g además f(x) y g(x) 
son funciones trigonométricas . 


El período “de la función (x) es T (mínimo) sí y 
sólo sí los períodos de las funciones f(x) y g(x) 
son también iguales a T. 


EJEMPLO : 

Halle el período para la función A, definida como 
h(x) = —5Cosx + 4Sen3x 

RESOLUCIÓN 


Hallamos el período mínimo de f'(x) = Cosx —T, = гл 


y para #(х)= Sen3x => T. == „рог lo tanto 


observamos que dichos períodos no coinciden , 
entonces buscamos otro periodo múltiplo para 
g(x) hasta que coinciden con el de (ж). 

Los periodos mütiplos de: 


2т Ап Gr Er 

= Sen3. — =$ 3 a 

glx) ЕЕ 

=el mínimo período mütiplo де g(x) es глу 
coinciden con el de f(x) 


h(x)— —5Cosx4 + Sen3x => Ти) = 277 
= Ты) = Тик) = Tas) 


ANÁLISIS DE LA SESOIDE 


Dada la función : 
fix) = Азеп(Вх+С) +0 о g(x) = Acos(Bx+C) + D 
donde: A, B, C, D СК ЛАВ» 0 


* |A| es el máximo valor de la función 
—|A| es el mínimo valor de la función 
* AMPLITUD (|A|): 


[Ема - тіп 
2 


* PERIODO (7) 7-й 


• DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL : 


Hacemos Be +0=0=x=-E 
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*Si -£ > 0 el desplazamiento es hacia la derecha. 
EN с е НАЛ 
* Si E < 0 el desplazamiento es hacia la izquierda. 


с 
Se desplaza Е- unidades. 


“ DESPLAZAMIENTO VERTICAL 

* Si D>0 el desplazamiento es hacia arriba, 

* Si р<0 el desplazamiento es hacia abajo. 

Se desplaza |D| unidades, entonces, grafiquemos : 


y = Senx y = 2Senx 
y = 13Senx y =— 5Senx 
Obtenemos 


NOTA : 


Si la constante A en y=Asenx es negativa, se tendrá 
una reflexión en torno al eje X 


* Grafiquemos ahora : 
у = зепх; у-веп2х ; y=x/2 


Entonces la gráfica de у = — 2. Sen зев una reflexión 


1 А 1 Е EJERCICIO 8: 
= бе, i м 
Е tend una ЗОНЫ de E 3| Hale el pectodo parla ¿función h; deficida como: 
8x) 4, [4х 
= 3Sen| = | - = Cos | = 
h(x) "| = ӛсе =) 
RESOLUCIÓN 


Aplicando la regla práctica para cada una de las 
funciones 


fíx)- бен, #(х) = сова tenemos 


EJERCICIO 1: 


Graficar las funciones que tienen por regla de 27 _ бт «numerador 


T, =T, === 
је Жос fix) 1 8/3 8 *- deno тт ador 
i 1 
I)y= Пју == Со 
НЕЕ Г и 
RESOLUCIÓN : #27 475 4  +dmominador 
NOTA: 


también podemos plantear la siguiente regla prática 
para hallar el período de la función h(x) como 


------. %--- 


"m МСМ (de los números que corresponden a los períodosT;) 
X=! MCD(delos депо minadores que corresponden a los períodosT, ) 


T, = ТТ, Ту». => períodos para сада 
una delas funciones. Volviendo al problema 
planteado y aplicando la regla práctica tenemos: 


МСМ (6п;10т) 30m _ 155 


MCM( ) 4 


EJERCICIO 3: 


Graficar las funciones que tienen рог regla de 
correspondencia а: 


X Dy= ¿Cosa Шу =3Secx 
RESOLUCIÓN : 


Y 


se observa que en las gráficas y=cofx o у= I/3cotx 
el periodo para ambas funciones es el mismo e igual a 
x ; y los coeficientes 1 y -1/3 que se observa no alteran 
el periodo, tampoco el rango. 
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II) Y 


CA O A A AS 


2--Э. 


ЕУЕКСІСІО 4: 


Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia а: 


I)y=Cos3x П/Уу =Sen2x 
RESOLUCIÓN : 


EJERCICIO 6: 


Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia a: 


= ui - E = — 2 
Пу = Sess] лу Sen» “| Пу Tan|x z) 


RESOLUCIÓN : 


EJERCICIO 5: 


Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia а: 


Т)у = Сведх Пу =Tan> 
RESOLUCIÓN : 


[590] EDITORIAL RUBINOS 
NOTA : 

* Si C>0, la función definida por y=sen(x+C) se 
desplaza C unidades a la izquierda 

* $i С<0, la función definida por y=sen(x+C) se 
desplaza |C| unidades a la derecha. 


Lo mismo se puede aplicar a las gráficas de las otras 
funciones. 


Recordar que: FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
COX DOS VARIABLES 


Es fácil saber que sen(x+y)=senx+seny no es una 
identidad. (Porque sabemos la fórmula del ángulo suma 
y no es esa). Pero si pudiésemos representar 
z=sen(x+y) у z=senx+seny dispondríamos de un 
método interesante de comprobación. 


Las gráficas de ambas superficies son: 


: Шет 
|A| es la amplitud de la función. 
{aj €s e periodo de la función 


. -E es el cambio de fase o número de fase de la 


función. 
* Des una constante que Indica el desplazamiento 
vertical. 


EJERCICIO 7: 
Graficar las funciones que tienen por regla de 
correspondencia a : 
1) y = 4Senx+Sen3x Ш)у =|Senx|+ Cosx 


RESOLUCIÓN : 
И 


Analizando un poco las imágenes concluiremos que 
evidentemente no coinciden. 
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PROBLEMA 1: 
Dada las proposiciones: 

I) La función sen x es creciente еп (0; ғ) 

П) La función cos x es decreciente еп (0 ; x) 

Ш) La función £g x es creciente en (0;я/2) 
¿Cuáles de ellas son verdaderas?. 
A)SóloI I)Sóloll C)Sólo HI ОЛУП ЕПУШ 
RESOLUCIÓN : 


I) y=senx 


Creciente y Decreciente 


Ћ 
П) 2 


Decreciente 


* De las proposiciones que se indican H y III son 
verdaderas. 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 2: 
En la gráfica de la función f definida por 


f(x) =AsenBx. Calcule (A.B). 


A)zi3 


B)2z|3 


С)л/6 99773 Е)бл|6 


LA ENCICLOPEDIA 


Y jm =Asen(Bx) 
эж см! 
1 


* Del gráfico se aprecia que: 
гл л 
A=2y T=4> 3 => В 
* Se desea: 
Ав=27=л 


RPTA: “D” 


PROBLEMA 3: 
En el el gráfico halle : M+N 


Зл 
АЈ ES го) s 


B) (1 ;0) 
С) (x ;-7) 


E z 42 
Тая 
л 2 
эм4%2) 
П) En “N” 
renti oar 
* Se desea: E в 
|2,/2 |a| 52 , У2 |_(3я. 
м e; МЕ р 2)-(5 2 ) 


PROBLEMA 4: 
2а 


En la gráfica halle S d 


* Del gráfico en P-tanx-cotx 
ángulo complementario 


RPTA: "C" 
PROBLEMA 5: 
En el intervalo [0;2x]; el siguiente gráfico corresponde 
ES аф 
А) вепх + 2coscosx 
В) 4совх + Звепх 
С) 2(senx + cosx) 
D) Ззепх + 2совх 
Е) З(вепх + совх) 
RESOLUCIÓN: 
* Deacuerdo con los distractores dados, asumimos que 
la gráfica es de la función: 
f(x) = Азепх +Всовх .......(*) 


ыл 


PA 


* Luego: 
Ка х | E 2 
ЕМДЕ) Asen = +B = 3 
* Пе допде: 
А()-8 > А=8 
* Igualmente: 


Lowe эх e 
(E; 3)e fts) = f (5: је Але g Ben 3 3 
* De donde : 

B=(-1)=-3>B=3 
* Finalmente reemplazando los valores obtenidos 
en (*) , tendremos : f(x)=3 (senx + cosx) 
RPTA: "E" 
PROBLEMA 6: 
Determine el n&mero de puntos de intersección de las 
gráficas de: f(x) = sen2x л glx) = cosx ;x e(-x ; л) 


A)1 В)2 С)3 D)4 E)6 
RESOLUCIÓN: 
+ . 

Graficamos: g(=)=Cosx 


* Se desea determinar el número de puntos de 
intersección entre su gráficas en el intervalo d є 


хе(-л;я) ; Ю cual según la gráfica es 4. 
ВРТА: “D” 
PROBLEMA 7: 


Determine la regla de correspondencia де la función f 
mostrada, si P y Q son puntos máximo y mínimo 


У 
E 
FER 


= 
f 
ME eg 
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* Del gráfico: 


1) 2А=8>А=4 

H)D*1-A2D-3 
T 7л m 3x 

ШІ) 36 18 ^^ 4 


* Pero: 


* Ahora, sea: 
y-tsen( 5s -с)уз 


* Evaluamos para: 


„(5 


=7= (5 «-С)+3 


* Luego la regla correspondencia será: 


8- s 
y ten #х+Е +з 


PROBLEMA 8: 


En la figura mostrada, al calcular (a – 6) se obtiene: 


ftx) =tgx+ctgx 
! 


4)4 
В)1 
С)-2 
р) 0 
Е) 2 


1 
! 
! 
1 
! 
1 


х= ASen(Bx-C)+D 
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RESOLUCIÓN: 
J Nx)=tanx+cotx 


* fíx)= tanx +cotx=secxescx 


10)=2—_> f(x) =2c8c2x 
Zsenxcosx 


зеп?х 


* Evaluamos el punto: 


Hs) 


b=2esc2 zr 
y E 6 


>b=4 
* Del gráfico: a = 2 
>a-b=-2 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 9: 


Dada la función: f (x) = 2sen(x), calcule el área de la 
región cuadrangular formada por los puntos de la 
función * f " tal que: 

жолу. дя Ux 
6'4'4'6 } 


AX.) ВЯ) 98.) 
DFN) DFN- 


RESOLUCIÓN: 
Y [ y=2senx 


х= 


[XFUNCIONES TRIGONOMETRICAS ш _____|Б9%| EDITORIAL RUBISOS 


* Sea desea encontrar el números de raíces. 


фазе тауог + base menor 
s (50е тозот basemenor), (altura) * Entonces graficamos las funciones : y=|senx| ; 
PUT y=|1+secx| , luego en cada punto en donde se 
FEA intersecten obtenemos una raíz. 
7x 
»8= E *(/2-)58= „(8-0 * Gráficamos: 


КРТА : “В” 
PROBLEMA 10: 
La regla de correspondencia de la gráfica mostrada es: 


=> еп la ecuación tiene 3 raíces en x e [0;2x] 
RPTA: “D” 
PROBLEMA 12: 
? En la sinusoide de la figura mostramos la abcisa del 
A) 2en (2-£) B)1-2sen( $ x-3) сл +014 ) punto А es: 
25 5 2. 
de m 
$3: 


Ругож (4: -1 ) юзо 


RESOLUCIÓN: 


RESOLUCIÓN: 
у=2сов — +1 * Del gráfico 


PROBLEMA 11; 


Бі x [0;2я], indicar ¿Cuántos puntos cumple las 
siguiente ecuación?. 


* Luego la regla de correspondencia será: 


|senx|=|1+secx| 


А)0 B) ог Па E)4 КЕ t 4 e Г 
RESOLUCIÓN: v S 272 У 
~ ] ее 

* Dada la ecuación; le x, : (observe que en x, ; y 


јвепх | = |1+ senx| ; x е[0; 22] 
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=> 0=- 2сов 741 
1_Зх [x бл 
> сов- = ерер 
* Como zeds] 
. Эхо бл 10x 
* Hacemos que: 273 а ты 


РКОВГЕМА 13: 

Halle el área máxima де la región triangular inscrita 
en la región В, limitada por un arco е : yz senx +сосх, 
y el ejeX. 


ВРТА: “E” 
PROBLEMA 14: 
La diferencia entre el valor máximo y valor mínimo 


de la función  f(x)=|senx|+|cosx|es 
aproximadamente igual a: 

А)0,41 В)0,42 С)0,44 D)0,46 E)0,91 
RESOLUCIÓN: 

* Analizamos gráficamente. 


Из) = |senx | + coax | 


* Del gráfico: хла 
х), ті 
* Del enunciado: 
fix)uas – fix) um УЗ -1= 0,41 


КРТА : “A” 
PROBLEMA 15: 


En el intervalo [0 ; 2x), para qué valor de а se cumple 
la siguiente desigualdad: 


alo zo (Л 
c (See) 


RESOLUCIÓN: 


* Graficando seca y tan a: а €[0;2x) 


* Del gráfico, observamos quetga < seca ,en 1 о s 


intervalos : E Зя 
DESEE 
RPTA: "B 
PROBLEMA 16: 
Calcular el área sombreada de la figura. 
A)zu* 


E)2xu* 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS ІШ 


* Dela figura: з* (1) 
(Área sombreada) 1-2/12)_3% ,2 
2 8 


ЕРТА: “D” 
PROBLEMA 17: 


Analizar las siguientes proposiciones indicando la 
verdad o falsedad. 


1 1я Е 21] 
II) El período de la función cosx es я 
Ш) La función cosx es decreciente en[ 5; ES ] 


I) La función senx es creciente en [ 


АЈЕКУ В)УЕЕ  C)VVV 


RESOLUCIÓN : 
1) VERDADERO 


D)VFV 


E)FFF 


II) FALSO, ya que el periodo de la función coseno 
es2z. 


Ш) VERDADERO 


RPTA: “р” 


La gráfica de f(x)=2senx+2/3 cos x , está desplazada 
enel eje X , una magnitud де Fhacia la izquierda con 
respecto a la gráfica de g(x)- A senx . 
Laamplitud de la gráfica de f'es : 
4) B)rd3  C)jeds 
RESOLUCION: 


* Hallando la regla de correspondencia de la función 
са está desplazada hacia la izquierda con 
ala gráfica de f(x) = Asenx. resulta: | 


ря . E)443 


EDITORIAL RUBIXOS 


fij 2senx42.[8 cosx => [| „= 2(вепх +/3 cosx) 
> femna Esens сов) 
> fisj=4(cosZsenx+sen совх) => fi nen (s) 


La gráfica de f está desplazada horizontalmente una 
magnitud de z/3 hacia la izquierda y tiene amplitud 
igual а 4. 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 19: 


Determine el área de la región sombreada (en п?) 


> 
e 
so 
я 
П 


I 
1 
H 
| 
1 
р 
| 
T 
1 
1 
1 
П 
1 
L, 
| 
i 


RESOLUCIÓN: 
* Trasladando adecuadamente regiones: 


(А+ В)=6.Т =6. {ғ 


|Р A+B=9xu* 


RPTA: “D” 
PROBLEMA 20 : 


Sean las funciones tan , f y g fi) gta) on Ln] 
Indique la secuencia correcta después de determinar 
si la proposición es verdadera (V) o falsa (Е): 

I) f tan es una función periódica. 

II) tan,g es una función periódica. ME 
Ш) tan, f es una función periódica. 

А)УУУ B)VVF СУЕУ D)VFE - BEW 
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RESOLUCIÓN: 


* Рог Datos: f(x)-1/x; g(x)-x-Ixl; y=tanx 
1) (fo tan) (x)=f(tan x)-1/tan x 
> (f o tan) (x)=cotx es periódica 
П) (tan o g)(x)-tan(g(x))-tan(x – 121) 
tan(x) ;0<х<1 
tan(x -Ix])21 fan(x - 1); 1<х<2 
tan(x-2); 2<x<3 
* Luego graficamos dicha función: 


* Periodo de la función y-tan(x -[x])es 1 
* Entonces , (tan o g)(x) es periódica 

Ш) (tan o f) (x) -tan(f(x)) =tan(1/x) 

* Por definición de función periódica: 


eer) 


(дот ) 
х(х+Т) зы 1 
( 1 ) (2) x(x+T) 
соз| ---- |cos| — 
x+T x 
* Despejando T , resulta variable, por lo tanto, la 
función no es periódica. 
OBSERVACIÓN : 


La gráfica de fíx) =tan(1/x) se muestra a continuación 
; de donde se deduce que (ж) no es periódica. 
Y 


=Ел; (keZ) 


ВРТА: “B” [х)=|весх| ^ g(5)-|cos x|en el intervalo (35,27), 


PROBLEMA 21: 
Consideremos la siguiente expresión. 

2| ж бя bx 
f(0)= емо) - Зет (= )аопаеде (4,4 


entonces el rango де f se encuentra еп el intervalo. 


1220 -22]0/-23 [2:2] 2] 


RESOLUCIÓN: 
* Asumiendo: 
f(0)=|senó0 – 2/5|– вепл/4 


* Luego para calcular el rango de f', calculamos la 
variación de sen ө en la circunferencia trigonométrica: 
Y 


Emo temo ich 
0< heno- < 2+2 
и seno 2) 82 < о) 
* Рог lo tanto , rango де la función es: [Fez] 
ЕРТА : “D” 


PROBLEMA 22: 
Sea ћ una función continua у par , definida рог: 


ep ues (%; а) 523 


|еовхі; x e [а; b] 
Determine el valor de а - b. 
А)-2х B)-z С)0 
RESOLUCIÓN : 
* Graficamos las funciones 


р)х Е)2х 


EDITORIAL RUBIÑOS 


para determinar los valores de a y b, 


* Luego si consideramos а--2ле2, entonces la 
función es par, pero no es continua. 


* Para que h(x) sea continua y par , entonces: 
a=s-rab=x., 


* Por lo tanto: a-b=-2x. 


ВРТА : “A” 
PROBLEMA 23: 
Dada la función f , definida por: 
fix) -Jarc secisj-arcescís)saresen 5.) 
Determine el dominio de la función 
AR В)(-о:-ДӘ ;%х) С)(-»;-ДӘ|У2;ж) 


р)(/2; ж) EN o; -1]u[2;+0) 
RESOLUCIÓN : 
* Se debe cumplir las condiciones I y H : 


x 
(х<-1 x21)^-1$ — S 1... (IL 
v ЈА BUT. ) 


arcse x — arc esc x > б... өзгөч (11) 
* De la condición П: 
arcsec x > arcsec x > у, > ys 


» = 


* Graficamos : 


> yg entonces x s-Ivx2 /2 


“еді о р; + =) TA 


* Al intersectar ПІ y IV se obtiene. 
хе(-ю;-| u [v2; + <) 


PROBLEMA 24: 

¿En cuántos puntos del intervalo [-л;я] 

las funciones cosx y cos3x toman el mismo valor? 
А)2 В)з C)4 D)5 E)6 
RESOLUCIÓN : 


* Sean las funciones : ў,,=с0зх y g,,,-cos3x. 
Para determinar dichos puntos , graficamos las 


RPTA : “С” 


8,7 совдх 
* Las gráficas se cortan cuando x asume los siguientes 


valores: х= 3 ;0;tz. 


Se observa que en /0;p] hay 3 puntos. Como las 
funciones son pares = [-л; 0) hay 2 puntos. Por lo 
tanto , el número de puntos es 5. 
КРТА : “D” 

PROBLEMA 25: 
Calcule en cuántos puntos la gráfica de la función f 
intersecta al eje de la abcisas, si f esta definida por: 

f(x)-2|Cos( x)|- 1- Sen(x), x e [0;2x] 
A)1 B)2 сз D)4 
RESOLUCIÓN : 

f(x)-2|Cosx|- 1- Senx; x e [0;2x] 
Si f intersecta al eje de abscisas, entonces cada vez 
que esto ocurra , (ж) =0. 


Resolvemos : 2|Cosx|- 1- Senx-0 
2|Cosz]- 1+5епх 
ned gx) 


Graficamos las funciones h(x)^g(x) 
ће 


E)5 


(ктитеохометилљ | 589 | 


Luego podemos afirmar que la gráfica de fx) intersecta 
en los puntos: (x; 0) ; (x,; 0) ; (ж,; 0) al eje de abscisas, 
cuando x e [0; 2x]. 

RPTA : "C" 
PROBLEMA 26: 


Calcule en cuántos puntos la gráfica de la función f 
intersecta al eje de abscisas, si f esta definida por: 


f(x)-2|Sec( x)| - 1 - |Cos( x )|; x e [0; 27] 
А) 1 в)2 С) 3 D) 4 
RESOLUCIÓN : 

f(x)=2|Secx|- 1 - |Созх |; x e [0;2я] 
Si f intersecta al eje de abscisas, entonces , cada vez 
que esto ocurra, f(x)=0. 
Resolvemos: — 2|Seex|-1- |Созх|=0 


2 |бесх|= 1--|Cosx| 
prm ке) 


Graficamos las funciones A(x) ^ g(x) 
Y 


E)5 


| 
; 
| 
| 
| 
| 
| 


л 
2 2 
Luego podemos afirmar que la gráfica de f(x) intersecta 
al eje de abscisas en los puntos : 
(0:2); (я;2);(2я;2), cuando x е [0; 2x] 
ЕРТА : “С” 

PROBLEMA 27: 
Dada las funciones f y g definidas por: 

f(x)-10Sen|2x|, g(x)=|x| 


Calcule en cuántos puntos la gráfica de f y g se 
intersectan . 


А)9 В) 10 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos : fíx)=10Sen|2x| ^ g(x) = |] 


С) 11 D)12 Е) 13 


Notemos que f(x) ^ g(x)se intersectan en 6 puntos 
cuando x > 0. Siendo ambas funciones pares, estas se 
intersectan en 11 puntos. 

ЕРТА : “С” 
РЕОВЉЕМА 28: 
Si x e [0; 2x] calcule en cuántos puntos se intersectan 
las gráficas de las funciones f y g definidas por: 

f(x) = Sen(2x); g(x) = Cos(x) 

4)3 B)4 С) 5 D)6 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos : f(x)=Sen2x ^ g(x)=Cosx 
Рага: х e [0; 2x] 


Е)7 


Notemos del gráfico que ambas curvas ве intersectan 
en 4 puntos cuando x e [0; 27] 

RPTA : “B” 
PROBLEMA 29 : 


Determine el dominio de la función f, definida por: 


Г), g -|Тап(х) 
a- 


Еа gra 
$2) в za) < 220) 01-62] юны 


RESOLUCIÓN : 


fc == |28. [Tanx| 


Calculo del dominio , del radical tenemos que: 


PDAFUXCIOXES TRIGONOHETRICAS HY 


Graficamos ig(x)^h(x) 


я 
4 


Note que: g(x)> h(x) cuando: хє -&*] 


Doi 2-EE 
> minioy [ 4 =] 

ВРТА : “р” 
PROBLEMA 30: j 
La gráfica mostrada, tiene como regla de 
correspondencia: f(x) ZASen Bx. 


Calcule E= ED donde: Т es el período mínimo 


de la función f). 
Y, 


Amplitud (A): 
Período (Т): 


_ВРТА ; “A” 


( __________рттонале RUBIXOS) 


PROBLEMA 31: 


La gráfica mostrada, tiene como regla де 

correspondencia : f(x) =ASen(Bx+C)+D; si|C| adopta 

un menor valor numérico, entonces el valor de la 

expresión: M=A+Bx+C+D ;es. 

18+7л 
6 

б+5л 
2 


А) 


B) 


18%5л 
3 


RESOLUCIÓN : 


E) 


Ес fx=)=ASen(Bx+C)+D 


/ 


Calculo de A, B, Cy D 
za >= 


ре е ны „945 [pe] 


ов 
Ahora, la regla de correspondencia de f es: 


= 4 = 
f(x) =4sen(5+0) 1 
Como: (2:3) е rts) evaluamos: 


зе (4,5 +0)-1=> 1=Sen 


бы 
+ 
жыр, 
H 
à 
S 
5 
5 


4 я 
fixis ($2 Е)-1 


`» 


> M-AsBesCape (5777) 

ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 32 : 
La gráfica corresponde a la función: 1х) =А „Ѕеп(Вх). 
Si ABCD es un cuadrado de área 4и?; calcule el valor 
de la expresión A,¿Cos(B). 


я 
Zis 
Del gráfico: S=4—=% ц? 
mue ВРТА : “A” 
PROBLEMA 34 : 


La gráfica corresponde а la función f, definida por: 
f(x) =Тап(х) +Cot(x). Calcule a-b. 


A) -4 
B) -2 
С)2 
D)4 
E)6 
RESOLUCIÓN : 
х) =Тапх+Соіх 
f(x) =2Csc2x 


Del gráfico: o ejer 
Evaluamos: 
ё=А,Ѕеп [в (эк = Я => £=A,Sen (5 - 5) 


= £-A,Cos (2) 


=2: 


Н 

Н 
У 

Е 


Pero por condición: #2 =4 => > 2=A,CosB 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 33; 


La gráfica corresponde а la función f, definida por: 
fix) - 4Sen(2x) x Cos(2x). Calcule el área dela región Del gráfico: 


triangular sombreada (en u?). (а) (ero 
45 Evaluamos: 

я 
В) + азасве (22 )=2 
ся =>а-5=-2 

2 везне 2« Joa 
D)x 12 

ВРТА : “В” 
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PROBLEMA 35 : 
Dadas las funciones f y g definidas por: 


(22% y g(x)-Sen(x). Indique el intervalo 
comün donde ambas son decrecientes. 


А(0:х) B)(x; 22) olz% (24 z) 2(35;2и) 


RESOLUCIÓN : 
Tenemos: f(x)-25*"* л g(x)=Senx - 
Como es conocido, la función seno decreciente 
cuando x e П ^ ПІС. 
Ahora, siendo f(x) una función exponencial, cuya base 
es mayor a 1; entonces esta también será decreciente, 
cuando su exponente decrezca. 

ж Зл 

POR 


=> ambos decrecen cuando: x € (5: 


Sus gráficos, respectivos son: 


ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 36 : 

Dada la función: f (x) = 2sen(x), calcule el área de la 
región cuadrangular formada por los puntos de la 
función “f ” tal дие: 


л Зл бл 
5 les 4: 225 E 
АКЕ) DNZ- 


р) ы) DŽ- 


СЕМЕ 1) 


RESOLUCIÓN: 


а= (Pesemasor разе mener). ш ) 


2 
2r |ж 
8- (8), (/2-)->8- = 1) 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 37: 


Del gráfico, calcule el área de la región triangular 
OPM. Y 


fj =Acos(Bx) 
f, =Acos(Bx) 


— 


AF и? В) u? С) и? кт u? 
rg 794“ С) зем D)u E 


RESOLUCIÓN : 


2 
Del gráfico: : pn l 
* fı =2с084х А 
*f, = 2зеп2х 


ATRIGONOMETRIAS 
En el punto p f,-f, 2соз4х = 2зеп2х 
л л 
> 4Х+2х=—х = —— 
2 12 


La ordenada de P es igual а № altura ћ del triángulo 
h - 2sen2 =) =1 8 х 
зеп. E Entonces $ 40PM = A = 16" 
КРТА : “А” 
PROBLEMA 38: 


Еп el gráfico, 2, / 2; | ejex 


Además, se cumple que: 3 


3 
* зепх, + senx¿ == 
4 
*senx, —зепх, = — 


Halle: М = Звеп = cos 2 16 cos x,- 


A6 B)9 
RESOLUCIÓN : 


С)7 


D)-6 


AO 


Según el gráfico, la amplitud es cuatro y el período es 
Т = 2я > f(x)- 4senx También 
Их!) = К.) = Их) 
=> senx, = вепх, —зепх; = а 
fx3) Г) = Йа) 


=> senx, = senx, = senx¿= b 


Dato: 3 
sens teens та: asi 
sens, -senz, =b-a =} “4 
— MÀ 
1 5 
ya que 4х, «(о ғ нема, go > 
yu que 4s, e(0,7)>M=2] Ya x8 +215 E =-6 
2 202 4 
ЕРТА : “р” 


PROBLEMA 39 : 
En el gráfico se muestra la gráfica de la función senoide. 


ЕГЕСІ 


Según el gráfico T7 = 4 T = TËT esel periodo, la 
amplitud es z y la gráfica corresponde al negativo del 
seno. Luego f(x) =-пзепВх pero 


2r 16 _ бт де ӛт. 
RAS В => [(®)=-тзеп(-х) 
Finalmente : 
Е--твеп Эт поете авик". 
2 2 
Е-0 


(зеслсюлев тизселометислу т J60%[ > EDITORIAL RUBISOS) 


PROBLEMA 40 : 

Indique en cuántos puntos se intersectan las gráficas 
de las funciones cuyas reglas de correspondencia son 
Тө) = 5 |sen2x| y g(x)=5 leos2x| en el recorrido 


(0; 2x). 
4)6 B)8 С)10 рм Е)12 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos las funciones f(x) y g(x) 
есе” = 5јеов 221 
Г(х) = 5|sen2x| 
222, 


f(x)=5|sen2x| > perido өз 


#() = 5|cos 22] => perido СЕ 
Según el gráfico, se tienen ocho puntos de intersección. 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 41: 
Determine la ecuación де la senoide у = msen(nx) 


si ви punto de máxima ordenada se ubica en el punto 
medio del segmento que une el origen de coordenadas 
y el punto de máxima ordenada de la senoide de 


ecuación y=asen(bx); (a;b; m;n)€ R*. 


A)2asen(2bx) B) геп(®Ьх) C) asen(2bx: 


E)2asen С 5) 


SR 


D) sen(2x) 


El punto de máxima ordenada es P. 
El punto Q es el punto de máxima ordenada para la 
otra función de acuerdo al dato. 
Segün el gráfico : 
ат т 
=2т ---->---2|- = 
а "=> 2(2)+n 2b 

la ecuación Y = Ssen(2bx) 

ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 42: 


Según el siguiente gráfico; 


f(x) =Asen(Bx)+C 


Зх 
5 
Calcule A,5^ 
Ајг В)4 С)8 D)16 E)32 
RESOLUCIÓN : 
Del gráfico 


4 
.9T _3т 2r 
entonces: 9^ ."* „т. mc == 
4 et n = B 
>B=2 


Evaluamos el punto (0; 2) en la ecuación 
2 = Азеп(2х0)+С = С = 2entonces, la amplitud 


ез2 А=2 = fix) = 2sen(2x) + 2. Piden =16 
RPTA : “D” 
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PROBLEMA 43: intervalo (-2*;2«). Halle la distancia del punto p 
De la gráfica, halle B+C. al punto 0. 
Ч Ат +1 ВАЕЗЛ OS ma Det 41 Ew 
RESOLUCIÓN : 
Redefínimos la función 


б-а х? _ [еозх+1;х>0 
fe Bee: RR s 


y el dominio es R — (0) .Сгайсатов la función 


A)1 B)2 С)4 D)5 E)6 
RESOLUCIÓN : 
Sea Т,, período de h(x) y Т, período de f(x) 


Los valores mínimos de f(x) suceden para 
хү=-т => y, = –2 => Р(—т; —2) у también para 
Xə =n уз =0 => Ө(п; 0) Luego 

(т — x) + (20)? 


PQ -245? +1 
h(x)=AsenBx КРТА : “0” 
PROBLEMA 47: 


Del те Bosqueje el gráfico de la función definida por 
IT = = 
Jjeng pra 


SE LI IB ES 


с 8 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 46: 
Sean Р(х; у) у Q(xs; ya) puntos pertenecientes 
a la gráfica de la función definida por RESOLUCIÓN : 
Пк) сов. Dada la regla de correspondencia f(x) = |-cos|-x|| por 
lx] ІМ definicón de valor absoluto |-x| = |x|; entonces, 


de modo que  y,;yg son valores mínimos еп el f(x) = |сов || También se sabe que |х| = + x. 
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El área de la región triangular $ es máxima si h es 
máxima; es decir, 5 = /2 Entonces 


La parte negativa de la gráfica se refleja respecto al 3л 
eje de abscisas y resulta де la siguientes manera: НОБ 
4\4 z42 x 
s 2 ->8- E = СЭУ 


ЕРТА : “С” 


PROBLEMA 49: У 
Sea la función definida por f(x) = вет В+ cz) 


А>0;В>0;С < Осиуа gráfica se muestra a 
continuación 


КРТА : “С’ 
PROBLEMA 48: 
Halle el área máxima de una región triangular como 
la mostrada, si la función f(x) es la suma de las 
funciones g y h definida por 


g(x) = senx; h(x) = cosx. 


RD 
Halle una solución de AB, cj. 
А) 13 B) 11 C) 10 D) 14 Е) 15 
RESOLUCIÓN : 
Resolvemos 


$ В)" Cusen": р)" Е)" соз” 
A 42 B) C)r sen D, E), cos 
RESOLUCIÓN : 

Si tenemos que: 

* g(x)— senx 

9х) = cosx 

entonces {(х) = зепх + cos x Por identidades de 
TAE 


arcos compuestos Их) = Узнет = +2) 


et 
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Del gráfico А = 2 (es la amplitud) (1) Del período 


EH ‚з= үң? 8= S САП) 


Entonces, la regla de correspondencia será 


T= 


fíx)- 25en[r s cz) 
Evaluamos p(1; 2) en la ecuación de f(x) 
жеп|эк)+с®) =2=>C=-5 
A хы с ш 


T 


2 


= AB(-c) = 23, 415) = 13 


ВРТА : “А” 
PROBLEMA 50: 

Si f y g definidas por f(x) = AsenBx ^ g(x) = AcosBx 
son funciones cuyas gráficas se muestran en la gráfica 
adjunta, halle el área de la región sombreada. 


RESOLUCIÓN : 


Del gráfico llamamos p(xo; yo ) al segundo punto de 
intersección de ambas gráficas. Ambas funciones 


tienen т= 27 y su amplitud А=2. 
A=2 
>f(x)=2sen3x 
m — 2 
f(x) = AsenBx => |Т = B E 
>B=3 


= g(x) = 22083х 
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Como 
p€f(x)- yo = 2зепЗхо 

зеп3 хо = 3. 
РЕЕ(х) = yo = 2зеп3 хо a coran) 


tan3xp =1= 3x9 = У Зхо = 


SÁrea de la región paralelográmica 
T 
S= ЕН 
42 з 12 Z- /23 
ВРТА : “С” 


PROBLEMA 51: 
Determine el área del triángulo JMP. 


АЈ (8 - ви" B) (3 + 42)u* ота 


р) End E) (s +/2)Ju? 


RESOLUCIÓN : 
resolvemos : 
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RESOLUCIÓN : 


т 
з) 


— кенет. 


Las gráficas se intersectan cuando 
f(x) = g(x) = Asenx = Асозх 
т —=— =E 
>.-7 Delgráfico 7 u^7T-7 T: Período de la función. 
Del gráfico Sabemos que 
"4 =/2 => Авеп". = 42 Ж. та T. goa 
4 |B| iB 7 
>A=2 
Las coordenadas de los vértices son Г máx] + |! тік 5 
5 ја a Ede e mte] epe] 
РЕ) -5:)умоо;-2) 2 2 
4 4 А = 4 (es la amplitud). Desplazamiento vertical 
Cálculo del área del РМ: D=-1 La ecuación de f(x) es y = 4sen(14x+C)-1 


т 
El punto Q (=: 3) se evalúa en la ecuación anterior: 


3 = 4sen (1t + C)-1 

1 = зеп(п + О-с--% - 

> y 4sen|14x —7]- 
RPTA : “E” 


1 ат c PROBLEMA 53: 
ш-(А- área = —(42 +3 
буа qe B) A 4 (12:3) Del gráfico mostrado, calcule el área de la región 


ВРТА : “С” sombreada. 
PROBLEMAS È; у 
Halle la ecuación de la senoide. 


Ајугбвеп (147) -1 
В)у=Звеп[14х -',) + 
"m je 


P(x)=|cos2x|+ cos 2x 


A)2u? В) ки? суи? ТТЫ к/т! 


RESOLUCIÓN : 
Redefinimos la función 


Р(х) = cos 2x|+ cos 22 = АНИ >0 


О;сов2х < 0 


у ubicamos los intervalos en los que 
Y, cos2x > 0 У cos2x < 0 


Р(х) = [eos 2x| + cos 2 ~ 


El área sombreada es la mitad del área del rectángulo. 


=> el área sombreada => E је) =5 = 
RPTA : “С” 


(63) Determine el rango de: 


Е(х) = -2cosx 
{-2;3] B(22]  С)(-2]  D)[-2:2] Ee 
(03) Determine el rango de: G(x)—6 (1+senx) 
А)(0;5] В)(-5;5] C)(-5;10] D)[0;10] Еф 
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(A) Halle el dominio de la función f. 
senx+7 
Рх) = 
AR ВЕ ОЕ Ш) -(28+10)5 — E)R-hw 
(93) Señale el período principal de: 
y78,,71- cos3x 
л 2x Зх 
Ај В)гл С) 3 D) = Е) ТУ 
(65) Señale el período principal de: 
y = hy = 2sen6x-1 
я л 2x я 
Ајл Bs es D E 
09 Señale el período principal de: 
"fimi tooa 
az BZ С)2л рл EJ8x 


(62) Grafique: у= f,,=2senx-1 


(903) Señale verdadero (У) o falso (Е) en: 
1) En (в) la función seno es creciente. 


UE E 


АЈУУ B)VF C)FV D)FF Е)Мо se puede precisar. 
(69) Señale verdadero (У) o falso (Е) еп: 


аа) la función seno ев decreciente, 


1) En (5: x) la función coseno es decreciente. 
1) En (в ©) la función coseno es decreciente. 


АЈУУ B)VF C)FV D)FF E)No se puede precisar. 
(O) Señale verdadero (V) o falso (Е) еп: 
1) En (=, :3 la función seno es inyectiva. 


II) En (x;2x)la función seno es inyectiva. 
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АУ ВУР C)FV D)FF E)Nose puede precisar. 
Die 

(П) Señale verdadero (V) o falso (Е) еп: 

I La función coseno es inyectiva en (0; x) 


П) Та función coseno es inyectiva E z ) 
АЈУУ B)VF C)FV D)FF Е)№ se puede precisar. 
(13) Señale verdadero (V) o falso (Е) en: 

I) En (0; x)la función seno posee un máximo. 

П) En (0; x)la función coseno posee un mínimo. 
А) УУ B)VF C)FV D)FF E)No se puede precisar. 
(13) Halle el área де la región sombreada. 


AI uh вар о? 


(3) Halle la suma де las ordenadas del punto А,В, 


2 pn^. 9 22 
ли Dr жы Eje 


Q y P respectivamente. 5 у. 


Е)бх 


(£9) Señale verdadero (V) о falso (Е) en: 
14). La función seno es раг. 
{ II) La función coseno es par. 


А)УУ ВЈУЕ C)FV D)FF E)No se puede precisar. 


(£2) Senale verdadero (V) o falso (F) en: 

I) La función tangente es раг. 

11) La función coseno es impar. 

Ш) La función secante es par. 

AJFVF. B)FVV C)FFV D)VVF E)VVV 
(£3) Señale verdadero (V) о falso (F) en: 

І) La función: у = senxcosx es impar. 

II) La función: y = secxtanx es impar. 

Ш) La función: у = свех + co£x es impar. 
АЈУУУ B)VVF C)VFV П)ЕУУ ЕЈУКЕ 
(£3) Señale verdadero (У) o falso (F) en: 

I) La función: y=sen2x|tanx| es impar. 

П) La función: у = senx2.csc |х | es раг. 

А)УУ B)VF C)FV D)FF E)No se puede precisar: 
д) Señale verdadero (У) o falso (F) en: 

I) La función: у= f(x) =sen(cosx) es par. 

II) La función: y = f(x)=tan(senx) es par. 
АЈУУ ВУЕ C)FV DJ)FF E)No puede precisar 
€) Señale el período principal de: 

y = f,,7sen2x 1 


[ГУ VA TIS PATRIA 
(65 Determine el rango de: 

F(x)=1-senx 
Al[29] 81421  C(-23] 0050)  E[22] 


@ Si f(x) -4sen3x y además x [-л;я] „halle su 
rango. 


AJ[- 4:4] В)(-2;4) C)[-5:3) »(-1:2) EJ[-5:5] 
63 Grafique: у = х) =2совх+1 


д AY № AY DAT 
iv x 
x X 
D) AY қ 


TAREA 


(ATRTGONOMETRIAZ 811 | 


63) Grafique: у=8 „= 
^ Pos қ ee 


(03) Señaleel rango de función: y=8/,,=3sen*x+4c0s*x 


А)13;4] — B)2;3]  C)2;]  D)[153] E)[1;4] 
(7) Señale el rango de la función: 
y=h p; 2 7sen*x ~ 5cos*x 


А)[-3;5]  B)[-5;7] C)[-2;5] D)[-2;7] E)[-3;7] 
[5] Señale el rango de la función: yzg,,, = зепх-созх 


в)[-/2;/2] с/(о:42 | 


A)[-2;2] 


D)[0;2] 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


(9) Calcular el área de la región sombreada : 


m Вузи? o5 3 уз р 


63) Del gráfico calcular a+b 


А В)2 С)з D)4 Е)5 
(62) Del gráfico calcular 4 
A) 1/4 
В) 3/4 
C)4 
D) 12 
E) 1/12 
00 Del gráfico calcular А.В 
А)12 B)14 С)16 D)18 E)20 


(62) En el problema anterior indicar uno de los puntos 
de intersección. 


Аја В)л|5 C)x/6 D)2z|ó  EJx/10 
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63) Dada las funciones: 
ES у “зел ; у-совк 
indicar cuántos puntos de intersección se obtiene 


para х10:2 | 
Ай В)? са D)4 E)5 


(0) Afirmar si es (V) о (Е) para: y=senx ; у=совх 
( ) Son funciones crecientes y decrecientes. 


3. 
() Рагах е Ез ambas funciones son 


crecientes. 
( ) Рага x elx;2x[ ambas se intersectan en 2 
puntos. 
АЈУУУ B)VFF СЈУКУ D)JVVF  E)FVF 
@ Si: х e[0;2x] 


Indicar la suma de las abscisas de los puntos de 
intersección de la funciones: у=вепх ; y=c08x 


A)si2 Біл C)3x/2 Р)гл ЕЈ5л/2 
(©) Indicar el dominio y rango de: у = 1 – sens 
AR;[-1;] B &-1-1;10 ОВО] DJR-;|-2;2] E)R;[0;2] 


@ Бі: хе Е zl 
afirmar es (V) o (F) 
( ) La función seno es creciente. 
( ) La función coseno es decreciente. 


( ) Las funciones seno y coseno ве intersectan en 
un punto. 
АЈУУУ  B)VVF  C)FVF  D)VFV  E)VFF 


(3) Graficar las siguientes funciones: 
1) у=зепх-1 
П) y=-2sénx+1 
Indicando su amplitud y su período. 
A) D- 1;2x П)=2:2= ВИ 5:29 П)-1;2я 
о МЛЕКО m-i ;2= D)D1:2z M)22% 
Е)І)-Іж П) 1;2я 
@) Стабсаг las siguientes funciones: 
I) y=2+3sen2x П) y = 3-2cosdx 
Indicar su amplitud y su funciones: 
А) D2;x П)3;8х B)D2;x ІШ)8;л/2 


C)D3;2x П)2;4я р) 1)2;2х П) 3; 4я 
E) I) 8;я Ш) 2; я/2 


(£3) La ecuación де la gráfica es; 
у=- (: +sen 3) 
Calcular el área de la región triangular sombreada. 


Xx 


Caleular la ecuación de la gráfica. 


A)y=cosx-1 В)у=1- соз C)y-cos2x - 1 


D)y=1+c082x | E)y-1- cos2x 
(O Hallar el rango de la función: F=(X)= 4senx – 5 
A)[-8;5]B)[-8;3]C)[-8;-1] D)[-5;-3]E)[-9;-5] 
@ Si:x elr/2;x 1, afirmar si es (V) y (Е) 

() La función seno es creciente. 


( ) La función coseno es decreciente, 


() Las funciones seno y coseno se intersectan en un 
punto. 


AJVVF В)УЕУ СУУУ  D)FVF  E)FVV 
49) Calcular el área de la región sombreada. 


КЕ УРСА еерее 


А)2хи? В)4хи? C)6xu* D)8xu* E)10u* 
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“ТЕНРЕНДЕНЛЕТЕДІЕСІДБЕ 


1; све х >tanx 


Os no- L7 їапх> свсх 


Evalúe : ES Jer (22) (- A E = ) 


AJO вл С)2 D)-1 Е)-2 
(93)Sean las funciones 


F(x) = (1-senx)(1-cosx)(1 +весх)(1 +езсх)(вес*х) 
DomF-A el mayor dominio posible g(x)=tanx , 
АН Bt gs DES Е)5 Domg=B, el ды dominio posible foe el valor 
de verdad de las siguientes afirmaciones. 

I) Е(х)=в(х); Ух e A 

IDF(x)-g(x); Ух e В 


IIIJJA-B 
А)ЕЕЕ B)VFF C)FVV | D)VFF Е)УЕ 
(93) Sea la función f definida por 


f(x) -(tanx-*cotx) (sen |х\+вепх) 


siendo хе [- 5 ; о) vfo; =) 


Ай B)2 C)3 D)4 E)5 


Determine el rango de f. 

A(2;2/2]o 10) в/(в:2/% ) с); 2/2]o(0) 
D)(2:4]. (0) E)[2:4) 

(63) Esboce la gráfica de la función f definida por la 


regla de correspondencia. 


f(x)-tan|[ сов(лх) +1] - 3| 


A)1 B)2 С) з D) 6 E) 12 
@ Calcular la suma de los valores que forma la 
expresión: 


кенті + bees! * He on cada uno deloecuadrados 


A) В)8 С)2 Р)о Е)-1 


ФЕ! punto (222+) pertenece a la gráfica de la 


función yzcosx. 
Calcular (п) : 
A)1/3 B)-1/3 С)1/2 D)-1/2 Е)1/4 


(69 Dadas las funciones f y g tal que: 


5 па) УІ + 2сов 2х ; g(x)=1 
E 


¿Para qué valores de x se cumple 
fix)« glx); Уве 27 


x 1 x T 
4)(-®загесов Fl; ФЕ агесов ува) 


т 1 л 1 
в/(- 3 +агссоз 3 ЖЕл; 2 -arccos 3 +) 


с-та Еви) 


раку +агссов — diee Dr varecos 1) 


E) (2kx ;(2k-- 1)x)) 
в funciones con regla de correspondencia 
Dadas las funci la di di 


fG)-5,c»4 y g(x)-2senT- 
х 2 


Si la recta tangente а la gráfica de f pasa рог el punto 
(4л;0) ,(0<х<4я) ¡determine el área comprendida 
entre dicha recta y g. 
AJ4(c—2)u? B)3c и? 
D)2(c - 2)u* E)2u* 
O Sea f una función de variable real, halle el dominio 
yrango(k e 2) 


f(x) = [senxescx] + [cosxsecx ] 


A)R- kx; (2) 


C)4cu* 


вук ё (-15050) 


kx kx. 
OR-T:1-2 DJR—,-:(0) 


E)R - kx; (-1;1) 
(69 Halle el campo de variación де la función : 


fíx)-cos 2x гај —sen2x (вепх + cos x) 
a 


si же (0:32) > 
А)(-2; 2) ВД-20) С)(-2;2)-(0) D)(-1:1) E)[-1:2] 
(69 Halle los valores de x еп el intervalo (4x ; бл) 
para los cuales la función f está definida por la siguiente 
regla de correspondencia 


Е 


DEEA noe 


им о 


(а920и6 valores de x del conjunto de los números 
reales, hacen posible que f'sea una función? Dé como 
respuesta para 0 < x < 2x, si: 


Ге) =log(sen 2 — cos 2x). 


Ао: =) Ges] 
68 
(O) Dada la función f con: 


f(x) [sec (ES 2 2 c (ES) 
y g con g(x)=2xx . ¿En cuántos puntos se intersectan 


f y g enx є (20031 ; 2009x) 7 
A)4 BJ6 С)5 
@ El rango de la función : 


D)12 E)16 


fis)» T, cosx- L senx 


© 


ев Е z) „entonces un intervalo de su dominio será 
17x 19x 28x ж 28x 
tz] ара] обли 
s 12 "1 12 ^12 13. 
171 7л 47n 67x 
D, E, 
ES 12'4 4) [5 127/12 r] 


(13) Si los puntos (=: iy В(х;;—1) pertenecen 
al gráfico de la función siguiente 


f(x) = sen'x-cos* x; además x, є (sx) 


Зл Зх 
ужа «(%; 2 2, calcule : 
J = tan x, + tanx, + tanx tanx, 
АЛ во сыз D)- 3 өз 


(9 Calcule el mayor valor que admite la función f 
con regla de correspondencia 
f(t) =ysentcos2tcost+xsen*icos? t 


БЫСТЫ [s ҒЫ 
А) CETA B) жы +2 с) шы Tz 

Ух E -s Ух*+ху+у* ; 
D) 8 E) 8 


(G) Halle el rango de la función f, cuya regla de Арсић) i Rf= =R- (55) 
correspondencia es fíx)=Vers2x.Cov2x 4 


АЈ[0;/2] воз „36 | «3,542 врећа) т; врев– (0:4) 


1.1 

С)х= ж, EES 

р)јо;5 + 2] в]; +] јан DSi Efe (57) 
Ел 1.1 
(49 Determine el rango de la siguiente función Djx=¿¡Bf=R- Ci в? :3) 

_ зепбх+с08°х 1 
а E)x=(2k-1)5; и=я-(-1:1) 
a5:5] ДЕО ofis) ЕВ La gráfica mostrada corresponde а: 
44 44 44 
5 


(Э Si 0€ x,« x, < ху... x,€X , halle los valores 


extremos de la expresión фа: 

Г-вепх,Фвепх,%зепх, + «eee > + зепх, 

g = COS X, + сов X, + соз X, +... COS X, 

А)[п;п\/2 ] В)(п;\/2п) Сп 2n) 

D)(n;n4$] E)n-48;4n42) A)Jf(x)=sen x--sen Зх +веп 5х 


В)Их)=зепх+ЗзепЗх +5зепбх 
Halle el de la siguiente función, 1, 
өн ее! e е паа nción, cuya regla CI x) века: LEURS LUE 
ipondencia ев: 3 5 


o ЖЕЕ а ие: = +sen 5 
У2 зеп(х + — ) +совл 
4 


1-42. 1+/2 1-42 /2-1 
^p 2 22887 в] эта. го @ Halle las coordenadas del punto w a partir del 


gráfico adjunto. 


E)fíx) =зепх+зеп2х 


[V8 - 1/21] »|-4; a] 


(13) Sean las funciones : 
-явепх;х<0 


os Б ;0sx 

#(х) =агс secx 
Resuelva (х) – g(x)=0 Ух e [-я;я] 
Dé como respuesta el número de soluciones. 
А)1 B)2 сз D)4 Е)5 
(60 Determine los puntos de discontinuidad y el rango 
dela función f, definida por la de correspondencia. 

ds чый җә (ed 


sen? | «| +с08" |х] 2:4 US 
El X! 

fx, Ч REL 29% 1 11 43 

/ сов“ 2|x|- sen*2|x|" > 18 4) Є d 2) 
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e Grafique Ге) =совх - 5 cos 2x 
A B) 
| Y Y 
X X 
с) р) Е) 
Y Y Y 
| | ) X X | \ 7 X 
(9 Del gráfico adjunto, Q es punto de tangencia. 
Halle a . 


AJarctan 22) BJarctan(243) 
Сагон 3) Djaresen 38) E) 
6 6 3 


ӨЗ Gráfique la siguiente función cuya regla de 
correspondencia ев: | 


H (x) == 
—seexcot 2 


698: Р(х, ;у,) ; Q(x, Yp) son los puntos que 
pertenecen a la gráfica de Ја función 


2 
Гед = 4000 2) tal que y, e y, son mínimos en los 


intervalos (-2x ;0) л (0 ; 2л) respectivamente, halle la 
distancia del punto P al punto Q. 


А)4л BJV2x%+1 С){л?+1 П)2л-1 Е)2Ул?+1 


@2 Halle el rango де la siguiente función: 
&(x) ztan*(senx – esc x)-cot' (senx – све x) 
A)Rangc[2;*-) — B)Rang c (274) 
C)Rangc[4;*o) | D)Rang c (4 ;*«) 
E) Rang e (-;-«) 
(89 Grafique la función 
f(x) -3lsen х1- 4[cos x] 


- 


[A сен 


ED Halle el dominio máximo de la función 
VSsen(s- 7) 
Е(х)= 4 
Jaen х + [сов x 
si además ke Z. 


A (shes n] ТЕМЫ 
C (ixi 7) ДЕЛУ) 
в заһар | 


(ED) Determinar el rango de la función : 


sen3 х 
ћ(х) = ————— 
e tanx+2senx 


А[1;з]-@ в]-1:3)- о(-1:2| - 0:1 
213] ог) ю(-1:8)-(0:2) 


@ Halle el conjunto de valores de la función. 


Vise ее 
Звеп х+соз x 
Considere 0<х < - 
NERO в) 23 аи) бө) oo E) 
РЛ ЕСЕ Ыз} sio ¡E 
e Sea la función definida de la siguiente manera, en 
el intervalo -$ <x<0;f(x)=-x; y en el intervalo 
0<х <$; f(x) se define como х) == ; además ffx) 
tiene un período igual a 3. 

2х ях 
Calcula С ЖЕ) геп =). 


AJO B)2 C)9 D)-9 Е)5 


E3 De la figura halle el dominio y rango 
respectivamente de G(x). 


Аза) (ад (21) Be |-(а) ог) 


o(5;25); Con DJ (5:24): Coin 

GEI punto А=(а ; k* – Е+1) pertenece a la función 
y=tanx, y B=(B;k*+h-1) pertenece a la función 
contangente . 

Sia+p=2, calcula F=sec[k(a-8)];k 2. 


Aj&iq В)- 48 0+  D)*2 вз 
69 Dado 
sen?x + соз’х = Asenfíx) + Bsen3fíx) 
Halle: А? хр. + В? 2 
(906 
11к 13x 15я 171 10х 
ME в) се DIG E 


69 Determine el área del triángulo JMP. 


А (3-— 2)u* в)” (3 + узи? 


DJZ (4s +1јиз EJE +4/3]u? 


03) 


CEAVES PE LA ЖЕСТ EINTOA PRACH 


REPASO DE 
FUNCIONES 1 
01. Calcular el máximo valor que toma el 
rango en F(x) = 3Senx + 2 
а) 1 да 
b) 2 е) 5 
3 
02. Hallar la variación де: 
G(x) = 2 - 4Cos3x 
а) (-2;6] d) (-22) 
b) [26] e) (24] 
© (26) 


03.5: “[-® ) 


Calcular el menor valor del rango de 
f(x) = 3 + 2 Зепх. 

а) 0 92 

b) -1 e).3 

c) 1 


04. Hallar k: si el punto A = E ы” 


pertenece a la función coseno. 
a) 2 d) 8 
b) 4 e) 10 
с 6 
05.5: Соѕдє (-1;0) 


Calcular el rengo de: y= 30901 


06. Sea la función F definida por: 


а) [1:12] 
b) [1:16] 
© [18] 


а [2:10] 
e) (0:8) 3 


07.Hallar el dominio de la función f 


definido por 160 = азск (2x2). 
kr, m, 
a) вета? 


Б) R-f2ka+ ке] 


e в-а кел) 
08. Hallar el rango de la función f definida 


(32. 


por f(x) - |Secx^ —1 ; x 


а) |6») d) (ге) 
) (е) e) [0:1) 
с) (0) 


09. El rango de la función: 


Ко) = Ten бели donde : 


лл | 
к tiene Іа forma 


Rif) = [a;b]. Hallar: a.b 


а) 2 9 4 
b) 1 1 
) die 
o) УЗ 


10.5і F es la función real definida por 


2. 
высок ала) para todo 


хе (2: || Halar su rango 
а) (-2;0] d) (-=;-1) 
b) (-=2] 

o) (=-2] 
11.Hallar el rango de la función: 


e) (Cm A] 


f(x) = 2Tan(3x + 2) -43. 


а) [-2-43,43] 
) [-2- 48:48) 

а [3-80] 

СЕБЕТ) 


) (8:248 - 1) 
12. Hallar el rango de la función: 
fi) 2.4 Csc?2x 
ЗС #2х 
a) R-(-22) d) в-(-1/1) 
b) R-(-à31) e) [28) 
с) Е-(-4;2) 
13. Calcular el mínimo valor positivo de 
la fun: 
f(x) = 2Tan2x + Cotx – Tanx 
а) 1 d) 8 
b) 2 e 3 
с) 4 
14. Determinar el dominio de la función: 
f(x) = Cot2x – SecxCscx 


а) в– [ez] 


b) r-(Minez) 


© R-(nuneZ) 


d) R-fen+ inez} 


e) R-(2nzneZ] 
15.Sea: F(x)- CscxCot?x + Cscx — 4 4 


EE RÍO =[аљ] 
Calcular; a + b. 


16. Hallar el dominio de la función* 


(од = Tot; sabiendo que esta 


> 


contenido en (==) 4 


17.Dada la función definida por: 


Sex+3 
DET] 
la función es: 


a [5-3] ә [5-3] 
b) [4-2] а (44 


9 [4-5] 


18. Determine el rango de la función f 
definida por: 


fix) Sen x – ббепх+9 + 


‚ entonces el rango de 


Sen?x + 4Senx + 4 
а) [0:2] д {1} 
b) [0:1] е) {5} 


E [e] 


19.Si: x e [0:2x] , determine el rango де 
la función f definida por: 
(х) = J|Senx|([Senx| + Senx) 


a [Zo] а ЕШ 
ы [4242] ә [v] 


c) [0,42] 
20. Determine el rango de la función 


айына por 109 i Eod 


х 


а) [01) 4) (0,42) 
b) (03) e) [0;=) 
а [o./2) 


21. El rango de la función f definida por: 
Fix) = Tan|Cotx| + Cotx|Tanx| es: 


а) R-(0 Ф R-(-22) 
ы (R-(-11) е) (-22) 
c) (0) 


22. Hallar el rango de: 


- 5 Е Lati 
f(x) = Sen3x – Secx LE 
a) xo) о (0;1] 
b) (-1;0) (0:1) 
c) (свој о (0:1] 
d) [-11] 
e) (-11) 
23. Calcular el rango de la función: 
Fix) = Senx? + Coss? + |Senx? + Cosx? 
а) [0:2] 
6) [-2/2:2/2] 
а [02/2] 
d) [-42:42] 
e) [32] 
24. Hallar todos los valores de x del 
x E 
intervalo (5 5) donde es по 
negativa la función f definida por: 
3- Tan?x 
f(x) = ЛЕВИ 


1 


01. е 09.5 17. b 
02. b 10. b 18. е 
03. c 11. b 19. c 
04. с 12. e 20. е 
05: b- —13.c 21. e 
06.6 14b 224 
07.a 15.6 23. c 
08.e  16c 24. c 


а) 2- јак 15 |/ kez 


b) а-к) kez 


д R 
d) к– {(4к+1) я} / keZ 
e) МА. 

02. Encontrar el dominio de f(x): 


1 
f(x) = с 


+ Тах 


к-{кл}/ ке? 

b) в- [sp кез 
9 к-(- кез 

d) в-(бе3 / кез 


г коке) кес 


03. Indicar la proposición no incorrecta 
acerca de la función f(x) = /Cosx . 
i) Es decreciente en ЕШ) 


ii) Es periodica. 
iii) No existe la función. 
а) і d) ii 


b) iyi 
c) iy iii 
04. Determine el número de soluciones 
dela ecuación е?* — Ѕепх =0 еп el 
intervalo x e (-2л,л). 
a) 1 93 
b) 0 e) 8 
с) 2 
05. Encontrar la alternativa correcta de las 
siguientes proposiciones: 
L f(x) = Sen?x + Cos tx; Т = п 


e) пун 


П. 1(x)=2+Sen!22x;T=x 
Ш. f(x) =Cos(Cosx); Т=я 


a) 1 d) Iyl 
b) Il e) ПУШ 
c) Ш 

06. Gráficar: 


бод = ес (828 1) Соци+х) +1 


07. Calcular el área de la región limitada 
por las siguientes gráficas cuyas 
funciones son: 


L f()eTeuxe ЕНІ 


L а=1хє [5,5 | 
Ш. h(x)=-1; ЕЯ 


№ x=3;ye[-11] 


2 
Ey? Zy? 
a) 2" d) 4“ 
b) mu? e Zu? 
с) ч? 


08. Соп la ayuda de la gráfica obtener la 
siguiente expresión: 
да + bn + Тас 


e 7,4846 
5'./3+4 


12, Se tiene que Ped. 
Calcular el rango de: 


1) = 2Cos?x +1 - Ѕепх 


42 
а) [222] а [62-2 


b) 3 е) (м2) 


09. Determinar el periodo de la siguiente 


función: 2 
f(x) = |5еп |х|| n 
2 
a) 2 d) 2x 9 (oz Я 
b) a e) Зл 13. Determinar el área de la región dada 
Эл por 
Sex 2Sen2x < у < 4 – 2Cov2x 


En el intervalo: x € [-7.2] 
10. Indicar el número de soluciones de la 


ecuación: a) 4u? d) 2nu? 
х= 4Senx = 0 2 2 
әм да b) Зли e) 5u 
b) 2 e) 5 с) 4nu? 
Sud 14. Calcular el área de la región triangular 
РОВ. 


2r 
11.Sabiend Е 
lo que ШЕ x] 


Determinar el rango de: 
25епа +3 
ren 
5 2/3+6 
а) |-z: 
С d 
" ЕЕЕ 
3' 48-8 а) 16/302 а) 4/3? 
ETE ar iut b) 163m? е) 16/2m? 
5' 3+8 
c) вт? 
а E xd 15.La ecuación de la gráfica adjunta es: 
S у = aSenbx ; además las coordenadas 


(FUNCIONES. TRIGONOMETRICAS 


a) 2 
b) 4 
с) 6 

16. Hallar el área de la región limitada por 
las gráficas de las funciones: 


d) 8 
e) 10 


L Қх)- Sen ix e[-1;1] 


IL (х) = Cosx;x e [m0] 
Ш. h(x) =1;х e[0;x] 


а) 2v? d) ти? 
b) 44? e) глиг 
с 1u? 


17. Calcular el periodo de la siguiente 
función: 


f(x) «Bed тајски 


а) 5 d) 3x 
b) E e) 2x 
с) x 


18. Determinar la gráfica de: 
f(x) = х + |Cosx| 


19. Gráficar las siguientes funciones: 

І 1(x)=2(Sen3x - 2Senx)(Cos3x  2Cosx) 
Senx + Sen2x + Sen3x 

Бый” Cosx + Соѕ2х + Cos3x 

Ш. h(x) = Ѕесх + Tax 


20.5: хе (В) hallarla extensión de: 


чы) 


_ Зеп(15л - x) 2 Та(99л +x) 


N rm —са(-х)  Csc(7n+x) 
a) (-1;0) d) [-1:0) 
b) (31) е) (0;1] 
c) (05) 


21. Acerca de la función: 
f(x) = CosxSen2x + 


2Cos? (5 + x )5enx - SenzaCos[ 5 + x) 
Se puede afirmar que: 
1. Es una función par. 
П. Su amplitud es i 


Ш. Intersecta al eje “у” en 2 puntos 
Ухе (0, 2л]. 

М. Ез una función periódica de 
período T=2x, 

а) 1 9) м 

b) H e) Todas son 

c) Ш verdaderas. 


22.Si el punto P(x,:2a- b) pertenece a la 
gráfica del sinusoide, el punto Об; 
a+ b) pertenece al cosinosoide y 
Rx?) pertenece al 


tangentoide. En cuál de los siguientes 
intervalos se puede encontrar: хз 


E 
x+x=>3). 


23. Se tiene la función: 


f(x) = (1 белк)(1- Cosx) 


con respecto a f(x). ¿Qué alternativa 
es correcta? 


a) Decreciente para «є( =) 


а) 4 97 
ы 5 е) 8 
с 6 
== — 
CLAVES DE RESPUESTAS, 
01 а 09b 17. е. 
02. с 10. с 18, 
03. а 11. b 19. 
04, с 12. а 20. а 
05. с 13. с 21. а 
06. 14. e 22. b 
07. b 15. c 23. d. 
08. c 16. d 24.a 


OBJETIVO: 


* Interpretar y operar expresiones del tipo ArcSenx, 
ArcCosx , etc; de manera rápida y concreta. 


* Despejar ángulos incógnita cuando una razón 
trigonométrica de un ángulo se reconoce pero no es 
notable. 


* Definir las funciones trigonométricas inversas. 
INTRODUCCIÓN : 


En el capítulo 30 se estableció que una función asigna 
a cada elemento dei dominio, una y solamente una 
imagen que desde luego puede ser común a varios o a 
todos los elementos del dominio. Si la función tiene 
además la propiedad de que la imagen es exclusiva o 
sea que cada imagen en el recorrido lo es de un solo 
elemento del dominio, se dice entonces que esta 
función establece una correspondencia biunívoca o 
biyectiva entre los elementos del dominio y los del 
recorrido. Cuando tal es el caso, se puede definir una 
nueva función, inversa de la función original, cuyo 
recorrido sea el dominio de la primera. Se dice entonces 
que cada función es la inversa de la otra. 


FUNCIÓN INYECTIVA O UNIVALENTE 


Una función es inyectiva o univalente cuando todo 
elemento del rango tiene un único elemento en el 
dominio al cual está asociado; si: 
Рх) = f(x,) => x,-x,. Como conjunto de pares 
ordenados,una función es univalente si dos pares 
ordenados diferentes nunca tiene el mismo segundo 
elemento así: 


1* Хо => fi) % Беҙ) 
EJEMPLOS : 
*Sea: fix) 23';x > 0 
* Aplicando la difinición: 

f(x) m ха) => х? = => xP-x$20 
* Por diferencia de cuadrados: (x, x, (x, x5) =0 
debido a: 
=> (х, +Х2)>0 =>(х/ – Х;)=0 > x=% 
>"f"es univalente 


Una función F es inyectiva si cualquier recta 
horizontal corta a la gráfica de F a lo más en un punto. 


D Y nm Y 


у=х' 


Es univalente 


* De las figuras mostradas se deduce que F es 
inyectiva. G no es inyectiva en todo su dominio; 
para que G sea inyectiva se debe redefinir la función, 
es decir, se restringe el dominio por ejemplo si se escoge 
el dominio de С: <-«;hJentonces б es inyectiva, 
también ве puede elegir como dominio [h ; +®>. 


FUNCIONES INVERSAS 


Si una función f es biyectiva (univalente y 
sobreyectiva), entonces existe su función inversa y se 
denota por f * 6 f^ 


* Para determinar la inversa de una función se 


intercambia “х” por “y” e “у” por “х”. Así: 
Df*-Rf Rf*-Df 
EJEMPLO: 


hallemos la función inversa de y = 2x – 1 cuyo dominio 
es [0 ; 3]. 
RESOLUCIÓN: 


* Despejando x se tiene: x = HN 


* Intercambiando variables: у = жі 


ATHIGONOME TRIAS 623 
FUNCIÓN ARCO COSENO 
f =1(x3y) В?/у = arcCosx;-1<x<1) 
* Dominio: [-1; 1] * Rango: [0 : x] 
Es una función decreciente. 


* Se observa: Df = [0;3] y Rf [-1;5] 
* También: Df* = [-1; 5] y Rf* = [0; 3] 
OBSERVACIÓN: 


Las gráficas de f у f* son simétricas con respecto a la FUNDS ARCO TAM 
recta (у = x). f =[(x;y) Е?! yz areTanx ; хе R} 
. io: > eif = z М x 
FUNCIONES TRIGOMÉTRICAS Dominie * Rango: (155) 
INVERSAS 


Como las funciones trigonométricas son periódicas, 
entonces noson inyectivas por lo tanto no tiene inversa 
en todo su dominio. 


Para que existan las inversas de dicha funciones, se 
debe restringir el dominio de modo que sean inyectivas. 


FUNCIONES ARCO SENO 
вежу) € К?! y=arcSenx;-1 sxs D} 


E УРУЯ " 2E. 

irme s аны! 2: A FUNCIÓN ARCO COTANGENTE 
* Despejando x: => х= arcseny 3 

* Intercambiando variables: y = агевепх f*-((x;y) ЕГІ y =arcCotx) 
Además: хх * Dominio (атсСо1): R 

"гену ei “нет 4-5 TORNEO 


* La función es creciente e impar 
* Graficando f y f * Ay 
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FUNCIÓN ARCO SECANTE EJEMPLOS: 
Dominio :< -%;- 1 U [I ; >  *Si: Sena -2- а= ArcSen B х-беп! (2) 
y=arcSecx PELA ES 3 3 5 afs 
Rango: [o ; 246 ; «| ж Si:Cos0=7= д= Arcos 2) ó 0=Cos (£) 


* Si: Тапр=5 = В= ArcTan (8 ó 0=Tan* (8 


* Si: Sena=5> como es notable: а = 30° 6 F 


* Si: Cosf = - por ser notable: f =45° ó = 


* Si: Тапф-1-> сото es conocido: ф- 45° 6 7 


* 5; Тапа=6 => а= ArcTan6 
EXPRESIONES EQUIVALENTES 


0 = Arc R.T.(n) <> R.T.(0)=n 


FUNCIÓN ARCO COSECANTE IS x 2 

Dominio: <-ж;-1) |) П;о> * 51: от AreSen(7) Bomian 

| Rango: [-5:0) (о; * Si: a=Arecos(2) = Сова=2 
*es decreciente e impar * Si B ArcTan( $) оТапр= 2 

* Si: а=АгеЗеп Z => Sena 2 


* Si: p Arccos Z > совре 5 


* 5:0= Arctan [7 => tan0=V7 
OBSERVACIÓN: 


Todo arco o ángulo se puede expresar de seis formas 
diferentes, todas ellas equivalentes entre sí, esto se 
debe a que son seis razones trigonométricas del ángulo 
arco que se puede calcular, es decir: 4 


22 
NOTACIONES PARA EL ARCO 


Todo arco o ángulos puede ser expresado en términos 
del valor de sus razones trigonométricas; así por 
ejemplo в se tiene que: R.T(0)=n, entonces "д" es 
el arco o ángulo cuya R.T. es igual a “л”. 


perte] рете есте (8) 
* Notación Francesa e << Аге R.T(n) == 
¡O SEO) 


* Notación Inglesa + ario ( 7 Ж 


a > 


ATRIGONOMETEIAS 
EJEMPLO: 
Calcular: Ctg [дееп (| 
RESOLUCIÓN: |. Seng- 1>00 
3 |» Зен 
* Luego graficando: 9 
с = си Aresen 1) cigo -22 


ЙІ > Clg Arcen 5-248 


Lora 


Ahora bien, esto ha sido una interpretación bastante simple, 
sin restricciones; lo cual no es lo más correcto, pero si lo más 
adecuado para recién exponer sus aspectos teóricos básicos 
con la rigurosidad que contiene. 


DEFINICIÓN: 


БЕ8Е ArcSenx; 0€ EM | ЗЕР! 


* Esto es: -25 Агсвепх 55215551 


* Nota: Агсзеп(-х) = -Arsenx 


EJEMPLOS: 
«Ает E % _У2 ES 
AreSen 5-5 ArcSen ->g |= ArcSen^ === 
* Aresen ut * ArcSen2 =A .....¿por qué? 
3 УЗ. я 
ж ----|ш- = 
arse 2) AroSen- > 3 
DEFINICIÓN: 


Сов0-х->0- ArcCosx ; 0 e [0;z], x e [-1; 1] 
* Estoes: 0<Агссозх<л; -1<х<1 
* Nota: Ағссов(- x)=- Arccosx+x 
EJEMPLOS: 
42 


*Arccos == т * Агссоз3 = Я....... ¿por qué? 


* Arccos (-5)--arecos $5 0-55 nn 
* Arccos( -1)= – Arccosl+x=-0+x=x 


DEFINICIÓN: 


Тапд=~ = 8- ArcTanx; 0e<- E HER xeR 


625 


* Esto es: -2<Ағаапх<7 :-о<х<%о 


* Nota: Arctan(-x) = -Arctanx 
EJEMPLOS: 
* Arctan J3 = = 


* Arctan( –1)=— Arctan1 =-5 


PROPIEDADES PRINCIPALES 
Sen( ArcSenx)=x; si : x e [- 1;1] 
Cos( AreCosx ) = x; si : x e [- 1: 1] 
I) Tan(ArcTanx)-x;si:xe R 
Сок ArcCotx) = x;si: хе R 
Бес( ArcSecx) = x;si: xe R- «-1;1» 
Cac( АгсСвсх) = x; si : x € R- <-1;1> 


EJEMPLOS: 


*Sen( AreSen2)-2 idera] 
+ сы Arecos( -5)) --5:- 36 [-а:] 
*Tan(ArcTan4)- 4; 4€ R 


* Sec ArcSec 24/3 )= 24/8 ; 248 € R- «11» 
о (десне з) - 2 1tenga cuidado de hacer esto! 


pues: i. R- <-цй»әе[Агебе 5] 
* Sen(ArcSenb) = ; siempreque:b e [-1;1] 
. i- 
Sen(areSen 3/73 
* Тап(агсТап100) = 100 
* Зес(агсвес2) = 2 
* Cos(arcCos3) - 3 ;absurdo ya que3 e [-1; 1] 
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ArcSen(Senx)=x ТҮЛЕН 
ArcCos(Cosx) = х ; si :x € [0; x] 
AreTan(Tanx) = x СЕТ) 
ArcCot(Cotx)=x ;ві:хє<0;я> 


ArcSec(Secx) = х isisxel0:m]- [5) 


AreCuc(Coes) =x гай зх e| 5,5 


2'2 


rm (C1) pn Ea 


Para aplicar la propiedad es necesario hacer un previo 


cambio: x я 
sec(-£) жее 
Ж хү х 
Aresec[see(-2))= Aresec sec к=к 
. =) бл pues: E [ zz] 
Arcsen(sen 5 ) 95 ; pues: 55 е 23 
^ бл я 
hacemos un cambio: sn = зеп 
За az 
>arcsen( sen 56). Aresen зеп) 6 


Aretoa p) = p),siempre que: p e [0;я] 
[ArcSen (-x:) = -arcSenx ; x e [-1; 1] 
ArcCos(-x) = x – arcCosx ; x e [-1;1] 
AreTan(-x) = -ArcTanx ;x e Е. 


AreCot (-x) = я - arcCotx ;x e R 
ArcSec(-x) = x – areSecx ; x € (a; |14) 
AreCec (—x) = -агеСзсх хе (==; Пу) 


EJEMPLOS: T 2 
пе 

МИ арт 

* arptan(/3)=aretan [d=-2 

^ arcsec( - 2) = р — aresec 2 =л- a 


ArcSen(x) -Аһс«(1); si: xe [-1;1] 40} 

AreConis) = areSee( +) 2 siexe[-131]-10) 

ArcTaníx) = arecot() T 

ArcTan(x) = -x+areTan(2) 4айж«<-ө;0>| 
= 

m) ж 

АгеТембеј=атеТан 2) "T€ 

Arcigtaj=r+ aretg (=) :әйхе<-х;0> 


Aresecisjm Ате 1); axe R-- 1:1» 


Атескеј=атевен Y) тті хе К-<-1;1> 


EJEMPLOS: 


* arctan(3)+ arccot(3)=5 


* arcsen(2)+arccos(2) => # es absurdo ya que 2e|-1;1] 


ArcTanx+arcTany = arcTan E y 


Jes: 


VI) >k=0 
=> й=1 


> h=-1 


Si: ху<1 
Si:xy»1; х>0 
Si:xy»1; x«0 


EJEMPLOS: 


* Arctan (5) arctan BE arctan 


. 4 
Arctan(2)* Arctan(4)= Arctan (2:5) 


maretan(— += « - агоав (7) қ 
tarist- Ni) 


1 = -J 


* aretan( = 1) + arctan( - J5) = aretan [ 


A 
= orcton( 3531 к = arotan(2+ ЈЕ) к= Sr- r= TE 


ATRIGONOME TRIAS 


PROBUENASIR 


PROBLEMA 1: 


БЕСШЕШТІ05) 


Calcular el valor де: S=4+13sen С A 


13 


А) 3 B) 9 С) 8 D) 1 Е) 17 
RESOLUCIÓN : 
* Sea: a- Arco 5) 5 =4 + 13вепа 
* Сото: 1 
12 
сова = => 
12 
* Luego se tendrá: 
= 8 = 4+13вепа > S= 4+ (55) 9 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 2: 
Calcular: Areco 2) *arc sec(/ 2) 
x бл 7л 
А) я B С)гл р) 12 E 
RESOLUCIÓN : 
* Sea: "recon o E 
2 2 6 
[1 
* Sea: Arcsec(V2) => seca METEM 
а 
* Luego: 
x 2л+3л _ бл 
em $54" Ж 19 
ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 3: 
Calcular: 
Ext, РЕБЕ хей (arecos 3) 
yz 3/8 3 
А)1 PE с) йо D)7 E) 
5 10 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos: 


E=tgaresen5)x ст ( are cos B =ахсив 
— == 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
* Al cambio: 
asare sen 2 => sena => 3 2 
BA 
В =агесов 1 > cosp = 2 3 Je 
A al 
1 
1.40 /0 
*L = = A 
мери E f D 1 
RPTA : "C" 
PROBLEMA 4: 
Calcular: Ez cos 2arccos ) 
7 7 1 
А, 0, - = S 
)1 B)0,5 Oz D, 8 Ез 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos; E cos( 2агесов costa 
а 
* Рего: 2 Т 
соза =. 4/ № 
1 
2 2 
>E=c08" a -sen п ( БЕЗ 
AS 14,1 
E-16 16" 16 8 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 5: 


Calcular: А=зеп (arctan 1+ агсіап 1) 


5 
9 2 9 42 1 
В. DE Е)— 
At 1442 717 { 4417 6 ^s 
RESOLUCIÓN : 
* Tenemos: 


Ac sor arctan+aretan у] sen(a +В) 


APUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 1 
* Pero: 


a=arctan— — tan а == 


4 4 Жо 


1 1 
= tan— % == 
В arctan — > апр 


М Ge en m 
9 
a m S E Cus 
RPTA : “А” 
PROBLEMA 6: 
Si: Arcsenx + arcseny 
Calcular:  9=Arccosx+ Агссову 
2х x 2x я 
a Bs oT DF Е 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: Зл 


Агсвепх + Агсзепу = = 
Arccosx + Агссозу= 0 
* Sumandos miembro a miembro: 


Arcsenx + Агссовх + Атсвепу + агссову +0 
Rada cadit attese ir ae ы. e 


к А 
2 2 
* Quedaría: 
2x Зл гл 
х rx >0= "= = LT 
RPTA : "C" 
PROBLEMA 7: 
Hallar x: 2Arcetg2+ arceos 3 2)- Айсзек 
4 24 25 
0 В)— == Ee E 
A ) 5 с) 5 D 25 E) 24 
RESOLUCIÓN: 


Arc esc х=2 arcctg2+arccos 5) x 


* Sabemos que: 


> arctg(2)=26"30' 


EDITORIAL RUBIVOS 


* Reemplazamos en (1): 
Агсевсх = 2(26°30')+ 58° 
Агссвех = 106° > х=с8с106° 
x =сзс(180° — 106") => x = свс74" 


ЕРТА : “Е” 
PROBLEMA 8: 
Calcular el valor de la siguiente expresión: 


L= sen(2aro сірі – аған 2) 
9 19 21 1 
А) 100 В) 200 C) 221 D)1 E) 3 
RESOLUCIÓN: 


* L-|sen| 2Arectg4-arctg 5 
—— 
а 


=> Г =|веп(2а – 0)] .............. Ды (1) 
* Беа: 
а = агссід4 > сіра =4 => sen?a = 2зепа cos a 


ele 


совдагвсожћ a- 1-3 4 үне 
J17 17 


“Бей: = arctg 5, = 1g0=2> 


* En (I): 
L-|sen(2a - 0) | = |sen2acos ~ cos2asen6| 


s= (S )(12) (15( 5 Y. 
17/13) (17Д13 
_|96_ 75 | 21 2575 
>L£-2217 £50? 777221 


БРТА : “0” 


ATRIGONOMETRIAA 
PROBLEMA 10: 


Si: Arctg 3a+arctg За ағаңа 
Entonces: 
А) да“ 23a - 2 


та--3 ба=1 С)9а*-3а=2 


3 
2 1 2 1 
D)a= 3 ó а=-5 Е а= = ó а=5 


RESOLUCIÓN: 
* Recordar: Arcfgm *Arctgn -Arete( 


e) 


arcig3a+arcig за =arctg3 


Y _-3230=2-9* 
2- Ya 
>9*+30-2=0 
За +2 
За -1 
* 2 
Luego: За+2=0 css 
RPTA : "B" 
PROBLEMA 11: 
Determinar el valor de la expresión: 
1 1 
Р-сов arcien 1) аге (1) 


Si los ángulos pertenecen al primer cuadrante. 


4/6-1 5/5+1 n 5/5-1 6/6+1 6/6-1 

B с р, Е, = 

m 5/10 у 6/10 4 6/10 { 510 ar 
RESOLUCIÓN: 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
* Luego: 


Р =соз(а+ В) => Р=созасов а - senasenf 


O O е 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 12: 
Calcule el valor de la expresión: 

E-Sec?(Arc tg /2 ) X Csc" (Arc ctg/3) 
A)5 B)6 С)7 D)S 
RESOLUCIÓN: 
Е = Sec? (Arctan 2 ) + Све" (Arecot 3 ) 
E=(1+Tan* (Arctand2 )) + (1 Cot? (Arecot3)) 
Е=2+( Taft ( Aretan 42 ))#+( Cof ( Arecot /3))* 


Е=2+/2:+Ј8 > E=7 


E)9 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 13: 
El valor 6 valores que verifican: 


Соз(агсзепх)+ sen(arccosx) -3 son: 


J5 „УТ /7 и. 87 
ЕДЕ B)sólo — С) а= 
4 J5 Уб 
D)—- E) a ó a 5 
RESOLUCIÓN: 


* Resolver: Arcsenx- arc cosx 5 ; У хє|-1;1] 


3 


ж cos(arc вепх) + веп(агссовх)= — 


2 
л 3 
> соң 2 -arecosx }+аеп(аге совх) MES 
> sen(arecosx)+ sen (are совх)=® 
3 


=> 2зеп(агссовх)= = 


к 
— 4 


*Sea: а =агссозх => соза = х 


3 
* Entonces; зепа = * 


* Sabemos: 
2 
sen'a eos! a=1> (2) +х?=1 о =* 1-1. 
7 У7 


2. 
arto 
16 4 БРТА : "C" 


¿APUNCIONES TRIGONOMETKICAS INVERSAS 1 
PROBLEMA 14: 


Determine “ж”; те Jaro etg: | = i 


5 7 9 11 13 
Ao B) 24 С) 24 D) 24 Ез 
RESOLUCIÓN: 

1 ud 
Tan ( лла) = 
Recordemos que: 
PES 19 1 
3 
> ¿Arccots e PT. => Arccotx = 74° 
7 
=> х= Сог 74" => 24 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 15: 
Calcule: Н = Tg(5Arc ctg1/3) 
1 2 3 4 5 
= В)- 3 E Е 
А) 79 4 79 e 79 D) 79 E) 79 
RESOLUCIÓN: 
Н= Ton (5Arccot 3) 
4 143 |_ 1 143° = 1 
Conocemos que: Е )- SE 5Arecot< 
Luego: н =Теп(5х 2") 
нета.) н = PT 
3 1=Тап?28в° x Tan 55. 
Donde: 2 
* Тап286° = -Тап74° => Тап286° = a 
149 37° 14 _ 
Tan === Cot Ten —=3 
(- Е + (з) 3 
Reemplazamosen H: Н = 7 >H=-= 
24° 79 
Po 
7 
ВРТА : "C" 
РЕОВЉЕМА 16: 
Determine: 
“не бег sre ect 8 -J2)- d Are seet 6+] 
Уз 24/8 1 
2g. B С)2 D ЕЈЗ 
RESOLUCIÓN: 


630 


EDITORIAL RUBIÑOS 
Н = ее (бАгсвес( [6 -42) СР) 


Conocemos que: 


46 - J2 4 
1) Sen15* mu s EU 
Све15° = /6 + /2 
Sec75? = V6 + /2 => 75° = Arcsec(/6 + 42) 
Analogamente: 


15°= Aresee( 6 – 2) 


> H=Sec(5x15- 789) > H =8есб Н =2 


КРТА : “С” 
PROBLEMA 17: 


Al resolver la ecuación: 
Tg(are зеп 1- х? ) – sen(arc 1g2)- 0, tenemos: 


48 МЕ 


А) ent В)х no existe OFSET 


33 

D) х=1 == 
)x E)x 
RESOLUCIÓN: 


* Tg (arc sen J1- x? )= sen (arc tg2) 
а ? 
A (E) 


* 1да =вепб .................... 


*  gzare send1- x? 
= sena = 71 – x? ..... (1) 


* д=агс 182 >tg0=2 2 
* Еп (1): 
* En: (II) 


RPTA : “А” 


PROBLEMA 18: 
Encontrar el valor de k, sabiendo que R+L=A 
К = sen(arc ctg(tg2x)) E 
L = sec(Kx)sen(arc ctg(- tg3x)) с; L 
А = tg(Kx)cos(are ctg(tg2x)) й 
4-2 B)-1 С) 1 D)2735 
RESOLUCIÓN: 5 
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* ре:  R-sen(arc ctg(tg2x)) 
= В= зеп (are (ЛЕ - =] 


= R-sen E - ж 082% AAA (1) 


* De: 
L = вескх зеп (атс ctg( – tg3x)) 


> L=sec kx sen (are etg c o =) 


L=sen kx "(5+ за) 


Е О s (II) 
» 
e A-tg kx соң ағе ДЕ (5- =] 


* Dato: В +Ё=А 


* De (I), (П) y (III): 
с082х — sec kx cos3x =щ hx sen2x 


=> cos2x cos kx – cos3x = sen kx sen2x 
=> cos2x cos kx — sen2xsen kx —cos3x 
До 


= соз(2х + Ех) = созЗх 
= 2гх+Ех=8х = Есі 
КРТА : "C" 
PROBLEMA 19: 
Calcule: 


W= Sec(Arc 182,4) – Cos(Arc sec 1,25) 


0,2Csc*(Arcctg3) 
C) 0,7 D) 0,5 


A) 1 B) 0,9 E) 0,3 


RESOLUCIÓN: 


Sec(Arctan2, 4) – Соз(Агсзес1, 25) 


Е 0, 2Csc?( Arccot 3) 


Sea: 
D Arctan 24 =0 => 2,4 =Тапд = Tang == 


13 5 


O 
12 


П) Arcsec1,25 = а => 1,25 = Seca > Seca = 


№ | Er 


5 3 


Ш) Arccot3 = ф => 3 = Coté 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 20: 
Dado que Arc senx+Arc tgx = 5 


Determine: (Are cosx+Are etgx). 

~ я я бл 
71 = С)- A 
A) 6 B) 3 ) 2 D) A = 
RESOLUCIÓN: 
Condición: Arcsenx + Arctanx = E 


я я -5 
> (5-Ағевов«)(5- Агевов ј= 5 


ЕРТА ; “D” 
PROBLEMA 21 : 
Resolver el sistema: 
Arc tg (x y) = 1/4 
Arc tg (x4+2y)=-x/4 


mo durs В к 
Я РТ 37973 
D)F.D. E)NA. 

RESOLUCIÓN: 


* Si: are tg( љуј= 7, tendremos: xy = tez 


2 


* Esto significa que: 
FY E RA (1) 
* Asimismo si: 
Arc tg(x - 2у)=— tendremos :х-2у= “(- Al 

* О sea: 

а= 2y = К (TI) 
* Luego resolviendo (1) y (11), obtendremos: 

1 2 
== у=— 


2 is RPTA : “С” 


EDITORIAL RUDISOS 


PROBLEMA 22: 
El valor de y=2are tan(1)-are tan(-7) es igual a: 


х Li 
B с)- 


я 
4% 4 6 8 


RESOLUCIÓN: 
* Trasnformando tenemos : 


y-arctan + arctan (5) arctan(7 ) 


=> y=arctan 2 +arctan 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 23: 
Simplificar: 
я 
(2+5 Pieds cos 


a Zo a 
а) te(Z- žare cost) 


Ajaxb в)“ o ye Ei 
b a b 
RESOLUCIÓN: 
* Hagamos: 
1 a 
F arc cos = @ vere T (1) 
* Luego: 
ж. I+tga , 1-ша 
«(1+ 2)» ДЕ «)- 1-tga  I*iga 
* Efectuado: 
_ (ера)! «(1-tga) _ MEL teta 
AA E 
1-tga? 1-tg8%a 


* Y empleando el triángulo del ángulo doble 
tendremos que: 


2 
2 a = 28ес?а 
1- tg?a 


“А continuación reemplazamos (1) en (11), 
deduciéndose que: 
1 a) 2120 
ac 2( Z arccos $ )= 2 sec( arccos =)- =; 
ао 


PROBLEMA 24: 
Si 0<xs 1 entonces podemos afirmar que: 
Arc соз (2x*-1) es igual a: 


А) arc cosx B) arc senx C) 2arc зепх 
D) 2 arc cosx E) arc cos 2x 
RESOLUCIÓN: 

* Sea: 


а=аге cos (2х? — 1) => cos a= 2x? — 1 1+сова=2х? 
ze [2] 2x? >cos eat 


* Como: Osxs1> cos ex > 5= Arccosx 


* Luego: a — 2arc cos x 
RPTA : "D" 
PROBLEMA 265: 


Resolver la ecuación: 
Arc sen 2х+ arc sen x=x/3 


1 |3 1 |2 
ETE, т В)х= ENT 
1 [3 1 в 
D)x- =- 17 Е) х= = 7 


RESOLUCIÓN: 
* Dato: Arc sen2x+ arc senx== 
a B 3 
> а+в= = ро IU јуан D (I) 
* Se deduce: 
sena = 2х у зеп] = х 
=> sena = 2зеп f... ener (II) 


* De (I): а-5-0 
*En (П): 
x fle Я cosf=cos S зепр = 
sen (5 — po 20eng эзеп cosg cos gn 2зеп В 
—— senf = den E cong senp 
* Luego: 
ҰЗ 

3 

tgp =Х# 


h? = в*+(/3) >h? = 28 > no 2/7 


* Sabemos que: semp en 8, 


RPTA: “А” 
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PROBLEMA 26: 
Calcule el valor de Р, 51: 


F=are tanl+aro tanF+aro tan +are tan 


3 
я я я 2х бл 
AE ғ. = — e 
) 6 В) 4 С) 3 D) 8 Е) 6 
RESOLUCION: 
* Transformando a su expresión equivalente : 
1,1 54.5 
F=arctan 24, +arctan LH 
A AS 
35 7 8 
65 
>» Fzarctan()+arctan( 3) = F=arctan| -77— 
7 11 65 
4,32 77 
FT 
= F-arctan(1) > ғ-% 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 27: 
Halle el valor de: В = Sen? (¿Cos 3) 
4 3 
3-46 „3+5 38-45 ,,3-45 = Б 
A B) 5 С) 5 D) — E 
RESOLUCIÓN : 
бе | 4 
R=Sen ( Р Агссов 4) 
Sea: Агссов 358 => 3 = соғ aairecenencorcrasaracoos (1) 


Donde: R=Sen? И 


8 
1-сов- 
Degradamos: R= 3 2 


Ahora expresamos cos? en términos de сов0 


2 
1. [FOs 
>R= 2 
Reemplazamos el valor de Cosg de (1): 
1 
12 
3 4 
Ја ==. T 
>R= 2___ к= б э PEO 
ЕРТА: “А” 


PROBLEMA 28: 
Al calcular la expresión. 


sen 2arctan і -arctan 2) se obtiene: 


12 
P о? 


x ENS 


AJO D)1 


RESOLUCIÓN: 


1 5 
ері : 2а == == 
iden: sen( rctan 5 arctan 7 = ја) 


1 5 
O=arctan— y arctan — 
5 ya 127 


* Hacemos : 


1 5 
*Portanto: т- Atana- — 
Po tano s^ апа= = 


* Luego: a el E) 


* Consideremos: p^ 


* Del gráfico: а= 20... (TI) 
* Finalmente (11) en (I) resulta: 
sen (2 arctan H - arctan Ž )=sen(20 -а)=0 


12 
ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 29: 
Hallar х si: 


5/3 
5 


548 


548 5J3 
Юз 


9 S P 
RESOLUCIÓN: 


543 


A) B) С) D) E 


* Tenemos: 
a 
* Zarccos x-a ->ағссовхе 5 


а 
отете (1) 


1 1 0 
Заем > Ф-загевен => 
1 


0 
шаш generet (1) 


[68% | EDITORIAL RUBISOS 


Pero: а%0-5 => сова send 
22 p (seen? drent 2 
Luego: (ве 2-1) ЕЕ 4sen 2) 
Reemplazamos: (1) А (11) 
543 


A) > xu 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 30: 


Si х=агс сін \/зесб – arc tg \/зесб y cosx>0, el valor 
de sen x es: 

0 0 9 0 
Ау? (9 B)-ctg? (2)o-« ou, E)ctg* (5) 
RESOLUCIÓN: 
* Condición: 

x=arcctg/secO —arctg/secO y совх>0 
* Por teoría: Arctg sec + ағссід Үвес => 
* Reemplazando еп la condición: х= a 2arctg/sec 0 
* Nos piden sen x: Sen x=sen (5 — 2arc tg Јвес a) 


> sen x=c08 (2are tg Jsec0) 


* Expresando el coseno de arco doble en término de 
tangentes. 


жүзі Yd 
A xut tg" (arctgdsec0) 


1 tg'(arctg Јвес0) 
1- вес 09 0 
> sæns= e -te (5) 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 31: 
Calcular el valor de m, para que se cumpla la siguiente 
pad Sen(arctan m)=tan(arc sen m) 
А)1 В)0 C) -1 D)2 
RESOLUCIÓN: 
“Пе: Sen[ arc tan(m)] = ѓап[ Are sen (m)] 
Arctan(m)=a>tana=m 
Агс зеп (m) = 0 => sen0=m; 1<т<1 
* Luego ве deduce: 
Беп(а) = tan 0... 
Sen(0)= tan a... 
* Multiplicando (1) por (11): 
Sen(a)sen(0) = tan atan 0 
=> 08 а0080=1 => а=0=0 > т=0 


Е) -2 


(1) 
(П) 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 32: ^ 
Calcule el valor de: E-arc 008( sen (- 2) 


Зт я 


бл 
та "4 


14 D) 


Әл 
ET 
RESOLUCIÓN : 
* Se sabe : 


7л 
B1 C) 


агсовд = — arcsenü 


Ф arcsen( – 0) = – агсвеп0 
Luego: 


вез вме) 


= [5 Ж нуы 
> e e 


ч RPTA : “А” 
PROBLEMA 33: 
Calcule (A+B -C), ві: 

А=Агс sen (sen 1) ; В=Агс sen (sen 2) 
C=Arc sen (sen 3) 


А)5 B)4 C)3 D)2 ЕЛ 
RESOLUCIÓN: 
* Recordemos que: 
Arc вен ( sefí0) - 0 «s «0&7. 
“To 4 2 2 
nemos: 


A= Arcsen( Бей 1) > А=1 
B= Arcsen(Sen2)- Aresen | Señ(x - 2)] 


В-л-2 
C= Arcsen(Sen3)- Aresen | Sef (я – 3)] 
С=я-3 
Luego: [А+В-С]=2 
RPTA : “р” 
PROBLEMA 34: 
Halle: E- Sen (5 Are 1-%) 
2 4 
3 42 1 42 3 
4)-3 В) с)-5 DS ЕТ 
RESOLUCIÓN: 
1 1 Зя 
E=Sen| — Агсвеп—-—— 
В аа ] 
Hacemos que: Aresen 5-0 1. вет 
8 1 
3у7 2 


ATRIGONOMETRIAS 


Ahora tenemos que: E-Sen. [2 = 3] = -Sen[ 


- [! +5епд 
2 


Por identidades del « mitad: 


"=D Cos EU. 


PROBLEMA 35: 
Calcule: 
р Aresen( — 1) Arc tan( — 1)*Are csc( -42) 


Arecos|- 3)+aresect- 2) 


RPTA : “A” 


А) 0,25 В)-0,5 
RESOLUCIÓN: 


Arcsen( – 1)+Arctan( – 1) +Агссве( - /2) 
Агссов (- 1) +Areseer -2) 


С)-0,75 Р) -1 Е) 2,25 


Е= 


Tenemos: 


* Arcsen( – 1)= – Агевел1= – = 


to 


+ Arctan(—1)=- Arctan1- 1 


* Arcesc( — [2 )=- Агесве /2=- % 


1 1_2x 
Атссов(– > )= =x- Агссов == 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 36: 


Se puede afirmar que: 
Arcsenx+Arccosy; x; y e К? 
es igual a: 


AjArc сов хї +хүй- у | BjArceos[ sd1- 5? - | 
Сјагесов| ун? +/+? ] D)Arecos| у њу“ a try? ] 
Е)Агесов| х1-х* -у[1-у* ] 
RESOLUCIÓN : 

9 = Arcsenx+Arccosy 
Debe de señalarse que: x » a y » 0 
Luego; así: 


> 0=a+$ => Cos0-Cosa х Созф – Sena x Seng 
Соно 2 Cos(a >) 


= Созб= 1- x? x y- x x [1- y? 
> 0=Arccos| yl1- =? - #157 | 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 37: 
Calcule: 
Е = Бес" [Arc tan(3)]+Csc*? [Arc cot(5)] 
А) 34 B) 36 С)28 D)8 E) 24 


RESOLUCIÓN : 
E-Sec? [ Агсћап 3 ] + Све" [ Arccot5] 
=> ве[(Тап(Агсватз))“ 1]* [(Cot(Arecota) 1] 


=> Е=(3%+1)+(52+1) => Е=36 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 38: 


Calcule: E=Sen| 2Arctan[3Cos| zAresen 2 | 


3 
2 
А) Зеп(37°) В) Тил 100 С) Tan* (30%) 
D)Sec(45) Е) Sen(58*) 


RESOLUCIÓN : 


Е Е) 


Ahora еп E tenemos: 


1 37°)_3 
E=Sen( 2Arctan 3) > E=Sen (2 x ауы: 


RPTA : “А” 
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PROBLEMA 39: 


Calcule: 
бл 1 1 бл 1 1 
ыы] 
APT mL 0525 ps куу 
RESOLUCIÓN : 
Бе бл е ӧл 6 
Агапе рт => Рета (5. 2 eran 4 -2) 
Sen 9* 
AE ZA ТАКОЕ E РЈ 
297 _ 4 
Соо +5) Сов = Сов" -¿-Sen*> 
> Кет = -— 5Е=_2 =26есо 
z 3 1- 2Sen' 3 
26, 
Como: Tano-l- 1 о pu 86 
ВРТА : "C" 
PROBLEMA 40: 
Агс зес A17 
Simplifique M si: M = 4 
Arcta( 8) 
15 
1 3 1 1 1 
А); В) o, D E 
RESOLUCIÓN: 
М= 
Беа: 
АЯ ras AT ой 
4 4 
11 1 
4 
8 
5 Тапб 
17, 
8 
15 


Mz cnn 
>M 2: (1) 
Сото: 


LE > алман 2 Arctan-5. 
4 15 4 15 


a 2 
а<0>0=па 
* Cálculo de “п”: 
Como: 1 2Tana 
== => Tana = ————— 
4^ IT Tanta 


2 
-)Tan2a-— 4. Tan2a = S. 


=> Тап?а = Тапд > га =0 


Luego en (1) Н = 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 41: 
Evaluar W si: 


W=Arcctg(-1)+ 5 Arosec(-/2)+ 3Are eoe 


8x 11я 13x 8x 13x 
Ni BIE с) 75: D», E^ 
RESOLUCIÓN: 


И = Arecot( — 1) + 5. Aresec( -/8 )+ ЗАгосве? 
Tenemos: 
Зл 


1) дген T) атон 


3 
п) Arcseo( — VZ) = я - Аговосу = 37. 


4 


Ш) Ағсезе? = 5 
Luego en W: A = 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 42: 
Simplifique : 
ЕЈ aro) 
2 У 2 y 
ак. И ae 
y * y * 2 
RESOLUCIÓN : 
Sea: 9 Arcos 
enirn er ы 
=> E-Tan| 45"+ —0 |+Тап| 45°- — |> E=. 
1 2] соғағ-8е! б 
Og 
Sen90* а: 


е» 


8 0 
Сов 4+5) оон 45/5 
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1 2 2 

= Е= > Е= === 

1 gm!) —— 1-289 Созо 

2 2 
Pero: Cosg 2 3 > Е=?7 

У х 
~ RPTA : “В” 
PROBLEMA 43: 
Calcule: 
F-Aresec| se (4)] 
2x 4x л бл т 

А) TA B) F с) F D) E E) в 
RESOLUCIÓN : 


F-Arcsec (see =) = F-Arcsec [ses =] 
> F-Arcsec( -Sec 7) = Е=х- Aro sec вес") 
2x = 


ыы 
ut 


RPTA : "А" 
PROBLEMA 44; 
Al simplificar: 


pm a) 


m y ne R',m+0;n# 0; se obtiene: 


AJO B)1 С)2 D)3 
RESOLUCIÓN: 


ре Arcsec P - Arctan а + 2 
т т 


Donde: mane Ё‘ Ame0,ns0 
Sea: 
I) 0 = Aresec шін seco = pers 
m m 
" 
[s J4m*n 
Ут 


1) а = Arctan 4+” > Тапа = Mnt 
m Y m 
$e 


Ут 
Luego: Ғ-0Ө-а...əәә9 0) 4 5ы...(1) 


Ем 


4т+п 


Notemos де los 44 que: а=0 


Еп (I): > Е=0 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 45: ` 
Calcule: 

E= Аговев + Arocos(- E) Arete- 

я ж бл Tr lix 
0 B7 ©те Diz Ее 
RESOLUCIÓN: 


=[-£ AAA ES LLL 
E в = Вела 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 46: 

Reducir: 

Ac Arctg (T) Атона + Are te 5)+..+arotg( E ) 
2 8 18 сты 


п n 
AjAretg ES) B)Arc ЕУ C)Arctg(2n+1) 
D)Arctg(2n-1) EJArctg С” 

RESOLUCIÓN: 

1 1 1 1 
AcArctan, +Arcian +Arctan о Ма а 
Buscaremos descomponer cada término 
(2n + 1) - (2n - 1) ) 


1 
Aretan лу = Arctan( Оаа аас 


Arctan = = Arctan(2n + 1) - Arctan(2n - 1) 
n 
Luego: 


Arctan —. 


х1? 


15 = 
А g^ Arctans Arctun3 


х 


1_ = Агства7 - Arctanó 


2x35 — 


= Arc tun 3 – Агсѓап1 


Arctan 


+} Ағсѓап. 


і і 
1 


32x = Arctan(2n- 1)- ArcTun (2n - 1) 


Arctan 


А = Агсѓап(2п+1) - Arctan1 => А = Arctan (сы) 
pi ii Ды ЛУ a шз 


(2n 1)-1 
Arctan| - 22 
LE ВРТА : “В” 
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PROBLEMA 48: 
Halle el valor de: 
Све" (-2) + Sec" | 243 52 Јата - 48) 
= свт EA SIE 1)*Tg (2443) 
A)14 В)16 С)18 D)20 E)22 
RESOLUCIÓN: 
Cálculo de partes: 
I) Arccsc( -2)-- Arccsc2=-a/6 
D Are БЕ =z- ЕЗБЕ ЗЕ 


6 
Ш) Arctan(2- J3 )=x/12 
IV) Arecot(42 + 1)=x/8 
У) Arcsen( – 1)= – Arcsen1=- x/2 
VI) Arctan(2 + 3 )-5x/12 
Reemplazamos en N 
я бл я Зл 


6 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 49: 


Una persona cuyos ojos están a 6 pies del suelo, observa 
una pintura que mide 10 pies de altura y esta montada 
a4 pies sobre el piso (ver figura). Si dicha persona esta 
parado a x pies de la pared , exprese el ángulo de visión 
6 en términos de x. 


<) 


Али) ваш 2%) оли) 
рани = +) ван (- = 
RESOLUCIÓN: 


Del gráfico: 0 = Ө, + 02 


ч Tan6, “Тап 
=> Тапб = Тап(6, + 0, ) => Тапд = 1 Тапду«Тапб, 


10 


КРТА : “В” 
PROBLEMA 50: 
Calcule (aproximadamente): 


1 
A)-1 B)-3 


RESOLUCIÓN: 


E- = E= 


1_37 1 
CLE = =7, 
Arctan s => 4Arctan 8 4° 


1_5 


Arctan 1,58 > 4Arctan I. 106* 
2 2 2 


luego: o 
p. Co m ВР 
Cos106* 
-Cos74* 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 51: 
Calcule: 0=1+Агсзес(8ес1) + Агссве(Сас2) 


А)4 B) 2 
RESOLUCIÓN : 
0 = 1+ Arcsec(Sec1)--Arcesc(Csc2) 
ЕСА, 


су D) z E) 2x 


(Dado => 1е[0-*]) 


> 0= 2+ Arctic | osé (п — 2)]- б=л 


х-2 
Ес que: (; ж-а)4|-2; A) 


PROBLEMA 52: 

А 1 1 у 

Dete: : Н -4Arctg -— Arctg —— n 
rmine: Ci tE 559 У 


RPTA : “р” 


я 


л л 
AF B os 


RESOLUCIÓN: 


я. 
D 
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Н = 4Arctan 7 - Arctan 212 


239 
— 
2 а 
д = Агап 1 
Н-40-а; Donde: 3 
а= Arton 
1 1 
= Талд= = А Tana = 559 
Cálculo de: Tan49 
2x- 
2Тапб 5 
Тап20-----------%---- 
1-Тап?0 nn 2 
Е 2х 5 
Тапав = 2Tan20___“ 12. > Tan49 = 120 
1- Tan? 20 2 ЕТ 119 
12 
Cálculo: Тап(40 - a) 120 1 
Tan40 -Tana 119 239 
-а--------- - AA 
paa 1 темаға гн е 222 14,120, 1 
119' 239 
Tan(49—a)71-»(40—a) = Arctan1-s H «% 
H 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 51: 
Calcule: W-41Tg (sare etg 3) 


А) - 72 В) – 54 C)-38 D)-16 E)-8 
RESOLUCIÓN: 
W = 41 Tan|sAre cor 2] 

Conocemos que : 

447%. 4. TAR 1 
Cot- = 3 > 3 = Arcot 
>w=41x Тая(вх із”) = 41Tan(254* + T.) 

Tan254* +Tan 127 
w=41x 127 


1-Tan254' x Tan, - 


y Tan254* = Tan74* = >= 


ЕРТА : “С” 


PROBLEMA 52: 


Si: 3 
Е= Y Arctg(Tg0) 
б=1 


halle el valor de: R=F+4M+6C-6 
А)бх B)7z С)8л D)10x 
RESOLUCIÓN: 
DF= E Arctan(Tano) 
Е = Arctan(Tan1) + Arctan(Tan2) + Arctan(Tan3) 
Recordemos que: 
Aretan ( Tafí0) = 0 <> -1/2<0<x/2 


Еп: F SN 


Е = Агсјай (Тай 1) F Arc fañ(—Tan(x-2)) + Arclañ(-Taníx - 3) 
F=1-(1-2)-(x-3)>F=6-2x 


E)12x 


I) M=Arosen + Агезеп| |+ Areco t 
ut заяа душе 
М= Аговен = а M 4 
ш) С = Arccos( - 5) + Aresen E 
ох Arcos E Ала ETE 
2 2 6 
X x 
5 3 
Luego la expresión pedida será: 
R=F+4M+6C-6 
>R=00-24)+4(5)+0[%)-0>R=0x 
КРТА : “A” 


PROBLEMA 53: 


ЕЈЗ 


RESOLUCIÓN: 
* Tengamos presente que: 


Агс зей (вей 0) =0 <> = 505% 
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También: Aregos( £460)-0 > 0<0<x 
1) Агсрей( Бей 1)-1 
П) Arcsen(Sen2)- Arc sefi (Señ(x – 2))=л – 2 
ЯП) Arcsen (Sen3)- Агсрећ | Señ(x –3)] 
Arcsen(Sen3) 2 x - 3 
ТУ) Arcsen (Sen4)- Агсзеп [-Sen(4 — x)] 
=- Aro señ | вей (4 —1)] 
Arcsen(Sen4)- x —4 
V) Arcsen (5еп5)= Arcsen [-Sen(2z – 5)] 
=- Arc већ | Бей (2x – 5)] 
Arcsen(Sen5)=5 — 2л 
VI) Агсзеп(5епб)= Arcsen [-Sen(2x – 6)] 
=- Arc séfí | Бей (2x - 6)] 


arcsen(sen6)- 6 – 2x * 
в 
= Уагевеп(веп0)-3-ж 


Өзі 
УП) Arcods( Co 2)=2 
ҮШ) Агсров (006 3)=3 
IX) Агссов(Сов4) = Агссов [-Соз(4—я)] 
=> – Атсров | Cos (4—x)]- x (4-1) 
=> Arccos(cos4)=2x — 4 


4 
= У, агссов(сова)= 21 +1 
pr] 


Reemplazamos en F: 
-(3-ж)%19 _22-я 
(2я+1)-1 2х 


Сото: 
-7л-л бя 


21 2л 
RPTA 


"Е" 
PROBLEMA 54: 

Hallar el valor de: 

$= Arcsen(Sen1)+ Arc cos(Cos2)+ Arc tg(Tg3)-- Are ctg(Ctg4) 


А)6-ж B)8-2x -C)9-3x D)10-2x 
RESOLUCIÓN: 

Realizamos calculos por partes: 

* Arc señ ( Бей 1) = 1 

* Arc go (0062) = 2 

* Arctan(Tan3)- Arctan(—Tan(x —3)) 
$ =Агсўай( Jañ (3 — x)) 
Arctan(Tan3) = 3- - 

(Сом) ЕЕ я)) 


Е)10-3л 


Luego: ф-1%2%(3-л)%(4-л)->4-10-2ж 
RPTA : “р” 

PROBLEMA 55: 

Determine el valor де: 


E=Sen [а (- 5) arecos(2)] 


56 16 16 56 
1-5 В) Б ©) 5 Р) ЕЛ 
RESOLUCIÓN: 
E= Sen [Areeor(-.)- Arccot — 5 
*Arecot(-)=0> -£ = coto 
12 12 
Luego: 
Е = $еп(0-а) 
Е = Sen6Cosa – Cos0 x Sena 
Reemplazamos: 
"(0808-9 === 
13. 13 65 
ВРТА : “D” 
PROBLEMA 56: 
Calcule: T 2 
- = pit. 
R te [a arete| cos| 25en El 
1 1 1 3 
As в% оз D) 5 E 
RESOLUCIÓN: к 
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4/23 


=> R=Tan [Атап [Cosz01) 


Pero 


Ahora: 


Сов28 = Cos*0 – Sen*0 => Cos20 = 


Е = Тап!— Arctan — 


15 


=> R=Tan5 = Csca - Cota = 


PROBLEMA 59: 


Calcule el valor де. N= 


А)5я!4 В)615  C)3x/7 


RESOLUCIÓN : 


17 15 


23° [7 s 
30 30 15 
8 


па а ТЕТІН 


card 


a 
Piden: Ма А 
arctan l + arccot 43 
Sea: 


RPTA : “B”. 


arcsen (4) *arccos(1) 
arctan(1)-arccot( 48 ) 
D)3/[6 Е)4/5 


а Е зат 4) 
B*$ 
Donde 
A УЗ, [ я z] ЖЕГІ E з 
*a-arcsen за е H => зепа = => а= 
2 22 2 


* 9=агесов1;а e [0 ; x] 


=> cos9=1> 0-0 


pel EE = == 
B-arctant;f «(4 =) >tanf=1> В 7 


. ф=атсо! /3;a e (0; x) 


= соф =/8 > 4-5 
*Reemplazando a,0, ,$ еп (D: 


ВРТА : “E” 


PROBLEMA 60: 


Simplifique: к= 2Are пр + Arcsen( 21 
ж 


л л я 
А)-л В)- ? о: D Ел 
RESOLUCIÓN: 


K=2Arctanx+4Arcsen (5 = 3 Jis zI 
ж 
Hacemos un cambio de variable: 
Sea: x = Тапд con: Тап >1 
— 
15Тапд «to 


л л 
-50<- 
Luego: 4 2 


К = 2Arctan(Tan0) + Aresen( 


1+ Tan*g 
= К = 2Агсјай ( Тапд) + Arcsen(Sen20) 
= К =20+ Arc ей ( Бей (x – 20)) 
Note que: 
50 ля 20) e(n 7] o o 20^ tn- 2) Кит 
RPTA : “Е” 


treo) 


т 


4 


@) Calcular: arcsen(sen(5) 


л т 
АЛ в) с) р) 


8 8 


ӨЭ Calcular: a=arctgl+arctg (Vs) 


л Bar с)%* 


7л 
As > e 12 D E)77 


ө онн) 


А)0,2 B)0,4 C)0,6 D)0,8 E)1 


- /% УЗ 

(93) Calcular: а arcsen- ,  arecos | -5 
7л 7x 2 я я 
A В) с) D E 


6 Calcular: Н = cos(2arctg4) 
15 15 15 12 
А) в), €)-1z Ds E) 
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(0%) Calcular: L=sen(2arctg(2)) 


8 4 2m 2 3 
А> B с); D/3 E: 
Q2 Calcular: 

кере; 
= eos | arcsen| =. 
12 4 3 12 1 
4-55 В); С D Е) 


Q3) Calcular el valor de: М = tg(45° + 2arctg2) 


5 1 1 3 5 
4-7 B с; D E 
69) Hallar: ctg=? Si:cos0=/2 cos(arctg 8) 
в) 525 руз 
@ Reducir: Ф-сов(270% - arecos(0,6)) 
А)-0,8 В)-0,6 C)0,4 П)0,6 


(O) Calcular: E=tg (arcte (5) arctg E) 


А)1 Е)-3 


E)0,8 


A)1 B)2 C)3 D)4 E)5 
1 
(3) Calcular: «= arcos (2) 
я 2x x 
AS В) 6)-4 р)-— 
@ El equivalente de: P-arc[ 2 
я я я 
4% B € 


(13) Si F(3x+2)=arcsen(6x 1). 
Caleular: 
Н=Еии) – Ез) 


Зх 
3 3 © 6 2 


= А) 1 
y=2arctan2x › 


А)-7л/6 Bj-rx[6 С)-бл|6 1597 | E)-4n|3 


(19) Calcular: ЕЕ $) 


А)-27 В-37 CIT р-/7 Е-8{7 


(12) De la figura, calcule: E = х у; ві Р(ж,,у)) 


p= 


4-1 


4-1 вен о?ы ps 


2л 2л 2 


(19) Siendo а = атссое( т + z) - aretan (7) 


A) 


Calcule tana, m>n>0 


B)0 C) -1 D)2 


EN El valor de А = cos(3arcsec3) 
20 


Е О р 


“ы "2 Ur ETA 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 


* Conocer para qué valores está definida y cuál es el 
campo de variación del агсвепх, агссозх ... etc. para 
aplicarlos en resolución de ecuaciones. 


* Utilizar las propiedades de las funciones 
trigonométricas inversas en la resolución de 
problemas. 


* Conocer y la importancia del tema por sus diversas 
aplicaciones en distintos campos de la ciencia e 
INTRODUCCIÓN : 

La teoría de funciones trigonométricas inversas parece 
en muchos casos complicada y se piensa que está 
desligada de lo que anteriormente ya se ha estudiado, 
sin embargo , en el desarrollo de la teoría de este tema 
y enla aplicación a problemas se mostrará que no existe 
tal dificultad , pues ya tenemos base de la 
trigonometría en general ; es decir, buscaremos 
relacionarlos en la definición de un ángulo 
trigonométrico, circunferencia trigonométrica, 
identidades, etc. 

Por ejemplo lograremos entender la diferencia entre 
la expresión y=senx e y=aresenx. En el primer caso 
sabemos que x asume cualquier nümero real , además 
—1 € Senx < 1.Mientras que en el segundo caso «y» 
esun arco cuyo seno es «x»; además se define para 


—1<#<1^-—5 < ArcSenx <= 


2 


Acontinuación mostraremos una aplicación de las 
funciones trigonométricas inversas. En el ejemplo un 
observador mira un cuadro colocado en una pared. 
Cuando el observador está alejado de la pared el ángulo 
subtendido por el cuadro en los ojos del observador es 
pequeño. Conforme el observador se acerca a la pared. 
el ángulo crece hasta alcanzar un valor máximo. 


Después , conforme el observador se aleja aün más de 


la pared , el ángulo disminuye. Cuando el ángulo es 
máximo , se dice que el observador tiene la «mejor 
vista» del cuadro. 

EJEMPLO: 

Un cuadro de 2 т de altura se coloca en una pared con 
su base a 3m sobre el nivel de los ojos de un observador. 
Estime con aproximación de metros en la graficadora 
(calculadora científica) qué tan alejado debe estar el 
observador para que tenga la «mejor vista» del cuadro. 


RESOLUCIÓN: 


* Sean x m la distancia del observador desde la pared. 
Ө la medida en radianes del ángulo subtendido en los 
ojos del observador por el cuadro , сх la medida del 
ángulo subtendido en los ojos del observador por la 
porción de la pared que se encuentra entre el nivel de 
sus ojos y la base del cuadro, y 8 =a +0- 


De la figura, se tiene: 
х ж 
Сог8 = = ACota == 
0,8 5 с 3 
*Como : В = ЫН ла = св [5] 
Al sustituir estos valores de В у а еп la ecuación 
cet iene; Ө = Cot"! 2 cor! = 
Ө = В – а, se tiene: | 5 3 
Al fin de trazar la gráfica de esta ecuación en la 


graficadora , primero expresa el miembro derecho de 
la ecuación en términos de Тар! porque no existe 


tecla para Cot”! en la graficadora . 


А көтін la definición ве tiene: 


‚ре Ей 


эле-е 


A continuación ве muestra la gráfica de esta ecuación 
trazada en el rectángulo de inspección , por la 
graficadora , en la cuál se estima que el valor mínimo 
deg. 


-—— = 


El нун Chlimo de Ramificación Vascular 


El sistema circulatorio es tal que la circulación de la 
sangre (del corazón a los órganos y viceversa se realice 
con el gasto mínimo de energía. Así es razonable 
suponer que, cuando una arteria se ramifica. el ángulo 


entre la arteria «madre» y la hija debe hacer mínima 
la resistencia al flujo de la sangre. 
radio 
с t 
-radio 7 1 / 
В Ж» 
на 7 d ~ ~ 
T \ 
Y: =] 
ELE Y) 
B 


La figura muestra una arteria pequeña de radio r que 
es una ramificación de una mayor , de radio R. 

La sangre fluye en la dirección de las flechas, desde A al 
punto B de ramificación, y luego hasta C y D. Queremos 
hallar el ángulo 0 de ramificación que hace mínima la 
resistencia total del flujo de sangre cuando va de А a B y 
luego hasta el punto С, que está a una distancia h (en 
perpendicular) de la recta AB . luego se cumple: 


4 


NOCIONES PRELIMINARES 


FUNCIÓN INYECTIVA : 

Una función es inyectiva cuando todo elemento del 
rango tiene un único elemento en el dominio al cual 
está asociado; ві: fíx,)=fíxg) > x, xs. Como 
conjunto de pares ordenados , una función es inyectiva 
si dos pares ordenados diferentes nunca tiene el mismo 
segundo elemento así: 

Si: хе X52 Қа) + fa) 
llamada también función uno a uno o función 
univalente. 

Si quisiéramos averiguar si una determinada función 
feso no inyectiva tendríamos que plantear fix) =ўїх,) 
y luego de resolver esta igualdad concluir como única 


solución x,—x, , en caso se llegue а otra relación 
diferente afirmaremos que no es inyectiva. 


EJEMPLOS : 


f= [е {БЕ а) Si es univalente 


g= | pod) omen] Мо es ünbjalinte 
5217 
А В 


f : А — В, esunivalente. 
OBSERVACIÓN: 
Gráficamente se reconoce a una función univalente f; 


euando toda recta horizontal intercepta a la gráfica de 
la función f a lo más en un punto. 


EJEMPLO: 


pes 


No es univalente No es univalente 
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FUNCIÓN SURYECTIVA 


Una función f : A — В, es suryectiva si el rango de f 
coincide con el conjunto de llegada B; es decir : 


[уу € Ranf3x € Domf | у = Их) 


Es decir todo elemento del conjunto de llegada es 
imagen де algún elemento de su dominio. 


EJEMPLO : 


La función f: (в) > (2) : 


f(x) = senx; es suryectiva, pues Vx € Domf 


que 


0« «5 +0 < Sens <A 
=> f(x)=Senx € (03) > Ranp=(0:3) 


Las funciones trigonométricas estudiadas (seno, 
coseno, ....) dadas mediante una regla de 
correspondencia y no se específica el conjunto de 
llegada, sobreentendido está que el rango coincide con 
el conjunto de llegada, es decir ya son suryectivas (o 
sobreyectivas), entonces para que las funciones 
trigonométricas tengan función inversa, bastará que 
sean funciones inyectivas o univalentes. 


FUNCIÓN INVERSA 


La función inversa es el conjunto de pares ordenados 
que se obtiene al intercambiar los elementos de cada 
uno de los pares ordenados que pertenecen a una 


función у serepresenta por ЕС! ó Е *-; así por ejemplo: 
Е = {(1;2),(2;3);(7;6);(8;9)} 
Dom(F)=(1;2;7;8) 


Sea la función: 
en donde: 
Ran(F) — {2;3;6;9} 
y la función inversa es : 
F” = {(2;1),(3;2);(6;7);(9;8)} 


еп допде: 


Dom(F"!)=42;3;6;9) ; Ran( F^!) ={1;2;7;8} 
Сото ве podrá apreciar, el dominio de F es el rango 
de p~ y el rango de св с] dominio de p-! 

Es importante aclarar que la función inversa no 
siempre es función, así por ejemplo: 

Dada la función: F= {( — 1;2),(2;2),(7;5),(8,9)} 

y la función inversa: F= ((2; — 1),(2;2),(5;7),(9,8)) 
Se observa que F ~ no es función debido a que tiene 
dos pares ordenados (2;-1) y (2;2) con un mismo 
primer elemento, Por lo tanto, se puede concluir: 
«Para que una función (Е) tenga función inversa Е”, 
debe ser inyectiva».. Para reconocer gráficamente si 
una función tiene inversa, en el gráfico de la función 


se traza una línea horizontal, si dicha línea la corta en 
un solo punto entonces esta función tiene inversa. 


Como se observa en este ejemplo, la recta horizontal 
L corta а la gráfica de la función f(x) en dos puntos; 
por lo tanto, esta función f(x) no tiene función inversa. 
En general se puede afirmar que las funciones 
periódicas no poseen funciones inversas puesto que al 


trazar la recta horizontal corta a la función en varios 
puntos. 


EJEMPLO: 


Hallar la función inversa de las siguientes funciones y 
decir si es función o no. 


F= {(1;4),(2;5),(3;6),(4,7)} 
G= (( — 2;4),( — 1;1),(1;4),(2,5)} 
RESOLUCIÓN: 
Е! = ((4:1),(5;2),(6;3),(7;4) yes función 
G^ =4(4—;2),(1; — 1),(4:1),(5;2)) no es función 
GRÁFICA DE LA FUNCIÓN 
INVERSA 


En el caso de que gráficamente se determine si una 
función tiene función inversa, ésta se puede graficar 
de la siguiente manera: 
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Se traza la recta у=х la cual va a trabajar como un 
«espejo» que reflejará a la gráfica de la función al otro 
lado de la recta y=x, siendo este reflejo la gráfica de la 
función inversa. 


Así por ejemplo: 
(-15-5)p, Y 


<Ly=x 


Se observa que la gráfica de la función F* es simétrica 
con la función F con respecto a la recta y=x. 


EJEMPLO: 
Trazar la gráfica de la inversa de f(x) = senx, 


T 

#Е|-—;— 

ess 
EJEMPLO: 


Trazar la gráfica de la inversa de f(x) =Созх, 
x €[0;]. 


NOTA: 


Como todas las funciones trigonométricas son 
periódicas , hace que no sean univalenles, en 
consecuencia no existen sus inversas en sus respectivos 
dominios , por lo cual se debe restringir el dominio 
para cada una de ellas, de tal forma que la función sea 
univalente y por consiguiente exista su inversa. En el 
siguiente cuadro mostraremos el dominio restringido 
de cada función trigonométrica para que exista su 
inversa, y también su rango . 


FUNCIÓN | DOMINIO RANGO 
y-Senx EH [-2:1] 

у = Созх |[0;я] [-21 

у= Тапх (52) R = (0540) 
y=Cotx  |(0;x) Е = (0540) 

y = Бесх в] (7e; -1] o [ 1;-о) 
y = Свсх [2] (-ог- u[1;+0) 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
INVERSAS 


Se sabe que las funciones trigonométricas son 
funciones periódicas, por lo tanto, no tienen función 
inversa, pero esto es cierto cuando se estudia en forma 
general toda la función, es decir, en todo su dominio. 


Para tener funciones trigonométricas inversas es 
necesario acotar las funciones, es decir, restringir el 
dominio de la función de manera que la función sea 
inyectiva en el dominio escogido. Así, por ejemplo, sea 
la función y=Senx 


Se observa que la recta horizontal L corta a la función 
f(x) = Sena: en más de un punto, por lo tanto no tiene 
inversa. Ahora restringimos el dominio 


En la gráfica se observa que al restringir el dominio de 
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la función fíx)-Senx en el intervalo 


ЕЕ ésta sí posee función inversa. 


De la misma manera como se ha procedido con la 
función seno, se restringen los dominios de las demás 
funciones trigonométricas para que de esta manera 
tengan función inversa. Las restricciones que se hacen 
para las funciones trigonométricas son las siguientes: 


NOTACIÓN INVERSA 


Cuando se tiene la igualdad: Тап” = /3 (notación 


directa) y queremos expresar lo que significa > еп 


т 


dicha igualdad , podemos decir: y esunarco cuya línea 


tangente vale /3 
Lo cual equivale a: 


ArcTan = 736 3- Тап^!./8 (notación inversa) 


EN GENERAL : 
в: |ЕТ(х) = m => x = ArcFT(m) 
Así, рог ejemplo: 3 
Seno = = => а = AerSen,. 
25 5а | 
Сою = 6 —AreCoe = 


Las funciones trigonométricas inversas se denotan o 
representan de la siguiente manera: 


Representación 
y = ArcSenx V y «Sen ^!x 


| Función Tangente inversa | 


| Función Seno inverso 


Función Coseno inverso 
Función Tangente inversa 


y = AreTanx V y =Тап "x 


Función Inversa 


DOMINIO, RANGO Y GRÁFICA DE LAS 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


INVERSAS 
а) FUNCIÓN SENO INVERSO: 
y =ArcSenx 


EJEMPLO: 
Halle : 


LArcSen( 2) п)атевем 3) Ш)Агобеп(—1) 


RESOLUCIÓN: 
1 п 

1)Ағс8 =)== 
ЈАгс еп(=) 6 


Уз 


П)Агсвеп(– №) = —7_ 
JAreSen( 2” 3 


ІП JArcSen(—1) = — Ж 
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B) FUNCIÓN COSENO INVERSO: 
y = ArcCosx 


Dominio : [151] 


Rango: [0;т] 


da 


EJEMPLOS: 
JAreCos|-!3 | т. per = 37° = 377 
2| 6 5 180 


'П)Агебоз(0)= 7 


С) FUNCIÓN TANGENTE INVERSA: 
y=ArcTanx 


Y 


asíntota horizontal 
£ 


Dominio: R 


КЕ 
Rango: ( 2 5) 
Función creciente 


EJEMPLOS: | 
Е |} 53° = Br 


I1) ArcTan( V3] == 


MI )ArcTan(—1)= <= 


ca 


Función decreciente 


EDITORIAL RUBIÑOS, 
PROPIEDADES 


PROPIEDAD 1 : 


«La función directa anula la función inversa para todo 
valor de su dominio» 


Sen(ArcSenx)=x У хЕ[- 11] 
Cos(ArcCosx)=x ; Vx € [— 11] 
Tan(ArcTanx) -x;VxcR 
Cot(ArcCotx) -x;VxcR 
Sec(ArcSecx) = x ; V x € R—(-1;1) 
Csc(ArcCscx) = x ; V x € R — (—1;1) 
EJEMPLOS: 


Indique la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 


e 
А)Беп(Ағсбел > = 


B) Cos (ArcCos2)-2 


С) Tan(ArcTan5)=5 D) Tan[ArcTan( —3)]=— 3 
E)CowArcCos(2)-/2 _ F)SentArcSen 4)-4 
RESOLUCIÓN: 


A) Sen( ArcSen 1 )=7 en VERDADERO porque 3 € ЕЛ] 

В) Cos (ArcCos2)=2 es FALSO porque 2 @ [ —1;1] 

C) Тап(АғсТапб)-б es VERDADERO porque 5 € К 

D) Tan[ArcTan( —3)] -- 3 es VERDADERO porque — 3€ К 
E) Cos(ArcCos 2) =}? es FALSO porque 42 ё [ — 11] 


F) Sent ArcSen 4 ) = en FALSO porque 36 | — 11] 


PROPIEDAD 2 : 


«La función inversa anula la función directa para todo 
valor de su dominio» 


[F*IF(0)] =0;Ух € DomF(x)| 


ArcSen(Sen8)-8 бе l-55 


АгсСоз(СозӨ )=0 ;ҮӨ € [От 1 


АтсТап(Тапд)=0 М0 € ^d 


АгеСо (Со )-8 ;0<0< 


ArcSec(Sec0)-0 ¡VO Є 


Ез 
370 е(-5; 


ArcCse(Csc0 ) -0 
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EJEMPLOS: 


Indique la verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 


A) ArCren| sen 7-7 B) АғсСов(Сов2х)-2т 


С) AreTan(Tanx)=" | D) ArcTan|Tan zs 
EJArcCos (с 2 |- 2 2 ZE rAreeen|sen|-7]-— 
RESOLUCIÓN: 


== ке 
A) AreSen|Sen5 e^. es VERDADERO porque” c7 

В) AreCos(Con2x j=3w es FALSO porque 2x 6 [05] 

C) ArcTan(Tam jx es FALSO porque ё (5% ) 
DiArcTan Тан 5 es VERDADERO porque” (2% ) 
E) Arcos cos. = 7* es VERDADERO porque 36 c [05x] 


F) ArcSen Sen.) Je - S es VERDADERO porque -5eļ- vi) 


PROPIEDAD 3: 


ArcSenx =АғеСве 3 jv €[-1:1]- (0) 
АгеСовх =Ағсбес 2 ух e[-1:1]- (0) 
ArcTanx =ArcCot ім € (0;+оо) 


АғсТапх =ArcCot2—x ¿Vx € (-оо;0) 
х 
PROPIEDAD 4: 


Агсбепх+АгеСовх ==; х € [-1; 1] 


ArcTanx &ArcColx—^. ¡Vx ER 


ArcSecx+ArcCscx=2 у € R—(—1:1) 


Estas igualdades son válidas para todo valor permitido 
dela variable. 


EJEMPLOS: 
*ArcSen (а Свег 
*АгсТап(5)+ ArcCot(5)== 
*ArcTani=ArcCot= 1 

3 3 
* ы pol LA 
Ален S are 


PROPIEDAD 5 : 
AreTanx+AreTany=AreTan | 532: 


x+y 


ArcTanx — АгсТапу =Агетан 5 — M 
1+ху 


АгсТапх+АгсТапу ачтан) > + 


- у 
siendo : 
V | n-0;sixy c1 
n= а ху>1лх> 0,у> 0 
n—-Hsixy»1^x«0,yc0 


EJEMPLO 1: 


Calcule: E -ArcTan 5 *ArcTan 2 
RESOLUCIÓN: 
1,2 7 
Е-АғсТап ата = АгоТап-б-= AreTan”, 
2%3 6 
EJEMPLO 2: 
Calcule: G =АғеТап i- AreTan= 
RESOLUCIÓN: 
19 1 
G=AreTan! 4-8, = АгеТал 20 = ArcTan 1. 
Ls 20 


ArcSen( —) — — ArcSenx ;Ух Є|—1;1] 
ArcCos(—x) = т — ArcCosx; Vx |-1;1) 
ArcTan( —x) = — АгсТапх; Vx Е R 
ArcCot( —x) =r — ArcCotx;Vx СЕ 
ArcSec(—x) =п — ArcSecx; Vx € Е — (—1;1) 
ArcCsc( —x) = — ArcCsex; Vx € Е — (—1;1) 


TEOREMA: 
I)Cos(ArcSenx) = V1—x? ¡Vx € [71:1] 
II )Sen(ArcCosx) = 1— x? ; Vx € [-1;1] 


DEMOSTRACIÓN : 
*Sea a = ArcSenx entonces : 
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Sena 2x ^— «ax. 
== 


Observe que en este intervalo Cosa > 0 ,lo cual seva 


a utilizar cuando se despeje Cosa de la identidad que 
se muestra a continuación. 


Sabemos que 

Cosa = 1— Sen*a => |Coso| = У1- Sen*a 
raíz cuadrada a ambos miembros 
Debido a que Cosa > 0 obtenemos : 


Cosa = 41— Senda 


y como а = ArcSenx ^ Sena = x 

Finalmente demostramos que : 
Cos(ArcSenx)-- 127 

OBSERVACIÓN : 


Para la solución de los problemas es necesario tener 
presente algunos valores notables, como los que se 
muestran a continuación: 


| өңін | М | маја] 
мы 2-3 | em | 
Mese алсы )= AreTan| [3] = 
AreSen[0] = 0 ArcCos(1] - 0 y AreTan(0)=0 
AreSen 1] 5. ArcCos(0) == AreTun| 7. E 
AreSen(—1) = x ArcCos|-1) == ArcTan|5 =27 
десен] = 37° mes те Атыла) = 
Е 
cedes [eem Жы ЧГ 
EJEMPLO: 
Calcule: 
^-0) e| жеген 5 а | 
RESOLUCIÓN: 


Se sabe que: Бест = 2; entonces: 
A= Co treten ок areran 2 8 


Со | 


=> А = Cos reso 
Se sabe que: АгеТап-/8 => ¡entonces : 
A= Go arose ce 


den] 


> A= Cos Aresen] 


1 А т 43 
Сото Агебеп = = 5, entonces: АғоСов = => 


MÉTODO DEL CAMBIO DE 
VARIABLE 


Cuando los valores de las funciones trigonométricas 
inversas no son conocidos es frecuente hacer un 
cambio, tal como se indica a continuación: 


EJEMPLO 1: 
Reduce: Sen|arecos 
RESOLUCIÓN: 


Haciendo el cambio de variable: AreCos = 


45 
= se convierte еп: Sena 


Como ArcCos D. = а => Coso = 


Luego se forma un triángulo rectángulo: 


Calcule: Е = 0 Aresen $] 


RESOLUCIÓN 
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ЈЕ 


Haciendo: ArcSen 5 = а = Sena = m 


Entonces: 


ESSA 45]. ка = ајај -8 
Е 200 | Aresen 2Cos 0 = 3E. P 


GRAFICA y = Aarcsen(Bx+C) +D 
Sea la función y = А агсвеп(Вх+С) +D; A, B »0 El 
dominio depende de B y C; así 


-1-С 1-С 


<< 


-1<Ву%С<1-» 


El rango depende de A y D , авї: 


т т 
кор E 
arcSen(Bx + C) 


5-5 A«D& AaroSen(Bx + C)+ D< AS D 
eciam a gir 
; ў 
т T 
== <y<A-=4+D 
= gArtDEyS zt 


Como sabemos, del tema sobre las reglas de 
construcción de gráficos , el parámetro Á estira o 
contrae verticalmente al gráfico де у=агевепх. El 
parámetro B estira o contrae horizontalmente al 
gráfico de y=arcsenx 


Los parámetros B y C, desplazan a la derecha o 
izquierda el gráfico de y=aresen(Bx), una longitud 


с с с 
і і-->0У--<0 i 
igual a 8 (ві B > В < 0 respectivamente). El 
parámetro D desplaza hacia arriba o abajo el gráfico 
de y=Aaresen(Bx+C) una longitud igual a |р| (si 
D>0 6 р<0 respectivamente). 


De manera análoga se aplican los criterios indicados 
en las demás funciones. 


EJERCICIO 1: 
Graficar : 
Ају = АтсСозгх В)у- ArcSen= Сју = АгсЅеп(х — 1) 


RESOLUCIÓN: 


EJERCICIO 2: 


Graficar : 
A)y= gAreCoss 


D)y = АгсСовх – T 


RESOLUCIÓN: 


EJERCICIO 3 : 
Determine el dominio, rango y gráfica de: 
y = 4ArcSen (x — 1)+п 
RESOLUCIÓN: 
Dominio : 
-1<х-1<1 
->0<х<2 
= Domf = [0;2] 
*Desplazamiento horizontal : 
1 a la derecha 
*Desplazamiento vertical : 
л hacia arriba 
Rango: 
BF сАгезетх — 1) < 5 


sper mm tee e C) i 
2 реет елге эйшї hat 
> 


=== Су SI > Кал/-|-я;ӛл| 


PROBLEMA 1: 


Hallar el dominio y rango de fije 2arcsen( 2) 
A Еу) В)[-2;2]у[-я;я] С)фук-{} D)RyR 
RESOLUCIÓN: 
* Dominio: siempre: 
-1<251--2<х<2- D,=[-2;2] 
* Rango: Siempre: 


ху ж 

= ватошн( 5 5 >-=$ 2arcsen5)<x 
fi 
= Ry=|-x;1] (x) 
ВРТА : “В” 

PROBLEMA 2: 
Señale el dominio де la función: 

у=ћ,==гатсвеп(2х – 1)+л 
Apo; Bj-  Of[o;2] в]; =] 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerde que si: O=aresena; para que tenga 
sentido: -2sa <1 
* Luego en la función: 
Y=f;)=2arcsen(2x -1)*x:- 15a «1 
a 


-1<2х-1<1->0<2х<2............. «(sumando 1) 
720€ < 1 сине (dividiendo entre 2) = D¿=[0; 1] 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 3: 
Señale el dominio de la función: 

у= =®агесов(х—3)+= 
A)1;2] В)[-1;1] C)[-1;2] D)[2;3] Ејг2; 4] 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde que si: 0= агссоза ; para que tenga 
sentido: -1<а<1 


* Luego еп la función: M 
ев 3' 15851 
=>-157-3<51—2<х<4 


> 0,;:[2;4] 


». (sumando 3) 


RPTA : "E" 
PROBLEMA 4: 
Бећаје el dominio де la función: 
y7 f, aresen 42-347 


A)[2; 3] B)[2; 4] C)3; 4] D)I0; 3] Е)[1; 3] 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde que: Ја > 0; para todo: a >0 


* En el problema: у=, =arcsen (524 ;0sasl 
>0<Ухұ-851 


2>0<%-851.. «(elevando al cuadrado) 


RPTA : “C” 


PROBLEMA 5: 


Señale el dominio de la función: 

y = fis) = 2arceo(4x - 2 — 2) = 
A)1;5]  B)3;7]  C)4;11] 
RESOLUCIÓN: 

* Tenemos en la función: 
-1s4x-2-2«1 

205-851 

=>05х-3<1 

>3<x<4 

> Dp: [3:4] 


013; 4] 


„(elevando al cuadrado) 
sumando 4) 


RPTA : “р” 
PROBLEMA 6: 
Señale el dominio de la función: 

Y=f -arctan(|x? - 3-4 ++ 
A)«-o ;- 1] u [4 ; +> В)<-ю ; 4] o [1; о] 
С)<-о;-11918; жо» D)€-o;- 1] 0[2 ;+0> 
RESOLUCIÓN: 


* En la función: y=f,,,=arctan([x* — 3x — 4 +05 


> x*-3x-4020 
= (x-4)x*1)20..........(factorizando) 
* Por puntos críticos: 


тхе<-ю;-1) 914; жо> 


Df: <-;-1)414;жо> 
ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 7: 


Señale el rango de la función: у = у, у= Sarcsens Ф. 


я я Зя 3z бе] 
E E 
"Les а 25:20 

бл 3x _Зл л i 
| в) 2] 
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RESOLUCIÓN: 
* Enestos casos, se parte de la función básica: aresenx 
- z <агсзепх < 5 


=> -я < Zarcsenx $ x ........ (multiplicado por 2) 


ЕРТА : “С” 


я Пя Зл 7л я 9т я бл 
4) а] dl 
RESOLUCIÓN: 


* Partimos de: ағссовх;-1<х<1 05 arccosx <x 
=> 0 < Загссовх < Зл ...... (multiplicado рог 3) 


я д. И x 
== $9arccosz 54 «o restando =] 
R a lix 
ня RPTA : “А” 


PROBLEMA 9: 

Señale el rango de la función: y=f,,,= 2arctan xl 
4 я Ял 2x _ 2х 4я 

АҚ n) в) 2] о 225) 


2х a dx 
0-25) ю(-Ё; =) 


RESOLUCIÓN: 
* Partimos de: 
-Е сатсапх <= 
2 2 
=> -z «Zarctanx < п ...... (multiplicado por 2) 
2х я dx я 
7»-73 <2arctanx +25793 .. (sumando z) 


ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 10: 
Sea f una función definida por: 

f(x)= $ Aresen 3x-1 + 
Determine el dominio де la función: 
A[53] вј:5] ol] 0133] вои 
RESOLUCIÓN: 


Г) Aresen 3x-14 r^ 


Cálculo de dominio: Como: 3x —1 > O Para la 
función Aresen /3x — 1 tenemos que: J3x – 1 e [0;1] 
->0<У3х-1<1->0<3х-1<1 

1.2 


1 2 
1 225 = EE 
>1<3x< 235253 => Dominio, [4 A| 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 11: 
Determine el dominio de la función f definida por: 
1 
-Arc Е 
и (5) 
A) (0) (бе) В) (во; — 1) (1:00) С)(-о; 1] 6 Лео) 


D)I -1;1] E)(-1;1) 
RESOLUCIÓN: 1 
fiy Are sen. А 


Cálculo de dominio: Como: |æ] e [ 0; о) > B € (0;) 


Para la función f tenemos que: 
1 1 1 1 
т1<(01|->0<:1<1->0<-<1у0<--5<1 
м 12? ар" 

о>х>і v ю>-х>1 

о>х>1 у-о<х<-1 


Lo que es equivalente a decir: Dom, = (-«; -1]u[1;«) 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 12: 

Determine el rango de la función f definida por: 


_ Агезесх – Are sens 
П=)= reseca + Arcsenx У dar como respuesta el 


máximo valor de f. 
1 1 
4) 5 B) 2 С)1 D)2 E)3 
RESOLUCIÓN: 
fi) Arcsecx — Агсзепх 
Arcsecx + Атсвепх 
Cálculo de Dominio де f. 


1) Para la función: у = Агсвепх 
xel[-Il]... 
II) Para la función: y = Arcsecx 

x €(-o; EIVE! no— (Ц) 
Luego: Dom¿=(1)n(11): Dominio, —(-1; 1) 
Cálculo del rango de f. 
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Arcsec( — 1) - Arcsen( - 1) 
Arcsec( - 1) + Arcsen( - 1) 
я-(-я/2) 
я+(-я/2} 
Агсзес1– Агсзеп1 
Arcsec1+Arcsen1 


0-12 
а) 0+x/2 ict 


=> Rango,-(-1;3) 
PROBLEMA 13: 
Sif es una función definida por: 
f(x) = xx + ЗАгсвеп J4xx ; halle el dominio de dicha 
función. 
ajot] Bot] clo il о: | во! | 
RESOLUCIÓN: 

fix) m nx +3 Aresend4nx 


* Cálculo del dominio 


Пре: их 20— 1x20 x20— x c[0;2) ptem (1) 


-fr-p- 
-n= > (сит? 


B f= 


RPTA : “E” 


Пре: Алах > 0 tenemos para la función 
y = ЗАгсвеп Ј4их => Jfxx e [01] > 0< Ј4лх < 1 


=> 0<4,х<1 205: 2 —— (II) 
Luego: Dominio, = (I) (II) > Dominio, = [0; 1/4] 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 14: 
Бећаје el rango де la función: 
y = fix = 2arcsenx + Загссовх 
al; =] B)[x;2x] C)[27 ; 41] р а |) [т;3х] 


RESOLUCIÓN: 
* Este caso es atípico, a los vistos anteriormente; así 
que generalmente hay que aplicar propiedades 
conocidas: 

* Recuerde que arcsenx + агссовх = 


* En la función: 
у= fi, > Загсвепх + Zarecosx + агесовх 
а Босы: 


СЕЈ 


> Y= f= 2 (arcsenx + агссовх) + arccosx 


x 


z 
Y fis) =я+агссозх 
* Ahora, partimos de: 0 < arccosx < x 
DAS mrarccosx <2л........(витапт4о х) 
y 


= Вј:ја; 22] ВРТА : “В” 


PROBLEMA 15: 
Si у(х) = Cos" (x* + 1) determine R,. 


AJ01] В)[0;) C01] D)(01) EMO) 
RESOLUCIÓN : 

fi = Arecos(x? 1) 
Calculo del dominio: 


Conocemos que: x?^»0- (х?+1)>1 

Para la función f: (х2+1)=1 > x=0 

= Dominio: {0} Calculo del rango 

Como; х=0 > foj=arccos1=0 => Rango,-(0) 


RPTA : “Е” 
PROBLEMA 16: 


Señale el rango de la función: 
у= Г.) =2arcsenx – Sarccosx 


А)[-л;2я] B)[-1;3x] С)[-3я;2х] 
D)[-4x;x] Е)[- 2л;4л] 
RESOLUCIÓN: 

* Como: 


arcsenx * arccosx = = => arcsens = = — arecosx 
* En la función: у= у= 2агсзепх – Загссовх 
= у= Геје 2( 5 -arccoss)- Затссовя 
= у= fæ) =R – багссозх 


* Como se sabe: 
Osarecosxs л 


0 > -багесозх > 5% arme. (multiplicando рог-5) 
m 2m-barccosx2 — 4... (sumando л) 
алы nes 


Y 
=> Ry:[-4x;x) 
PROBLEMA 17: 
Señale el rango de la función: Y= fj) = 2arcsenx? 


exl »]-«*] Со; =] 01-0] E) [ zi 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde que: V aeR: a? > 0 


RPTA : “р” 


* En el problema: 


importante 
у= ?агсвепх? = 0< х25 pe 
* Luego: 
О<ағсвепх? 52 
0 < гагсвепх“ <л ...... (multiplicando por 2) | - 
олу. Ts 
> Ry: [0;x] 


ATRIGONOMETRIAS 
PROBLEMA 18: 
Señale el rango de la función: 
я 


1 
Y= fF 2arcsen( =° +i) 5 


Asl 4216 ір 1 qn z {р *] 


* En la función: у=) 2arcsen 2 +: |+ 


* Recuerde que: А 20yqui-Ic жі E) 


"Ж. 
* Рего: х?4+—> — 
22 


A (П) 


* Luego, de (1) y (11): 


1 1 л 2,1) x 
ar ТЕТЯ <aresen(x +: == 


>55 2arcsen (8 + <л 


1|,x бл 
<=> 
ijs 


555 2aresen(x*+ 65% 


ж бл 
в] 


3 БРТА : 


PROBLEMA 19: 


“gr 


Si: Arcte( Әрмен 1); шеро““х”” pertenece 


alintervalo: 
А)(0;2) _ BI) 
RESOLUCIÓN: 


Arctan ( 


C)2;9) | D)(3;o) 


г.) 


EJR 


x- 
Сото se sabe: Para la función: у= Arcfanx ; y € 
Mientras que para: y=Arccotx; y e (0; x) 

= Arctanx- Arccot i -х>0 


E 
22 


Para el problema: 2502 x>1>x €(1;+0) 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 20: 
Determine el rango де f si: f(x) = cu (4 Д ) 


НЕЛЗЕНН 
RESOLUCIÓN: 


f(x=)=Areccot (2) 
х 
Como: x? > 0; para la función f, tenemos. 0L cn 
x 


aloz) эр) 


655 


1 
= йоне а с = Rango, -(в4) 


, г ВРТА : “А” 
PROBLEMA 21: 


Determine el rango de la función “f” definida por: 


Их) = лее 


ә) 
al e[2:5] [7] 9] 


RESOLUCIÓN: 


d 
frs)-Arecot( ) 
1+х? 
Сото: x? >0 => 0< х?<х?+1 
Zr 1 
+1 
0: +1 

Tenemos que: Тая“ 
> Arecoto> Ат z |> дееп 

wc сер, 1+х EE 

2 Лх) 4 

Rango, = (5 ; = 

5 d -(55] 
ВРТА : “A” 

PROBLEMA 22: 
Grafique: y7 fj, - 2arcsen S +2 

rafique: у= 5 

AY 
5 
RESOLUCIÓN: 
* En la función: у= Г. = Sarcsen Z+ = 
* Hallamos dominio: -15 551 = -25х 52 
% НаЙатов е! гапро: -Z «2arcsen = <. 
х 2 22 
=>-л< Zarcon аж 
хол Зл л 3x 


л 
=-=— < гагсзеп 
2 


* Ubicamos en el plano cartesiano: 


[SPUSCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS и |656) EDITORIAL RUBISOS 


RPTA : "A" 
PROBLEMA 23: 


Grafique a la función: у=Й.)=агсвепх + 2arecosx 


А) Y B) с) E 


RESOLUCIÓN: 
* En la función: 
У-Потагевепх + 2arccosx 
> Y= fiz) = агсвепх + arccosx + arecosx 
поје дани чы 72 
я 


2 
* (multiplicado рог 2): > y = Га) = +агесозх 


* | sumando = |: ini 
6): * Hallamos dominio: -1< x «1 


* Hallamos rango: 0 < arecosx < x 


яя Зл я Зл 
о == I c 
252 arccosx <-> > 2575> 
У 
* Llevándolo al plano cartesiano: 
YA 3x 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 24: 
Halle el dominio de la función definida por: 
ftx) = Are tgx- Arc ctgx 
АЛО; +] ВД1;+) С)(2;-+ 22) D)(-o;-1) Е)(-о;0) 
RESOLUCIÓN: 


fix) = | Arctanx — Arc cotx 
Cálculo del dominio /Arctanx — Arc cotx > 0 


<> Arctanx – Агссоїх > 0 
Arctans -|7 - Arctanx |20 
=> 2Arclanx > 5 => Arcfanx >= 
6: S Arctanx «^, Tan < Тай (Ағсјайх)<Тап= 


15 х<+ => Dominio,: ГІ; о) 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 25: 
Sea la función W(x)= arce 
x> 0, determine su rango. 


ajo] fo) суве nier] nios] 


RESOLUCIÓN: 


= 5) definida para 
+=? 


УИ) = Aretan( => 3);=>0 
1%х2 
Sea: г=Талдл Tang» => == = 2Топф 


142 1+Тап2д 


= Afirmamos que: 0 < Sen20 < 1 
<1 


2х 
Luego: 0 
ЕЕ. 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 26: 
Sif'es una función definida por 


f(x)=32Arc cse 7x? - 13; halle el dominio de dicha 


funció 

Ае Йә) Bo; Вы) 
С)(-=; -J3]u[JV3;+0) 0) (о; -2]0[2;+ә) 

Е)(—; 48 Јо[ МБ; о) Р 


RESOLUCIÓN: 


fx) -32 x Arcesel7x? — 13 
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* Cálculo de dominio: 
Conocemos que de: у = Агсезех ; xe R — (-1;1) 
Para la función f: [72 1321 

(Pi -18215 7x3! 214 5 x* 22 
Luego: x242 v x «—/2 
=> dominio, = (o; -J2]v[/2; +оо) 

ЕРТА : “В” 

PROBLEMA 27: 


Si f es la función definida por: 


f(x) = 4Arc tg? |x|-4x Arc tg |х) 
Calcule el rango de f. 
Alisa) Beato] o; ғ) 2-2, ) БХ; 222] 
RESOLU! E ÓN: 
f(x) = 4Arctan? |x|- Ах Arctan |a| 
Completamos cuadrados: 


f(x)=(2Arctan |x|)? – 2(2Arctan|x|)( x) +r? – л? 


f(x)=(2Arctan|x|-x)? – я? 
Cálculo del rango de f :Conocemos que: 
-Z < Arctanx < 2 
=>0 < Aretan|x| <2 2 
0 « 2Arctan|x|<x — x < 2Arctan|x| - х<0 
я? > (2Arctan|x|- x). >0 
0 2 (2Arctan|x|- x)" —х? >-x* => Rango, -(;0] 
ГУЛ 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 28: 
Sea f la función definida рог: 
павет (со) x e 12531, entonces halle el 
rango de la función f. 

zz с D, Е E 
л-р] [as] o[o5] 2-53] "s 
RESOLUCIÓN : 

[(х)= Areeen| Cos], x etl 
* Cálculo del rango 
du] 

De: 23158372 23>3 


я 
2 


* Enla С.Т. 


Del gráfico: 0<CosE Z Совт > 0500 И < 1 


1 
= árezeno < Arcsen ГЕН 5 Агсзеп > 
Fx) $ 
я jx 
Luego: (ж) [e z] = Rango,- [e zl 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 29: 
Sea f una función definida рог. ух) =3 Aresen( 
Determine: Domf ^ Ranf 


Ако: | B)(0;x] oos] D)(0;2x) EJ(0;2x] 
f(x)= 3Arcsen| сз 


егі 
2+1 
Calculo del dominio: 
Como: x* e [0;=) > (x*«1)e [15/29)2 E є (0;1] 
Para la función ftambién: 
[6 1]; Vx e R= Dominio, - R 


35) 


RESOLUCIÓN: 


Cálculo del rango: 
Dado que: Г ЕЯ <1 
х?+1 


> Arcsend< Aresen! 2 
AXI xxl 


e 
f(x) 2 
3 


Зл Зл 
=> 0< (х) < FT Rongo- (0: s) 
Зл 
Luego: =(y = 
80: Dom, N Ran, (o 2 ] 


PROBLEMA 30: 
Determine el rango de la función f definida por: 


2 
f(x) = Are sen “ Fa 
я =] Б кл 
АЈ] ES z] o|-5; ој по; z] в) LI 
RESOLUCIÓN: 


+1 e 1 1 
f(x) | 2x || f(x) =Arcsen E E + zl 
Cálculo del dominio: 


Como se sabe: х+1>2 v «15-2 


1 1 i 1 1 i 
э [+ HE Жу +2] ҮЧЕ (1) 


PMPUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS и 658] EDITORIAL RUBISOS 


Pero para la funcion: f. tendremos que: RESOLUCIÓN : 
і Б 3] ЖҰ?! MENU. У  ¿fíx)=AxArcsen(Bx+C)+D 


De (I) a (П) concluimos que: ii (8) 


=> а! resolver cada caso: x=(-1;1) => Dominio = {-1;1} 


* Cálculo de rango: 
Cuando: х=-1=> f(-1)- Aresen(-1) 
f-D2-- 
Cuando: х=1=> men ec 
та)= 55 Rango,- d = De la regla de correspondencia: 
F(x)=AxArcsen(Bx+C)+D 
ЕРТА : “E” 1) (Bx+C)e(—-1:1) 
PROBLEMA 31: қ 1-С 1-С 
Dada la función f definida рог la regla de SS B Б В 
correspondencia: A 3 
fix) -4sen ^ 3x-6 . Si 155) Obtenemos que: d WP A 1-C. 
= а а zi 
entonces el valor de V — 4 Resolviendo: в-1 С-- 5 
А)-1 В)0 сл р)2 ЕЈЗ II) Conocemos que: 
RESOLUCIÓN : == Arcsen(Bx+C) ШЕНІ 
Пот4Агезеп, e Domp=[2:5| = > 
= a = -25 Arcsen(Bx+C)s > 
Cálculo del dominio: Como: |$*-5 > 9 Para la + = 
función f. tendremos өні х -2А+0 < Ах Агсзеп(Вх + С)+0 < 3 AD 
> 
& e [0:1] 0 « $* 851-053-551 3 = + Up лс 
* Obtenemos:- = A+D=-Z ^ A+D= 
5 аР а = быз ~ 
=>-85-—<-2=85>—>2 >==<—< л 
х х 352 Resolviendo: A=2 ^ Р=— 
5 5 O 5 tia 
в => Dominio,— 3/2 * Finalmente: ar 
Comparando con el dominio que se nos dio: м=в+с+АР > м=; = 5 +—2 > M=1 
я я 
a=3A sce (+8) -1 RPTA : “С” 
5 БРТА : “С° PROBLEMA 33: 
PROBLEMA 32: Sea funa función definida por 
Enla figura de muestra la gráfica de la función i fix) Are cos2x — Arcsen2x 47. determine el rango de f. 
aresen (Вх +C)+Bcon.4>0,halle М =В+С+ © Ару Bjo E| cy; Doz] wloz] 
A) 1 RESOLUCIÓN : 
B) 0 [їх)=Аге сов?х — Arc sen2x +3 
Б Е Cálculo de rango: 
Е) -2 


Conocemos que: Агсзепх+ Агссозх= = Vx e [-1;1] 


(ETRIGONOMLTRIAZ [658 | LA ENCICLOPEDIA 3015 


=> Гај Arccos2x – E = Arccos2s +2 


=> fi. =2Arccos2x 
Y como: (Arccos2x)e[0;x] 
=> (2Arccos2x)e[0;21] > Rango,=[0; 2x] 

ВРТА : “A” 
PROBLEMA 34: 
¿Cuántos valores de “х 
A) ninguno B)1 
RESOLUCIÓN: 
*De la igualdad:x=arccosx 


" cumplen: x- агсовх = 0 
D) 3 


C) 2 E) 4 


*Hacemos:y=x ;утагссовх 


* Graficamos las dos funciones: ү; 
y=Arccosx; 


* Мо?е que solo hay 1 punto de corte; esto significa 
que las dos funciones son iguales: х=агссовх, en un 
solo valor de x; por lo tanto podemos afirmar que solo 
1 valor de “х” verifica la igualdad. 

ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 35: 


La región sombreada del gráfico: -1<x<1, puede 
representarse por la desigualdad: у 


А) y >senx 

В) y < arcsenx 
С) у>агссовх 
D) seny > x 


E) сову > x 
RESOLUCIÓN: 
* La ecuación de la curva mostrada es: y = aresenx 


* Como la región sombreada está sobre la curva (y no 
considerando a los puntos de la curva) se cumple que: 
V (х,у) que pertenece а la región: y »arcsenx. 


* Entonces: seny > sen(arcsenx) => seny > x 
RPTA : "D" 
PROBLEMA 36: 


Halle el rango de la función f definida por: 
fii * 2aretg( e ) 


1- вет? х. 
А)(-я!2; Зи! 2) В)-Зл/2; л12] ©)\(-3л[2; x12) 
D)-/2:x/2] Е)-3ж|2; Зл/2) 
RESOLUCIÓN: 


2s. 
“Пе: Бот Z+ zarctan( Pen) 


Zsenx 
fu t2arctan ZE) = а алалы) 


* Dadoque: (2tanxsecx)e R 


* Tenemos: — 2<ағаап (2tanxsecx) <> 


>-x<2arctan(2tanxsecx)<x 


>- = < = +2arctan(2tanxsecx) «37 


fex) 
я Зл 
fue 5) 
PROBLEMA 37: 


Halle la regla de correspondencia del siguiente gráfico 
я(В+С) 
АХО 


ВРТА : “A” 


y luego dar como respuesta: М = 
А) 4 


в) 14 E 
dl 
D) 1/6 
E) 1 


RESOLUCIÓN: 


EDITORIAL RUBISOS 


* Recuerda: 
y=arcsenx: xe[-1;1]. Arcsense| -5;*] 


* En la función: у= Aarcsen(Bx 4 C)- D 


-1-C .1-C 

*(BesCe[471] = = «| B „5521 
* Del gráfico: xe[-4:; о 054 

1-С E "i 
SS Dm > =3 A eu. 
* EE 

Arcsen (Bs C) e | zz] 
[Aarcsen(Bx+C)+D] dar; 4] 


> 
> БЕЗУ Zas] 
* Del gráfico: У =[ 1:31] >-5А+0=-я 
>5A+D=3x = В=лл А=4 


* Se nos pide: о T 
пак. 
_m(B+C) ЈЕ (5 3) 
M= >M=x dz Me 


ВРТА : "D" 
PROBLEMA 38: 

Señale verdadero (V) o falso (F): 

1) Бі: 0<х<1, entonces агсірх> arcctgx 


П) Si: 1<х<\/2, entonces are cscx > arc secx 


III) Si SE euer, entonces arc созх> arc senx 


А) VVF B) FVF С) VFV D) FVV 
RESOLUCIÓN: 
I) Si: 0< x «1 => "а" arctanx>arccotx 


*De: 0<х<1 => arctan 0«arctanx «arctan 1 


[recuerda, la función arco tangente es creciente] 
O<arctanx< = = 0< дагсћапх <=. $, 


л 
= агсапх<— -arctanx => arctanx<arccotx 


=> Proposición FALSA 


П) Si: 1<х</2 => arcescx > arcsecx 


= proposición VERDADERA 
J2 


HI) Si: 72 <%<1-> arccosx > агсвепх 


=> proposición FALSA 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 39: 


Sea f la función definida por: К «ах +Arccos(6x), 
entonces el dominio de f , es: 


А) | в) [= о Е D) НД E) [2] 


RESOLUCIÓN : 


2 
f(x)- т +Arccosóx Calculo del dominio: 


1.1 z Tq 
De: 5x e [-1; Дә) Dominio, [2:2] 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 40: 

Determine el dominio де la función f, definida рог: 
f(x )=Arcsen( /x)+Arccos(x?)+Aresen( Vx —1) 
А)[1;1] B)[-150] C)[0;1] 0)(1) E){-1;1} 
RESOLUCIÓN : 


f(x)=Aresen/x+Arccosx?*+ArcsenJx —1 
Calculo del dominio: 


Ух e[0; ла? e [0:1] ^ V -1 e [051] 


x € [0:1] x e [-1:1]^ x e [7/2]  x- (1) 
Luego Dominio- (1) 
КРТА : “р” 
PROBLEMA 4I: 


Determinar el rango de la función f definida por: 
fi) = Aretex. Arctgx и 
A(- 


55) ШЕРГЕ о 92] 26) 
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RESOLUCIÓN: 
Кә- тет n Атоо 
Cálculo de rango деў. 
Colocamos f en términos de la función: Arccotx. 
x 
э- Або д, 
fij2 2 —— —— 5 fix)=Ž .Arecotx — а) 
3 4 6 12 
Conocemos que; 0<Агссоёх<л;Ухє R 
TL Arc сох edt. 
12 12 
zx x Агссоїх л ELS 
676 12 712 un (==) 
fis 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 42: 
Determine el dominio de la función, f definida por: 


- 
fi marco E 


A[-50) B)(0;1] C [1:*«) D)[r2] Е)(1;%) 


RESOLUCIÓN : еі 
f; Arccos |" 


Calculo del dominio: 
eto: 052 <1 
x ~ 
ау) ^ АН 
х х 


——— 


ЕДЕТ. ҰЗ 


= x e [1;49) => Dominio, = [1;4«) 

ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 43: 
Determine el dominio de la función f, definida рог: 


Г(х)=, [arcsen (x)- т +WArccos(x) 


A)xe[0;1] B)x=1 C)xe(0;1) D)xe(-1:1) Е)хе(-1;0) 
RESOLUCIÓN : 

f(x) [Arcsenz - 5 + Arccosx 
Cálculo del dominio de f: 


| л 
~ -=20 
De cada radical: Arcsenx 2 = 


Arcsenx 25. вбееведьревеві (1) 


Pero por definición: (Aresenx) ШЕН. (т) 


De (I)A(II): Arcsenx- ^, = Dominio = (1) 
к=бепе=1 
Así también : Rango, -(f(1)) 
Donde: 
frt)» | Aresen1 - 5 + УАгссов1 = Rango- (0) 
— о 
5 ВРТА : “В” 


PROBLEMA 44: 
Sean Пру R, el dominio y rango de la función f, definida 


por: ге А (Sarees. determine D, ^ В,. 

1 1.5 3 3.5 
A) [0;1] B) ЕШ С) ЕН D) [Ба] Е) ЕН 
RESOLUCIÓN : 


Р(х) = 5+ d Arcsenx 
T 
Cálculo del dominio: 
Vx є [0; 1] > x e [0; 1] => Dominio, -[0; 1] 
Cálculo del rango. 


0<У:<1 5502 Агевеп [Е < 1. 
— я 2 


Dado que: 
OsAresen s 55 
38 3,1 5 3.5 

=> 7 s qe Arcsendz 5 И? ватрој- [757] 

Те) 

3 
=> Dom o Ran= 2 1 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 45: 


Sea la función f, definida por: /(ж je +1 Атосов( ЈЕ) 
я 
Determine D UR, , donde: D, es el dominio y R, es 
el rango de la función f. 
A0:1) BMO;1) Ш р) |5) Е)[0;32] - {1} 
RESOLUCIÓN : 
fíx)= 5+ 2 Arccos 
Cálculo del dominio: 
Vx є [0;1]> х [0;1] > Dominio -[0; 1] 
Cálculo del rango. 


Dado que: 055 <1=>0 < 1 Атосов ЈЕ < 5 


294), 


0< Arccos ЈЕ < 7 => S Агесов {5+1 51 


f(x) 


2x 
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1 Sumamos ж: 
=> Rango,- 24 = Dom o Кап=[0; 1] 
TE < r+Aretanx < сы => Rango, -|% =. 21 
: ВРТА : “В” 4 Т/х) 4 ИВЕ 
PROBLEMA 46: RPTA : “А” 
Determine el тапдо де la función f, definida por: PROBLEMA 48: 
f(x)- =—+[Агсвеп(х) | [Агссов (х) De las siguientes proposiciones indique verdadero (У) 
16 S 
o falso(F): 


ж 72 ё ЖА Жа ж? on г 
Y zi в) == 4 el D 2 ој » 4 slo 4 I) La función definida por: f(x) -Arccos(x), es par. 
RESOLUCIÓN : II) La función definida por: f(x) =Агсзеп(х), es impar. 
Ш) La función definida por: f(x)»|Arctan (x)|, es par. 


2 
f(x) + [Arcsenx][Arccosx] 
16 А) УУУ В)УЕУ С) УЕЕ D)FVV Е) ЕЕЕ 


Cálculo del rango: RESOLUCIÓN : 
fix) жы [Aresenx] E = Aresens | Analizamos cada una de las proposiciones: 
16 2 I) [(х) =Агссозх => f(—x)-Arccos( – x) 
> fije Arcsenx — [Aresenx]* у) Armcoer 
16 2 Luego: f(—x) = f(x) => f(x)no es función par. 
Completamos cuadrados: П) f(x) =Агсзепх => f (-x)-Arcsen( - x) 
z A а2 f(-x)=-Arcsenx 
frc ares -Z дзен | 2; f(-x)e-f(x) 
> f(x) es función impar. 
я? =] HI) f(<)=|Arctanx|> f(x)-|Aretan( — x)| 
rel 8 [ jos > f(-x)=|-Arctanx|> f(-x)-|Arctanx| 
Se conoce, pord ааш; ТЕРУ) 
> f(x) es función par. 
“2 55 <3 2 — Р 74 15 Finalmente el valor de verdad de las proposiciones es: 
я] „9л? л gg FW. 
[Pos => те E М ВРТА : “D” 
да 7я? жж PROBLEMA 50: 
SUD 2% ums == 16 => Вапу: 71678 | Determine el dominio y rango де la función f, definida 
n РТА : “D” PO f(x)=Aresen( – 2x) +Агссов( - 2x) 
PROBLEMA 47: Е 3) ye[-1:1] B)se|- = i = 
Sea fla función definida рог: x E 
fix)-Arcsen(s)sArctan(s)wArccos(x), С) ке| 5); => D) xe[0;1]; selo; =) 


entonces el rango de f es: л 
d а) ве] qr э 8% pits 4e] 
4'4 4'4 4'4 4'4 44 RESOLUCIÓN : 


RESOLUCIÓN : 5 ж 
Ғе. аа жебе 4 t fix) = Aresen( шырга; 20) > flo 


2 
= Pero; (-20e[-151]=Dominio=| 555 |-> Вато) 
f(x)=x+Arctanx; Donde : x e [-1; 1] ено 
RPTA : “ 
EL ^ 51х51 PROBLEMA 51: 
Partimos Aretan(-1)SArclanxSArctan! Sea f la función definida por: 


^ f(x) НИ Б: 2 Š 


af 
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¿Para qué los valores de x, del dominio de f, la función 
se hace nula? 1 
A)1 B)-1 С)+1 D) 2 
E) La función по toma el valor de сего 
RESOLUCIÓN : 
f(x)-Arcsenx – Агссвех 
Se pide resolver: Йх)=0 
> Агсвепх = Агссвсх > Sene-x ^ Свев=х 
Up ne iium 


ө" e 
=> Seno=Csco => беп?о=1 => Ѕепо=+1 
= 
ЕРТА : “С” 


PROBLEMA 52: 
Halle el área de la región del siguiente gráfico: 
М 


regionalesresultará : 


> Spombreada = я(И=хи? 

RPTA : "B" 
PROBLEMA 53: 
¿Cuántas soluciones tiene la ecuación 

x 
arcsen (8) чеоног 

А) 1 B) 2 C)3 
RESOLUCIÓN: 


mn) нем 


р) 4 Е) 5 


fi) 


ж 

fj) = arcsen — 

* Tenemos: | т? 6 
Е) = |совх| 


* Graficamos ambas funciones: 


* Del gráfico, nota que ambas funciones se 

interceptan en 3 puntos. Lo cual indica que 33 valores 

para “х” en donde {,,, = E; luego existe 3 raíces. 
RPTA : “C” 

PROBLEMA 54: 

Halle el rango de la función f definida por: 


fis) |Агс seex|- |Are esex|, x <-1 
lx) = 
- Are весх |+ |Агс свех |, x > 1 


Чн ө]: 
RESOLUCIÓN: 

iS 

—|Arcsecxl + |Arcesex|; x > 1 


I) Cuando: x < —1; se tiene que: 


ЕҢ--; E 
t 2.2 


f(x)=|Arcsecx| – |Атссвех | 
Además ві: жє (–г2; - 1] 


Arcsecx e (5 "| л Агссвсх е [- = 22 
Luego: [(х)=Агсвесх – ( ~ Arcescx) 

f(x) =Arcsecx+Arcescx 

TO) ees 


И (1) 


II) Cuando: х > 1; setiene que: 

Рх) = – |Атсвесх | + |Агсевех | 
Además cuando: *e[1;+w) 
Агсзесх e [0;+x/2) ^ Arcesex e TA 


Luego: 
fíx)=- Агсвесх + Агссвсх => fix) = 5 - 2Aresecx 
$ Areseex 


Pero: 05 Агезесх «7. 


х(-2):0 > -2Агсзесх> – n+ 1/2): 252 -ФАговеск>- 5 
ТӘ 


2 


>fíx)e (5 т 


De (I) y (П): Rango,= CU =] 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 56: 


Resuelva la ecuación: Sen"! (x) = Све! (x) 


А)х=1 Вх=-1 О)х=+1 Djx=+2 Ela=+/2 


RESOLUCIÓN: 
Агсзепх = Ағс csc x 
Sea: g(x)Arcsenx ^ h(x) = Ағсевсх 


Graficamos ambas funciones: 


ај КАР TS A Ж: 


P 


Note que ambas curvas se itersectan en P A Q. 


en donde: x = (* 1). 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 57: 
Dada la función f tal que: f(x)  Csc!(x)Sec (ж). El 
valor máximo de f es: 


я? я? я? Га 


A B) = с) T D^ Е)л? 


16 


RESOLUCIÓN: 


f(x) = (Aresecx)(Arccsex) 
Conocemos que: 


Arcsecx+Arcesex=7 VxeR - (-1;1) 
Recordemos que si: 


а+Ь = СТЕ. > (а хб)лах Cuando a=b 
2 
luego: р | тут =) ss 
ево: f (o E 
ВРТА : “A” 
PROBLEMA 58: 
Беа la función g zi i 


Е(х)- 
Sen | PIERE. #5 =) 


Halle su campo de existencia. 


EA 
«Ы 


e) а 
RESOLUCIÓN : 


+ 


Е(х)= = 
Sen 2Arccos2s— 27 Сөз 
* Cálculo del rango 


1) Sen (24rccos2x - 2") +0 


2Arccos2x Lena ;ne 2 


Arccos2a + 77 + 


Como: (Arecos2x) € [0;я] 
Restringimos unicamente: 


я bx я. 5x| 
Апсон? v (6,06), 2х бо. 5 08 6 
> зк.(1, 28) LES ES 32). — $) 
2 2 4 4 
x * л 
1) Cos, * 0 >>" (2а+1)- 
х* (21+ 1)х.................... — а) 
III ) Además de la función 
y-Arccos2x ; 2x e (-1;1) 
5=«(-1; 3) E. Eng аш 
Luego de (I) , (II) y (III): 
1.1) [1. Y8l_ 
ја] нези 
=> Dominio =(-1:1)-[-48 „2 
22 4'4 
ВРТА : “E” 


PROBLEMA 59: 

Si Arccosn+ Агссовт + Arccos А = я determine el 
valor de: H=n?*+m*+8*+2nms 

AJ B)-1 о-і D) 
RESOLUCIÓN: 

Arecuen + Arecosm Агооов(в)ел >a+PB+0=x 


1 
3 Е)0 


Бопде: а= Агссозп => Соза=п 
В = Агссозт => Совр=т 
0= AÁrccos(s) => Cos0-s 


Luego: H=n?+m*+8*=2nms 


H«c pe Costs Cons Crops > H= 


Propiedad 
ЕРТА: “А” 


ATRIGONOMETRIAS 
PROBLEMA 60: 


Calcule la variación de la función: 
f(x) = Sen (nx )xCos ! (nx); ne Z 


Аре] эре] eed] 


4 4 
ШЕШКЕН 

2 8 2 16 
RESOLUCIÓN: 


f(x)-Arcsen (nx) xArccos(nx) 
Colocamos f en términos de Arecos(nx) 


Их) = (5 - Аговов(их)] (Arccosnx) 


ftx) - 5 Arecos(nx) - (Arccos(nx))* 
Completamos cuadrados: 


2 2 
f(x)=- (Arecostms)- -Z Arccos(nx)+ e 


“ж zr 
Их) = 16^ (Агесов(та) idi 
Como: 0 « Arccos(nx) < x 
Зл 


=>- < Arccos(nx)- ^ «77. 


2 
0% 0s Arecosínx)-5) 


2 
>02 -( Arecosínx)= z) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 61: 


Halle el dominio de la función f cuya regla de 


Соя (x) - беп (x) 


Sen (ух )+ Cos (Jx) 


AJO:S] BJLO; 831 с) ] > ЖА ] 2 | 
RESOLUCIÓN : 


correspondencia es: f(x) = 


4 2 
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> fla)=, Ё (Arccosx – Arcsenx) 


Además: 
Arccoss — Aresenz 2 0 = Агссовх - (7 — Arccosx Ј> 0 
2Ахссовх > 5 => Агссовх > 7 


=> Cos? > 006 (Ағсрабх) > Совт 


34 2х>-1 > же(-1;/2 2)... 


=> 0% Es Агосовх я 


“(П) 


Luego: 

Dominio-(I)0(I) Dominio-(0;1) (48) 
= Вотіпіо-(0: 
= Dominio (0;/2/2) Е 


PROBLEMA 62: 
Sea рипа función definida por: 


f(x) = 2Arc tg(x? + 2x + 2) 
Determine su rango 


xr я л 
Аз) ЈЕ га) Б рах 


[2 
) =) 
RESOLUCIÓN: 
f(x) = 2Arctan(x? 2x 2) 
Cálculo del rango: 
Conocemos que: 
O<(x+Ii<o 0sx^2x41«4 1<х7%2х--2<4о 


=> Arctanl < Arctan(x? 2x42) < Arctano 
pi t E 


я я 


4 2 


> 5 < 2Arctan(x*+2x+2)<x > Rangoy: [x/2; x) 
Mx) 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 63: Ai 
Sila función f esta definida por: f(x) = [per Are tes н 
entonces su rango ев: aT 

42. L 1:8 o 3:4) Ds, ) E, ) 
A8. )(1;8) (542: 1) Bus 


RESOLUCIÓN: 


| л + Агсіапх 
fe)= 2л — Arctanx 


Cálculo del rango: 
+Arctanx Зл 
пева алкен саланың, Жала Іі 


Conocemos que: = < Arctanx < = 


2 
я я бл Зл 
—>-Аген >-- —> Arctanx>— 
SA апх 2 = 2 2z- 2 
5. 2x - Arctanx _ 1 6 
Б Ee er 


Зл * 
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ld 


ама s RPTA : 


“р” 


PROBLEMA 64; 
Al expresar еп su forma sencilla la función f, definida 


por: 
а fi- _ ( Созх+ 2Senx 
f) те Eo. -Tg == +7 
resulta que : f(x) = mx + == luego el valor de т es: 


А) 1 В) 2 
RESOLUCIÓN: 


С) 3 D)4 E)5 


= 1-Совх Cosx+2Senx 
Поет 1 = ma PUE ) 7 


fis) доа Te) Атодай дай) +7 


fis) 35 0) Tu „D 
Donde: 
_ Cosx + 2Senx _ 1+2Тапх 
Tung сала ЗО а 
1+Тапх x Tan 37 
> Tang = — 5 = — 
Tanx _ Тап 127. 
=> Тапд = — =Cot( +27) 
Tan TE 2 


> Тапд = Tan Еш - =)= -тап (57. + =) 


Tang= Tan(- ж. x) 


OJO: que para cancelar la f. t. inversa con la directa, 
en el caso de la tangente, esta debe verificar las 
restricciones. 


* Luego en (1): 
мы Рх) =8х+ 60° 
о Лезе 


Por condición: f(x)=mx+%=m=3 

e ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 65: 
Determinar el rango de la función h cuya regla de 


correspondencia es: 


h(x) = 3Arctg |x|+ ЗАгс sen|x| 


5л бл A 5x С.А 7я 
Анаа) дез) [т] Де] 
RESOLUCIÓN: 
h(x)-3Arctan |х | + 2Arcsen |x| 
Como: |x|> 0 , tenemos que: 
Para: y = 2Aresen |x|;|x| = [0; 1] 
y = SArctan |x|;|x| є [0; о) 


Luego los valores de |x| comunes seran: 0 < |x|« 1 
ahora: Ағсвеп0 < Arcsen|x| < Arcsen1 
% 


2 
=> 0 < 2Агсвеп |х| < я...) 


También: Arctan0 < Arctan|x|< Arctan1 
0 ж 


4 


> 0 < 3Arctan |x| « A (TH) 


Dado que ambas funciones son crecientes. 
Sumamos (1) л (П): 


0 < 3Arctan|x|+ 2AÀrcsen|x| < z 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 66: 

De la condición: 

Tg ! (x) Tg Чу)+ Т (2)=nx;(neZ), calcule el 
_х+у+а-хус | 
д? +у? +22 —Зхуг 
А) -2 B) -1 со 
RESOLUCIÓN: 

Condición: Arctanx + Arctany + Arctanz = nz;(ne Z) 
Note que los posibles valores de “п” son 0 61 

Para: п=1 > Arctanx + Агсћапу + Arctanz = x 
Sea: етот 


valor de. p = 


D)i E)2 


Агстапу = В => у = Tanf 
Arctanz = 0 > 2 = Тапд 
Luego:a+P+0=x 
> Tana + Tanf + Тапе = Tana x Tanf x Tang 
Es decir: x y42-—xyz 
Finalmente la expresión pedida será: 
xtytz- 
и 
ВРТА : “С” 
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PROBLEMA 67: 
Dada la función definida por: 


f(x) = (1+ Arc ctgx)(1- Arc ctgx); x «0, determine 
Yat = Жы» 
А) E B) T 
RESOLUCIÓN: 
fix)=(1+Arccotx){1- Arccotx);x<0 
fix)=1-(Arecotx)? 
Como: x«0 ;- o<x<0 
=> Arccot( – с) > Агссоїх> Arccot0 


== 


5r? 
D)—- E) 74- 


шін 


л? % я? 
=> я? »(Arecotx)! > -7 инь 


1-я? <1– (Arccotx)! =1-я°%и 11 
de — Ro — м T 

ЕРТА : “D” 

PROBLEMA 68: 

Dada la función f definida por: 

flx)=Aresen [1- 4х? + Are cos | 1x? + Arc tg. 21 

halle la unión de su dominio con su rango. 

alo) n] olei] op 

RESOLUCIÓN: 

fix) Aresend1.— 4x? +Агссов [1-7 +Aretan [В] 1 — H 

Cálculo de dominio 

Dela función: у = ArcsenV1— 4х? 


0Osdi-4x* «15 051-4x* <1 
—-1s-4x* «05 12 4x* 20 


15 «4 1 1 
= >0= => ен «(I 
=== уе х> 2 a) 


E) СА 


* Dela función: у= Агесову1- x* 
0«d1-x* «1250«1-x? «1 

=>-15-х? «05 12x* 20 

LETS e — —— (П) 
* Dela función: у = Arctan/2|x|- 1 
05/2М-1<%о->0<2|х-1<% 
1523402225) 4<9 


э-=<х<-% У gr mee) 


Luego el dominio de f sera: (1) n (II) п(Ш). 


> Dominio, = =(-1:2 1 
Cálculo del rango: 


О 
Pero como f, es función par: Rango, = | 4) 
Donde: 

УЗ 


{2 )= áreseno + Апсон + ang - E 
— 2 6 


2 о 


5 
эг[)=0= rango,=10) 
Finalmente: dominio, U Rango, = (4 i2 


ВРТА : "D" 


PROBLEMA 69: 
Si fes una función definida por f(x) = | Are ctgx – 2-і 
Determine el rango de f. 
Ада 2 msn] C)0;x) D)0;x] EJ(0;2x] 
RESOLUCIÓN: 
паде Ато i қ 
Cálculo del rango 
f(x)= 2 - Arccota| = ' f(x) 7 |Arctanxi - z| 


Conocemos que: 


-2<АғеТапх<%; VxeR 70x Arctanxi« ^, 


> A s[Arctans|- «5, л> lAretanx|- 1j» 5 


i 
Rango, =(E; 
rl "| ЕРТА : “В” 


PROBLEMA 70: 
Determine: Н = Tg*( Arc зес(2)) + Ctg*(Arcesc(3)) 


A)71 B)72 C)73 — D)74 E)75 
RESOLUCIÓN: 
ы =Tan'(Aresec 2) Cot*(Arccsc3) 
I Arcsec2 => 2=SecU 
т.л 


EDITORIAL RUBISOS 


En:H 
Н =Тап*9 + Cota => Н - (/3)! + (242)! => Н =73 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 71: 
Dada la función f, definida por Ax)=34rvesc*(|x|-4-1), 
calcule el dominio de f: 
А)(-о0;-3]0[3;+а) В)(-о;-2]0[2;+ә) 
Oe;-1]u[1;*e) 0)(-о;–3]0[3;+ә)1;-1) 
Е)(-о;–2]0[2;+)0{;-1) 
RESOLUCIÓN: 

f(x) =3Arcesc( |x|- 1|— 1) 
* Cálculo del Dominio de f 
Conocemos que para la función: 

y = Arcescx ; хе(-о;-1|Ә(1; ж) 

Para f: |v|- 1-121 v |x|- 1-151 
I) |x|-1]-12 1 |x| - 112 2 
|x-122 v |х|-1<-2 


ікі23 55-1 
х>З у х5-3 
ET AA (L) 
1) |]–1–1<-1= |x|- 1<0 
=> || -П=0 = || - Те 0 => |уј=1 
= x-(-1:1). 


Luego: Dom, = (1) (2) 
= Dominio, = (2; -3 Ju[3;-*«) v (1; 1) 

ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 72: 
El gráfico mostrado corresponde a la función cuya regla 
de correspondencia es: f(x) = A x Arc сзе(Вх), Calcule 
A/B. 
4)2 
В) 4 
C) 6 


D) 8 
E) 10 


RESOLUCIÓN: 


yFAarcesc(Bx) 
y=AarcsenBx 


Para la función : y = Aarcsen(Bx) 
I) Bxe[ -131] = xe [ -1/B;1/B] 
Del gráfico: x e [ - 3;3] > 1/B =: 

В-- 


П) Arcsen(Bx)e БА " 


ЛА лА ЛА ЛА 
S ает Ве “узу e| st] 
Del gráfico: > ye [-x; 1] Hs A=2 
Finalmente: 4. 6 
ЕРТА: “С” 


PROBLEMA 73: 
Determine el dominio de la función “f” definida por: 


f(x) = Are cae (=) 


d) Cur) Во; Це) 6) 1) 


D[2;)-t mue) 
RESOLUCIÓN: 
f(x) = Arccsc (3) 
x- 
* Cálculo del Dominio de f tenemos: = 21v = 5-І 
y — >1--5--1>0 
x-1 x-1 


5 20-5(s-1»0-551 
x-1 


D 


=> xe (15400)... 
п) -=_<-1= 
x-1 


2х-1 
= 
x-1 


= жер елі бас ни 
Luego: Dominio, = (1) (2) 
Dominio, =[1/2; +0) - {1} È 
RPTA : “D” 


CTHIGONOMETRIAA 
PROBLEMA 74: 

Dada la función f definida por: 
f(x) = Sen 1х – 2Cos! x + 3Tg ! — 4Ctg "x, halle 
2 fas — fmin) 
A)9x В)10л 
RESOLUCIÓN: 

f(x) = Arcsenx – 2Arccosx + 3Arctanx — 4Arccolx 

Cálculo de dominio: 


С)11я  D)12x Е)13л 


Delas funciones: 
өз т ае Те ааа (1) 
у= Arctanx 
mee: | жағаны ады (LI) 


Luego: Dominio, (I)n(1I) 
Dominio, [—1;1] 
* Cálculo de rango: 
Reducimos la regla de correspondencia. 
fis) Arsen E Arsen retar “(5 -Алчалх) 


Йх)=2Атезепх +7Arctanx-— = 


Como: -1<х<1 


=> Arcsen(—1)< Arcsenx < Агсзеп1 
т x 

2 2 

—z < 2Агсзепх < л. 


También: 
Агсіал(-1)< Arctanx < Arctan(1) 


z x 
24 4 
TEST Arctanss E dederas an 


Como las funciones: у = 2Arcsenx ^ y =7Arctanx 
Son crecientes, sumamos (1) y (1I): 


-HE < gAresens + TArctanx < 117 
21% s 2 Aresenx + ZArctanx 97 «7. 
= os 
m гт c 
=> Ufe- Ре) = Ик 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 75: 
Dada la función W, definida como : 
W(x) = Arc cos | | + Arc ctg |х). Determine su rango. 


sign] lor] ole ert 
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RESOLUCIÓN: 
W(x) = Агссоз|х|+ Arccot |x| 
Conocemos que:|x|> 0, para la función 


у = Arccos|x| : |x| e [071]. 
y = Arccot|x| : |x| e [0; жо)... 
De (1) y (П): |x| e [0;1] 
* Calculo del rango de W 
De: 0<|х|<1 
=> Агссов0 > Arccos|x|  Arccos1 
Ра [1 


z 


0< Arccos|x| < rms И) 
=> Агссо 0) > Атссо |x| > Агссо 1) 
р 
л л 
- t т — —— 
4 < Arccot х|< 2 av) 


Dado que las funciones Arccos|x|^ Arccot|x| son 
monotonas. 


* Sumamos (111) y (IV): 
7j < Arecos|x| + Arccot x <л = Rangoy - „| 
Wis) 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 76: 
Halle el valor (o valores) que verifican la siguiente 
igualdad: Are fgx – Агсещх = Arctg/2 


AN2-43 BA42«43 CM24438 D)t42 EN3 


RESOLUCIÓN: 
Arctanx – Arccolx = Arctan/2 


=> Arctanx -(5 - Arctanx) = Arctan/2 


=> 2Arct $7 ArctanJ2 


=> 2Arotans – Aretan/2 = 5 
Sea: [Arctanx = 0 > х = Тапд 
ArctanJ2 = а > /2 = Tana 


Tenemos : 29-а = 2 > Tan20 =Cot(-a) 


2 
?Тап0 2х 1 
ба 
1-Тап?0 iar 42 
=> 2/2х =Х"-1=>1=Х%-2/2х 
Completamos cuadrados: 
32x? -242x 42" >(/3)? =(+-J2)? 
—x-2:48 


De estos valores solo verifica la ecuación inicial: 


х=/2+/8 
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las funciones : 


NOTA: | јен 


у = Arccotx + ArctanJ/2 


Solo se intersectan en un punto de abscisa positiva. 
RPTA : “В” 

PROBLEMA 77: 

Determine el rango de la función definida por: 


= Зх + 
fis laretgz|- 2[Агесёжх]^ 59 


А)(—4;—3) В)(-1;0) C)(-2;-1) D)(-3;-2) Е)(2;3) 
RESOLUCIÓN: Зя 


feu lArctanx|- 2|Arccotx| 
Conocemos que: 


* (Arccotx) є (07x) => |Arccotx| = Arccotx 


:х<0 


• Como: х<0 => Arctanx e (- 5 ә) 


> |Arctanx|=-—Arctanx 
Зл 
—Arctanx – 2Ағссоіх 


еш = flx)=- 
(Arctanx+Arecotx)+Arccotx 


luego: /(х)- 


ћај= Зл 


л 
Arccotx 
Ж 


Dado que: =<0>(Arecotx)e (Z; 2 


55 Е соме «x 2а < Arole tos T 


2 2 
Ё Arccotx*z|2 1 Зл 
5< < 


3 Зя 2 Arccotx + =. 


Ла) 
PROBLEMA 78: 
Si f es función definida por 


f(x) =(Arctgx)? + 2x Arc ctgx gu ; halle el rango de 
dicha función. 


ТЕТІН 


RPTA : “D” 


23 2 2 4’2 
RESOLUCIÓN: 4 
f(x)=(Arctanx)? + 2x Агесох + 2 

Cálculo del rango: 


fx) - (Arctanx)* + zz AS Ағааль) + Т 


2 
=> f(x)=(Arctanx)? - 27 Атсћапх + x? + === 


2 
f(x)» (Arctanx =r) + — 


4 
Conocemos que: H 
x - я х 
2 Armie рт SS 
2 2 
>> (Arctanx-z)? Lis 
2 2 2 
LA A IIA 
4 2 
Nx) 


ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 79: 


Si f(x) = Sec! |8x? — 1, determine el mínimo valor de 
su dominio ; si x es positivo. 


А)-2 В)-1 9-i D E) 
RESOLUCIÓN: 
f(x) =Агсвес\/ 8х? — 1 


* Cálculo de dominio: 
Conocemos que: y = Агсзесх; хе R – (-1;1) 
Para la función f. 


V8 1215 &* -1215 89 225 3 27 


1 1 
Luego: 55-- У белу 


Pero por condición: 1 
xeR* => хе 112;+0] > Xmin=5 


БРТА : "D" 


PROBLEMA 80: 
Si x e R*, determine el dominio de la función definida 
por: 

f(x) = 3 Are sec(x – \/5ес* 15° – 16Sec? 15° + 20) 
A) [1;w) B)[2;w) C)[3;0) 
D)«3;o»ví1 E) (0; 110 [8; 2) 
RESOLUCIÓN: 


1(x)=3Aresec(y — [Sec* 15° — 16Sec? 15° + 20): хе R* 
* Cálculo del Dominio de f 
Reducimos la expresión con radical. 


А = Вес“ 15" — 16Sec* 15" +20 
= А = (4/6 - 2) -16(/6 – 42)? +20 
= А = \(8- 2412)* –16(8–2/12)+20 


->А-((64- 3212 +48) - (128 — 32.12)+20 
>A=/4>A=2 
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luego: (х) -3Aresec(x – 2) 
2(x-2)21v(x-2)s-1 
>x23vx<1> Dominio, =(0;1]-1 3; жо) 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 81: 


Si: Arctg(/SecO)+x= Агсе (8ес0) ; cos х>0; 
luego el valor de senx, es: 


Анк" (5) B)-ctg? (5 Jo- tg (5 ) Djctg? E БҰ) 
RESOLUCIÓN: 


ArctanJSecO + x = Arccot/Secó 


Arctan( тш) 


= Arctany/Secl – Arctan- E =-х 


1 
УБесб - - - 
zi /Secó “2 
1 
1+ УЗесд х 
PONES УБесд 


5ес0 -1 
=> Ағсіап| JSecü |--х 


2 


Arctan 


> Sen. -Tanx > Тапх = SECA 
ses 24Secü 


Llevándolo a un 4: 


1—Secó 


Del gráfico: 


== 6 Senx = E =>5епх=-Тап? — 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 82: 
Six»0 , determine el valor de la siguiente expresión: 
E-Tg (-x)* Ctg '(-x)* Sec !(-x)* Све ! (-x) 


Afr Вл — 0: Da БА 
RESOLUCIÓN: 
* х>0 
Е = Arctan(-x)+ Arccot(—x) + Агсвес(-х) + Arcesc( —x) 
luego: E=" 3 > 
Ojo : pero: 

у = Агезес(-х) 


De las funciones : M Е 


(-x)e R- (-1; 1) >x € R-(-1;1) 


Dela condición: x > 0 => x € [ 1300) 

RPTA : "D" 
PROBLEMA 83: 
Si f es la función definida por f(x) =Аге sen2x Arc 
cos2x+Arctg2x+arcctg2x+Arecsec2x, halle mínimo 
de la función Е, 
AJO B 
RESOLUCIÓN: 
f(x)  Arcsen2x + Arccos2x + Arctan2x 

^ Arccot2x + Агсвес2х 


Conocemos que: Aresenx + Arccosx = Pr. = [-1;1] 


су DES Е)2х 


También; Arctanx + Arccotx TUR 


En:f "CENA 
П) +3 + Аговесах 


> f(x) = л + Arcsec2x ........... lA) 
Pero: 

2(x)e[ - H1]nR = 2хЕ [ => 1;1]........... (1) 
Además para la función Arcsec2x 
tenemos: (2x) e (ао; — 1 [0] 1; оо)... 
De (I) л (П) concluimos que: 2x = (— 
* Luego en (а) 


fl 


1} 


Cuando: 2x = -1= f(x) = л + Arcsec( -1) => f(x) = 2x 


Cuando: 2; =1= f(x) = л + Arcsec(1) => х) = л 
5 


Conclusión: 


Dominio;- a ; 3 ^ Rango, —(z; 22) > fhin =n 


2'2 
ВРТА : “С” 
РЕОВЉЕМА 84: 


Determinar la suma de todos los valores de “ж” si 


Vx x-4 — 
Aresec 2. Aretg [55 =0 

A)3 B)4 С)5 D)6 E)8 

Та 

Анк -Arctan 7 Я =0 => Aree Ж Are лит 
xtl 

Tenemos: d 

I) 0= Arcsec YE => Secü == E. ———N (1) 

П)в= m => Тапд = Ex m п) 


Pero se conoce que: RU = Tan?0 +1 
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Reemplazamos (1) A (11) 
2 2 
ES) -( 24] A pL EL АЯ 


xtd 
x*-7x412-0—(x-3)(x-4)20 
Luego: xz3vx-4 


De estos dos valores de “х” solo verifica la ecuación 
х=4. 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 85: 


Halle el dominio de la función f definida por f(x) =Аге 
sec(ax+b), donde а y b son constantes ; a>0.De como 
respuesta el complemento del dominio de f. 


a0(-2,18) в) -2+D,0-0) ој 9+0, 0-21] 


ar а 
v|- +) а- а-ы] 6+1) (1- e 
a a 


al 
a a 
RESOLUCIÓN: 
f(x) = Arcsec(ax + b) 
a,b : constantes ; а>0 
Para la función f, tenemos que: 


tbs I v arbol <> PE 


> Dominio, = CES a =) 


Entonces el complemento del dominio de “f”. 
sera: -1-b 1- b) 


Compoom, -(21-85,1- 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 86: 
Dada la función W definida por 


W(x)- O беге 
3 1+ Sen*x 


dominio; si ke 2 

Alíx=2kx) Bllx=(2k+1)x) C)íx=(2k+1)x/2) 
D){x = (4Е +3)x/2) Е){х = Ёл} 
RESOLUCIÓN; 


2 
затвво 1- en вез 
1+ еп? х 


); determine su 


Wa) = ы + 
* Cálculo del Dominio de w: 
Conocemos que para la función : y = Агсвесх 
Dom, = Е - (-1;1) 
Рага Ја función W(x) 


ASES а e а ш- 


1-Sen*x aam Cos?x 
Bea: бен 14Sen*x 
Luego como : а>0 , para la función W(x) se tendrá 
que: Сов"х 
аг1-----3- 
1+5еп”х 
=> Сов? х > 1 + беп?х 


=> Cos*x – Sen*x > 1=> Cos2x > 1 
De donde concluimos que: Cos2x=1 
> 2x-2kz > x = {kr} 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 87: 
Sea f'una función definida por 


Ла) = Sees - tiet) (5 |У sea f'*la función 


inversa. Calcule: y = f*(-2)+ /*(+1) 
бл 


4x бл 
Аж By © D) 4 E)2x 
RESOLUCIÓN: 
"m FUA gg 
f(x) = Seex охе [ozu (Е | 


Como f(x) es inyectiva para el Dominio dado esta 
tendra inversa. 


+ Determinación de f. , 
* 17 paso: yzSeex-1— y 17 Ѕесх 
=> Бесх = у + 1 => x = Arcsec (y+1) 
* 2% paso: Cambiamos x>y e y>x 
> y= Arcreo(=+1)> f (x) = Агсвес(е%1) 


Luego: . 
Ғ(-2)- Arcsec(-1) = л 


101) = Аговос 2 = 5 


отера о = E 


ЕРТА : “В” 


PROBLEMA 88: 
Resolver: ŽE < Arcescx + ЗАгсвес <a 


А){-ю;-1] В)(2;+әо) С)(1;+ю) D)[1; +0) El[2:+0) 
RESOLUCIÓN: 


ŽE < Arcesex-&2Areseex < x 


=> ож < Агесзсх+Агсвесх +Arcsecx<x 


e AAA 
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Sec Z< Беё( Атбвеск) < Sec 5 => хе[2; о 
—— x == 
2 2 
PROBLEMA 80: 
Sea f la función definida por: 


Их) = 
de la función f se obtiene: 
A)(-o;0]u[2/3; +) 
С)(-;0] 5[1;:+%) 
Е)(—®; — 1/3] 1; + ә) 


RESOLUCIÓN: 
f(x) 9 Arcoso(3x— 2) 


КРТА : "E" 


F Све "(3x – 2), entonces al hallar el dominio 


B)(-2: - I] o [1:4 9) 
D)(-a 1/8] o[ 1; + o) 


Cálculo del Dominio de f 

Para la función Arco-Cosecante ве tiene: 
ӛк-2<-Іу 3x-221— Doninioy-| р Уч 
ы 


t 


2 ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 90: 
Determine el rango de Іа función definida por: 
f(x) = Are esey 2x — x? 
ЈЕ =] в): =] Ote) Во: 1] D } 
RESOLUCIÓN: 


f(x) -Arecse 2x — х? 


Cálculo del Dominio de f. Conocemos que para la 
función. y-Arecser;xe(-e;-I]o[I;*e) Para Ја 


función f tenemos que: J2x - х? e [1;+00) 
—42x-x!21-2x-x!21 
-ә0>а?-2х%1-0>(х-1)7 
AA 
(x-1)«0 ; Unicamente sucederá que: 


x-1-0-x-ín 
= Dominio,-(1) 


Cálculo del rango de Г: 
Como: х=1= f(1)-Arccesc2(1) – 17 
f(1)- Arcesel => = > Rangoy- [5] 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 91: 
Sea f la función definida por: 


f(x) = Тих - Ctgx ; хе (в) y sea f* la función 
inversa, calcule /*(-2)+/(я/4). 


я я л л л 

14 =. ae Di E)Z 
A6 Bg 710 Ys 2 
RESOLUCIÓN: 


fix) = Tanx – Cotx ; хє(о;®) 
Cálculo де ўз, 


De: f(x) = Tanx — Cotx = -2Coi2 j 
= y =-2Cot2x => Cot2x = —— 


= у = РА 
= 2х = Агссо | -= |> x= t 
2 А ( ) drei ) 


Luego: 
Ре 5 Arceot (- i) 
1 x . я 
roya = 
паь 7g құн 274 4 Жа” 8 
л л ” л 
г(5) Тан - cot =0 => #+1(=)-= 
КРТА : “D” 
PROBLEMA 92: 
Dada la función W definida рог: 2 
W(x)=-2 + ЗАге ө) 
2 2 1+ Sen?x 
Determine su rango. 
so mt) og) oZ) sse 
RESOLUCIÓN: " 
Wíx)=-E+ тосе (чето ) 
2 1%бепіх 
2 
=> W(x)-2Arccsc ий mx 
1%8епіх) 2 


* Cálculo del Dominio de W 


Como: Ба 
9 (1+ Sen?x 


Arco-cosecante tendremos que: 
(eoa uas corta nae 
1+ 8еп?х 
=> Cos?x – беп?х > 1 => Cos2x > 1 
Luego: Совгх=1 => 2х=2пл;пє2 
=> х=пя;пє2 
= Dominioy- (nz) пе Z 


) = 0; para la función 


* Cálculo del rango de W 

Como: х=лл ; Evaluamos 

Wins)-2Areuc[.. Conn. 4 e 
1+5еп*пл) 2 


"T тл л л 
== W(na)-24rccsc1 > => М(пя) 202-2 W(nx)=5 


= Rangoy=[*) RPTA : “В” 
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PROBLEMA 93: 


Si se cumple: Arc sen(4x – 3) = JI- 


Е: 
Calcule : Are cos(x)+are sen (= += ) 
я я бл 4r 
As B. o^ E^, 


RESOLUCIÓN : 
Arcsen(4x — 3) 1—28 – > 
Restringimos los valores para “ж” 
• de Aresen(4x-3): (4x-3)e[-1;1] 
>-1<4x-3<1>2<4x<4 


1 
>-5х51.. 
? х 


• де: /I-2x>0>1-2x>0 
1 1 
> = ET (ИИ, 
1 aia (I) 
De ambas restricciones: (I) л (П). 
Concluimos que: х= 


А su vez verificamos que este valor satisfaga la 
ecuación dada. 


о атоми 4x2 -9)- ji- 2x5 -® => Arcsen(-1)0-2 
gae, 


EN 
Finalmente la expresión que se nos pide: 
M- Arccoss + Aresen (s i» М= Агосов = 1, Arcsen1 


w 


ЕРТА: "C" 
PROBLEMA 94: 

Sea f la función definida por: 
f(x)=Aresenx+Arccosx +Агезеп(—х)-Агесов(-х); 
y x e [-1;1], entonces halle el rango de la función f. 
АЙ-к0) В/бжі б -ягя] 62:0] во] 
RESOLUCIÓN: 

Ё «у= Arcsenx + Агссовх + Arcsen( —x)......— Arccos( —x) 


Recordemos que : 


f. *(-Arcsenx) - (a – Arccosx) 
fiar 5 - Arcsens -xtArecos f, =2Агесовх -x 


ағссовх 
Como: (ағссов x) е(0; т) 


a Р ——— == 


=> 0 < arccos x < л 
0 < 2агссозх < 2л- л < 2arccosx -л<л 


fixi 
= гапво;=|[-л;л] CER 


PROBLEMA 95: 


Determine el valor en u*, el área de la región 
comprendida por la gráfica de la función : 
f(x) -Are cos (x – 1) y los ejes coordenados. 


2 
АЙ ЗАВ о Тж Eja? 


RESOLUCIÓN: 
fix) c (x-1). 


у=Агссовх 
Del gráfico: 1 
Sembreado = > “Sure > Ssombreado 7 (ях 2) 
> Spombreado ли 
КРТА : “D” 
PROBLEMA 96: 


Halle el rango de la función f definida рог: 
f(x) = (Are вепх)? + (Are cosx)? 


^s] мир БЕЗ I| Ез 
RESOLUCIÓN : 

F(x)=(Aresenx)” + (Arccosx)* 
Colocamos f; en BONS de: Arccosx 
f) - (5. Arccosx) +(Arccosz)* 


2 
=> f(x) - 2 (Arccosx)" – лАгссовх +" — 


4 
rn ыш - 


2,4% 
12 (агоовх- 1 ] + 


Conocemos que: 0 < Arccosx <x 


ATRIGONOMI. TRIAS 


Зл 
= -7$ Arccosx sri 
(у: 0 <( Агесозх ) сла 
4 16 
2 2 2 
я л 107 
> < (Arecoss ) +16 716 
2 2 2 2 
л Их) ӧл л ӛл 
— o$——.— > 5 cs 
AAA c. 
2 
> Rango, (z се) 
+ ВРТА : “В” 


PROBLEMA 97: 


Halle el rango de la función f definida рог 
f(x) - (Are senx)? – (Arc senx) (Arc совх) – 2(Аге cosx)? 


2 
е fi) 


y dé como respuesta el valor de: ( 
= 3 
3 E) 


АЈ BŽ o2 
RESOLUCIÓN: 


f(x) =(Атсвепх)“ – (Arsenx) (Arccos x) - 2 (А recos x)" 
Colocamos f(x)en términos de Arccosx 


тәң: Алок) -(2-Агеоовх Arecons - 2ttrecons)* 


— 0 < агссозх 5 я 
202% Arccosx > E 


ше» (3) (12-79) = 
»(Syto- en ES 


min 
PROBLEMA 98: 
Sean las funciones W y V definidas por: 


RPTA : “Е” 


Wís)- $ Arcsen(2x+3) y Ví) — 2Arecos(s 1) 
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Si al calcular Ran(V)-Dom(W) se obtiene el intervalo 
de la forma [a; 1 — [0;$] , determine el valor de: 
Өх Sena + фх CscB. 
А)-2/2  B)-J2 
RESOLUCIÓN 21: 


D We =f Aresen (2x43) 


со р же? 


Cálculo del dominio де W 
(2x+3) e(-151) ->-1<2х48<1-4<2х<-2 
>-2<x<-1 =Dominioy=(-2;-1) 

П) Уб) - S7. 2Arccos(x+1) 

Cálculo del rango de V 


Como: 
0< Arccos(x+1)<x 02 s e 2-24 
Зл Зл (- 5л. 23 


> 74 —2Arecos(x-1) > E 7 => Rangoy= 
Lm 


we AA 
_5к -2 -1 0 Зп 


4 $ 
=> Rango, y, - Вопитојуј= (q )-(-2;-1) 
Pero por condición: 
Rango, y, - Dominio,w,-(a ; В)-(0:%) 


5. 3; 
0-4 A pem ; 


0=-2 ^ ф-- 


Entonces: 
M=0Sena+pcsef => M=-2Sen E “әсе 4) 


> Ме25еп 27 – се SE кэ Mes (2). (/2) 


> M=-2/2 
ВРТА : “A” 


PROBLEMA 99: 


Si la figura muestra la gráfica de la función arco 
halle 


cosecante надаа 
correspondencia. 


su regla de 


A) у=Аге све(2х + Det B) y-Arc esc(2x — 1) 


C) y=2Are esc(2x – DL 
T 


1 
E) y= 3 Агсово(х —1)+ 


zl sf 
D) у= = Arcesc(2 ША 
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RESOLUCIÓN: 


B>0 Y y=Aarcsen(Bx+c)+D 


fíx)=Aarcesc(Bx+c)+D 
Para la función: y = Aarcsen(Bx +с)+ D 
1=e' 1-е 
B x 


1) (Вх+с) e [ЛИ] > x € Е 
Del gráfico : хе [0 ;1] 
- -1-C 
B 


1-C 
ANI uc 


C--1^B-2 


П) También: ( Arcsen( Bx + C) € БІН 


= (датезет(вя+ С) + В) е | А+ ПА +] 


ЛА ЛА 

= — Ee 
sel 2 +D; +D] 

Del gráfico: y e [0; x/2] 


о- 18 р- о APA pct 


раб adm 
44072 
Finalmente la regla de correspondencia де f' será 
Па) = 5 Arceac( 2x 1) 47 


RPTA : “р” 
PROBLEMA 100 : 


Un arqueólogo descubre un santuario de una 
determinada cultura , como muestra la figura 


Іт 


лер Ва па А 
para lo cual pide а un matemático que һаЙеа,,4,,уһ, 
siendo las paredes laterales curvas, cuyas ecuaciones 


son fíx) = arcsen(x+ 1) y g(=)=arecos(x-2)-5. 
Айт;бтулт В)2 т; 5 тулт С)1 m; 4 m y 2zm 


DJ ту б ту от E)2 m; 6 т улт 


RESOLUCIÓN : 
Piden d „d, y h 


Establecemos un sistema de coordenadas (x, y) en la 
vista frontal. 


Cálculo del dominio 
* f(x) = aresen( x + 1) 
=>-15х+151 
-25х 50; Рот] e[-2;0] 
*g(x)=arcos(x-2)-5 
>-1<x-251 
15х53; Бот e 1; 3] 
Cálculo de rango 
Sea -Z Ж Zalik 
25 агевен(:+1)<> Ranf e І-хі2; x/2] 


Лх) 
0 < агссов(х-2)<л 


re 
Desplazamientos verticales y horizontales 
f(x) =агсзеп(х+ 1); 


su gráfica se desplaza horizontalmente еп х=-1 
g(x)=arccos(x – 2) – — 
su gráfica se desplaza horizontalmente en х=2 


su gráfica se desplaza verticalmente en y= == 


En el gráfico se observa que 
а,=1т > а,-бт-> ћ=лт 
КРТА : "А" 


ИН РИСТА DE GHK 


@ Si: acarcsen 3; calcular: cot a. Ur 
ANZ B2  C)2/2 D)4 E 
(62) Si: f=arctan2; calcular: senfcosp. 
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А)0,2 В)0,1 С)0,3 D)0,4 Е)0,5 (13) Señale el rango de: yf,» s arecosx + 
: P=2sen* ze ue 
(93) Calcular: P=2sen (arccos) 3 А: zl в; o |z: z] DE = СЕ: 5; 5) 
дг Bl о pi mrt з сы ны ы PR ле 
: y=8)=2a x: “2 
63) Reducir: J — cos(2arccosx) - 2веп?(агевепх) ы Satius to cis 
1 1 n 3n ла 3л Зт Зл бл 
1 В)-1 C)0 D)- E)- ; =} ; 
A) ) ) ЕНГЕНДЕ ЕЕ Ж 
я 
ӨЗ Calcular: Posen [arcte sen 5) (2) Señale el rango de: У= Л, = ағссовк? — 5 
; эу oy sy lola] Ed 
E A B У ж. Pe 
Ade ЭН с) DJS Е) -zz В) C)[0; z] D) 2 ЕД-я;л) 
(99) Calcular: P=wsec*(arctg V8 ) *ctg? (агссве5) 
(18 Señale el dominio de: y = fj, = arcsen(2x – 1) 
а вю ою мм 16 ip prr бд Dus) ^ ROI] 
O Indicar: (V) о (F) d 1 у | 4 
15172 (£9) Senale el dominio de: 
( ) sen| агсвеп— |--- x+il x 
3) 3 y= fis, =3arccos( 31 3 )-= 
t tg (arctg /П |-УП 
T ET AJ[-33]  B)[-3;3] C)[-2;:1]  D)[-5;2] E)[0;1] 
tz (оен в) DSeñale el dominio de: У = Г) = 2arecos(x* -1)-я 
АДУУ B) EER CUNEN Va DIVNE ШЕЕ ар PRECES SS Ры d) posa] 
(93) Reducir: Реса SE —aresec $ к у HA 
TAREAWDONMICIBIARIA 
A) 06,6 B) -0,6 C) 0,8 D) -0,8 Е) 0,5 > 
(69 Calcular: 9— arcsec(tg60*) + arcese(2sen60”) (GDIndicar (V) о (F) : 
я 
4L. B-, az DJO E (Ja 
o Hallar x: Si: arcsen(3x — D)-arctg а (aretg(2 8) = 1 
п 7 „8 2* 1 Е 
A 18/15 ow 1 ET Ез (0агссов 2-4 
оре Реч c vos 7-5) AJVVV  B)FFF  C)FFV ЮП) УУ ЕЈЕУЕ 
1 1 
D: B3 x Cha Discs E aresen 5 +arctg1 
(13) Indicar (V) о (Е) (92) Calcular: ре ed om 
( )aresen(-x) = - aresenx AJ в)5 gË DŽ pi 
( ) агееоз(-х) = – arccosx 7 6 TU МИРЕ 7 
( )arctg(-x) = - arectgx (93)Senale el dominio de: y 78,7 инь 


A) УУУ В) ЕЕЕ С) УУК 
(@3) Calcular: 0=arecos[7)+arecos(-7) 


AJO В)я 
(13) Calcular: 
8—arcsen( - 1)+ arccos( ~ 1) x arctg( - 1) 


D) VFF Е) УЕУ 


C)2x Е)-л 


Li я л 
As B)2x C)- 3 D)x E) 7 


AJR-10) вк-© C)R-{1} 04-11-10) Е)<-1;1> 


(93)Sehale el rango de: yh, 7 2aresenx — 7 
ЈЕ Зл =] СЕ ЯСЕ бл 2% ЈЕ 3x =] 


4 4 4’4 
ӨЗ) Si: агсзепх + arcseny = 72° 


Calcular: д=агссовх + arccosy 


А) 72 В) 18° С) 108° D) 36° Е) 54° 


САРГУСЮУЕ$ TRIGONOMETRICAS INVERSAS H 


68 Siendo: arcsenx = 2arecosx, calcular “х”. 


1 МЕЈ 42 42 1 
А) > Е e D)-7- E: 
(92) Hallar “x”, si: aresenx = arccosx 

УЗ 4/2 42 RE] 
АЈ1 B)-5- OF m-- E^ 


@8)5еа: físena.) = cos2a – 6sena+10, entonces el rango 
def es: 
A)[7;13] В)/11;13] C)[6;10] D)[5;10] E)[13;17] 


09) ¿Cuál es el valor de | зеп E z3 
Li я т я л 
45 B's €-7 D) 4 E)-- 


л 


(Calcular el valor de: Cos (5 - Aresen 3) 


(8:8) 28) 
(es 


48 - уз 
а 


D) 45-42 
4 
Señale el dominio de la función: 
1 3x - ls 
h(x)- 4 ArcCos (53 
А)[-2;2] B)[-1:1] С)|-1;2] D)[-2;1] E)[0;3] 


(EJ Obtenga el valor de la expresión: 
_ ArcSen(x – 2) + ArcCosx + ArcTanJx + 2 


A 
ArcCot/2x-—1+ ArcCscva? +1 
2 5 1 3 
AJO В) оз Di-4 Е-5 
(93) Reduzca: 
M кл, ArcSenx, si: x € (ш-4) 
AZ в)-2 Cim D)2AreSenz Е)-® 
63) Calcule el valor de: 
y; 
H= таңғала 25-2), Arco 55 2) 
AJO B)1 gE рыз ку 


68) Dadas las funciones: 


1-x* 
2АгсТапх + ArcSen 3 
ізх 
f(x)= 2 : 
= ArcSenx + ArcTan |. 
2 1+х 
#(х) = 2АгсСозх – Агебеп./х Si: Dom, = Domy, 
halle: Rango, 
1 1 3 
A в){2} ol 242) 23) 
2 4 2 
62) Reduzca: 
arcSen 2 arcSen (5529) 
3 12 
1 2 1 
A) ArcSen = B)ArcSen 5 C)ArcSen 7 
D)ArcSen? E)ArcSen 1 


(63) Halle el valor de la expresión: 


-Sen*| Z Ж |ж 2 
М = Sen (E + Атесов- )+ Cos (елец 


746 546 743 5/2 
J 18 ы), 18 2) 9 D) 9 
@DReduzca la sumatoria: $ = > ачта ает.) 


h=1 


^ aH 
A)ArcTan| 27-2 B)ArcTan| 2-1 
2"+1 


А 


gmi +1 
gn 212 
C)ArcTan (ша D) АгсТап 2534.1 
2"-1 
Е) диета Ж.) 
(498: ArcSenx + ArcSeny + ArcSenz= т, 
2 2 2 
calcu q E ES, E 
yz 2х ху 
А) 1 в2 С) -2 D)4 E) 4 
(O) Calcule: 


0-1 етан 1911) 1 атан 91] 


я я 
o P 


я я я 
4)16 Bg cl 
(13) Resolver: 

2 
Z 4 AroGot| EZ | = AroCoósse Áreos 
2 Увх ва? +1 


AJO;+1) вә) o3 ДЕ 8-3) 


D) 
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(13) Calcule el valor de: 

0- Агетал[ Үе )- AreTan( 8-6), 
Si:a,b,ce R* ^ a»c 
22 BJ сәх р)" Е ЈЕ 
(13) Resolver: ArcTan( 5 z) + АгеТап E ==) = Ша 
m ву с)+6 р Е)? 


АЭА resolver la ecuación: a?— 3x — 1 = 0, se obtiene 
como raíces : 25 s X5 , Xy Calcule el valor de: 


X AreSen(4 1. .) 
ӛзі 
л я 13л 26л 
4)-5 в) С) D) 9 Е) 9 


(9 Si: r , s , Ё, son las raíces de la ecuación: 
x(x-2)(3x- 7) 22 
calcule: E=ArcTan(r)+ArcTan(s)+ArcTan(t) 


7л 


я л Зл бл 
^4 BG GE DT Е) 


а? Hallar “п”, si el rango de la función “д” definida 


и ArcSen2x + nArcCos2x pg; Е "| 
Раса 1+ Созх - |Cosx| 

A) 1 B) 3 С) 5 0) 7 
98 Del gráfico ege halle: а + 3b- c 


о > 
= 


9 
соја ala oja pja 


а» Acerca de la función Г, cuya regla de 
correspondencia es: f(x)= ArcCos(x- [х] ), señale la 
verdad o falsedad de cada una de las proposiciones: 


I) Rango;-(0;7) 

II) "f' es periódica 

Ш) Si 1« x, «2 f(2* x4)» f(x4) 

A) FFF B) FVF C)VVV D)FVV Е) УЕЕ 
(69) Con respecto a la función (5 definida por: 


1-x 
Г(х) = LogArcCos із) 


señale la verdad (У) o falsedad (Е) де cada una de las 
proposiciones: 
I) Dom,-R - (0) 


II) Rango,-(-9; Товт) 

HI) Го) <0 si хе (o; ArcTan 3) 

IV) 2</%9<я si хе(0;1) 

AJVVFF B)FFFF  C)VVVV D)VFVF E)VFFF 
ENDetermine el Rango de la función f, definida por: 


f(xi- Aresen (Бем бо) 


2 
хл 
ы! 


Ой Sean : 


fix)-sec(s - =), tal que 0< z< 


й(х)=2сзс2х – tan x, tal que Les 
1 


-1 
Е(х)-- геп{лх+®), tal que PV < = 


entonces son funciones univalentes 


A) solo I. B) solo II. 
D) solo I y П. E) solo II y Ш. 


C) solo Ш. 


¿Cuál o cuáles de las funciones son pares? 
a pa 

I) утағссов e 
з 2 
II) y=arcsen(2x*) 
III) у=соз(агссоз x) 
A) solo III 

D) solo II 


В) зоо II y HI — C)soloI y II 
E) solo I 


(03) Si g es la función inversa de f(x)=-senx; 


se[ 2 zi entonces: 


A) g(x)-arcsen x; x e[-1 ;1] 
В) g(x)=-arccosx; x e[-1 ;1] 


C) g(x)= т tarccos x; x e[-1 ;1] 
D) g(x)=arecosx-E; xe[-1;1] 


E) g(x) 5 - arcsen x ; x e[-1 ;1] 


" 
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APUNCIONES TRIGOXOXETRICAS INVERSAS И 


(69 Calcule: 
K=cos (5 arc вес (\/5+1) – Хаг све (5 — 1) 

45-1 „1-48 „5+1 ,,45-1 ,1-У5 
А) 4 B C) VE D) [SS e 
63 El equivalente de 3aretan =: 

Li 9 
AT 3 езуші Cert 
D)uretan- - E) reda 

El E ) 
(99) El valor de ЈЕ g are свс4 
д» 8-8 AA 43 
4 4 4 

\5+/2 №\5+/2 

222; маға aS зы 


62) El equivalente de r- aresen/1—x? si- 1«x «0 
es: 


Вјагс cosx az 


Ајагс senx 3 


D)-are зепх 


68) Calcule el are cos sen E) 


2л -2x я 
AMT В) —— — 
07 0—7 O1 


E) -arc cosx 


(69) Simplifique la siguiente expresión. 


S=arcsenx+2arccosx+B3arcsenx+4arccosx+...+n 
términos. 


А) Zn" knaksenx В)лп?+пагсзепх C) n* +nare coss 


D) зт? +пагссовх E) n? —naresenx 


@ Reduzca : 
2arctan( 2 Je 2aretan(2) 
©5882 
3 
aresen[ +) 
5 
А)5 В) 4 С) 8 р) 2 E)1 
(O) Dados los arcos 
azaretan( 29096,1 + я 
зеп129 зеп12° 
SS 1+ сөзі) 
В =атссо | — - ————— 
зеп 24 зеп24° 


Calcule tan(a — B) 


A)jtan1l* ВИап22  C)tan3* Djtan6” E)tan9* 


(13) Si y=arctan 2) аео), halle 


seny. 


z 2х 
Wan 


= 25. 2. да 
a C)sen 2 D)tan' 3 E)sen-, 


(3) Calcule la suma del máximo y mínimo de 


W=- [E sen 4 —cos?x , Considere 


хчатосов В <x sE. 
49 25 2/5 45 9 
A)- = = 2-4 
4-6 B)-16 зс» D. B-7 
(13) Diga la veracidad o falsedad con respecto a la 
" 2зепх – 3cos x 
función ыы. 
Ле) Ззепх + 2совх 
1) Ев positiva para: 
«є (®- апосов 5. я - arccos 5.) 
-2 18:-7% 13 


II) Es negativa para 

хе (- = - атов 5. г заго Z) 

22 13' 2 
III) f esnula; Va=kx+aretan> 
TV) Es una función univalente si : 
хе [о;*- Jarecos 5, | 
А)УУУУ B)VVFF  C)VFVV D)FVFV E)VFFV 
(13) Halle el rango de la siguiente función. 
1 1 
arceos(- 1)» 02 aresen(-4) 

1- 2веп0 
1+3зеп0 


Ааа) » e] ЕШ ЕЛЕУ 


(19) Se define la siguiente función: 


f(x) =/are їап?х - 4arctan x3 


Halle el dominio de dicha función. 


donde f(0)= 


А) (7o ;tan1] C)R 


D) [-tan1 ; tan1] 


B) [tan1;- «) 
Е)(0; tan1) 
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(O Halle el campo de definición de la función. 
ух? 
arcsen(2 — x) 
Aj; 2) B)(1;2] O1; 2] D)[1;3]-(2) Ej(1;3)-(2) 

(18) Respecto a la función f define рог: 
mer 1-х? 
f(x) =108 | arccos PT 
sehale la validez o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 
I) Domf е(0; с) 
П) Кап) e[0;z) 


ш) П) <0;0<х<агсіап 1 


Víx)= *arcfan 2х 


IV) 2 Пх)<л;0<х<1 
AJVVFF  B)VFVF  C)VVVV D)FVFV E)FFFF 


(19) Sabiendo que el área de una región sombreada (S), 
de la figura 1, se calcula por la expresión 


partanu— Ln 1 њи“ . 


Xx 
Figura 1 


Figura 2 


Calcula el área de la región sombreada de la figura 2. 
Алу? В) 5-11?  Cjx-2LnJ2 


D)2LnJ2 E)4LnJ2 


@ Halle el conjunto de los valores de la función . 


f(x)=c0s* (arc sen x) -sen* (are cosx) 
А)[0;1] ву; 2] оо: DD :3] EJ[O;2] 
@ Halle el rango де la función. 

Пх) =| 2] arc sen x |+ Чагс cos x| 
А) [-5x ;-x] B) [0;x] С) [0;5я] 
D) [x ;6л] E) [х ; 5л] 


(2) Calcule las coordenadas del punto, tal que el gráfico 
def intercepta al eje X. 


Ге) = жағссов(2х) - arc sen(x* — 1) 
А)(1-/2;0) _ в)(1+/2;0) 272) 
D)(1;0) Е)(1- 2:0) y (1+/2;0) 

(&3) De las siguientes proposiciones, indique cuántas 
son correctas. 
I) Бі аге сов x, «arc cos x, > x,€ x, 


я я т 
II) arcsen (5 earecos(*)-* 


Ti) arc sen(senx)-sen(arcsenx), Vx е R 
IV) Si x, €x, > arc ese x,» arcesc x, 
Ухү;хә el 1;+00) 


A)Ninguna es correcta B)1 С)2 
D)3 E)todas 


(25 Determinar la suma de cuadrados de las soluciones 
de la ecuación. 


х л 
ағсвеп “ме ове 


AJO B)3 C)6 D)2 E)4 

ӨЗ Si агсвеп «arcseny «arcsenz diga la validez о 
falcedad de las siguientes proposiciones. 

I) x«y«z 

П) senx < seny <senz 

III) arctan x < arctan y < arctanz 


ТУ) tan z < tan y < tan x 
A)VVFF  B)VFVF  C)VVVF D)FVFV E)VFFV 


д ¿Cuánto vale el área de la región comprendida por 
la inecuación siguiente? 


x x 
arccos=<y< Зл+агезеп| — 
гаса (5) 


A)12, 5xu? В)15хи? С)25ли? 0)18ли? Е)4хи? 


ED Resuelva : 

arctan xarctan(1- x)-2arctandx — х? 

1 1 1 

E = ја + 
А)+ 2 B ) 2 ря Е)-1 


CLAVES DE LA SEGUNDA PRACTIC. 


CLAVES DE LA TE) 
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definida por 12 Si f(x) es una función definida por: 


ЗЕК REPASO CEPREUNI 06. Dada la función f 


[sen -1 Эл бл! 
= f 2x + sen2X, хе 
01. Si el punto Р- x2) pertenece a быте ев = 2% E 1) 
(92, def. ;delerminar su rango 
la gráfica de la función f definida por 1 
$ З А 6 в A22. 8-22; 01,2 
16)-3-008/ 2-2], oins, 2) OF21* Ectf 
entonces al calcular 5ес%, + !ап®%„, D) Gl 13 Dada la función f(x), definida por 
se obtiene: 22 "a 1. рој, 
х)= +1, 
A)6 8)5 0)4 у EM - = 
0)3 Е)2 07. Si ШЕТТЕ determine xt. а 
02. Si (6) = senVáx=x?, determine el el rango de f. tem 
| бекі д И Асе-20 Bta-b 
A)01 №010 902 Ari) Вел) ©01 C) 2, * s) De 
004 904 D) (0) E) (0, ) S e ( 
03. Indique el dominio y rango de ја то /хл 5к). ча Рага la función f definida por 
función f, definida por. вз бр —— хе(5, 2); т а өй 
f(x) = x+ VOS), ke 2 fedis MP rcu nme 
entonces el rango de dicha función complemento del dominio (К є Z). 
А) оту) = 2k; Бап) = 12k es Аре в о! ы 
À л) 
| В) Оот(ђ = К Бап) = 6k А) -2+3] 8)[5*» C)[-33] < 
C) Dom(f) = 3k; Ran(f) = 3k Diete ЕЯ D) (еңі E) (2k + 191) 
D) от = 4k; Кап) = 3k 09 Dada la función f definida ы 
" " окуу 38612 + 2 i 15. Hallar el valor máximo que tiene а 
E) Dori = Sic Fanff) =. 6k a T onu eme función f definida рог: 
04 Sea f la función cuya regla de valor de: D = 8 (0х) — 21(Xmin- їй ока алд $ 
correspondencia es: АЈА B)5 06 A 81 93 
Қх)- мзепх + /соѕх, hallar el D)7 Е)8 9 
f 2) 
ақа руке 2 10. Si f es la función definida por D VR 32 я 
1 2 16. Sea la funci jefinida рог: 
ave (ака) f(x) LASA entonces el f(x) = со5(лх) — sen(xx). Si f(x) toma 
kosx| valores no positivos, cual es el 
# rango де f es: intervalo de solución si x е ¿0;1). 
B)x “(ж (+ 1) AO.1 9011 C02 1 1 1, 
2 0021 2942 А G ) 8) [s ) ој; 1 
Оне аа, ШАН 11. Dada la función f(x), definida La 0) (0:1; Е) 10/1] 
1 1+008%. < (=: z А 
fi Берт si x 17.Dada la función f, definida por: 
LE 5 ке Я Tt Кх)= eR st k es un 
559 Hallar el dominio y rango de la ОЛЕ СЕГЕ 2 
л función. entero no negativo, entonces los 
E) xe[2« иж.) А) ДЕ 3 ям eue да 
] A) (=(4k+1 } 
05, Calcule los valores de x е 6 Ri 1) Rr: (0, 1) ? pf TR 
+1 
que ја función f definida por : суо, ТЕ 5) Te: G3 B) s ЈЕ 
f(x) = Увег2х -cosx "142 22 ©) [керио 
Re {1} Re {1} B н Бк 
ШІН alo ej] 2 е ы Әже 
6 а) 48 j 804-254 18 өзе (0.3), e rango deta мс 
oka в 8:09 f dena рог 
и УН ВР a и е ы ннн A [> — ср 


(STRIGONOMETRIAS [888] 


f(x) = Vie senx «dise 2-2) A 
А) 0} 80) С)(0:1) 
оба) apa) 


19. El valor máximo que toma la función 
10) = 3sen'x + 4cos'x, vx e R es: 


A)3 B)4 C)5 
0)6 Е)7 
20. Si f es la función definida рог: 


109 Бах ener + 9+ ser der d 


Entonces, el rango de f es: 


AOA №01 С) а 
D) {1} E) (5) 


21. Dada la 
f(x) = сове x + cos|x| 


función: 


22. Determinar el valor máximo de la 
función definida рог: 
f(x) = senx + cosx + 2senx cosx 
A)42 -1 
D)42 -2 


8)42*1 0) 2+2 
E)242 +1 


23. Si x e [0;2x], determine el rango de 
la función f definida por: 


Қх)= пх|(|вепх| + senx) 
А) [-42:0] в) [-42: 42] 
o) [0:48] D) E o] 


Im 


%- d 
24. Si sel Eh) indicar la suma 
del valor mínimo y máximo de la 
función f definida por 


под =2sen( ZE a), 
A-(43«) B)-43+1 
© 8-1 02 во 


25. 


26. 


27 


28. 


29. 


30 


31. 
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Si f es una función definida por 32. Sea la función definida рог 
f(x) = 3senx + 4cosx, y 0 es una cosx + |oosx] 
función definida рог Е halle el rango 
g(x) = 7senx + 24cosx; y el rango de 
f es de la forma [a,b] y el rango de g de la función f. 
es de la forma [m; п]; halle el valor 
а 2m А) (0) в) 0:11 —C)(0:1] 

деҒ----- 

°бу) efez] 
А)-3 B)-2 со $ 2 
0)1 Е)2 


Si f es una función definida рог 33. ¿Cuántos valores enteros tiene el 


f(x) = веп®х + бѕепх + 7, y g es una tr 
función definida por g(x) = 8 — sen" 92120 х, 
+ 4совх; halle Кү Rg 1+ вепех 
А) [1:1] В) [-4;4] С) [4:12] А) 4 B)3 0)2 
D) [2:14] Е)|212| D)1 E)O 
Para la función h definida por 24 Dada ке f, definida рог: 
ng- 3:04 POET 100 EE, hallar todo los 
rango. valores de x de intervalo ЕН 
А)4%»)  B)2*e С) + para que f exista. 
урны; Бу А} <=; Ву +5) C) (5:0) 
Halle el mínimo valor de la función f D) [0;+ 0)  E)-e-1] 
definida por: 
f(x) =(3 + за х-2/3зеп (УЗ + зеп? -9 35. Dada las funciones f y g definidas 
por: 
А) —5 B-4 ©-3 109) = sen? + 2вепх + 1, 
g(x) = со5%; 
D)-2 E)-1 ¿para qué valores de x = [0, 2x]. 
Determinar el rango de la función f 100 – g(x) 2 0? 


x|-1 


definid: f(x) = 
inida por : f(x) CONCI 


AD Bool ж 


[2 
А) | CV cm 8 Oc сох (5, a ofo ЕБ 
D) (f) E) (0) 


E) [n 23] o e 5) 
без la función f definida рог 2/ 
f(x) = 2sen7x.cosx — sen4x ~ 5. Halle 36. Hallar todos los valores para "х del 


Қайта» + 2 х). intervalo |0,24) que verifiquen la 
desigualdad: 1 + зепх – cosx > 0 

A) -15 B)-18  O)-17 

D) - 18 E 

y зі А) (03) в) 0:90) (=) 

Si f es una función definida рог 

2 

f(x)- зя X-2 entonces а D) (ғ) ez) 

calcular el rango de la función se ? Сыр 

optione; 4% 37. Hallar los valores de x en el intervalo 

AM-t3] 80010) EM @; par los cuales өзде Га 
f(x)- 

0) E 5 a `Й+ зепх 200875 


(эияғаво TIPO (Ерни {68| EDITORIAL RUBIOS) 


928641003) 
ое) в) 


38. Hallar el. dominio de la función f 
definida 


por. 
п) = #Х+оОвх+ алх, ке? 
MX 
A) R - (kx) 82-0 
CR- & D) R - ka) 
2kx 
ar [S 


39. Hallar el dominio de la función f 
definida por ((х)- усоїх – 005Х , 
Dc (0; 2x). 


" ES 3] в) 6 =) 


“БЫ 


40. Determine el rango de la función f 
definida por. f(x) = 2senx - 3tanx, 


ota 57 
D (45-3 -42-1) 
E) (42-3.-2) 
41. Determine el dominio de la función f 
definida por: 
(0 Зага + 2) + 0082 V k 2. 
ar-f әк S (ве и 
OR- (0-93) DR- (эк. и 
8 к- (асау) 
42. Si lx) = tanx — [апх|, entonces el 
rango de f es; 


es; 
ӨНЕ веза 00а) 
7 Dea) Ello) 


43. Sean las funciones f y g definidas 
por f(x) = зепх; g(x) = cotx, v хе (0; 
x. Si (wy) es el punto de 
intersección de las gráficas de 
dichas funciones, calcule W = 
зес(ж) – с05(%) 


А) 1 B)2 C)3 
D)4 E)5 
44, Рага la función 0 definida рог 
ax) = 292 cuantos puntos 
^ 2cotxsenx' 
de discontinuidad se tienen еп (0:21) 
А)5 8) 4 оз 
0)2 Е)1 


45. Para la función g definida рог 
900 = Напх + ох, determine el 
complemento del rango. 


46. Para la función f definida por 


fx = leoxl(lcox| + 1), 
x. Зк б 

Хе G3 „determine el rango. 

А) (1:5] 8004 ©) (1:4) 

D) [1:5] E) [0:4] 


47. Si f es una función definida por 
f(x) = sen(2//1- велх )+ 2cos| /вепх —1) + 


3tan(/senx= 1): halle el rango de f. 
А) (1) В) {2} С) {3} 


D) 4} Е) 5} 
48. Si [xl <=, Hallar el rango де la 


ШЫ f бар рог: 


= |tanx| + |зепх| 


м 


> * D) (0,343] 


49 Si f es la función definida por 
К) = [cobl.senx entonces el 


rango de f es; 
Ajcth В] Cct1] 
уни  ER-cff 


50. Calcular el rango de la función f 
definida por la suma de los 
cuadrados de las seis funciones 

ricas. 


Ajo» ӘП) C) Ва) 
Di&e BT 


51. Determine el dominio еп R* де ја 
siguiente función f definida por: 


f(x) = fix tan(x) соц) ;k e 2. 
А (ж +з) 
В) (ж (4к+ 1) 
C) (Жк (2k 4)x) 
x. x 
D) (4 T 72) 
Кл) 
E) R 5 
$ ях E, уке Z, entonces el 
valor máximo de la función f definida 


4 
por f(x)= , es; 
Маге x c cot* x 
A) 2 8242 Ом 
D4/2 E542 
53. Si tano + a,coto = 6, entonces el 
valor máximo que toma a es: 
А)6 B)7 С)8 
0)9 Е) 10 
54. Si f es una función definida рог 
(1+їапх 2. 
f(x)- ^ 10: donde 
rcs 
X e IC, entonces al calcular el rango de 
la función f, se obtiene: 
Абу) В) 1,10] C)(11:12] 
0) 11:11] Е) 11;12] 
55. Hallar todos los valores de х del 
intervalo (x; 2x) donde existe la 


función definida рог 
f(x) = V= cotx esc 
А) E төт 


D) E sofi 
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| 56. Hallar el valor mínimo de la función 


57. 


definida por : 
lax lanx 


(A 


1 
D) 3 E) 


. Determinar el máximo valor que 


toma la función 


A) 17 B)2/2 сут- 
1242 


0)122 EJ17+ 42 


58, Hallar el rango de la función f 


> 3+tan?x 
definida por f(x) TT 
A) (=, -6]o[2, * 2) 
В) (— ®, - 2] 2 [6+ m) 
С) 72] [6, + =) 
D) (-«- 6] [-2, +=) 
E) (-6,2) 


| 59. Respecto a la función f(x) = сох 


" 


61. 


|. Su dominio es Dr= В – Кук e 2) 
1, Es una función par. 

11. Su periodo mínimo es T = x 
МЕ conjunto de puntos de 
discontinuidad es (kx /k e Z} 
Señale con verdadero (V) o falso (Е) 


A) FVFV B)WFF С)УРУЕ 
D)WFV E) УУУУ 


60, Calcule el área de la región 


triangular ABC, cuyos vértices se 
determinan siendo 


(9 ta» E y 


f 
09) А=Бобепа 


А л х 
А ^ B) qe ©) - 
* х 
0) УШ E) Fu 


Dada ta función f, definida por 
f(x) = 2secx + 3cscx 


EI 


halle el rango de f. 


- Determine los 


62. Hallar los puntos de discontinuidad 


de la función f definida por, 
лек > 
AN Bx- (4 0) 


с) х=(%-1)5 О)х= 2kx 
E) x=(2k+1)x 


63. Determine el dominio y rango de la 


función definida por : 


i) Ed Bed ke z 
secx с5сх 


К |. 
ті 202) 


BR- fE}, |-202) 
C}R- fka}; (20,2) 
D) R- {к}: (-10,4 

EJ R- (5) (109 


A)R 


puntos de 
discontinuidad de la función f 


definida рог. 

ссх сс2х 
=. + Я 
SEMX-C0SX БЕПХ+С06Х 


nz пх 
B С) = 


neZ. 


А) пх 


nx nz 
D) T E) T 


65. Sea f una función definida por: 


f= (Ху) Гу = сес?х + 1) y su rango 
В, = [2;3], luego su dominio será 
keZ). 


A) (ШЕ 
B) |ж Жк же] 


=, За 
C) 55 


0) ELE 
E) [i-es d 
66. Determine el rango de la siguiente 
función: 
f(x) = | весх|  2seclx] 


А) (75; - 1] o (+ а) 
В (-;-1] 

С) [1; +=) 

D) {- 1] 

Е) [- 1 =) 


67. Determine el rango де la función f 
definida рог. 
Ко) = вепх + сох + Увепх — 1 + cscx 


А) {1} в) оз 
D) (4) Е) $} 


68. Si f(x) = БЕ) determine el 
Хх» 
rango де f. 
А) =a 1) (1,2) 
В) (=, - 1] 
C) a, = 1 


0) [1, =) 
Е) 0,0) 


69. Sea la función f definida por 


10) = inca - od 2o + [iios оч 


зе afirma que: 
|. fes creciente en (o j 


ІІ. El mínimo valor de f(x) es 2 

11. f no tiene periodo minimo. 

ІМ. Es una función par en su dominio. 
Son incorrectas: 


АТУИ B) y ll 
D)üyl Е, нуш 


70. Sean las funciones Гу g definidas 
mediante: f() = |sen)! y 
g(x) = [вес(х) + 11; 0<x<2x ¿En 
cuántos puntos se cortan las gráficas 
de f y g en dicho Intervalo? 


сулуу 


At 2 суз 
D)4 E)5 

на xe (o; entonces el conjunto de 
valores de % рага el cual la función 
f definida por : №) = V acscx secx- 4 
no existe es: 

як * яя 

ДОК 


Е z m о (МЫ) 
ДЕЛЕ 


72. Determine el rango de la función 
definida рог: f(x) = seox'x + сох+2 
А) [2+0) В)[3+=) С) [4+) 
0) [5+=) ©[8+=) 

73. Determine el conjunto de puntos de 
discontinuidad de la función definida 

ке? 


px o LET 
® [s 


S A 


74, Para la función g definida рог 
goja ae [o2 determine 
el complemento del dominio (К є Z). 
А) (Кет) 8) (васт) 


Q (iso) D) 5 jn) 


5 foca) 

75. Halle el rango de la función f definida 
por f(x) = lsecxl +lescx! 
A) (25+) 8)[2/2+=) 
Ot») D) ЕЕ) 
E) [2;+=) 


76. Si f es una función definida рог 
f(x) = меге) + 10cosx + 13, calcule 
etvalor de F = 9а in Ае 
А)1 B2 ОЗ 
0)4 Е)5 

77.51 f es una función definida por 
(х) = vest) + со + 2; halle 

SUM 2 d 
A1 B)2 С)з 
0)4 Е)5 

78. Halle el valor mínimo де la función f 

definida. por Құ)- вес? x +2|secx|+2 


A)3 B)4 0)5 
0)6 E)7 
79. Si x e (2x) y T es la función definida 


Por f(x) =Бетх- Веск+1, indique 


ја 
А) 1 B)2 оз 
Е)5 
80. v К є z, halle el dominio de la 
función f definida рог 
1 
ког Sec'x-csc'x 
А) в (әј В) r-(5) 


ae oe 
e 


81. Determine 108 
discontinuidad de la función f 


€ 27. 
A) {кх} 
als) 
82. Halle la suma de puntos de 
discontinuidad de la función 


definida por f(x) = cot [2x.cov(x)), x 
= (ба) 


REIS 


E) ka) 


C) 3 


83. Sean las funciones 
f) = senf x2-4) 90) = 
Halle Dr Ry 
ТА) [5 +) В) [4 +) ©)[3+=) 
0)[2+=) Е-е) 


84. Establecer la verdad (V) 6 falsedad 

(F) de las siguientes proposiciones: 

1) El período mínimo de la función f 
definida por f(x) = sen (cosx) es 
el mismo que el perlodo mínimo 
de la función g definida por 
g(x) = cos (senx). 

11) La función senoverso definida por 
vers(x) es una función impar. 

ІІ) Las gráficas de las funciones 
vers(x) y cov(x) se Interceptan en 


Y 
los puntos sien Kez. 


A) FFF B)FW С) VFV 
D) VFF Е) FFV 

85. Indique el valor de verdad de las 
siguientes. proposiciones: 


lexsecx] 


1) f6) = ехѕес(х) es creciente en. 
EAT 
11) g(x) = cov(x)-vers(x) es Lex] 


LIE 
en 
42 


110) ho) = ый es una función con 


86. Sea la función f definida por. 
Қх) =|sen(x) - cos): Analice el 
valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


1) f es máximo sólo en xd, 
kez. 


11) El perfodo de f es 2x. 
И) 1 es creciente еп 


а 
A) WF B) FW С) VFF 
О) FFF E) VFV 


87. Si f es una función definida 
f(x) = 5sen'(3x - by eee cr e 
+ 3 tan'(x + 1), con período mínimo 
ELE Y ISA 


pu ser (8x- 3)-c09 (8k—4) «tam (8-5) 
con período minimo Тз; halle el 
valor de T, + Tz. 


A) 1 Bs С) 2х 
Тҳ Әл 
0) 7 Е) T 
88. Hallar el periodo minimo de la 
función f definida por: 
f(x) = Л-сов2х + /1+ cos2x 
Li 3x 
A) 5 В)х с) = 
D) 2x E) Зх 


89. Determine el periodo de la función f 


definida por: f(x) - Em 


Az B2 094 


D) 2 Е) Зх 
90. Calcular el periodo mínimo de la 
función: 
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91. Determine el periodo mínimo de la 
función f definida por: 


х) = sen senX + sen 


3 4 
A) 2x В) 3х С) 6x 
D) 12x E) 241 
92. Halle el periodo mínimo de la función 
f definida por: 
10x) = | вепх | + | совх | + |1апх | + 
[со | + |весх| + |сөскі 
x x 
Dr 87 С) 
0)2х E) no es periódica 
93. Calcule el periodo de la función 


definida por: 
f) = 2 + gina + PL 


x к x 
A) 7 B) 3 C) 5 
Оја E) 2x 
94, Hallar el periodo mínimo de іа 
función f definida por: 
1(x)= 3 + св већ: | 
i DS ai nd: 
A)x B)2x С) 3z 
D) 4x E)5x 
95 Halle el periodo mínimo de la función 
T definida рог: 
(х) = Папју2) | + 1cot(x2)! 
х R 
A) 7 B) 2 C)z 
D) 2х E) 4x 


96. Al graficar f(x) = sen4x, g(x) = ez 
¿En cuántos puntos se interceptan 


(«3 


„9 


+ +3 


m 
~ 
8 

> 
| 

| 
(ЕЈ 
+ 
о 


98. En el sinusoide де la figura mostrada 
la abscisa del punto A es: 


y : G 


99. La regla de correspondencia de ја 
gráfica mostrada, es 


D) док E 


E) ж - 


2 


Da 


100. En la figura mostrada, al calcular 
(a – b) se obtiene: 


E GS 

РОС РО] [DB ЕЈ BTE 
EE 
ШЕЛ 


f(x) = tanx + сох 


ЧТО REPASO CEPREUNI 
1, Determine el dominio де la función f, 
definida por: х 


Я, 
{эген 
ЛЕЗДЕ 

2. Halle el dominio de la función f, 


definida por: 

1(x) = 3 arc sen(x + 2) + 2arc cos(x + 3) 
AE1 1] ЊЕ 110) [- 4:22] 
D) [-3; - 2] E) -3:9] 

Siue Lees d dodo da 


A БЕЛЕТ p 
B) {- =, - 1]o [1:5 о) 
С) {-1;1)- (0) 
D); 1) (0) 
E11 
4. Sea f una función definida por 
қасам | Рта entonces 
al calcular su dominio se obtiene: 
А) [-5; 0] 2: 5] 
B)[- 5:1)» (2:5] 
C)[-5:5] 
vts 


) 
2492 

5. Halle el dominio de la función f, 
definida рог. A 
16) = 2arosen 5-1], закоо 204) 
А) [- 1; 1] B)[-2:; 2! С)(0:1) 
D) [-3;2] Е) [1; 2] 

6. Dada la función f, definida por. 


f(x) = 3arcsen3x + 2агсѕеп2х + arc senx 
, halle el dominio de ta función f. 


А] B) E Ho 33] 
D [v3] oo. 


Halle la intersección entre el dominio 
y el rango de la función f, definida por 


19 (S rsen. 


ana 9-53] |] 


ој] eal 
8 пите la función f definida 
| Дреа 1 багоовдее tex 


тч 


А) {- *} 8) (0) С) {а} 
D) 2x) Е) 3х} 
9, Sea f una función definida рог 


f(x) = 2arcsen(2x — 1) + Загс sen(3x + 1), 
determine el rango de la función 


a эВ об 
о) B 
10. Calcule в diferencia entre el 


máximo y mínimo valor que puede 
tener la función: 


f(x) = (arosenx) ES arcsenx ) 


Та: w Té 
A T a om 
ти" 9x 
Эт Bu 


11. Si f es la función definida por 
коре Indicar cuántas 
proposiciones son verdaderas 
|. fes creciente en (- 1; 0). 

ІІ. Elrango de es [52], 
111. f es creciente en todo su dominio. 


IV.La gráfica de Г es simétrica 
respecto al eje у. 


AJO B)1 С)2 
0)3 Е) 4 


12. Determine el dominio de f, si 
1(x) =tan Vx- x. 
A)[-2.0 | B)-10] С)[0;1] 
D) (0: 2] Е) (0; 4] 


13. ¿En qué intervalo del eje x 
Ја función dada por: 


қ) = deem een 


definida? 
^22 B [345] 
€)-20] 002 H33 


14. Determine el dominio de la función 
1, definida por: 
f(x) = varcsenx - arctanx . 
мете 53 orsa 


o ЕД 


15 Sea f la función definida por 
f(x) -arccosx ~ Jarctanx -arcootx , 
hallar el dominio de f. 


А+) 800) С)4-1;1) 
DE 1 E); -1] 

16. Determine el rango de la función f, 
definida por : 


17. Sea la función f, definida рог: 
х) =. (x) sen" .En cuántos 
puntos la gráfica de f inlersecta al eje 
de abscisas. 


А)б 8)5 С)4 
0)3 E1 

18. Hallar el rango de la función f, 
definida por: f(x) = агссовх + arccotx. 


А) (0; я) В) [0; x] 
я Sn a Зл 
© ox 
x Ta 
ЈЕ 
19. Hallar el dominio de la función f, 
definida por: 
f(x) = arcsen(2x + 1) + arc sec(2x – 1) 
Act) Әр CI 
D)F1,0 EG 


20. Determine el dominio de la función 

f, definida por: 

f(X) = х + агосозх + агсвесх 

МБ] БЕСІ) 0105) 
лл 

оо 03 

21. Dada la función f, definida por: 

Ку) = агсзепх + arctanx + агсѕесх, 


әй 98. 


definida por: f(x) nubi ) 
+ tan (4x) + sec (5%) + 
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C) (=; 1] [1 +) 
D) (==) 
Е) (mi) (2:9) 
28. Six < - 1, halle el rango de la 


función f, definida por 
f(x) = 4arccsc(3x +1)- 2arcsec(3x +1). 


мезі B E 


23. Halle el rango de la función f, A) (- Зл; - 20) B) 2x; - xj 
definida por f(x) = arcsenx - О)/-х;0) О) (х; 2x) 
2arccosx + Загсќапх — 4 arccolx + Е) (х; Зю) 
tan(xx/4). Dé como respuesta (х) 

+ Юта. 29. Эхе [1; +2}, halle el rango de la 
A)- 6x В)-5л  C)-4x función f, definida por: 
D)-2x E)O f(x) = (агсѕесх)? + 2arcsecx 

24. Determine el dominio de la T 2 
siguiente función ^) м) 8) b3) 
NE: y E 

arccos x| C) 0) Б 
4 2 
А) [5 zd 4% | E) ==>) 
T Б 30. Hallar el rango de la función f, 
B) C 22 ) definida por: f(x) -агссөс (|ж|+ 1х1") 
х. е л 
C) Қ 242 1 А [39-63] 8) (4% 
с of o3] 54 
22а) р |ә) 
2] 12 31. Hallar el rango de la función f, 
definida рог : 
E) 639 (00 = (aresenx)(arccosx) 

25. Sea ја función W, definida рог А) ЕЯ B) (25) 
W(x) = Varctan” x - 4arctanx +3 s қ 
determine su dominio. с) [5] D) (5%) 

A) [-tan1;tan1] ^ B)(O:tant) 2716 21 
C) ltant; + =) D) (-w; tant] 5 Gi 
E) (~ <; - tan 1) 22 
" 32. Sea la función W definida рог : 
КЕ E al 
aci Me determine su rango. 
f(x)- x xj 
еседі ELI B)[-5x;- 5] 
А) (4) 8) 6 3) о (5) C)(:5x] D)(0;5x] 
2 2 2 E) [2x ;5x] 


3. н 
2 (3) БОЙ) 33 Halle el rango de la función f, 
definida por: 


27. Determine el dominio de la función 


, definida рог 
о) = асвер асас) + (аап асар А)|-242;2х) 


€) x 2x) 


[aj 


B)[- 22; з?) 
€ 
D) E 


por: 
f(x) = (arccobx - arctanx)' - (arccotx+arctanx)? 0) [92] ®[ | 


34 Determine el rango de la función f, 
definida por: 


f(x) 5 


arcsenx + агссовх + arctanx 


apa] als eed 
o4 96:4 
35. Halle el rango de la función f, 


definida por: 
f(x) = arcsenx + агссозх + arccotx 


А) Es] B) ЕН с) (ыш 


о (Ја | 


36 Яхе [= halle el rango де 


la función f, definida рог. 
-= 


К-во] 
„јаја foz] o РВ! 
Ee РН 
37. Dada la función f, definida por: 
(өд Закат Se) hallar el 
valor de: fx)máx + (рути. 


AJO B)4 
D)-2 82 


38. Halle el rango de la función f, 


definida por: 
f(x) увек ton) 


ШЕБЕР 
D) (0; я] E) [x ; 25) 


39. Determine el rango de la función f, 
definida por: 
f(x) = arccos(sen^x + сов) 


af] al] obs] 


C)-4 


40. Hallar el rango de la función f, 
definida por: А 
f(x) = arcsen[2 cos! x senx - 2.sen'x.cosx 


рог 
= а EAE NE x + 005 x) 


«Ed ol 
ој sano] D) [tan”';tan”'3] 
a [kurg] 

42. Sif es la función definida por: 
асса), entonces el 


rango de f es: 


"Hp «He 


43. Si la función f está definida por: 


қ) «зака z entonces el 


rango de f es: 


"EE 
э = в бај 


44. Hallar el rango де la función f, 
definida рог: f(x) = са = 
A 1 

A) (кең) асан) 


45. Determine el valor de: 


3 tan(2arcsenx + arcoosx) 
_ tan(2arcsenx + 30агссо5х) 
AJA B)2 С)3 
и & 


46. Alsimplificar la expresión: 
H= &rccos(sen70* - cos80*) 
arcsen(cos 40* 4 cos 80*) " 


oi 


47. Determine el valor de: 
3 7 
us Ор 


48. Calcule el valor de: 

Е= насаат + а) 
2 3 
nE E 
2/2448 24/241 

Е. 
E) 2/2 : 38 

49. Calcule aproximadamente el valor 
de: k= 6: жең 


5 

10 52 54 

A 8% 9% 
о Е) 56. 


т х 

қа DE о: 
z л 
0$ в: 


51. Evalúe : 5 зеп(2 arctan3) 


A)1 B2 03 

9 
0)4 95 

х 3 
52. 8 оз -акаана 6 ]- DA, 

entonces {ЗА es: 
А)1 8)2 C)3 
D)4 E)5 


EDITORIAL RUBIVOS 
53. Calcule el valor de: 


vene эе) 


A2 B)-2 0-1 
0)1 E)O 


54. Calcule el valor de: 
Ex sec" (arctan 47) + csc'(arccot J5) 


7 
A)6 B)5 04 
D)3 E2 


55. Si СЕ 24 |28, 


entonces al calcular tanó se obtiene; 
A)2+ 43 B)2- 48 
ова  D)42-48 

E 1*5 


56. Calcule el valor de: 
E оо Чак?) 
AJ4J-2 ВУ 
D) 7+4  ET7*4 


57. Sitan"(x) + tan (у) + tan") = пт, 
пе 2, calcule el valor de: 


С) +2 


po КУЧКУ 
(ка + у: +27) Эхуг 

А)-2 B-1 00 

D)1 E)2 


58. SE R- [-1; 1] al simplificar la 
e 


А0 Bx 0 kx 


E) 2x 
59. Si 
arctan(a) + arctan(b) +arctan(c) E 
entonces se cumple: 
А) a+b+c=abc 
B)a+b+c=1 
о atbro= 2 
D) abcz 1 
E) ab * ac * bc* 1 


60. Ordenar de mayor a menor. 
А = arcsen(sen2) 
В = arcsen(sen3) 
С = arcsen(sen4) 
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АВСА В)С,ВА C)A,B,C ^T 8)2 93 
DACB БСАВ D)4 E)5 
61. Halle el valor de: 69. Alcalcular 
= М= arccot(-1) + arccot(-2) + arcoot(-3), 
$ = arcos(sen3) + arcsen(cos3). аа 
А)6 В)л-6 (С)6-л А)-^ g^ о 
D)x E)O 2 1 2 
0) E E) Sn 
62 Calcule el valor de 2 2 
ыр шық sen 70. En la gráfica adjunta, la regla de 
correspondencia es: 
A) 3x-9 B)3x-6 C)3-x f(x) = Aarcsen(Bx + С)+0, 
0) 3=-1 E)3*z jd x КЕ 
(А+В+С)л 
63. Calcule el valor де: M= 5 
Е = 3 arcsen(sen4) + 4 агосов(0053) А у 
л 
А) 12+3*  B)24+7x С)л 
D) 3х Е) 12 - 3x 


64. Halle la medida del arco $, en 
radianes,si 
$ = 21 + arccos(sen 16) + arcsen(cos 3,2) 


A3 B)35 C)4 
D)48 Е)5 


65. Halle el valor de: 
$ = arcsen (sen2) + arccos (sen2) 


+ arctan (sen) + arccot (008) 
42 йз оз DE 2,12 (0/29 
D)2x Е)л+2 2 5 
D)4 Е = 
66. Halle el valor de: 5 
E=arcsen(sen?) +arcoos(cos 4) +arctan(tan5) 74 Еп la figura se muestra la gráfica 
de la función cuya regla de 
A)8 B)8-2x С) 28-5 ^ 
correspondencia es. 
шга ои а 10) = A aro cos(Bx) + C. Hallar A. 
67. А! calcular $ = arctan(4) + BC. 
arctan(3), se obtiene: y 
A ar) 
7 
B) -artan Lon 
7 * 
C) aa er 
2 
D) қсы 
Е) ЕН 
68. Calcule: 5 
дика} aet 


A ENCICLOPEDIA 2012 


72. En la figura mostrada calcule el 
valor de: A.B- С.р. 


AJO 8i Ох 
л 
0)-5 E)-x 


73. La función con regla de 
correspondencia: 
f(x) = А arc сѕс(Вх + С) + D. Es 
graficada conforme se muestra. 
Entonces al calcular А.С - B + D, se 
obtiene: 


74. Sk ас sen(%) асов 5). 


entonces x es igual a: 


AS в £1 o) 46 


D) 45-1 E) 6+1 


75. Si ас зепх = arc cos 4x 
entonces xes igual a: 


1 1 \7 

№. м. у 
5 Е] 
DA 8% 


76, Si arc senx - arc cosx = 
entonces х es Igual а: 


0-5 8! 


77. 51:6 агс sen(2x -1) = x, entonces 
xes igual a: 


3 1 
3 м B)1 95 
1 3 
9: E) 5 
> \ +3 _ x 
78 Sí acc aeu | =, 
entonces x es igual a: 
А)3 B)4 C6 
0)8 E)9 
79. Al resolver: 
sen [oos(sen «cos [эц азы 
calcule la suma de soluciones. 
AJO az C)2x 
D) 3x E) 4x 
80. Al resolver: 


sen (x) + зет (2x) sen (9x) = 5 


Ж ЫЕ 
Calcule el valor де: TU 


1 1 1 
А 9х 95 
1 1 
955 8% 
81. Resuelva: 


arcsen| 2| acento 5 Dar сото 


respuesta la suma de cuadrados de 
las soluciones. 
AJO 
D) 4 


B)3 C)248 


E)6 


82  Resuelva la ecuación; 
4созх - senx + 2senx cosx.- 2-0, si 
хе [0, 2x]. Entonces, ја suma de las 
soluciones es: 
Аул 


3x Sn 
> оз 


D)2x g^ 


B3 з Кє 2, resolver la ecuación: 
вепх + senx cosx = 1 + cosx + cos'x 


x A 
Аус В) (4.1) 
х 
O) (4-1) 


ован 


D) 2х 


84. уке 2, al resolver la ecuación 


trigonométrica 
2005Х + cos^2x - sen'x = 0 se obtiene: 


А) QK + i)n B) (жа 15 
C)(2+15 D) (же); 
E) (жеђ 


85 “ке, el conjunto solución que 
se obtiene al resolver la ecuación 
tri l 
senx(senx +3) + cosx(1+ senx)4 2- 0 
(86: 


А) Жх B) (az 
©) (4-97 D) (2k+ 1)x 
E) (4k +95 
86. “кє Z, un conjunto solución de 
la ecuación 


(/2 -1]sen3x + соз3х = (2 -1)звпх +cosx 


Юл k ox 
A) ket e лш, gy pic 
SEP ата 
kx a kx n 
DT 9275 


87. Resolver la siguiente ecuación 
trigonométrica, v k = Z 
зепх+ зепх+ зеп?х сОвх- созх-2=0 


Li л 
А) (2+1) ДЈ 
C) (4k+15 0) (Sk+15 
a 
El + >. 


88. Resolver la ecuación 
х x 
= --0, УКе 
sec 5 2tanz 0, ей 


А) х= Эк += 
4 


Зл 
В) xd 


C) х-к 

D) x= жа 
x 

E) хате: 


89. yke, al resolver Іа ecuación 
trigonométrica 
сөк + csc2x = № - cox, se 
obtiene: 


A) ке B) 2kn+ $ 


т я 
С) 2л х D) Би: 


90. Halle la suma de soluciones де la 
ecuación: 2 


dino) сав) xe [n Е 
Li М * 

EET LEO Dm 
л т 

0) 2 dz 


91. Dada la ecuación trigonométrica 
sen3x = 2senx, halle la suma de 


raíces en el intervalo [-п , 0). 


А)0 C)-2x 


т 
9-5 
92. Dada la ecuación trigonométrica: 


2 + sen2x = 2senx + 2coex, halle la 
suma delas soluciones contenidas 


В)-х 
Зл 
8-7 


A) 3X әк E: 
D) 2x 5 = 


93. Dada la ecuación trigonométrica 
cosi2x = 5sen3x + Otan^ + собу. 
Entonces, la menor solución en el 


intervalo |-л; 0] es: 
5x Эл 2х 
= 
л R 
DS 5-3 


OBJETIVOS : 

Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 

* Reconocer una ecuación trigonométrica. 

* Hallar la solución general y solución principal de 
una ecuación trigonométrica elemental. 

* Hallar la solución general y solución principal de 
una ecuación trigonométrica no elemental. 


* Resolver ecuaciones trigonométricas mediante 
factorización o utilizando la fórmula general de la 
cuadrática. 

* Reducir cualquier ecuación trigonométrica , 
mediante el uso de las identidades trigonométricas, a 
una ecuación elemental. 


INTRODUCCIÓN : 


Una ecuación trigonométrica es aquella ecuación en 
la que aparecen una o más funciones trigonométricas, 
En las ecuaciones trigonométricas la incógnita es el 
ángulo común de las funciones trigonométricas. No 
puede especificarse un método general que permita 
resolver cualquier ecuación trigonométrica; sin 
embargo, un procedimiento efectivo para solucionar 
un gran número de éstas consiste en transformar, 
usando principalmente las identidades 
trigonométricas, todas las funciones que aparecen allí 
en una sola función (es recomendable pasarlas todas 
a senos o cosenos). Una vez expresada la ecuación en 
términos de una sola función trigonométrica, se 
aplican los pasos usuales en la solución de ecuaciones 
algebraicas para despejar la función; por último, se 
resuelve la parte trigonométrica, es decir, conociendo 
el valor de la función trigonométrica de un ángulo hay 
que pasar a determinar cuál es ese ángulo. 


En las soluciones pueden aparecer valores extraños 
(debido a la manipulación de las ecuaciones al tratar 
de reducirlas) , por ejemplo: nos puede resultar un 
совх = 2 , el que debemos descartar, obviamente, pues 
el codominio del coseno se limita a /-1;1]. También, 
debemos verificar todas las respuestas obtenidas y 
aceptar sólo aquellas que satisfacen la ecuación 
original. 

Como las funciones trigonométricas repiten su valor 
y signo en dos de los cuadrantes, hay que tener 
presente que siempre habrá por lo menos dos ángulos 


distintos en la solución de una ecuación trigonométrica 
de la forma fíx)= a (donde f(x): es una de las seis 
funciones trigonométricas y а número cualquiera en 
el codominio de la función). Además, debido a que 
cuando el lado terminal de un ángulo realiza un giro 
completo se genera otro ángulo equivalente, es 
necesario añadir a las soluciones obtenidas un múltiplo 
de 360°, esto es, #360°, у k es un entero. 


ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Son igualdades entre funciones trigonométricas que 
se cumple para algunos valores de la variable , a dichos 
valores se les llaman soluciones de la ecuación; que 
pueden ser representados por una fórmula general, 
еп la que intervienen la variables “п” o “№”. 


Ejemplo de las ecuaciones trigonométricas: 
* 2зепх-1 = 0 
* cos'(óx)-1 
+ сов'х – 2созх + 3 = 0 
* зепх + зепЗх + вепбх = 0 


* tg3x = x-1 ; по es una ecuación trigonométrica 


€ Qué es resolver una ecuación 
trigonométrica ? 


Resolver una ecuación trigonométrica significa 
encontrar todos los valores que toma la incógnita; que 
verifican la ecuación convirtiéndola en una igualdad 
absoluta. Pero, debido al carácter periódico de las 
Funciones Trigonométricas; no solo se encontrarán 
una o dos soluciones, sino que generalmente existirá 
una cantidad ilimitada de soluciones, motivo por el 
cual se hace necesario el uso de fórmulas que permitan 
encontrar el conjunto global de soluciones de la 
ecuación trigonométrica, llamadas solución General 
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de la Ecuación Trigonométrica. 
* Por ejemplo, si tuviéramos que resolver una 
ecuación sencilla como: 

Sens=> => == 30°; 150°;...... 


* Estas son solo dos soluciones; pero si quisiéramos 
encontrar soluciones adicionales, tan solo tendríamos 
que sumarle o restarle múltiplos de 360“, de la 
siguiente manera, a los indicados. 
* " 

Esto es: 


510; 750° ; 870';.......... 
Le Жж 


360 


-360* 


e 7756 
$; -330° ; -210° ; 30 ; 150 
у 2% 


x= 570" 
-360" -360* 
* Es decir: 


х=..;- 570%; - 330"; - 2107 ; 30" ; 150^ ; 390"; 510^ ;750;...... 


Ésta serían solo algunas soluciones particulares de 
Ecuación Trigonométrica, y en lo sucesivo tendremos 
que aplicar este criterio para determinarlas. (La 
explicación es por que los ángulos a obtener son 
coterminales con los primeros). 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
ELEMENTALES .7:(x)-n 


Para este tipo de ecuaciones se encuentran 
generalmente dos primeras soluciones; y se les va 
agregando o restando múltiplos de 360°; como en el 
apunte anterior. 


POR EJEMPLO: 


+360° 
ИР Ж ; 135" ; 405" ; 495° ; 765° ;........ 
2 МЫМ 


+360° 


+360° 


+360° 
-360° 
х=... ;-585°; -315° ; -225° ; 45° ; 135° 
к 


-360° -360° 


Pero la pregunta evidente es, ¿cómo determino las dos 
primeras soluciones”, se aplica el siguiente criterio. 


MÉTODO DE SOLUCIÓN : 
Planteemos un método de solución para el caso más 


sencillo: la ecuación trigonométrica elemental. 


1)Calcular el menor ángulo agudo que cumpla la 
igualdad en valor absoluto. 


2) Calcula los ángulos en cada cuadrante que cumplan 
la igualdad. 


3)Se eligen los cuadrantes donde pueden estar "Ө" (que 
nos presenta la parte angular), de acuerdo al signo que 
toma “N” en la ecuación trigonométrica (*). 


4)Luego de encontrar la soluciones elementales, 
evaluamos las demás soluciones agregando un número 
entero de vueltas. 

NOTA: 

Para el caso en el que (1%) los ángulos no sean agudos 
(cuadrantales) nos trasladaremos directamente al caso 
4”una vez obtenidos los cuadrantes que satisfagan la 
ecuación. 

* Es decir: 

1) SI ES DE LA FORMA: R.T.(x)- піп < 0 
En este caso; resuelva, a modo de ayuda; la ecuación 
R.T.(x)=|n| y calcule la solución aguda de dicha 
ecuación. Con esa solución se calculan las verdaderas 
con la misma idea anterior , solo que ahora la R.T.(x)es 
negativa. 

EJEMPLO 1: 

УЗ 


Resolver : 


RESOLUCIÓN: 


УЗ 


* Resolvemos: Senx- = x-60 


Pero como el “зепх” es negativo, las dos primeras 
soluciones deberían ser del IIIC y IVC, luego: 


ШС: x =180° + 60° > х = 240° 
IVC: x =360°- 60° = х = 300° 


* Luego: 
иб с 


т>х- 240 ; 300° ; 600° ; 660? ;....... 


+360° 
EJEMPLO 1: 
42 


Resolver : совх---2- 


RESOLUCIÓN: 


* Resolvemos :Coss = => х= 45° 


ATRIGONOMETRIAS 


* Como el “еозх” es negativo en el ИС y ШС, 
tendríamos: 


ПС: х-180%-45% > х= 135° 
ПІС: х=180°+45° => х = 225° 
* Luego: 


860% 
x =185° ; 225" ; 495%; 585° ;...... 
i NEED. d 


+360° 
EJEMPLO 3 : 


уз 


Resolver : ѓапх= y 


RESOLUCIÓN: 


resolvemos: tane => х= 30° 


* Como la “tanx” es negativa en el ЛС y IVC, 
tendríamos : 


ПС: | x-1800-30 = x=160* 
IVC: х=860%-30 => х=330° 
* Luego: 


x = 160°; 330^; 510° ; 690° ;........ 
* OBSERVACIÓN: 


Cuando el valor de R. T: (x) corresponde al de un ángulo 
cuadrante se debe recordar. 


EJEMPLO : 


* Senx=1 => х=90° (note que entre 0° y 360^, no 
hay otro) 


ш>х-90%; 450%; 810° ;. 
AA 
+360” +360° 
= x-0:360';720 ;...... 
= х=0;180 ;360" ; 540 ;.... 
SEA 


+360° 
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ID SI ES DE LA FORMA : Н.Т. (х) ==; n> 0 


Normalmente habrá una solución para x e IC, agudo; 
sí esta es "9", entonces la otra solución dependerá del 
cuadrante en el que se ubique; esto es: 


Si la solución aguda es: x 2 0 

y si hubiera otra en el: 
ПС sería: x= 180-0 
ШС >sería: x = 180°+0 
IVC sería: х= 360^ -0 


EJEMPLOS: 
1) tanx=J3 = х=60° 


* Como la “tanx” es positiva, la otra solución debería 
ser del ИТС, es decir: 

х=180°+60° > х=240° 
* Luego: x = 60” ; 240°.....адиї le agregamos o 
restamos múltiplos de 360° 


2) созге 2. = х= 60 


% Comoel “cosx” es positivo; la otra solución debería 
ser del IVC, es decir: 

х=360°-60° = х= 300° 
* Luego: 


+360° 


=x = 60° ; 300" ; 420" ; 660° ;..... 


SEA A 
+360° 


3) cotx=/3 = x-30* 


* La otra solución debe ser del ИТС (ya que “соёх” es 
positivo), es decir: 
x=180°+30 = х=210° 


лево +360° 
=>х=30° ; 210° ; 390° ; 570 ;.... 


+360° 


SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 
Los valores que verifiquen la ecuación, son las 


soluciones de la ecuación. Toda ecuación 
trigonométrica tiene infinitas soluciones. 


=> x = 80°;150°;390°;510°;870°;..... 


2) tgx =1 
=х=45°;225°;405°;675°;765°;...... 
OBSERVACIÓN : 


Es importante encontrar las dos primeras soluciones 
positivas de la ecuación; en ese sentido se puede 
considerar lo siguiente: Si la solución del IC es"a", 
entonces si hubiese otra solución en el: 


ПС: este sería: 180° -a 
ШС: este sería: 180^ +a 
IVC: este sería: 360^ a 


Las otras soluciones se obtienen adicionales (o 
restando) multiplos де 360" 


OJO: 


сл. 


EJEMPLOS : 


1) Resolver: senze ei 


RESOLUCIÓN : 
=> 2х = 60° ; 120° ; 240" ; 480^ ;..... 
123 
IC ПС 
=> х = 30°; 60°; 210° ; 240"... 
x X42 
2) Resolver: cos == 
RESOLUCIÓN : 


EJEMPLO 3: 
Resuelva la siguiente ecuación cosr==> 
para хє[0;2я] 


RESOLUCIÓN: 


* Analizando en la circunferencia trigonométrica la 


* Se observa los valores de x (x, ^ хә) que 


satisfacen cos x = i 


son ху= Ж; x,- 2-7. 
Го >; uw 
3 3 


EJEMPLO 4: 

Resuelva la ecuación ; sen 2х = 0 
RESOLUCIÓN: 

* Haciendo el cambio de variable 2x —6 .....(1) 

Se tiene send -0 

* Analizando los valores de 0 en la circunferencia 
trigonométrica que verifica la ^ ecuación зепд=0 


Y 


Dat, SR, A 0, 2х, Ап... 


* Se observa del gráfico que todos los valoresde 0 son 
0;x;2z:3x;.. los cuales en forma general se 


expresan: O=kx(ke Z), 2x=kx 


Por consiguiente ae ¡keZ 
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ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
NO ELEMENTALES 


La ecuaciones trigonométricas no elementales son 
aquellas que operan diferentes razones 
trigonométricas de la incógnita o de variable que 
involucran a dicha incógnita. En estos casos, la idea es 
simplificar la ecuación aplicando toda la teoría del 
curso ya desarrollado (identidades de una misma 
variable, de la suma y/o diferencia de variables, de la 
variable doble, mitad, triple; así como 
transformaciones trigonométricas y teoría de funciones 
trigonométricas inversas); reduciendo a la forma 
Elemental o quizás de la forma: 


R.T.(Bx+0)=n 


Para aplicar lo ya expuesto en la resolución de una 
E.T. Elemental. 
EJEMPLOS : 


resolver e indicar algunas soluciones de: 


1) tan?x(1 -зеп?х)евох= 5. 
RESOLUCIÓN: 
# Por identidades trigonométricas, reducimos: 


228 
2 


* Quedaría: senx 7 5; note que; cosx #0 ^ вепх * 0 


* Luego; х=30°; 150° ; 390° ;....... 

150-307 
2) sen3xcos2x - sen2xcos3x=1 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerde: sen(a — В) = sena cosp – senfcosa 
* Luego: 


Sen Зх соз 2x - sen 2х cos 3x = sen(3x – 2x)=1 
a B B a 
=> зепх=1 > х= 90°; 450° ;........ 


3) sen(3x — 15°) E 
RESOLUCIÓN: 

* En este caso no hay nada que reducir, pues la 
ecuación tiene la forma elemental, así que se resuelve 
de manera similar; pero tenga en cuenta como se 


despeja la incógnita: 
ре) gn +360° 


=== 
Sx - 15°=60° ; 120%; 420° ; 480° ;....... 
+360° 


> 8х=60°+15° ; 120°+15° ; 420°+15° ; 480°+15°;.... 
Зх=75° ; 135° ; 435° ; 495° ;..... 


а da ОВОО ИВЕ 40". 
PERMET du 


=> х= 25°; 45°; 145" ; 165° ;.... 


4) cos(5x – 10")= 22 
RESOLUCIÓN: +360° 


аре < 


= öx – 10° =45° ; 315° ; 405° ; 675° 


+360° 


= öx = 55°; 325°, 415° ; 685° ;... 
=> = 11°; 65° ; 83° ; 135° ;... 


5) senx cosx cos2x = E 
RESOLUCIÓN: 
* Tenemos que reducir la expresión, pero recuerde que: 
Sen20= 2вепбсов0 
* Tenemos: E 
2.senxcosx cos2x = aa X 2 sno (multiplicado х2) 
= 8 
=> веп2хСоз2х= a песни: (Ота шет х2) 
УЗ Уз 


2веп2хсов2х= 7 2 — геп4х--2- 


=> >= 15°; 30°; 105°; 120° ;. 


OBSERVACIÓN: 

Las consideraciones algebraicas acerca de la resolución 
de ecuaciones, que tiene que ver con el perder 
soluciones o agregar soluciones; se mantienen, así que 
debemos tener cuidado con la simplificación de 
términos que contienen a la incógnita. 


6) 1+sen2x = senx + cosx 
RESOLUCIÓN: 
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* En este caso , recuerde que: 
(senx + cosx)" = 1 +зеп2х 
* Luego la ecuación, quedaría así : 
(senx + cosx)? = senx + cosx 
* Cancelado: 
(senx + cosx) 
зепх+совх=1 => (мля Loose 1) 
Хо 1% 222 


_— 
cos 45° 


=> /2( вепхсов45° +веп45°совх ) =1 


sen45* 


> 2 веп(х+45°)=1 


+360 


* iPero! Para no perder soluciones, el factor cancelado 
se debe igualar a cero (0), esto es: 


senx+cosx= 0 
> зепх = – совх 


——=-1 >tanx=-1...... (x e ИСА IVC) 
cosx 
* Recuerde que primero resuelve: 


Тапх=1 > х=45° 
* Luego las soluciones serían: 


х=180° – 45° ; 360° – 45° 
2х = 185°; 815° ;.... 
7) вепх + cos2x = 1 


RESOLUCIÓN: 


* En este ejemplo, homogenizamos la variable, esto 
es, colocamos la expresión en términos de una misma 
variable (x), para ello recuerde que: 


Cos20=1- Әзеп?0 


* Luego; quedaría así: 
senx+ cos2x=1 


> senx+1- 2sen?x = 1 


* Reduciendo: Senx = 2Sen*x 
* Cancelando: 1—9senx = зепх= 5 


=> х= 30°;150°;390° ;....... 


* ¡Pero! como cancelemos “вел”, lo igualamos a cero 
(0), para no perder soluciones esto es: 
зепх=0 > х=0°;180° ; 3609 ;...... 


OBTENCIÓN DE LA SOLUCIÓN 
GENERAL 


Generalmente vamos a tener que resolver ecuaciones 
trigonométricas no elementales; así que la idea central 
es reducir la ecuación dada y llevarla a la forma 
elemental; para ello es bueno recordar: 


1) Es preferible una sola variable a diferentes 
variables, 

2) Es preferible una R.T. a diferentes R.T. 

3) Cancelar términos que involucran a la incógnita en 
numeradores de miembros diferentes, implica igualarlo 
a cero para no perder soluciones. 

4) Si hay varios senos y/o cosenos de múltiplos muy 
grandes de la variable; hay una posibilidad de aplicar 
transformaciones para reducirlas. 


б) Si el valor de la R.T. encontrada no es notable, ве 
aplica la notación de ЕТ. inversas. 


* Ahora, para la determinación de la solución general, 
se aplicarán las siguientes fórmulas: 


* Donde: 
x, => Valor principal 
x, > Es la incógnita а una variable que 


contiene a la incógnita de donde se la 
despeja. 


* También se emplean las mismas fórmulas en 
radianes: 


ATRIGONOMETRIAS 
DEMOSTRACIÓN: 


Las soluciones de la ecuación tanx = N , serán las 
abscisas de los puntos de intersección entre las gráficas 
de las funciones: y = tanx A y =N 

Considerando que N es positivo, tenemos la siguiente 


gráfica: 


Del gráfico, x, ; x,; x, ; x,; х,; x, son soluciones de: 
tanx = М, donde: 


x,= arctanN ; x, = л +arctanN ; x, = 2л + 
arctanN ; x, = Зп + arctanN; x, =-л + атсапу 
;х; = - 2л + arctanN , generalizando se pueden 
obtener todas las soluciones para la ecuación: 


tanx = М; las cuales toman la forma: 
x = kz + arctanN 6 х-Ел +хр. 
Siendo VER 

EJEMPLOS : 

resolver y dar la solución general de: 


8) sen2e- 1 
RESOLUCIÓN: 


* Tenemos: 
x, arcsen-, — 30" €— » (еп sexagesimales) 


X, =2х 


х„=180°п+( - 1"x,- 2x =180°п+( – 1)" 30* 
=> х=90°п+(-1)"15° 


* Si queremos algunas soluciones les damos valores 
enteros a “A”, así: 


* п=0> х-0 + 15° = 15° Todos estos 
* n=1 > =90° - 15°=75° valores 

* п== > х=180 + 15° = 195° soluciones 
* п=-3 =›х=- 275° — 15° =-285”| deecuación 


9) cos3x= 1 
RESOLUCIÓN: 


LA ENCICLOPEDIA 2018 


* Tenemos: 
>x,=arccosi=0 
Хр =дх 
* Luego: 
d x,-7360ntx, => Зх=360° п+0 
= х=120°в 


* En radianes: Ey "S 
Кд 


= хұлӛх 
2пл 


x,-2nz tx, > Зх=2пл ть 


* Luego: 


* Normalmente se trabaja en radianes. 


10) tanbx = 1 
RESOLUCIÓN: 


* Tenemos: xp=arctani=2 > х,=бх 


* Luego: х„=пл+х„ > öx=nr+7 


пл я 
PELA 
ET 
11) senge=— 2 
RESOLUCIÓN: 
* Tenemos: 2 ds: 
х-атеев[ 2 |--атеп B=- 
=; =Зх 
* Luegp: =nx(-1)"x, > Зх =пя (1) 7 
пл ” 
а А 


12) зеп2х = зепх 
RESOLUCIÓN: 


* En este caso habría que reducir la ecuación , 
para ello recuerda que: 
Sen2f = 25еп Сов) 


* En la expresión: ор 
=> Zsenxcosx —senx 

* Cancelando “senx” queda: 

2совх = 1 

1 4.5 
=> ооах= = )Ар-ағссов == 
У 

= E 

ALS 


ECUACIONES THIGONOPIETRICAS I 


* Pero el factor cancelado se iguala a cero, esto 
6: ^ Senx-0 ; x, arcsen0-0 
> хұтх 
x-nrt(-1"x,— x=nx 
* Luego la solución general es: 


eam [mestinez]o (пл,п e Z} 


13) зепбх = senx 


RESOLUCIÓN: 


* Aplicamos transformaciones trigonométricas 
de esta manera: 

беп5х – вепх- 0 
* Recuerde: 


cmm iE d 


2зеп2хсозЗх =0 > sen2x cos3x =0 


* En este caso, cada factor se iguala a 0; así: 
Ѕеп2х=0, x, = атсвепо=0 ^ х,т2х 
=> 2х=пя+( -1)"х „=> 2х=пя 


nx 
эх--- 
2 


ж сов3х=0 ; х =агссов0 =5 A жұт 3x 


> Зх= 2пл+ х 


о xí. 
3 6 


я 
= +7. 
> Зк nitz 


* Luego la solución general es: 


пл 2пл л 
=4—; —=+ E 
x [ пе nez) 


OBSERVACIÓN: 


Para resolver algunas ecuaciones se trata de expresar 
ésta como un producto igual a cero; luego cada factor 
se iguala a cero; teniendo o más ecuaciones 
elementales. Para que esto sea posible usaremos 
conceptos algebraicos y trigonometría anteriormente 
estudiados. 


14) Resolver: 2c0s*x-cosx-1=0 


RESOLUCIÓN: 
2соз?х – cosx - 1 -0 


2cosx 1 
совх ACT 1 


=> (2совх + I) (cosx — 1) =0 
1) 2cosx+1=0 => cosx=- 1/2 
П) Cosx-1=0 => cosx=1] 


* Luego: 
z 1 2x 
совх=— => С.5ү= 2kr t ET 


+ Совх=1 > С.8,= (2nx) 


* El conjunto solución es: 
C.S = C.S, © C.S; 


= = [ва | аларда neZ 


CASOS ESPECIALES : 


ERREUR Cord urta ЗОВ 
т 


EJERCICIO : 


Resuelva: senx 4-43 cosx = 1 
RESOLUCIÓN: 


senx + 3 cosx = 1 


л xy 1 
= го: („= |-1 = сов(„-Е-5 
E -arccos( 2) я 

ET 2/29 


* Luego: 


ATRIGONOMETRIAS 


PROBUEMASARESUENTOS) 


PROBLEMA 1: 
Resolver y dar la suma de la tres primeras soluciones 
de: 1 + senx = 2sen?x 
А) 830% В) 630°  C)210 р) 90° 
RESOLUCIÓN: 
* De la expresión: 1 + senx = 2sen*x 
* Tenemos; 2зеп?х - senx - 1 = 0 
* Factorizando por aspa simple: 

(2senx + I)(senx - 1) = 0 
* Primero: 
Бепх – 1-0 => senx-1-»x-90^; 450% 810°;.... 
* Segundo: 


2senx +1=0 aene ios х= 210°; 330°; 570"...... 


Е) 530° 


* Las tres primeras soluciones positivas: 
190%; 210%; 330°} 

* Бе desea: 90° + 210% + 330% = 630% 

ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 2: 
Resolver: (senx + cosx)? = 1 + cosx 
Indicando la suma de las tres primeras soluciones 
positivas. 
А) 180° В) 270° 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 


C) 360“ р) 450° Е) 720° 
(вепх + cosx)? =1+ coss 
=> 1+ 2зепх .cosx= 1+ cosx 
* Quedaría: 2зепх.совх = cosx 
* Reduciendo; У 
2senx=1 => вепх= 5 => х=30°; 1507 ; ....... 
* Рего: 
Cosx = 0.......(асбог cancelado, se iguala а cero) 
х= 90%; 270° ;..... 
* Las tres primeras soluciones serían: 
30°; 90%; 150% 
* Se piden: 30° +90° +150° = 270° 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 3: 
Halle el número de soluciones menores que 360° en : 
Све"х = сох +1 
A) 1 B)2 С) 3 
RESOLUCIÓN: 
Cof*x+1=cotx+1>cot*x—cotx=0 >cotx(cotx-1)=0 


D)4 E)5 


* Primero: cofxz1-»x-45?; 225 ; 405° ;... 
* Segundo: соёх = 0 >х=90°; 2707 ;..... 
* Nos piden soluciones menores a 360^ 
x = 45°; 225" ; 270%; 90° 
* Entonces el патего de soluciones serán 4. 
RPTA : “р” 
PROBLEMA 4: 
Al resolver la ecuación сон 5 e «вал )-Зожх 


determine (5) 


1 1 1 1 1 
- В)- с)- р)— Е)- 
А) 2 ) 3 ) 4 ) 5 ) 
RESOLUCIÓN: 
cot 4d tan ^ Sese x 
tant 
> cor +йап®.=ап^ +сог®. > 4=——..........1) 
2 4 2 2 P 
4 
* Por identidad: sec 20+1= ied 
* Finalmente en (1) se obtiene: 
4-sec езі = ве = =8 әсиз-1 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 5; 


Señale la suma de las tres primeras soluciones positivas 
de la ecuación: 


2зесх хсзсх + Зїапх = 2соїх +5 J3 
А) 360° В) 540° С) 270° р) 720° Е) 450° 
RESOLUCIÓN: 


* En la condición: 
2зесх хсвсх  Stanx = 2cotx 543 


* Primero recuerde: 
secxxesex = tanx + сох 
* Luego, tenemos: 
> 2(tanx +cotx)+ Stanx = 2cotx 543 
> 2tanx + 2cotx + Stanx = 2cotx 5/8 
= Мапх = 548 > ғапх-/8 
=> х = 60°; 240%; 420" 
* Se desea: 
60° + 240% + 420% = 720% 
RPTA : "D" 


PROBLEMA 5: 
Hallar la menor soluciones positivas de: 
Бепх + 3 совх =1 


4)45 В) 30° С) 60° D) 90° Е) 15° 
RESOLUCIÓN: 
*Dividiendo por (2) a cada término de la ecuación: 
1 УЗ EM 
у. cos 
* Pero: 
1. cos60* ; У лево" 


* De: Sen(A+B)=senA x созВ + senB x cosA 


> senxx cos60" + senG0" хсовх = 7 


> sen(x+60)=23 
= х+60°=30° ; 150%; 390%; 510° ;....... 


= х =– 30" ; 90°; 330° ; 450° ;... 
* Luego la menor solución será: 90° 
RPTA : "D" 
PROBLEMA 6: 
* Resolver: 1 +совх =2зеп?х indicando la suma de sus 
dos primeras soluciones positivas. 
А) 180° B) 120* С) 200°  D)240 Е) 360° 
RESOLUCIÓN: 
* Como la variable es la misma, vamos a colocar en 
términos de una sola razón trigonométrica, así: 
1+ созх = 2зеп?х => 1+ совх =2(1- cos? x) 
* Factorizando: 4 
1 + cosx = 2(1 + созх)(1 – cosx) 
* Cancelando “1+cosx”, quedaría: 
1=2(1- cosx) 
=1=2- 2c08x 
=> 2созх =1 => совх = 
>x=60"; 300° 
* Pero el factor cancelado ве iguala а cero (0), para по 
perder soluciones : к 
1%совх-0 
cosx=-1> х=180° 
* Las dos primeras soluciones positivas son: 
60^ y 180% 
"Бе desea; 60 + 180° = 240° 
— : : ЕРТА : “D” 


PROBLEMA 7: 
* Resolver: Зес*х = /8 tanx+1 
Indicando el número de soluciones positivas menores 


que 1 vuelta. 

А) 1 B) 2 C)3 D)4 Е)5 
RESOLUCIÓN: 

* Recuerde que: Sec*9= 1+tan*9 

* En la ecuación: 


бес?х=\/3 tanx+1 >1+tan*x=/3tanx+1 


* Quería: Tan?x = /3tanx 
* Cancelando “tanx”, queda: 
Тапх-/8 =x =60°; 240 ; 420° ; 600" ;.... 
* Pero el factor cancelado; ` 
Tanx=0 => х= 0°; 180° ; 360° ; 540^ ;...... 
* Pero piden soluciones positivas y menores que 1 
vuelta, las cuales son: 


x = 60°; 180" ; 240° 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 8: 
Resolver: 
1 1 1 1 1 1 


=-3 


sen'x соз?х tan!x сойіх зесіх сәсіх 
Indicando el número de soluciones positivas у menores 


que 1 vuelta. 
A) 1 B)2 С) з р) 4 Е) 6 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando la ecuación; recuerde que: 
——-= 080% ; ——=8e0x ; =cotx 
senx 
1 1 1 
=ѓапх ; =C08X ; -вепх 
ta зесх cscx 
* Luego quedaría: 


Csc"x - Ѕес?х – Cot*x – Tan*x – Cos*x-Sen*x=-3 

* Agrupando: 

esc? x — cot? x — (sec? x - tan? x) –( cos? x - sen*x )- — 3 

1 1 

=> -(sec! x + ап? х)=- 3 => sec* хат? x =3 

* Recuerde que: Sec*8— 1-- tan? 

*Luego: 1+Фап?х+їап?х=8 > 2tan'x-2 

> Фап?х=1 => фапх=1 6 tanx=-1 4 
Tan*x=1 => х=45°; 225° 

=> tanx=- 1 => х=135° ; 815% 

=> hay 4 soluciones 


“Бі: 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 6: 
Sea cosa=tanff ^ созд={апа. Si son ángulos agudos , 
calcule: M=(sena+senf)- 


Ams-J45)2 В) үз (5 C) 45 -1 
р) (үз 2 2 E)(45 - УЗ 3 
RESOLUCIÓN : 


* Datos: cosa=tanf ^ cosp - tana; а; В: agudos 
* Por identidades : sec*a —{ап?а=1 
* Reemplazando por los datos : 
сої? В —cos* 8-1 => cotf созВ=1 
== == 
cot? Boos? p 1 — 4 


senp 
=> сов? f=senf => 1- sen*f=senf 
> sen? В+ senp — 1=0 


aeg 48-1 
senB- ——— rm 
AGES taie 
45-1 
sena — => вепа+веп = ./5 – 1 


ВРТА: “С” 
PROBLEMA 7: 
Resolver: Senx – /3cosx=1 


Indicando el menor valor de que cumple. 


А) 30° В) 60° С) 90° Р) 135° Е) 180° 
RESOLUCIÓN: 
* En el dato: 
senx — J3cosx=1 cans lm s Е 
2 22 
* Tendríamos: со mr 
Sena x cost0* - вепбО° x cosx = 1 > sen(s - 6x) 2 
* Luego: 
=>>~ – 60°=30°; 150" => x 290^; 210° > х лепог = 90" 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 8: 
Señale el menor valor positivo “х” que cumple: 
2 /2sen(x--45*) +senx = deti 
А) 30° В) 15° С) 60° D) 150° 
RESOLUCIÓN: 
* En el dato: 24 2веп(х +45") +вепх = deme 
> 2/2 (вепх.сов45"+веп45".совх) +вепх = асови +3 


> 2/2( sens T 1 једни +senz=2008% +3 


2 
3 


= Reens + 0062) ir | 


> Saenz + 2 cos = 2 pos +3 


> Звепх = р senza = +Х=80 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 9: 
Hallar el menor valor positivo de “х” que cumple: 
Senbx + зепх _ УЗ 
Совбх + созх З. 
4)5 В) 10° С) 15° D) 20° 
RESOLUCIÓN: 


Белбх + зепх 43 
Совбх + cosx З. 
* Transformando a producto. 

2sen3x cos2x 43 


2совЗх совдх 3 


Е) 25° 


* En el dato: 


* Reduciendo: 
Тапден 12 => Зх = 80° > х = 10° 


PROBLEMA 10: 
Hallar el menor ángulo en el intervalo 5] que 


satisfaga la ecuación: 2tan*x + 3seex = 0 
4019 mt с# ро А 
RESOLUCIÓN: 
* Por identidades trigonométricas la ecuación 
trigonométrica tendrá la forma: 
2(вес*х -1)+3seex = 0 
2sec'x + Звесх 2 = 0 


2зесх -1 > eos C17] 


ES 


secx +2 > 


secx =-2....(по) 
* Luego la ecuación equivalente es: 


1 
Cosx=-= 
2 
A WA 
solución, tendremos: 
ET E 
< у Ks " 117 
d > х=” 


ECUACIONES TRIGONOMETRICAS y |709(| — 1 EDITORIAL RUBISOS) 


* Finalmente la menor solución de la ecuación en el 
intervalo Ти 11я] Sw 
mu 8 
RPTA : “Е” 
PROBLEMA 11: 
Caleular la suma de la soluciones de la siguiente 
ecuación trigonométrica, si x pertence al intervalo 


EZ УЗеовх= 2sen( + ә) (3-2) 


х х я 
A В) с)-= D) 3 Ејл 
RESOLUCIÓN: 

* De: > mx Xov 
Vácoss=20en (5.3 јеов (5 =) 
=> \Зеовх =веп. (2) +зеп(х) 
> Зсовх – senx-1 
eee oes] 1 
э 2 (cons св —senzaen 1 
=2000[1+3)- 1 (+=): 

* Dato se[-5 =] entonces: 

I) х+®=® = x-t.7 х=— 

3 6 6 

Пя ici n. =-% 

П) х AA gp UE 2 
* i -— rm 
Suma de soluciones 255" y 
RPTA : "C" 


PROBLEMA 12: 


Al resolver la ecuación 3£g*a-1, donde 0 < a < 2x,, 
la suma de todas sus soluciones es: 


А)2х В)зх | С)4х D)5x E)6x 
RESOLUCIÓN: 
* ч 

Dato; Stg!a-1 = tgla-i = ша=з a 
* Analizamos el valor positivo: 

Tga- S ; 0sas2m.. (dato) 

* Observa que esta ecuación tiene dos soluciones, una 
en el IC y la otra en el ШС. 


* Enel 10; а=30 > а= 


* En el ШС: 


а=180°+30°=210° => m 
* Analizamos el valor negativo: 
Тва= so esta ecuación tiene dos soluciones, una еп 


el ПС y la otra en el IVC 
Enel ПС: а=180°- 30*- 1802-7. 


Enel ГУС: а=360°— 30* 330 >a = E 
=> Lasuma de las soluciones : 
ж 7x бл Пя 
БЕЛЕКЕ ФЕ 
КРТА : “С” 


PROBLEMA 13: 


Determine la suma de todos los valores de 8e[0,2x] 
que satisfacen la ecuación зепд + созб = - 1. 


7х Эх 3 5 7л 
4- B^ Cx Ds E 
RESOLUCIÓN : 


Memor - 


penge 


= suma de soluciones es 5 4 5 


RPTA “р" 
PROBLEMA 14: 
El valor de x en el segundo cuadrante que verifica la 
ecuación: 


cig(x-45*) + ctg(x-45*)-2tgx = 0 
Es iguala: 
A)112°30' B)105° C)135° D)I20 Е)165° 
RESOLUCIÓN: 


* Recordar: ctg(x + 45°) = tg(45*-x) 
* Reemplazamos en la ecuación: 
Tg(45-x)-*ctg(x-45*)-2tgx-2 
> tg(45" — х) – ctg(45? – x) - 2щх=0 
=> -2ctg(90* — 2x) = 2tg2x 
=> -2412х - 2tgx = 0 > tg2x + !шх=0 


ATHIGONOMETHIAA [7058 | — — — EA ENCICLOPEDIA 3015) 


2tgx-ig x 
эт um г? 
= 3tgx-tgx=0 > ішх(3-ішіх)-0 
= 3-fg'x-0- tg!x-3 > щх = +/3 
* Una solución, en el segundo cuadrante, es: 
х = 120° 


+шх=0 > 


ЕРТА : “р" 


PROBLEMA 15: 
Al resolver el sistema: 
2зепх + Stgy- 443 
бвепх —tgy- 243 
Se obtiene que la solución en el primer cuadrante es: 
А) х = 45° , y = 45° В) х = 60°, y = 30° 
С) х = 30°, y = 60° D) х = 60°, y = 45° 
Е) х = 60°, у = 60° 
RESOLUCIÓN: 
* Пе: 2senx+2tg у= 4/3 
Gsenx-tgy=2V3 . 
* Пе (П) ве дедисе: 
tg у=бвепх – 243 
* Reemplazando еп (1): 
2senx+3(Gsenx – 243) = 4/3 
> 2вепх+18вепх – 643 = 4/8 


_ 1048 | 
305 


> 20senx=10/3 — senx 8 
* Como: x e IC(dato) > х=60° 


* En (II): 6sen60^ —igy- 243 
>в} 2/8-tg yog y- l3 


* Como: y e IC(dato) > у-60% 
RPTA : “Е” 
PROBLEMA 16: 
Dado el sistema: Senx secy = 1 
Senx seny =0,25 


Hallar un valor de: sen(x – y), sabiendo que: 


&sv«lo; S 
ЈУ `z 


B) уз C)0 D)-1 ГТА 


Ал 2 


RESOLUCIÓN: 
* Ecuación: senxsecy = 1 


= =1 => senx-cosy A (T) 


* Como xexeloz 


z] у entonces, de .......(I) 


* Se deduce que: 


х+у= 2 A (11) 


* Un valor de у es: 
== == 
аа 
* Reemplazando en (П): 


Уз 
2 
RPTA : “В” 


бл я я 
ж = —- — —= 
веп(х – у) = EE БР sen 3 
PROBLEMA 17: 
Resolver el sistema: 
1- 
me tey 
х-у=л/6 


sabiendo que: х,у e [0 ; ж/2] 


зх В)х= ;у-0 O)js- T iy- Ж. 


ӧл я 
Р) х=—— 49-18 Е)М.А. 


12 
RESOLUCIÓN: 


* Dado el sistema: 
1-tgx_ 
1+ tgx 

* Trabajamos buscando (x+y), por lo que iniciamos 

nuestra reducción de (1), así: 

1-tgx 
1+tgx 

* Que tiene la forma: 

tg- 
242 = {ду 
1+ 7 tgx 


* Que no es sino un arco compuesto, luego se cumple 
que: 


Ајх=5 „у= 


=tgy 


«(5-«)ме» = 22 =y 


* Encontramos: х%у-% 


* Finalmente resolviendo el sistema: 


8» 


AECUACIONES "TRIGONOMETRICAS Y 


я 

т 

x-y-t 

6 

* Encontramos; 
дж. я бл бх x 
#=у+ = dom po oam y 3 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 18: 
Dada la función f cuyas reglas de correspondencia es 
fx) =cosx-sen2x, en la que x varía entre -x < x < 21; 
el número de intersecciones de la función y = f(x) con 
el eje de la abscisas es. 
А) 3 В) 4 
RESOLUCIÓN: 
* Para determinar las intersecciones de f(x) con el 
eje x se resuelve la ecuación : f(x)=0 
Совх – веп2х = 0 
= cosx – 2senx cosx = 0 
=> cosx(1— 2senx) =0 


C)5 D) 6 E)7 


я я Зл 
=> еозх=0 => х= — 


РО (no olvidar –-лех < 2л) 


1 ях бл 
• 1- 200050 => sens => = Же эс: 
* La ecuación f(x)=0 tiene еп-я< х < 2я las 
siguientes soluciones: 
; 
Ж. 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 19: 
Hallar el menor valor positivo que soluciona la 
siguiente ecuación совбх + 3 = 4cos*2x 


х л x 
A 15 9 12 5 4 6 


RESOLUCIÓN: 
* Del dato: 
Cos6x+3=2(2c08*2x) = созбх = соз4х —1 
Тұ > 
* Recuerda: 
20830 = cos0(2c0820 ~ 1) => cos2x(2cos4x — 1) = 2cos4x — 1 
(2cosdx — 1) (cos2x — 1) =0 


1) 2сов4х - 1-0 эсомх-1 


xr я 
dim A. 
EXT LC IE 


П) cos2x-1=0 > coslx=1 
2х-2л-> x=x 
* Luego la menor solución será: == 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 20: 
Hallar el menor valor positivo de х que soluciona la 
ecuación trigonométrica 
4cos* (“м – 15° 

А)75° В)105° | C)120 X D)i50 Е)210° 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda: 

> dcos? Z- 2=- [свс30° — сої30° 


> 2(2000* = -1)-- 2-43 


И «NS 


же = ¡ELE 1} 


> жө==-[ 1) > 


=> cosx=- сов75° 


[755] 
совх= –| 2 
4 

> x-105* 

ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 21: 
Resolver la ecuación: |senx |-|cosx |= /2 еп [0;я] y 
dar la suma де las soluciones. 


х Зх 2х 
А)х в) > С)я D, EF 
RESOLUCIÓN: 
“Пе: |зепх|+|совх| = 2 ; [0; x7 


* Elevamos al cuadrado: 


ы + 2|senxcosx | + күзі =2 


1+|sen2x| = 2 = |зеп2х|=1 


* Luego: Sen2x=1 v sen2x=-1 
ж (бл Зл 7л 
рр 2 *” } 2х (жж кез) 
хијх , 5. Sz.7x. 
4 47“ ға 


de [0;л] serían: 


RPTA : "C" 


15 TRIGONOMETRIAS 
PROBLEMA 22: 


Hallar x, sabiendo x € (o; 3) у<(0:2) 


веп(х+ у) _ /5+1 


del siguiente sistema sen(x—y) J5-1- 


AL В)я 
RESOLUCIÓN: 


2/3 созх= 
senx 


sen(x+y)_ Үбі an 
р 


* De: (1) 


* Por proporciones: 
Zsenxcosy z #5 
Zcosxseny 


tanx _ 23 
> а => соћу = 5 cotx 


t 
* Pero: Сзс?у = соРу+1 
* Reemplazamos (а) y (0) en la identidad: 
[\/Зсзсх] 2 = [Bcotx]*1 

= Sesc?x = Bcot?x 1 

> S(cot?x +1) = 5cot*x1 
*Luego: СоРх = 1 
* Сото; 


я я 
же (0; 3) согх=1 > = 


ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 23: 
Resolver el sistema: х+у= VÀ (1) 


веп2х + sengy= 2 ———] (LI) 


Luego un valor de x e y serán: 


5x x 


Зя 
O 5 


х я 5x x T, ж 
A315 Hz Drs 24" 24 


; E 
12 28 14 


1.4 
8 


RESOLUCIÓN: 


* Transformando a producto la condición П: 
42 


2зеп(х+у)соз(х – y, =F 
Раг. 
тмн a = 2 


a 
z»cos(x – y) > 


x 
S 
* De (1): х+у=яМ 
* Sumando у restando: 
¿ale EA 
24 24 


ВРТА : “E” 


NPRACTICANDIRIGIDA 


(63) Sume las dos primeras soluciones positivas de: 


УЗ 


А) 90° В) 12° С) 120° D)180” Е) 360° 
63) Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
1 


coss, 


AJ 90* В) 120° С) 180°  D)240  E)360 


((3)Sume las dos primeras soluciones positivas de: 


tanx =1 
А) 180% В) 135 С) 24° D) 120° Е) 270° 
63 Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
1 
sens=- = 
А) 270% В) 540% С) 330° Ш) 360° Е) 250° 
@Э5шпе las dos primeras soluciones positivas de: 
42 
совх=--—- 
А) 270° В) 180° С) 360° р)450  E)510 
69 Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
tanx=-J/3 
А)360° В) 450° С) 510° Р) 280° Е)420° 


(ЭЗшпе las dos primeras soluciones positivas de: 


senar- 


А) 100° В) 200° С) 210°  D)150' Е) 860° 
(69) Sume las dos primeras soluciones positivas de: 
coste 
4)123° B)137* C)153* р)16% Е)173° 
(03 Resolver: соз?х -sen?z -2 
я я я я 
А) 8 В) 16 с) 4 D) 3 E) 
БЕЗ 
(O) Resolver: senx co 
A)10* В)15° C)30* D)45* E)20* 
(O) Resolver: senx = 
я я я 
Anat- 5 B)nx+(-1) < С)тя+(-1^ 35 


Li т 
Ртя+(-1 5 EJnx+(-1P 5 


(9 Resolver: совк= 5 


л л 
8 Е)2пя + 13 


Атлет В)?пл+= С)2пл+ я D)2nx+ 
(13) Resolver: tanx =1 


я я я я я 
A = б Е. - же 
Аку B)nx+> + Dinx+G Ејпх 8 


Resolver: 2222: _ 
аз ver: s J3. 


x Li ал 
Атя+(-1 5 B)ns*(-1 5 Сјпл+(-1) 3 
я я 
Р)пя+8-1)" 3, Е)пх+( 1) 5 


((3) Resolver: 2cos'x – 3cosx +1 = 0 
А)?пх = B)2nx Cana + E Djayb E)byc 


ЕДИООМ СИТА 


(@8) Resolver: cos2x – cosx=0 
AJ2nx Вупи С)2пя+ 5 Шауь Ејаус 
(O Resolver; 3685: +зепх || 

я я л я л 
Ris Binst Cinex Dinx + East 


(13) Resolver: веп7х + senbx + sen3x = 0 
One  DJAyB ВАУС 


пл л 
5 Bnet, 


EL HIJO DE 


Hace 3600 años, el faraón de Egipto tenía un primer ministro 
llamado José. Este no era el único súbdito del faraón cuyo nombre 
se recuerda en nuestros días, sino que en esa época vivió también 
cierta persona llamada Aahmesu, cuyo nombre significa "Hijo de 
la Luna". No tenía ningün cargo importante como José; se piensa 
que fue escriba, y actualmente se lo conoce con el nombre de 
Ahmes y fue el autor del famoso Papiro Ahmes. Ya nos hemos 
referido a dicho papiro y se sabe que es un antiguo manual de 
matemática. Contiene ochenta problemas de álgebra con su 
solución, muchos de ellos son del tipo de "determinar un número”. 
Uno de ellos dice: 


"Un montón, sus dos tercios, su mitad y sus tres séptimos, 
todos al juntarse hacen treinta y tres. ¿Cuál es la cantidad?. 
Otros problemas se refieren a la vida diaria, a la alimentación del 
ganado y al almacenaje de granos. Algunos son de 
entretenimientos como el siguiente: 


“Нау slete casas y еп cada una siete gatos. Cada gato mató 
siete ratones. Cada ratón se habría comido siete espigas de 
trigo. Cada espiga de trigo ргодисігіа siete arrobas de grano 
¿cuál es el total de grano?. (Hay foto del papiro Ahmes en el 
Libro 1 de Álgebra Moderna de Dolciani, Berman y Frellich. 
Publicaciones Cultural S.A.). El origen de la geometría proyectiva 
se halla en la pintura. Comenzó en el Renacimiento con los estudios 
de perspectiva, porque los pintores se fascinaron al descubrir el 
Importante papel que desempeñaba la geometría en la perspectiva 
óptica. Lo iniciaron artistas como Durero, alemán, con gran 
imaginación, que consideraba el lienzo como una pantalla de 
vidrio y trabajó en la zona del Norte de los Alpes. Otro fue 
Leonardo Da Vinci, quien en un tratado de pintura escribió: "La 
pintura de funda sobre la perspectiva, que no es más que el arte 
de figurar bien el oficio del ojo....Este arte consiste en pintar, рог 
pirámides, las formas y los colores de los objetos contemplados". 
La forma clásica y que se difundió por toda Europa fue la de 
colocar objetos detrás de un vidrio cuadriculado у reproducirlos 
en una hoja. Se considera a Desargues y Pascal como los 
fundadores de la geometría proyectiva; además son los ünicos 
que investigaron el tema porque los matemáticos de la época 
estaban ya absorbidos por la parte del análisis que representaba 
el cálculo infinitesimal. Pero hubo algulen, como Poncelet, un 
oficial del ejército de Napoleón, que en 1822, mientras cumplía 
un período en la cárcel, se dedicó a escribir un tratado sobre las 
propiedades proyectivas de las figuras, en el que habla de las 
operaciones fundamentales en geometría proyectiva que son: 
proyección y sección. 


Los axiomas que Enriques (1898) enuncia como base para 
dicha geometría son los sigulentes: 


1) Dos puntos determinan una recta que los une. 

2) Dos planos determinan una recta que es su Intersección. 
3) Tres puntos, no en línea recta, determinan un plano que los 
contiene. 

4) Tres planos que no pasan por una recta determinan un punto, 
donde se cortan. 

5) Un plano y una recta no contenida en él, determinan un punto 
donde se cortan. 

6) Un punto y una recta que no pasa por él, determinan u 
plano que los contiene. b 


OBJETIVOS : 

El alumno será capaz de: 

* Diferenciar y resolver una ecuación trigonométrica 
cualquiera encontrando su solución general y 
particular. 

* Resolver problemas más complejos relacionados con 
las ecuaciones trigonométricas. 


ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Es una igualdad en el cual la incógnita o variable 
angular está afectada por algún operador 
trigonométrico(Sen ‚Созо , Tg ,Ctg „Seco , Csc , etc.) 
y que se cumple dicha igualdad para un conjunto 
determinado de valores que asume la incógnita o 
variable angular. 

А diferencia de las identidades trigonométricas que se 


satisfacen para todos los valores en su dominio de 
definición. 


Ejemplos de ecuaciones ligonométricas: 
2:)_ . - A 

» Г.Ш ім Cos( 2x) — 2 

* Те(3х)= 48 . ст +5] = 


* Свсх = 2 * еа) 2 


* Ctx + 2Cosx = 2/3 
* Cos2x + |Sen( 2x)|- —1 


* Senx — Cosx = 1 
* Cosx — Senx = —1,5 


Note que las ecuaciones siguientes по admiten 


solución puesto que: 

I) Vx € R;—/2 < Cosx — Senx < /2 
П) Vx € R;Cos*x + |Senx( 2x)| > 0 
NOTA : 


Si la variable angular no está afectada por alguna 
función trigonométrica, entonces, la igualdad 
propuesta no constituye una ecuación trigonométrica. 


Ejemplos de ecuaciones No trigonométricas : 
* Совх = х? * Тех =x * 5епх+ х=0 
* Senlx=x * xSenx =1 * x*Cosx +1 =0 


nivel pre-universitario, se resuelven por métodos 
gráficos o por simple inspección. Así por ejemplo, si: 
i) Совх = х? 


Se observa que la ecuación presenta gráficamente dos 
soluciones, 


ii) Tg( E ) 2x. por simple inspección apreciamos 
que x = 0 y = 1 son soluciones de la ecuación 
propuesta. 

El estudio de las ecuaciones trigonométricas para su 
mejor comprensión la subdividiremos en dos casos; en 
primer lugar las ecuaciones trigonométricas 
elementales y luego las ecuaciones trigonométricas no 
elementales. 


SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 


Es todo valor de la variable angular que verifica la 
igualdad trigonométrica propuesta. 


CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA 
ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA (0.S.) 


Llamada también raíces de la ecuación. es el conjunto 
de valores que satisface la ecuación. A este conjunto 
de valores se le conoce como conjunto solución (CS.) 
de la ecuación trigonométrica. 


Si la ecuación trigonométrica admite soluciones se dice 
que es compatible en caso contrario , se dice que es 
una ecuación incompatible. 


¿Qué significa resolver una ecuación: 
brigonomélrica? 


Significa hallar el conjunto solución en un campo o 
dominio específico. Estas soluciones pueden ser: 


(SECUACIONES TRIGONOMETRICAS HE |710 | грттошаг RUBISOS) 


1) SOLUCIÓN GENERAL : Es el conjunto de todas 
las soluciones que se obtienen a partir de la fórmula 
general de todos los arcos que tienen una misma razón, 
las cuales demostraremos posteriormente y que se 
expresan en tres grupos tales como: 


Прага el Seno у laCosecantees: x; = hrs (-1) V.P, keZ 
П)рага el Coseno y la Secantees :x ; — 2k V.P, већ 
Ш) раға la Tangente у la Contan gente es; x , — kr V.P,k c Z 


2) SOLUCIÓN PRINCIPAL : Es el menor ángulo 
positivo que satisface la ecuación y que por lo general 
se obtiene a partir de la fórmula general , al evaluarlo 
рага Е=0 

3) SOLUCIÓN PARTICULAR : Es cualquier valor 
angular que satisface la ecuación y que se obtiene de 
la fórmula general al asignarle un valor a k. 


4) Solución Básica (S.B.) : Son el conjunto de 
soluciones de la ecuación trigonométrica que están 
comprendidas en el intervalo (0; Т), donde Т es el 
período de la función, 

EJEMPLOS : 

Hallar las soluciones básicas de las siguientes 
ecuaciones: 


1 
I) Senx ке 


RESOLUCIÓN : 
Como T = Әт. luego. las soluciones están dadas en el 
intervalo [0; 27). luego. 


П) Sec(s -T )= 42 


RESOLUCIÓN 

como T = 27. luego. las soluciones están dadas еп el 
intervalo [0:27 ), luego, si: 

т т 


8 4 


11 


Sets =)= 4Bx- Loo Va- 


III) Tan2x- 43 


como T =>. luego. las soluciones están dadas en el 


intervalo 7), luego, si: 


Tg(2x)=/3 => 2x=5V2x= 


+ 
3 


VALOR PRINCIPAL (V.P.) 


Se define valor principal a aquella solución que 
pertenece al rango de la función inversa de la función 
dada en la ecuación trigonométrica propuesta. 


EJEMPLOS : 
Hallar el valor principal de las siguientes ecuaciones: 


* Sen(2x)= 5 => УР. = sent [5] = 
* Ти(гх)=48 = У.Р.= Tg^!(3)— 5 
+ бест | == | --2->У.Р.- бес-(-2) = 


уй Ия 
Cos(4x) ==> > V.P.= Cos Er em 


+ 


* Зеп(3х) = -$ = У.Р.= 8ен-'|-1|- == 


El estudio de las ecuaciones trigonométricas para su 
mejor comprensión la subdividiremos en dos casos; en 
primer lugar las ecuaciones trigonométricas 
elementales y luego las ecuaciones trigonométricas no 
elementales. 


ECUACIONES 
TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES 


Las ecuaciones trigonométricas elementales son las 
que tienen las formas siguientes: 


Бепх= а| |Совх = а| |Тих = | |Ctgx =b 
[Свсх = c] donde a,b y с sonnümeros dados. 
Sen(ox +p)=a| [Cos(wx + ф)= aj, ete. 
Es muy importante saber resolver las ecuaciones 
trigonométricas elementales , ya que todos los métodos 


y procedimientos para resolver ecuaciones 
trigonométricas cualesquiera consiste en reducirlas a 


las ecuaciones trigonométricas elementales, como ве 
apreciará posteriormente al resolver tales ecuaciones. 


Examinemos la ecuación que tiene la forma 
Senx = @ (E) 


Puesto que Vx € R,|Senx|< 1, entonces la ecuación 
(1) para а > 1 y para a < -1 no tienen soluciones. 
Sia = 1, la ecuación (1) toma la forma Senx = 1. 
siendo sus soluciones: 


e=(4k+1)5 Vh EZ 


Sia =-1,la ecuación (I) toma la forma Senx — —1; su 
sus soluciones serán: 


== (4h43) Vh EZ 


ea ahora |а| < 1. Como el período del Seno es igual a 
25 . entonces para resolver la ecuación (I) es suficiente 
hallar todas las soluciones sobre todo segmento de 
longitud Әл. 


Nótese del gráfico mostrado que la función Seno en el 


Lm Sm 
22 
monotonía estricta: 


intervalo tiene dos intervalos de su 


i) A МЕНИ Фа 


т. 


de «a» еп el intervalo |— 2 3 


й) La función Seno decrece y toma una sola vez el 


valor de «a» en el invervalo LU 


Sr 

Note uesixe| =; | E -<х<-- 
ЗЕЕ 
E с LUE p 252% 
>> >> а= “та 


La solución de la ecuación (1) sobre el intervalo 


2? 5 si Senx — a, entonces, es 


x = Sena. Para resolver la ecuación (I) sobre el 


с т m s 
intervalo 272 dado que si 


2 2 
esr —xzSen 'а,о Sea,x =т — Sena 
Para obtener todas las soluciones de la ecuación (1) 
adicionemos a cada una de la soluciones obtenidas los 
numeros de la forma 2kr, k с Z, es decir vueltas 


enteras, que proporcionan ángulos coterminales. 
Luego, el par de soluciones: 


= 2вп+ еп la Л x, = 2Ет+т —Sen la 
soluciones que se pueden unir en la siguiente solución: 
x -2kr( —1)'Sen^'a УЕС2. 
EJEMPLOS : 
Resolver las siguientes ecuaciones: 
I) Sen(2x)=1/2. 
RESOLUCIÓN 


Бепх=а => беп(л — х)=а ‚(п — x) € ЕЗ Ls 


Sk Sen(2x)- 4 => 2x7kere( — I Sen" È jakaa ANT) Wk Ez 


Er AA 
= AH INM) Nk 
>. GH pouvez 


зе вата) = => 2ке — Sen"! (A) kr ( IAE) ¡VR EZ 


а ir 


2 p vez 


П) Sen(ss -=]- SE 


RESOLUCIÓN : 
* Como: 


Sen” (2). -%>шеро, ві 


БАРИТ ТЕН ЕТ, s 
Sess z) 2 223% 4 Ел +(-1)" Sen 


) 
2 
>3Ix= hee (-5 +=, vVkeZ 


A (4h Dx «Cp, 


12 VkeZ 


Siguiendo el análisis realizado para el ecuación 


бп siguiente: ж = kx « (1) Сас, ke Z 


RESOLUCIÓN : 
Si: 
ск (#=-1)- = 25-5 = сен (/2);уһе2 


я я я я 
25 аяа (Ah GH S; Vhe 2 


RESOLUCIÓN DE ECUACIONES 
TRIGONOMÉTRICAS ELEMENTALES 
CONJUNTO SOLUCIÓN DE : 
Sen(ax)-c;a*0,ce В. 


Sea: = Sena => а = areSen(c)e| 7,5] 


Luego : Sen(ax) = Sena => Sen(ax) - Sena = 0 


Entonces : 
ax-a 
2 


skev =(зп+ 1) 5, V ne Z 


2Ел+а (2п+1)я-а 
а м s s === 


>% »Vk,neZ 


Las dos soluciones podemos unirlas en una sola, 
mediante la expresión: 


k 
СИ а en ez 


— kx «(-1)*a 
a 


эсз.-{х/х- уп = ургеке2) 


CONJUNTO SOLUCIÓN DE : 
| “Соқах) =с;а+0,сє К. 
Sea : с = Cosa => а = areCos(c) є [0; x] 


obtiene para la ecuación Csex=b ја јаз АҒЫ ЫЫ ОҒ ҒЫН 


mediante la expresión: 


х= 2034 VpiVkneZ 


эоз.-{ш үр, нег) 
CONJUNTO SOLUCIÓN DE 
Tg(ax)=c;a+0,ceR 
Sea: c = Tga => а = arcTg(c) e C24 
Luego Tg(ax)- Тва => Tg(ax)- Tga - 0 
Ж Sen(ax — с) 


Cos( ax )C =0 = Ѕеп(ах — оа) = 0 


Ет +a 


= ах—а = Ел, УЁЄ 2 => х = 


, Rez 


Ет +a 
a 


Mee Lia = V, 


Ctg(ax)=c| |Sec(ax)-c| ^|Csc(ax)-c,a -0,cc R 


Se determina su valor principal (Vp.) y luego se 
remplaza en la expresión que corresponda segün el 
siguiente cuadro: 


пл + Ур 


С (ах)-с->х- 
2пл + Үр 
а 


ТЕЗ 


Бес(ах) = с => ПЕР 


пт +(—1)" 
а 


Сзс(ах) = с => х = УР nez 


EJEMPLOS : 
I) Resolver Sen(4x) = -1 
RESOLUCIÓN 


Ур = arcSen(—1) = — тад entonces 


4х = Ел +(– 1)“ Vp = Вт (Е 2 


№ (ya 
7 (-1) ¿a EZ 


les. Е ме] 


я = 


П) Resolver Cos(3x)= Уз 


RESOLUCIÓN 


Ур =атебон| В rad ta аи +5 ez 


SE ez 
3 01875 sl ея 
= Сд ={к 55 18' € } 


Ш) Resolver: Tg(2x) =— V43 
RESOLUCIÓN 


Vp = агети (-/3) = тад 


kx 
2х = Бл +Ур= № —^. == 
= 2x + Ур = kr g7* 2 


т 
--эУЕ6Е2 
5 е 


OJO: 
No se debe confundir Solución Básica y Valor Principal, en 
algunos casos pueden coincidir cuando estos son positivos. 


SOLUCIÓN PARTICULAR : 


Es la que se obtiene del C.S. para algunos valores 
específicos de КЕ 2. 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
ELEMENTALES ESPECIALES 


* Sen(ax)=0 — ax-kx,k€ Z 
*Sen(ax)=1 = ax=(4h+1), ke Z 


* Беп(ах)=— 1 => ax=(4k 1), keZ 


* Cos(ax)=0 = ах=(®Е+1)7, kez 


* Cos(ax)-1— ах-2Ел, КЕ Z 
* Cos(ax)- 1 => ах=(2Е+1т, ke Z 


Sena = СозВ >а + B — (4k 4-1) ez 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


NO ELEMENTALES 


No existe un método generalizado para resolver este 
tipo de ecuaciones. Se requiere el conocimiento de 
conceptos de Álgebra Elemental así como de 
Trigonometría. por ejemplo. 


temas como: Factorización (aspa simple), diferencia 
de cuadrados. ecuación general de segundo grado, 
identidades trigonométricas , razones trigonométricas, 
funciones inversas. ete. 


Cuando se haya logrado una solución por medio de 
una elevación a alguna potencia de los dos lados de la 
ecuación o por medio de multiplicaciones o divisiones 
de expresiones que comprenden a la variable, debemos 
comprobar cada solución potencial por medio de 
sustituciones dentro de la ecuación. Las soluciones 
potenciales que no satisfagan la ecuación son 
rechazadas, estas se denominan soluciones extrañas. 


Los ejercicios que se dan a continuación muestran 
algunas clases de soluciones de ecuaciones 
trigonométricas. 


EJEMPLOS : 

1) Resolver: Cos* (2x) =5 

RESOLUCIÓN 

Cos'(2s) == => 2Cos*(2x)=1= 1+ Cos(4x) 1 

=> Cos( 4x) = 0 => porloscasos especiales 4х = (2 + м ez 


= х=(20+101 ke Z > C.S. = [= АИТ e z} 


II) Resolver: Cos(3x)--Cosx =Cos(2x) 
КЕ SOLUCIÓN 
Recuerde que: Cosa+Cosb=2Cos[24) cos [5h 
= 2Cos( 2x )Согх = Cos(2x)=> Cos(2x)|2Cosx — |=0 


= Cos 22) = 0v Coss == 
= ®х = (2h, vx ®па 57 Vu ne Z 


505. [rin - th UT ve ды = 2m вт 2] 


Ш) Resolver: Sen(3x) —Соз(4х) = 0 
RESOLUCIÓN 
Sen(3x) — Cos(4x) = 0 > Sen(3x)=Cos(4x) 
=> Por uno de los casos especiales: 
3x+4x=(4k +1) Yk є2 
Luego: 


ECUACIONES TRIGONOMETRICAS II 


Seriem 4e) НЕ 2 => х =(4х + DT КСЕ 


ЗЕЕ е2 = х= A DT ЕЕ 


Ss - e m ne ое - m me z] 


NOTA: 


Para resolver ecuaciones tngonométricas de la forma 
asenx+bcosx=c se debe tener en cuenta que: 


asenx+bcosx=Va*+b? sen(x+0) Тапд => 


EJERCICIO 1: 


RESOLUCIÓN: 
X,-arcsen (5) == 
Р 2) 6 
* Luego aplicamos la forma general: 
бх= вк (1 She z 


Ея х 
HA 5 


EJERCICIO 2: 
Resolver: cos*x – зеп*х = 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando tenemos: 
(сов? x — веп?х) (cos х+веп?х)== 


х= hor татоко( 1); kez 


SISTEMA DE ECUACIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


Se denomina así a un conjunto de ecuaciones en la 
cual al menos una es trigonométrica y donde 
intervienen dos o más variables angulares. 


Resolver un sistema de ecuaciones trigonométricas no 


es difícil, se debe tomar en cuenta que el número de 
ecuaciones sea igual al número de incógnitas o 
variables angulares. 

No existe un método único o generalizado, se requiere 
cierto dominio de álgebra elemental, así como de 
trigonometría entre otros. 


El método más usado para resolver sistemas de 
ecuaciones trigonométricas es eliminar una de las 
incógnitas, con ayuda de las otras ecuaciones del 
sistema, se reduce al sistema de ecuaciones algebraicas 
mediante sustituciones acertadas de identidades o 
nuevas incógnitas o transformando las ecuaciones del 
sistema. 


Al resolver un sistema de ecuaciones trigonométricas, 
debe cumplirse que las soluciones obtenidas satisfagan 
el sistema dado. 


EJEMPLO : 


Resolver ји PIS $" 
Senx + Seny = 1... ( I) 

RESOLUCIÓN : 

* De (II) transformando a producto : 


AAA 
=> x — у = 4Ёт......(Ш) 


Ре(Т)у(Ш) : x= 2kr УЕ МЕР 


La comprobación que aquí es indispensable demuestra 
que todos los pares de los valores obtenidos de x e y 
satisfacen el sistema inicial . Debe entenderse también 
que a cada número entero k le corresponde el par de 
los valores de x e y , osea , la solución del sistema 
inicial, por scs si k=0 , se obtiene los valores 


== $^ y- los cuales reemplazados еп las 


T ; 
ecuaciones del sistema inicial, convierten a estas en 
igualdades numéricas justas. Elsistema en mención 
tiene un nümero infinitamente grande de soluciones. 


PROBLEMA 1: 
Resolver: беп2х хзесх=1 (neZ) 


пл я т 
A). =)“ 5 m 
= В)2пх+(-1)"5 Сиња 
р)пл-© Ејпи+(–1 5 
RESOLUCIÓN: 


* Recuerde: sen2x = 2senx.cosx 


*Luego: беп?ххзесх=1 => 2senxxcosxxsecx-1 
ii 
1 
* Queda: гвепх=1=>зепх=— => xy => 


* Luego: x, =прп +( - 1)" жр >x¿=nx+(-1)" = 
ЕРТА : “Е” 
PROBLEMA 2: 
Sen6x + sen2x = веп4х 

Dar una solución. 
Ајпл B” D)2nx E) 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda: 
SenA+SenB= 2sen ( а 5 В Jeos (52) 

зепбх + зеп2х =зеп4х 
=> 2sen4x x cos2x -sen4x 
* Pasando “sen4x” al primer miembro y factorizando: 
Sen4x(2cos2x - 1) = 0 
1) зеп4х=0 > x,=0 


пл 2nx 
C) UA 


= den "0-5 x 7 T 


п) соз2х= 5 ээ х=пл®®= 
ЕРТА : “В” 

РКОВГЕМА 3: 
Resuelva: Sen2x = cosx 
Апл 1 5; neZ B)2nx+5 пет C)2nx +5 
D)jaob 
RESOLUCIÓN: 
* En la ecuación: sen2x —cosx => 2senx x cosx = созх 
* Reduciendo: 
2вепх=1 > Ree ix zora e 

x 2^ 2 6 


E)aue 


T 


=>х=пя+(-1)"хр > x-nz*(-1) 6 


* Pero, el factor cancelado: 


Совх=0 ; х, - arecosü ==. —x-2nztx, = пл +. 


=> enero inez)o[msst;nez] 
ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 4: 


Resolver: Sen3x x Cosx-2 ; (neZ) 

л л л л 
Ana Веи Стае D) nto Е)пл+ 
RESOLUCIÓN: 


+ En la ecuación recuerde: 
Sen30 = Зепо(2 cos + 1) 


= 
4 


* Luego: 

Senx(2cos2x-- 1).cscx = 2 ; pero: зепх.езех=1 
* Queda: 
2совх+1=2 > сох 


> хртатесов o => хұт2х 
* Luego: 


л л 
x,-2nrtx, ASS x-nrt-— 


6 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 5: 

Resolver: Senbx + Senx = Sen3x 
Senalando un conjunto solución (n e 2) 
Ајпл Впл+я Опл Пачь 
RESOLUCIÓN: 

* En la ecuación, recuerde; 


sena + senp = 2зеп ЕЗ (224) 


=> зепбх + зепх = зепЗх => 2sen3x x cos2x = sen3x 
* Cancelando “sen3x”, quedaría: 2соз2х=1 


E)buc 


1 1 я 
= cosis => è жртагосов == => x,-2x 
* Luego: 
=> 2x=2nr+ = пл+2. 


* Pero el factor cancelado se iguala a 0; esto es: 
Sen3x-0; x,-arcsen0—0 > x,=3x 


> Зх=пл+(-1/"х > dx-nz => == 


>= E ЖЕЛДЕРІ 
ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 6: 
sen3x + вепх 

Resolver: Жаа, 

я пял я 
Ат +9 Ве Спа и 
RESOLUCIÓN: 


я 


nz л 
0-5 +6 я 


* Transformando numerador y denominador а 


producto: 
A Е 


cos3x + cosx 2с082х.совх 
* Recuerde: Senó _ 
tana 


* Reduciendo: 
Tan2x 483; note que no hacemos: cosx=0 


> xy=aretan/3 == > х„=2х 


х„=пх+х„ => Эх=пл+ 2 o +®* 
2 3 2 6 
RPTA : "B" 

PROBLEMA 7: 
Resolver: 

Senx--sen2x *sen3x =совх+соз2х +созЗх 

nz x x 2х 
А) + 55: B)2nx +5 С)2пх + 
П)АӘВ ЕЈАЈС 
RESOLUCIÓN: 


* En la ecuación, transformando a producto: 
senx+sen2x+sen3x=c08x +c082x +созЗх 
>sen3x+senx +sen2x=c083x+c08x -cos2x 
2зеп2ххсозх 2соз2ххсозх 
* Factorizando: 
Sen2x(2cosx-- 1) =соз2х(2созх+1) 
* Cancelando, quedaría: 
веп2х-сов2х => tan2x=1;x,=arctani= 5 


я 
—x,-2x x annes, rens t => == * 


Li 


* Pero el factor cancelado se iguala a cero (0); así: 


2с0зх+1=0=> совк =; x, =arecos( 1) 
1 я 2х 
т-агссов-%ж > ари Ена 


= 
2 


2x, 


2x 
3 
пх л x 2x 
= хє [meom уз» € z} 
, RPTA : “Е” 
PROBLEMA 8: 
Resolver: Senx+Senx=5(cos5x+cosx);(n e Z) 
пт 1 
А) a ant B) 
Рјаје 
RESOLUCIÓN: 


* Transformando a producto: 
зепбх +5епх = 5(созбх+совх) 


_ => 2sen3x x соз2х = 5(2cos3x x cos2x) 


> х,=2пя+х, > x-2nrt 


пл 1 л 
2405 С) nriz 
E)boc 


* Reduciendo, queda: 


Sen3x-—5cos3x.......... „„.(сапсејатов : cos2x) 
send. & tan 3x6; x,-arctanó-» x,73x 
* Luego: 
хұтпя%х,-> 3x=nx+arctanb 
пх 1 
> 3 + orctant 


* Pero, el factor cancelado se iguala a cero; así: 
cos2x=0 ; жұтағссов0- 2 


PROBLEMA 9; 
Resolver: Sen*x + Sen*2x = Cos*x + Соз*2х 


A 217.7 Bart o: Djaub E)buc 


3 6 2 3 
RESOLUCIÓN: 
* Recuerda que: Cos*a-Sen*a = cosa 
* En la ecuación 
sen? x sen? 2x cos? x--cos? 2х 
=> 0=еоз?х – зеп? 2x + cos? 2x — sen? 2x 
сов2х ел da 
* Tendríamos: Соз4х+соз2х=0 
* Transformando a producto: 2cos3x xcosx=0 


* Igualando a cero cada factor: 
І) соз3х =0 ; x ,-arccos0— E > x,=3x 


я 2nz,x 
=> хұ-2пліх, TX dk E ES dd г: 


II) cosx =0 ;жұтағссов0-2 ә хр=х 


т 
= x,-2nz Ех, > ж-2пкіз 


=) Ес ‚я. E 
> ==| 3 +Е}о{ эк ez 
ВРТА : "D" 
PROBLEMA 10: 
Los valores de x, para los cuales se cumple la ecuación: 


Sen*x+Cos*x=1, son: 
(keZ entero cualquiera) 
kx Ел m 2hx 
А) = В)х= > С)х= 6 D)sz—— 
RESOLUCIÓN: : 


CTRIGONOMETRIAA 717 


* Sen*x- cos*x =1 
=>1– 2sen*xcos?x-1 => sen*xcos*x=0 
= senx созх=0 => 2senxcosx=0 


> зеп2х=0 > реке, 
ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 11: 
Resolver la siguiente ecuación: 
2зепх соз2х-2соз2х-зепх+1=0 


A)x/2,x/12,x/8  B)r/2,x/6,x/4  C)x/2,x/6,x/12 
D)x/2,x/6,5x/6 E)x/12,x/12,5x/12 


RESOLUCIÓN: 

* Factorizando la expresión dada, se obtiene: 
(2cos2x-1)(senx-1) = 0 

* Igualando a cero cada factor: 


1 


1) 2cos2x -1= = сова = 


> 25=2nx 15 > х= nricineZ. 
II) senx — 1-0 => senx=1 


eh Es LS yer Мне A (П) 


* De (1) se obtiene: 


* De (П) se obtiene: 


= Las soluciones positivas y menores de una vuelta. 


E 5,4) 
6 "2 "6 


PROBLEMA 12; 
Al resolver la ecuación trigonométrica. 

Sen?x – Соз*х+ Sec'x - Tg'x= 1-«3Sec'xTg'x, 
Se obtienen soluciones en los cuadrantes: 
АЛУП ВПУШ СИПУІ D)VylH ЕЈГУТУ 
RESOLUCIÓN: 
* Dela ecuación: 
Sen?x-cos"x -sec"x-tg^x =1+3зес?х ішік see (I) 
Recordar: sec'x-tg'x = 1 
* Si elevamos al cubo ambos miembros, se obtiene: 

sec?x — tg?x =1 + 3sec xtg’ x 

* Reemplazando en (I) y simplificando, se obtiene: 
зеп?х – соз?х=0 => зепіх-сов?х 


КРТА : “D” 


алып, 1 гр х=1 5 щх=1 
cos х 


=> x-nmzcarctg(1) => х=пл+т 


3019 


* Asignando valores a n (n є 2), se puede observar 
que las soluciones pertenecen a IC 6 ШС. 
RPTA: “С” 
PROBLEMA 13: 
Una exp eum A genera с como gráfico de la función 
= веп?х -cos x ; 0 < х < 2л 


таба adjunta: 


Determinar la suma de las abscisas de las 
intersecciones de esta curva con el ejes X. 
A)2x B)6x C)5x D) 4x 
RESOLUCIÓN: 

* Para hallar la intersecciones de la curva con el eje X, 
зе hace: y=0 

* Entonces : 

зеп?х – сов?х=0 > -соз2х=0 


Е)8я 


=> сов2х-0 => 20=(20+1)5, nez 


x=(2n+1) = => asignando valores а "п" 


* para obtener los valores de x comprendidos en /0;2л/ 


п=05=>х=* 2 n=231= 

Зл 7л 
= = ; п=8 = 
n=1>x 4 п DEM. 


x Зл ӧл 7л 


“Sumas + —+ +— >зата=4я 


4 4 4 
RPTA: “D” 

PROBLEMA 14 : 
Al resolver el siguiente sistema: 
Cos(x+y)cos(x – y)=0 Ѕеп(х+у)веп(х – »-i 
Calcular y, vne Z 
A) tE B) + E С) =пл += D) 75.4 

ЕЕ ГРЕЗ 


RESOLUCIÓN: 
Ps (x+y) cos(x – y) 20 


Sen(x-y)sen(x — »-i unc 


ECUACIONES  THIGONOMETRICAS И 


* Sumamos: (1) y an 


Cos(x+y)xcos(x – y) +веп(х+у)веп(х — y) =0+5 


эсо(езу)-в-уД-2 => сов: = 


> 3y-2ks  arccos > 2y=hr £5 o ym hn E 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 15: 

Calcular ж; si: Tan(x,+x7+x3)=1 
Tan(x,-x7+x3)=2 ; Vke Z 
Тап(х, + x3-x3)=3 

ШАР Ж жк aka ET 

Ax. 8 B)x,=2kx 2 O)x,-kz- 8 D)x,=3kx- 5 


RESOLUCIÓN: 


Tan(x,+x¿+x5)=1. - (1) 

Tan(x, — x, + x3)72. п) 

Tan(x,* ху — 35)... eere (ш) 
* De (П y Ш): 
* Recuerda: 7 

апд + tana 
Е 1-tan0.tana 
2+3 

tan[(x y* xs xs) (xy x5 31-285 


> tan2x,=-1> 2x,=kxr+arctan(-1) 
k. 
2x; =ва-т> и 5 
ВРТА ; “А” 
PROBLEMA 16: 
Dado el sistema fgx+ctgy=2 
tgy+ctgx=2 
Una solución para х ев: = 2; 
А)2х+7 В 2-х Об Рук 
RESOLUCIÓN: 
Тапх%соіу-2..0400ДҘ 99 4 ..4...1) 
Тапу + совх = 2 200... (LE) 
Coty = (2 - tanx) 


Tany = (2 - cotx) 


;VheZ 


л 
В+ 


* De (I): 
* De (II): 
* Multiplicamos ambos resultados 
Tanyxcoty =(2 - tanx)(2 – cotx) 

1 
=> 1=(2 - tanx)(2 – сох) 
=> 124 – 2соїх - Мапх + tanx . cotx 


>tanx+cotx=2 => гап+ E =2 
tanx 


tans 1-2lanx => tan? -2lanx 1-0 


> [tanx-1]' =0 > tanx=1 


>x=kx+arctan(1) Sh +7 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 17: 
Resolver el siguiente sistema: cos2x – cos2y=1 


х+у= 57, calcular y, sikeZ 
л л Зл бл гл 
== Zikr 02- == ES 
Ај ha Bor 04 К) Е Е + 


RESOLUCIÓN: 


х+ == Е 


көлден (6) 


* Transformando a producto (1): 
2sen(x+y) xsen(y – x) -1 
+ Reemplazamos (11): 


Яве P хаеп(у-—х)=1 >sen(y-x)=1 


> у-х=рва+у ОЕА E S (IH) 
* De (II) у(Ш): 
л 2x 
sl Pg | y- В 
ЕРТА : “E” 


PROBLEMA 18: 
Resolver el sistema de ecuaciones 


1-tgxxtgy=tgx+tgy х-у=т 
- я. Ял 7 кя x Ая, 7= 
Mts PA Ty 
ж ж. м,” py TE ых 
Or mi + DA gy ny 
_kx_7x Ел т 
А Е 
RESOLUCIÓN: 
1-tanxxtany=tanx+tany mmm. (1) 
ХУ еее РАНЕ (11) 
* Пе: (1): 
tanx + tany 
aE = 
Tu 5% => 1=tan(x+y) 
Gy) kr rial НА (ШШ) 
* De (II) y (Ш): 
Da EA DEE 
2 24 2 24 


PROBLEMA 19: 
Resolver el sistema e indicar las soluciones generales 


чу ¡WVheZ 


4seny(1— совх)=1 
я я я я я 
Art. В+ O)2ke i. О) Ekris 


RESOLUCIÓN: 


х+у=—. инек АА СҚА» 
4senyx(1-cosx)=1 ......ӛ/ eene (1) 
=# A 
* Пе (1): у= 22% 
* Reemplazamos en (11): 


чает( « (1 вов) 


> dcosx x (1 – совх) = 1 => 4 cosx — 4cos? x =1 

=>0 = 4208" х – 4cosx + 1 

=> 0=[2c08x – 1]? meos a=2kr ауте 
RPTA : "C" 

PROBLEMA 20 : 


Dada la ecuación: asen2x+bcos2x=e; tal que x es 
variable; a, b y e constantes reales. 


DEstablezca las condiciones para a, b y e tal que dicha 
ecuación tenga soluciones. 


II) Sia*+b*=e*, halle tanx a partir de dicha igualdad. 
SOLUCIÓN : 
I) asen2x+bcos2x=c 
Reemplazando por las identidades del área doble . 
NEN, 

= Sinis усы 1 Pur 

I+tan*x 1+tan*x 
Sustituyendo en la ecuación dada. 

Шапх 


= «(22а Јањ EI > n -с-0 
1+{ап? х l+tan? x 

> al 2tanx)+b(1-tan*x)-c(1+tan*x)=0 

> (b c)tan*x – 2atanx+(c—b)=0 

Por fórmula general se tiene: 

n Ма)“ - 4(e&b)(c -b) 


2b+c) 


-азуа ыы - c? 


tanx: pes —— nt ( || 
Para que la ecuación tenga soluciones tanx e В 
та -с? >05 c? «a? b? 

П) Por condición a*+b* =". Sustituyendo en (1): 


sen2x 


КЮЛ 


гапх = > > tanxz —— 


AJhx B)2kx C)'T. DIARADE E)J4k- 1). 
(62) Resolver: |Cosx | =1 e indicar cuantas soluciones 
hay para /0;8z] 


A)5 B) 4 С) 9 Р) 10 

(63) Indicar una solución de la ecuación. 
вепх + sen3x + зепбх = 0 

А) 30° В) 150° С) 210°  D)300 Е) 315° 


(63) Resolver la ecuación: /3senx + cosx = 1, ke Z 
ax В)гкх+®* суға руін EJB6C 


E) 8 


A) ka += 


(03) Resolver: tg(3x--20*) = tgx; ke Z 
А) 860% – 10° В) 180% 
D)180"k - 10° Е) 90% – 10° 


(63) Hallar el conjunto solución de la ecuación: 
зепбх = АЕ 


пл я я 
B) +O DTe Спа 17, те 


С) 90%. 


x 


12 
nx x 
DIH PG 


nx 
Aka 1”, 
пл л 
Е) ql =, 36 
62 Hallar la suma de las 3 primeras soluciones 
positivas de la ecuación. 


Sen3x=- 42 
2 
А)180° В)375° C)275 | D)475* E)315* 
(68) Hallar el conjunto solución de la ecuación: 
me 
z я nz, x 
A, — 2 = == 
6 B) а О) *32 
п/ж пя. я 
D) Т^ 32 Е) E E 


@ Hallar la suma de las 3 primeras soluciones 
positivas de la ecuación. 


Costs 78 
A)144* B)154* С)164°  D)74  E)I84 


49 Hallar el conjunto solución de la ecuación. 
Tan2x = 1 


ECUACIONES _ TRIGONOMETRICAS И 


А nr В) neta о) + 
пл XxX пя xr 
D) > +8 Е) 72 716 


O) Sumar las soluciones de la ecuación: 
cosx – ҮЗвелх-/2;віхе)-ж;0/ 


A)b-x/3  B)-2x/3 сјо D)2x Е)-3л/4 
(3) Resolver: ctg3x=tgx ; si ke Z 
Akale  B)(2k- 05 C)2kx  D)kz|3  EJkx/4 


(E) Resolver: arcsenx -ағссовх- 5 


А)-1/2 В) 3/2 С)-32 р)1/2 Е)1 
(O) Resolver: arcsen3x = arcsenx + arccosx 
A)- 1/2 B)1/3 С)1 D)- 1/3 Е)я!8 


(Э Relacionar: a, b y c para la ecuación sea compatible: 

asenx + bcosx = с 
В)а?+Ь? > с? 
Е)а* eb? +с*=0 


А) а? «b? sc? 
D)a-b»c 
(£9) Resolver: 


Cja+b2c 


2л 
+у=— 
#+5= 


senx +seny=- /3 


В)х=у=л/8 
Р)х=- ЧА ух Ejx=x ҙу--5 
(O Resolver: 3 
cosx сову=— 

4 

1 

senx E 


А) х=30° ; у=60° 
D) x=0" ; у=90° 


(13) Resolver: 


В) х=у=30° 
Е) х=у=15° 


С) х=у=60° 


зепхЁсову= 1. 
ЕГІЗ 


$ 4 1 
+ == 
совх + зепу Jm 
Calcular: x - y 
А)я13 В)я/6 С)тг D)x/8 E)- 1113 
(19) Hallar la solución principal de la ecuación: 


1+senx+cosx+sen2x+c082x=0 
А)я13  Bj)x/2 C)2x/3 D)3x/4 


© Indicar un valor de “y” еп el sistema: 


i я 
БЕ 


Е)ӧх/6 


3/6 


ых sen! x tsen’ y= E 


A)30* B)60* C)45* D)U5 Er 


ТАРЕ ДИО ОМ СЛАЊА 


ӨЗ) Indicar un valor de ecuación: 
(senx-cosx)* = sen2x 
A)30* В)60% С)76% D)90* Е)120 


(93) Resolver: mogt is-2; si: keZ 


kx x x 
ея 
(03 Si: x,» Xg, x, son raíces de la ecuación: 


z Li т 
А)Ет+ F B)kz- 54 С)гЕл – ST D) 


1 
Zoensooale= deny tal que: 0< aya, 35 
Calcular: x,-- x, + x, 


А) я С)8х 


(62) Hallar la suma de las soluciones de la ecuación: 
2sen?x+ /Звеп2х=8; six e [0; 21] 


А)4я(56 В)7я13 C)2x D)8z/3 Е)бя!3 
(03) Resolver: Агсвепх + Загссовх = zm 
A)1/2 В)0 С)-1/2 D)1 E)1/4 


DATE ЛЕБ) 


@ Resuelva 2sen(cos 2х)=1, пе 2. 


Bins Тагссов (4) Cs £7. 


Aper arecos(5) 2 6 


6 
D)3nx +arccos| 2) Е)+ агссов (2 ) 
К 4 Y x 
63) ¿Cuántas soluciones tiene la ecuación 00857157 
A) 50 B) 60 ©) 70 р) 80 Е) 90 


63 Al resolver la ecuación 2"–3%–1 =0 ве obtiene como 


7 


2 1 
raíces x, ; x, ; жу. Calcule el valor de 5; аге sen( $ ж) 
ӛзі 


л B) я с) я 0)13% 


4-5 10 18 9 9 


(6% Dada la siguiente ecuación trigonométrica : 
senáx —cos4x--6senx —sen2x-Fcos2x--6cosx cuyas 


soluciones son -r «x, «x en DE; determinar el 


valor de : 


ATRIGONOMETRIAS | 721 | A ENCICLOPEDIA 2012 


А)12 В)4 С)16 
@ Resuelva la ecuación : 
tan*x=800 cos*x+35sen*x. 


0)8 Е)20 


Calcule la suma de soluciones para x e [0; 2]. 
Ax B)2x С)3х D)4x 
69 Resuelva : 

M (sen x+cos x) tan x+cotx 


kx x 
Be. 
sa 


Е)б я 


С)ава+(– 1)“ > 
я 
E)Ske 7 


62 Resuelva la ecuación : 
sen3x+sen2x+8enx=c083x+c082x+c08x 
Un conjunto solución es (k e Z). 


я sk л я 
А+ В)-7%5 С)3еЕі, 
x я 
D)zk+7 Е) 25+ 
68 Si х, ; x, son las raíces de la ecuación 
8зеп$(1— tan? 
и EE y halle “ип 


conjunto para ø que verifique la siguiente igualdad 


x-af=1;kez. 


я kx, я kr; x 

Akset 5 B) +16 С +16 
я ka a 
Эя+^ DESEES 
eer ) 32 + 16 


(93) Resuelva : 
cos" (x – 10x) +веп" (х - 81x)-1;(k e 2) 


x x xk 
Ауаға); B)(2xk)o sez) e 


рхо rrez} E)zk 


@ De 1а 


sen seen 49) indique la suma de sus tres 


ecuación — trigonométrica 


menores soluciones positivas. 
А) 270° B)540* С)630° D)720° Е)810° 


(£3) Resuelva la siguiente ecuación trigonométrica 

(A ( fan!x - 3 
cot x - tan x cot x -3fanx 
siendo k e Z. 


үкен tan2x 


A) 2h + arccos 1 B) kx + arcsen= Сук + arcsen a 
Р) Ех + arcsec3 E) kx t arccot 15 
(O) Halle la solución del sistema : 
веп(а + х) +веп(а + у ) +зепа=0 
соз(а + х) +соз(а + у)+сова=0 
siendo а una constante, n y Ке Z. 2 
A2nz:2kz) _ Випава)  C)(Z;2kx+ 2) 
2z 2x 2x 2z 
D (2n 35,25) Е)[2пх+ ZE ghe 1) 
(O) Resuelva el sistema. 
х- qup mme (1) 
(1772 vies. ik 
tany= aa Баш 
tan Ке (П) 
ж.ж Зя Зх m3r ж Зя х Зх я 
43040 P2919 O 1954 0) 1074 1078 


(£3) Calcule las soluciones del sistema que satisfacen 
las condiciones. 5 м 
sen?x -cos*y-a;- > «a«0, m 


7a -r я 
además, E<x< E; Я ey c7. 
355.8 3. Уса 


zl z 1 
Аја „+ сагесов3а 3 у аағесовда 
dx 1 


2: 5 
B)x- я — S arccos?a ; y=- + S arecos2a 


С)х= 5 +arccosa b у= 5 агесова 
D)s- 79 - arccosa ; y=% arccosa 


Б)х= 72 +arccos $ 2 у== +агссова ® 


2 6 2 
a» Resuelva el sistema de ecuaciones tal que : 
senx+sen y=m 
cos х + сов y=/3 т 


Sabiendo además que 0<х%у<% 


A)x=arccos(2m* – 1) ; yz arccos(2m* - 1) 
EL ГР OON 2e] d 5 
B)x- S arccos(2m* -1) у= g arccos(2m* 1) 


с) «=E+arecos(2m* SJ w5 -arecos(2m* —1). 
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D)x==+2arecos(m* -1); -%- Earm? -1) 


2 
E) s 5 + т arecos(m* -1); ug d arccos(m* -1) 


(19) Siendo а y р las variables angulares resuelva el 
siguiente sistema : 


а-в pU menn (1) 

tanae тины) 

їапр= 278 ЕВ ап) 
ERA ПРИЧИ 
oz = ; = = яве D)kz-7 ; = = TsheZ 
Ез ; ы 4 


(42) Resuelva la siguiente ecuación : 


tan (2002) lttana) (1—-tan25*( 1--tan35* 
3 1-tana 1+ѓап25° J| 1-tan35" 


я я kx ж 
Pw. Biks* keZ o =18' ez 


Dz юм, њег 


2 45' 
(3) Al resolver la ecuación: 


1 
log, |, (senx)-., ¡O<x<x 
8 


¿cuál es la diferencia entre el mayor y menor valor de 
27 


АЕ mi сор вх 


Determine la suma a de soluciones, en la siguiente 
gui 
ecuación. 


diss T ағесовх)- E 
1-48 „46 42 ,,1%/3-У2 „ 1-43-J2 
А Б): C)- 9° Рае: EL 
9) Al resolver la ecuación trigonométrica 
41-cos5x 4:21*2cos 5х — 9 
indique la menor solución positiva. 
A Иа ДЕ 


ts 15 15 5 5 


€) Resuelva: 

arcsen [сов (arcsenx)]+arecos [sen (arecosx)] =5cos2x 

Halle la suma de las dos primeras soluciones рони 

Ar В)2х C)j3x Dx Ејбх 

ЕЭ Al resolver se tiene por soluciones а: 
3x(1-x)-x*=/2(1-3x?)-1 

A)(tan7 ;tan67 ;tan127') 

B) (tan5 ;tan65 :tan125") 

C)(tan730';tan6730'; tan12730') 

Р) {?ап5°30' ;tan65"30'; tan125*30') 

E)(sen5 ;зепб5° ; sen125*) 


€3) Halle el valor de a: aproximadamente , a partir de 
la siguiente ecuación. 


sen(4k+1) E 
кн 4 [зепа+ 1] 
зеп8@ = 
2 arc со (1,875) 


donde ke 25у Б 


6 
я я я я 
Ac Bas O у 
Е) № existe valor alguno para а 
ЕЭ Dada la ecuación : 
22,0 2. ЕЖ 
ec (Z+ 2) -16tan ес (£^ 2) 


indique la solución general. 
A) найы B)kr-Gshe 2 


С) 2h tE 5:862 D) (20+1)5 ње ¡hez 


E) aa 2 


(CLAVES DE LA PRIMERA PRACTICA) 


OBJETIVOS: 


* Conocer los distintos enfoques de cálculos , que 
resuelvan la inecuación trigonométrica. 


* Desarrollar la capacidad de análisis y crítica , con el 
uso de las identidades trigonométricas aplicadas a la 
teoría de los número reales y relacionándolas a las 
funciones trigonométricas. 


* Calcular el conjunto de valores que asume una 
variable para el cual se verifica una inecuación 
trigonomélrica. 


CONCEPTOS PRELIMINARES 


COMPARACIÓN DE CANTIDADES : 
Con el objeto de comparar una cantidad de otra se 
usarán los símbolos básicos: <; >; =; >; < 


TEOREMAS BÁSICOS 


DE NÚMEROS REALES 


Los teoremas usados , en el cálculo se justifica en la 
teoría de los números reales , los que no detallaremos, 
sin embargo mencionaremos algunos; 


Прадо xeR=>x*>0 


Прадо x > 0 => Је > 0 

x: х>0 
х=0 

—x: х<0 

IV)Dadob>0:xER=>|<b=>-—b<x<b: 


pl2b>x>bvx<-b 


V)Dadoa ER AbER" :a<x<b=>0<|x|< max (a|,|o)) 


Ш)радо x € R, luego: |x| = 


VI)Dadoa € R^b€ R: ab » 0 =>ја +6]> 2/ab. 

Los teoremas indicados anteriormente y el uso de la 
circunferencia trigonométrica , asocian um análisis a 
considerar en el estudio del presente capítulo. 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


EJERCICIO 1 2 


Si: Соз(А + В) у Cos(A-B) tienen el mismo signo, 
luego A y B satisfacen la relación. 


A)SenA»CosB В) SenB>CosA C)|SenB|»|CosA| 
D)|SenA|«|CosB | E)|SenA|=|CosB| 
RESOLUCIÓN : 
Dada la condición, se cumple que: 
Cos(A-- B)Cos(A — В)>0 = Cos(2A) + Cos(2B)>0 
=> 1— 2Sen*A«2Cos*B —1>0 
= Cos? B > беп" A = |CosB|» |SenA| 

RPTA : "D" 
EJERCICIO 2: 
А que cuadrante pertenece «ө» que satisface: 


Sen (20 ЈСозб < 0 


Але  BIIQ CHIQ рлуд  EJIQóIVQ 
RESOLUCIÓN: 
* El producto de números es negativo , si tienen signos 
diferentes : /Sen(20) Созб < 0 
HRS 

*L (+) (1 

juego: 

Sen(20) >0 ^ Cos0 «0 


Зан Cole СОЮ <0 


=> Ѕеп <0 ЛСоз0 <0 = 
RPTA : “С” 
EJERCICIO 3: 
Determine el mínimo valor que asume la función 
definida por: 
f(x) =28еп"х +3Совх: ағесен 2) <=< 25 


А) 25/8 BJO с)2 Е)-25/11 


Agrupando 
RESOLUCIÓN : 
La expresión f(x) es equivalente a: 
f(x) = 2(1 – Сов"х) +3CosA 
= f(x)=-2|Cos*x E Coss —1 


D) 25/16 


Completando cuadrados: 
пы (о zi -5), areCos| +) <x = 


Se representa el intervalo de «ж» (dato), en la 
Circunferencia Trigonométrica y se observa: 


А cada «x» se le asocia un «Cosx» y considerado que 
es una función decreciente: => 0 < Cosx < 8/4 


* construyendo : fix): «(Coss —3) «0 


ВРТА : “С” 
EJERCICIO 4: 


Determine el dominio de la función definida por: 
fx)- 2— Беп?х — Sentx = 2: Dado neZ 


(2n + Dr 
4 


А)пт B) с) D) Ејгпл 


RESOLUCIÓN : 


Nótese que durante el recorrido de las afirmaciones 
preliminares es necesario recordar que: el dominio de 
la función está dado por el conjunto de valores que 
toma «x» de modo que exista f(x) , en el campo real, 


deallí que afirmamos: f(x)=2— dents —Sen*x — А 
es necesario: Ѕеп?х — Sen*x E 20 
también es equivalentea : Sen*x — Sen? x + A <0 


ambien: (бета — 5) «0 


cumple : (Senta – 5) <06 Зет? х-1-0 


Nocumple en R 
рог lo tanto: — 2Sen?*x —1—0 
por identidad: ^ Cos(2x)—0 


resolviendo : 2х-(2п ++ vn EZ 
= „= (2а+ Уве, 


= от, - (2n 17 : nez 


RPTA : “С” 


INECUACIÓN 
TRIGONOMÉTRICA 


Se denomina inecuación trigonométrica a toda 
desigualdad entre funciones trigonométricas que se va 
o no a verificar para un conjunto de valores de la 
variable , si la inecuación se verifica se llamará 
compatible en caso contrario incompatible. 


EJEMPLO: 

* Зепх > cos2x 

* Зепх + совх < 1 

* 2 + Звепх < cos2x 


INECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA 
ELEMENTAL (I.T.E) 


Es toda inecuación trigonométrica que tiene la forma: 


F.T(kx 0) 2 У 


EJEMPLO: 

1 л 
ж Sen2x»— * Sec| 2x+=|>2 
nae» (+) 


x 
* Tg 3 <1 
NOTA : 
Teniendo la І.Т.Е deberá asumirse la igualdad: 


F.T.(kx+0)=N 


En este caso se deberá resolver en los cuadrantes 
correspondientes para (kx +0). Deberá ubicarse en la 
C.T. los arcos hallados anteriormente, para luego 
representar la ЕТ: en un intervalo adecuado, donde 
se satisfacen las desigualdades iniciales. Para la 
solución general se agregará 2nx(n e Z) esto en el caso 
que la inecuación involucre: зеп, соз, sec, csc. 


Si la inecuación involucra £g у efg agregaremos пл. 


CONJUNTO SOLUCIÓN DE 
IVECUACIONES 


Se entiende por conjunto solución de una inecuación, 
como el conjunto de valores de la incógnita (o 
incógnitas) para los cuales es cierta la desigualdad. 
Recordemos que lo, teoremas de cálculos mencionados 
en el punto anterior , asociado con la representación 
en la circunferencia trigonométrica nos ayuda a 
calcular una variable con una expresión sencilla. Sin 
embargo cuando el problema resulta difícil de reducir 
entonces el siguientes razonamiento. 

Dadas dos funciones f y g definidas por y = f(x) , 
y = g(x) respectivamente con dominios 

P=Dom f A L =Domg luego calculamos 
М = PN Ра intersección de dominios (en un caso 
particular , M puede ser un conjunto vacío). Ahora 
supongamos que se requiere hallar todos los 
números" x, " del campo M: para сада uno de los cuales 
se verifique la desigualdad Лх,)> g(x, ). En estos 
casos se dice que el problema consiste en «resolver la 
inecuación» f(x) > g(x) con una incógnita x: б bien 
está dada la inecuación f(x) > g(x) con una incógnita 
х. 

EJERCICIO 5: 


Sean las gráficas de las funciones f y g , las mostradas 
a continuación de manera que se sabe: 


I—M-——3À 
Р = Бот] = [a;c] 
L= Domg = [5; 4] 
М = Domf N Рот = [6; с] 
Se pide : 
resolver la inecuación fíx) > g(x) 
RESOLUCIÓN : 
De la figura observamos que : 


+ M=|b;c]es el campo de valores de «x» рага los 
cuales f y g existen. 

* El número a € M lleva el nombre de solución (raíz) 
de la ecuación f(x) = (ж); ya que al sustituirlo en 
lugar de la incógnita x, la ecuación se convierte en 
una igualdad numérica lícita /(а) = g(a) 


En el conjunto M, six + a entonces fx) + g(x): luego 
afirmamos que flx)>g(x) б f(x) < g(x) y esto solo 
se cumple al particionar el conjunto M en: 

* xE[b;a) cumple (ж) < g(x) (Gráfica де g está 
encima def). 

* xE(a;e] cumple fix) > g(x) (Gráfica de f está 
encima de g). 


* Por lo tanto: (ж) > (ж). Si: x € (a;e]. 


EJERCICIO 6: 
Resolver: Sen(5x) >Senx. Dado: x € ші 


ор) ноо) mg) 


RESOLUCIÓN : 
* Sean f y # dos funciones que cumplan: 

f(x) = Sen(5x) ^ g(x) =Senx: Domf N Рот = lo: 
* Graficando f' y g en el plano cartesiano : 


B 


En la intersección : 
f(x) = gix) => Sen(5x)=Senx, 


se cumple: 


бх =kr+ ( - ix ; УҺ? ac tit] 


En la figura: fíx) > g(x) si la gráfica de "f" está 
encima de la gráfica de «g» 


= Sen(5x)>Senx; si 


RPTA : “р” 
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7 INECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 
FUNDAMENTALES 


Nuestro objetivo será ilustrar los métodos de solución 
de una variable x de aquellas inecuaciones que se 
reducen a los siguientes tipos: 


F.T.(x) 5b: F.T.(x) 2b:bceR 


F.T.(x) «b: F.T.(x) 2b:beR 
EJERCICIO 7: 
Resolver: Senx > 5 : dado € Z 


АЙ ee + 2) вт + 2пт;(2п + 24 


стт A d 
RESOLUCIÓN 
Usando la circunferencia trigonométrica 


I) Se ubican M, у М, los extremos de arcos de solución 
de la ecuación Senx — 1/2 


DE; EE] 


donde sE 2ла vas 9+2 тет 


П) Resaltamos el intervalo de х comprendido entre 
los extremos M, , M, que verifique la inecuación 
1 
>=. 
Senx > р 
Ш) La solución de la inecuación propuesta está dada 
por los valores de «х» que cumplan: 


em <а < E +2т те 


ВРТА : “A” 


EJERCICIO 8: 


Resolver: Coss > 2 


0 с х < 2л 


7.7 в)јо 7 | с); рт, 
А 5 вот | С) |0] 4 ie | сор 
RESOLUCIÓN : 
Usando el plano cartesiano 
Hacemos: f(x) =Cosx ^ g(x) -2.o <x<2r 


Representamos la gráfica en el plano cartesiano de f y 
g- 


Nótese emel plano cartesiano la intersección de f y g 

; 42 т Tr 
ocurre si Cosy = —— Lot 
Р-Р Я 


Luego: f(x) > g(x) si la gráfica de «f» está encima де 
la gráfica de «g». La solución de la inecuación 
propuesta está dada para los valores de : 


Е 


RPTA : “E” 
EJERCICIO 9: 


Para x € [0;т | determine el intervalo solución de 
т 
Te - =) <2-—3Tgx. 


Ao) ms је 22 }р)(огк)в)А овос 
Эк ў 


RESOLUCIÓN : 


з. 
x 1— Tgx – 2— 2Tgx + ЗТих + ЗТих' 520 
1+Tgx 


+ 3Tg2x— 1. 0 
1-Тұх 


(УЗТех + 1JV3Tg=+1) 


eco cipe cv E сте < F(x) = G(x) => Senx = cos2x 


бл 
intervalo solución: ( = ж Зе = эа+2х=о => аи 25 х%2х--- 
је» oo (ы ^W s) Bx 5 
6 2' 4 6 = E y 
> х= 6 > 6 Ө. 
RPTA : “E” 


“Еп general: 254 exc 2p 57 
EJERCICIO 10: 6 6 


Calcular los valores de *e* e (0; х) еп: sens» 2 SOLUCIÓN A CASOS PARTICULARES 


imei ipai Senx>a ¡la|< 1 x € (агсвепа + 2лп;л - aresena + хп) 
Met Жа C Senx«a ;ja|- 1 x € (x – aresena + 2xn;aresena + 21n) 
х=30 6 > ; де (-агссова + 21n;arecosa + 21m) 
—>зепх =— = H - 
I. A de x e (агосоза + 2xn ;2x - агссова + 2zn) 
xe area nie ха) 
* Enla C.T.observamosque: e| S esmioretgn ха) 
> x e (30° ; 1507) TAN 
аоп4е:п =0;+1;+2;+3;... 
белу» ; se resuelve рага: EJERCICIO 12: 
30° < x < 150° Determinar todos los valores de x tal que : 
озо: беп(2х) > 6Созх, дадо пе 2 
La solución general en el ejemplo, será: = 2n эт 
ara тіл +2) Ватт + 2m +) 
24+ < х< 22°; kez 3 2 = 
6 $ С злс Ese +25) Dl En 4.25. 
EJERCICIO 11: 3 E] у 3 
Resolver: Senx > Cos2x п п 
Е) 2пл ——; - 
Para x e [0; 21] \ РЕ 2+7) 
RESOLUCIÓN: RESOLUCIÓN : 
1) Graficamos: Sea f y g dos funciones de modo que: 


Fíx)=senx = T=2x 
С(х)= rj > Т=х 


hacemos: 

f(x) = sen2x; g( x) = 6cos x; Domf N Рота = R 
Graficamos en un intervalo de un período mínimo para 
analizar el comportamiento de ambas funciones y luego 
generalizar el conjunto solución. 


II) Sombreamos donde F(x) » G(x) 
III) Para hallar los puntos de intersección se iguala a: 


AINECUACIONES TRIGONOMETRICAS 


fi)» s пят dado пе? 
алыйн: 2пт+ T < < 2пт 27 


5 ЕРТА : “В” 
EJERCICIO 13: 


Resolver la inecuación en el siguiente intervalo (25) 
SenxSen(2x) < Sen(3x)Sen(4x) 
3 
2 


мр) mbi) oim 


эк) ojo) 


RESOLUCIÓN : 


Usando identidades de transformaciones de producto 
a suma la inecuación propuesta será equivalente 


Cos — Cos(3x) < Созх — Cos(7x) 
=> Cos(7x) < Соз(3х) 
= Sen(5x)Sen( 2x) » 0 

*dado:0 c x «^, Sen(2x) >0 


Factor роз со. 
*luegolainecuación sereduce а: Sen( 5x) > 0 


*se cumple: лт < 5x < Фил x > A << (за + 1). 


њеб 0<х «X | intersectandocon 0 < x ст /2 
5 
2т п 
ЕЕ <» <= tenemos : ке(0; 3m E E 
RPTA : “С” 


EJERCICIO 14: 
x 
Resolver la inecuación: 3Tgx + 4Sen*( = )«2 


бл 
dar el conjunto solución comprendido en (= ¿37 ) 


ada пуне) о) 


6 6 6 
бл 17x 
DI ) nre) 
RESOLUCIÓN : 


Mpx dS [5] - 2 <0 = те [esee (2) -7 «0 


Senx 
=8——— —2Cosx < 0 => 
SSenx — 2[1— Sen”) 


BEND 


3Senx — 2Cos' x 


0 
Cosx 5 


<0 


[z25( 1 EDITORIAL RUBISOS) 


[£2] 
2 а УЛ 
2Sen' зше y анны ї(бепх+2) „о, 


(e) 
Analizando : 
I) Sex +2 >ЉУХЕК 
Factor positivo 
п) dado x e к) a 2 a <0 
А чае 
2Senx—1>0= Senx> у => #тк 7 < к< + 2m3n eZ 
Лап 175 
=> I Sr 
RPTA : 'D” 


EJERCICIO 15: 
Resolver: беп(2х) > Tgx;0 Сх Ст 


АХ ты (век )в от) Golem in) 
maa ise) 
RESOLUCIÓN 

Sef y g dos funciones de modo que hacemos : 


Р(х) = Sen(2x) 
Е(х)- Тех 


Dom f N Dom g = (от) (Е) 


Gráficamos еп el dominio común : 


в” 


RPTA: 


(STRIGONOMETRIAS [128 | 


EJERCICIO 16 : 

Para que valores de x; 0 < x < 2r , se cumple: 
(1— Cosx + Senx)* > 1+Senx 

АХ: 


Е 


$) 9) sm) 


RESOLUCIÓN : 
De la inecuación propuesta, desarrollamos el primer 
miembro: 

14008" x + Sen? x —2Cosx+2Senx — 2SenxCosx > 1 + Senx 
1+8епх — 2008% — 2SenxCosx > 0 
(1 + Senx)(1—2Cosx) 20 


Observación : 


Representando en la СЛ. z 


1) 1+ Senx = 0 > Senx = —1 
ПЛ- 2Cosx = 0 => Coss = 5 
*Enel intervalo де 0« x < 21 => 0<1+5епх < 2 
*Enel intervalo det х <® = 0 <1- 2Созх < 3 


*Luegocumplesi : x P 3 «| 

RPTA : 'D" 
EJERCICIO 17 : 
& Para qué valores де х,0<х< 2r , se cumple: 


Я мены) 


MERE в) 


RESOLUCIÓN : 
Inecuación propuesta Sen(2x) > Cosx;0 < х < 27 


observar: 
12x+x==Z +2 km, REZ 


п A „Зл 

Ѕеп(2х) = Совх |=> х = E в == 
т бт 
di)2x — х= +20; ЕЁ х= E s 


EJERCICIO 18: 
Resolver la inecuación: 3Sen(2x) + Sen(4x) <Tgx, dar 


el conjunto solución comprendida en e ") s 


al 2) в; IZ foster) 

RESOLUCIÓN : 

38еп(2х) + Sen(4x) — Тех «0 

= SSen(2x )Совх + Sen(4x )Cosx - Senx 
Cosx 

multiplicamos por 2: 

3[25еп( 2x )Созх] + 2Sen(4x )Cosx — 25епх 


<0 


<0 
Совх 
deproductosa suma : 
3|Sen(3x)Senx] + Sen(5x) + Senx(3x)— 2Senx 
<0 
Созх 
_ Sen(8x) + 48еп(Зх)+ Senx < 0 
Совх 
2Sen(8x )Сов(2х) + 45еп(3х) 
= <0 
(+) 
a ASen(as) Cos 32)13. 5. (ту 
1-і 
Analizando : 
1)Cos(2x)+2>1 
Factor positivo 
11) dado: >< х<л-> Cox <0 


Factor positivo 
luegola inecuación (1) sereduce a : Sen(3x) » 0 
Luego: 2пт < 3х «(2n 1); ne Z 


nez 


ап cx <(®п +1); 
п-0:0<х<т/8 


n=1: яхты x 


RPTA : “В” 


EJERCICIO 19: 


Luego la inecuación se cumple si; 
Resolver: Sen*x+Sen(2x) < 3Cos?x, dar un 


т 

conjunto solución comprendido en ed 4 . ES |-arergs; H 
ВРТА : “A” 
A)-ereres: = в)|-атетузу 5 


с) атетуа | EJERCICIO 20: 
Resolver: 


т, x 
D) "serere ғ) 2 гагетез| 4Соз?х — 2(/3 + /2)Cosx +6 < 0;вї x є|0;2т] 


RESOLUCIÓN : 
La inecuación propuesta se transforma en: A) (5 ; =) в) E =) с) (5 H 5) 
Sen(2x) < 3Cos*x — Sen*x D)lo;7- amy 7r 117 
uso de identidades : '6 674 4' 6 
Sen(2x) < 411020 | т |625 | RESOLUCIÓN : 
= Sen(2x) < 1+2Соз(2х)..........(*) 4Сов?х - 2(48 + 2) Cos x + /6 <0 
Sea f y g dos funciones de modo que hacemos: 2Cosx AAC] 
f(x)- Sen(2x) OE 
#(х) = 1+ 2Cos( 2x.) 2Cosx 242 
Domf прот -|-7.;7] (2Созх — J3 [2Cosx + /2)< 0 
Graficamos en el dominio comün IE. +. 
42 ya 
ud 2 
ER: 
т 74 lh 
+ хе omean 


RPTA : “E” 
EJERCICIO 21 : 


Resolver: те5] >1-Сішх,зі x € (0;7) 


= А) о) В)(0;т) C)(0;m) E ДЕЙ) ДЕР 
f(x) < (а) = x eoi | сі TOS TN 
Hallando ор: Sen(2x) = 1+ 2Cos(2x) 


ы 28e у. p[1- Тих те |> 1- Сы» => Ces — С S1- Се 
ЖУГЕРУ тих Е |5 gx [gx 


> Tg?x + 2Tgx – 3 =0 => Tgx=1 y Tgr=-3 = Cser > 1> xe (01m) = (5) 
GV x=-arcTg(3) 


RESOLUCIÓN : 


Б | 
ВРТА: «С° 


STRIGONOMETRIAS A) ACENOIULGFEBIA 3018 
РЕОВШЕМАОЈИВЕ ЈЕ ТО 5 "os mess deg dado que el coseno empieza a 


disminuir , hasta llegar a su simétrico : 


PROBLEMA 1: БЕРІК 
Calcular los valores de "x" є (0; 2я) que cumpla RE 

J * Luego: 

cosxs—— х 11 

2 455<%- 
A)[45;215] В)[45°;215°> С)[45°;315°> D)[45*;315*] 
RESOLUCIÓN: * Engeneral: A 425x115 opp, 
* Graficando todas las líneas coseno, cuya longitud es 6 6 


resolveremos la inecuación en forma analítica así: 


menor o igual a з » los cuales corresponden a arcos * Con la ayuda del cuadro expuesto en 
que pertenecen [45° ; 3157] cosx- E > xe(arecos ten о 
=> хє (Een ¡20 Farm) re(2me+2 : ШЕ ане) 
ЕРТА: “А” 
PROBLEMA 3: 
Para que valores де x,0«x«2x 
se cumple senx > cosx?. 5 ^ 
я Хх ж 
А/0<%<7 В) 0<%<-4- с) 0<х<-- 
D) 0<х<?* Е) бл 
RESOLUCIÓN: 
PROBLEMA 2: + Para resolver esta desigualdad, graficamos la 
; ^ J8 funciones: f(x)=senx y g(x)=c08x; luego,hallamos 
Resolver la inecuación: Cos + <-> locpuritos de iniarseccióni i 


lix 
6 


* Resolviendo la ecuación : f(x)=g(x); y, luego, 
observamos en qué intervalo se cumple que: 


+=) С) 


A (Emi E eun) B enn; 


ж Mx Ға) > gx). 
СЕК 6 +2) Е) М.А *G en 102] 
RESOLUCIÓN: 

* En la circunferencia trigonométrica ubicamos un 


48 


arco cuyo coseno que tenga por valor $ ,así tenemos: 


* Para hallar los puntos de intersección, resolvemos 


la ecuación: sens сове 
*En [025] 2 7571 
48 1 aa E 7 
Еп el gráfico cos x «—-, se cumplirá para todos los E 


2 


BENECUACIONES TRIGONOMETRICAS EDITORIAL RUBISOS 


«Еп el gráfico: 


* Observamos que f(x)» g(x), si x,«x«x, es decir: 
feet. 
PROBLEMA 4: 


¿Para qué valores del arco x, 0«x «2x se cumple 
sen 2x > cosx?. 

‚ 5х\, (за „за 

в (к: 5) (+) 


a ж Tx ля бл Зл 
e (5 2) rins) рт), 


RESOLUCIÓN: 
* Una forma de resolver esta desigualdad es graficando 
las curvas de la funciones: sen2x y созх, еп < 0;2л> 


y, en el mismo plano donde se observa que la curva del 
sen2x está más arriba. 


RPTA : “E” 


* Arriba de la curva del cosx, ahí se cumplirá que 
sen2x » cosx. En las zonas que se han sombreado, se 
cumple: sen2x > cosx. 
* Como se observará las curvas tiene puntos de 
intersección que айп по se han determinado; dichos 
puntos se obtienen resolviendo la ecuación 
sen2x = cosx. | 
• 2аепхсовх = сдах => 2вепхсовх -cosx = 0 
soluciones en (0,27) 
=> cosx(2senx - 1) = 0 ) sólo 


= созх = 0 => == у 37 (ya están еп la figura) 
2senx-1=0 = зепх= 5 merger d ATT, 
* Observando la figura: 
$ (abscisa de P) y += (abscisa de Q) 


* Por lo tanto, sen2x > cosx en «0 ; 21» 


ЕРТА : “р” 
PROBLEMA 5: 
Resolviendo Іа inecuación: Тех > 1 


AE emn; iem) BS emn; fem) 


4 4 2 
я 5x я 
ст; Этажи) рии: eam) 


RESOLUCIÓN: 


* Graficando en una circunferencia trigonométrica la 
ecuación trigonométrica dada y recordando el dominio 
de la tangente, tendremos; 


tangentes mayores 


En forma 


comprendidos entre E 


* Luego la inecuación se verifica para: 


* En general y en forma analítica, tendremos: 


4 2 
RPTA : “D” 


пи отоке [год enm; $m) e Foam: sm] 


PROBLEMA 6: 
Resolver la inecuación: 


D)$ 
RESOLUCIÓN: 
* Utilizando las siguientes fórmulas: 

1-совх = 2sen* Z y 1+cosx=2c08* © 
* Tendremos: 


* Factorizando, logramos: 


2cos( БОЗ 
* De donde: 
я 
-E|»o 
cos(x z) 
* Cuya solución será : 
3: Б; 
ded езен зе 


PROBLEMA 7: 

¿Para qué valores де x €«0;2z», se resuelve la 

siguiente inecuación trigonométricas. 
3cosx<1+senx? 


ж я я я Зя я 

Ад :2) (o;z) о(&зх) (5) юе; ) 

RESOLUCIÓN: 

"De — ]Зсозх<1+зепх ¡xe(0;2x) 
fix) Їх) 
f(x)=/3c08x 
Е(х)=1+зепх 


* Graficando: fix) y g(x) 


) f(x)«g(x) 


* Luego del gráfico: 
fix)«g(x) —xe(x, ; х2) 
* Calculo de x; AX: 
fix)2g(x) > V3cosx=1+senx 


-1- senx — УЗсовх - 15 2sen(s- 9) 
——— 


m x я 

1) Е > xri 
Ta 3: 

п) г: х;=—— 


= ле(я/б ; 3x/2) 225» 


PROBLEMA 8: 
La afirmación que cumple con la siguiente inecuación: 
„Звепх + /2совх < J3, es: 
Ах<ағееен(1) B)eoss> 25 сие [2 
D)scscarcsen( 2 }+®х E)gex e*t 
RESOLUCIÓN: 
* La inecuación: 
МЗвепх + /2созх < /3 
* Es equivalente a: 
V 2cosx < /3 – /Звепх 
* Sea: 
f(x)=/2c08x, y, в(х)= 48 – /Звепх 
* Graficamos ambas funciones. 
* Hallamos los puntos de intersección: 
fix) = gx) 
* Dela gráfica, determinamos para qué valores: 
fix) < g(x) 
* Graficamos: 
f(x) = /2совх ^ Blx)= J3(1— senx) 


Las curvas se intersectan. 
* Hallamos los puntos de intersección, resolviendo la 
ecuación: 


AEINECUACIONES TRIGONOMETRICAS [234 | 


М2совх = 18(1– senx) 
=> 2с08"х = 3(1– senx)* 
=> 2(1-веп*х) = 3(1- senx)* 
=> 2(1– зепх) (1+вепх) =3(1 – senx)* 
* Eliminamos: 
1-вепх-0 => senx= 1 


2h йе йэ 


я бл 
Бы] 
* Queda: 2(1+зепх)=3(1– senx) 
= 2+2зепх=3- Звепх => бвепх =1 
> вепх =1/5 
* Del gráfico se deduce que: 
1 


x,-arcsen 1/5 ; $5738 Green, 
* Finalmente, según el gráfico: f(x) < g(x) para: 
0«x «aresen + v Е<х<2жғағсып 2 
de las alternativas dadas sólo cumple la D. 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 9: 
|sen (20) |= sen28 
Hallar el conjunto de valores de 0 que cumplen: 
sen(20).csc?x « 0 
siendo хе R - (kx/k e Z} 
Ел kx 
А) ая В) T о Эт 
RESOLUCIÓN: 
[sen20|=8en20 .............. —— (1) 
as sese x <0 И... an) 


*De (I): 
|sen26|— sen20 
—>зеп20>0.. „ине ньицьнчьнииивьзнинивьнив* (ШЇ) 
* Recuerda: 
| Csc*x є[1;+‹) 
Еа N лор < НИ 


* Luego de (III) y (IV) => sen20=0 


и kx 
EOS Mery ВРТА : “В” 


PROBLEMA 10: 
Calcule los valores de fana, si a € (а * =) además; 
Усойбасова <0 у 


А%0;11 воз) (а 42-1: -1) 
D)(o;42-1) Eros Va 248 - 48-1) 
RESOLUCIÓN: 
* Piden valores de fana. 
(9%) 
aclx; Ww) 
„еогВасова «0 ... 


* De (I): a e ШС => cosa es negativo 
* Reemplazando en (11) cot8a : positivo 


*Si:n-8-»-x« ae cumple con (1) 


* En la С.Т; Y 
Ex =? 
* Del gráfico: CL tana 
a 
O<tana<tan(z+2) E 
* Por reducción al IC: О<ѓапа< tano 
* Recordando: tan = esc - cotó 
=0<1апа «esc? -cot $ > О<ша< 42-1 
ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 11: 
Resolver la inecuación: 
tgs(8- t8%2),, К ze(0;5) 
1-tg^x 2 
я х.х! ж.ж ж, LINE х' 
2 CA Ж. Lond 0;— LA 
ao) (ss) 


RESOLUCIÓN: 


IMETRIA 5 
2 
шыша) =) „0 $ zelo; z) 
1-tan"x 


* En: “ей ; tanx>0 


PN 


Кы, > puntoscríticos 78 


x,—-1 


* Luegocomo fanx»0 — tanx e (0; 1)o (43 РЭ! 
Y 


чен ens) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 12: 
Sia. b son números pares, además : 


E=asen(x+ax)+ bcos(x — bx) 
Determine el máximo valor de E. 
RESOLUCIÓN : 
Dato a , b son pares — sen(x+ax)=senx 
=> cos(x – bx)=c08x Reemplazando 
=> asenx + bcosx Según el teorema, el máximo valor 
de dicha expresión es Ja? + b” 
PROBLEMA 13: 
Resolver en el intervalo (0; 2x) la inecuación: 
2sen*x-3senx+1<0 


БЕТТЕГІ 


RESOLUCIÓN: 


[735 | — — —LA ENCICLOPEDIA 3012) 


* De: 
2sen?x – Звепх +1>0 ; (0 ; 2x) 
2зепх 1 
зепх -1 


= (2senx – 1)(senx – 1)«0 .. 
+ Бе вафе: 


m 


зепхе (- 11]: V xeR 
> (senx - 1)e [ - 2; 0] 
> (вепх – 1)< 0 

* Luego en (1) tenemos que: 


(2senx – I) (senx — 1)«0 ; вепх #1 
ыы 
(-) 
=> гвепх – 1>0 > зепх> 5 


* Del gráfico: Y 


* Del Gráfico: 
xe(x/6 :5x/6)-[5) 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 14: 
Resolver la inecuación trigonométrica . 
1+зеп?(лх) < cos(21x) 
А) 2х OS с)@в+1)® D)k 
RESOLUCIÓN: 
De: 


1+sen*(xk)<cos(2xk); V ke Z 
= [1-cos(2xk) ] + зеп? (ak) «0 
> 2sen* (xk) sen" (sk) 0 
=> Ssen^(zk)«0 
* Recuerda: 
УаеК ; а*>0 

* Luego: 

Sen(xk)=0 = xzK-bkf 


> x=k 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 15: x 
5 (2+5) еее) 
Бі хе(0;2ж), resolver O = =) 
> есе 
ж я Зх я.3я\ бл 
Aul юр) о%)-% ВРТА : “a” 
Dg) 5 aan PROBLEMA 17: 
2'2]| 4 2'2| 4 Resolver: 
2 
RESOLUCIÓN: вх 1— 406 E 
1-2cosx `4веп?х-3 2 
* Пе: 25-22-50 ; хе(0; 22] Е 
et лог) во;=) ојјо;5) роги) 
* Recuerda: 2 6 3 12 
-Issen2x S1; V xe R RESOLUCIÓN: 
=>-1<-веп2х < 1 * De: 
> 0s1-sen2x s 2 ч 1+3созх ‚1-4е08?х | 0:225 
Shu (+) 1- 2совх `4веп?х-3 ” 2 
cosx y 2 o > L+3cosx 1-4 (1- sen*x) 
Ee. совх —sen2x V eT АЕК ЫЛА 
IBN ~ = «0 ^ * 1- 2cosx 4sen"x – З 
(+) 3 1+3с08х _ х-8 
1- 2cosx 2-3 
143cosx 2 
T <1 ^ 4sen*x-3+0 
УЗ 1+3е08х 
о. РЕ 
ж.3я\ [бя бсовх = Е 
> a) [56] => 1-2 «0 ; Peroxe|o;*]- cosx 20 
1 
RPTA:"D > ——  —-«0 ^ cosx +0 
A 1- 2cosx 
PROBLEMA 16: Sja <0 
Resolver sens 5o sens s x 10788) => 1«2cosw > эё 
2 
* Ej . 
a(z) a) o (35,57) оі, ==) dumm: tenemos : в 
“ 1) совх >= ^ сохж0 ; зелето 
RESOLUCIÓN: 


М ї+у?=1 Y 


Бена 2 кте; 2010525) я я 
45,8 2 ==> +5 


“Luego: xe[0;x/3) ER 
РТА: «С» 


([STRIGONOMETRIAS |2727) 
PROBLEMA 18: 
Hallar un intervalo en el cual: 


E = senx-cosx , es positivo 


ales; 4) СЕ ==) ol ==) D) ER 


4'4 
RESOLUCIÓN: 
* Condición 


PROBLEMA 19: 

Resolver: sen |х|— cos || > (V10 – /8)/4; [a|<x/2 
ТЕТЕ 
.RESOLUCIÓN: 

* Aplicando: senó — сов0 = een (0-7) 

* Resulta : 


sepes emis 


* Como: 0 {< >-- 55 |x|- > €— (LI) 
* Dado que la función seno es creciente en ЕЗ ; 
de (I) se concluye que: lsi- 215 7 — (Ш) 
* Ahora, de (И) y (Ш): т оос = 
* я: ione: gs я 

Битапдо 4 se obtiene: 30 <|x|< = 
* гай. TE 7х 7х х 

де donde tenemos: sef 2 zv E: z) 

RPTA : “С” 

PROBLEMA 20: 
Resolver: arctg |x|- arcctg |x| «0 
АҚ-о;-1) В)(1; +=) ©)(-1;1) 
RESOLUCIÓN: 
* La inecuación equivalente será : 


ENCICLOPEDIA 2012 
arctan|x|«arc cot |x| 
* Sumemos arc tan|x| a ambos miembros : 


Zarc tan|x|« arc tan|x|+arc cot |x| 
por propiedad es igual ах 


> 2are ват «5 => arc an |s| « 1 
* Sabemos дие ві М 20— arc tanN 20 
* Luego: 0 s arc tan|x| «7. 
* Dado que la función tangente es creciente en (54), 


se cumple : 
tan0 < tan(arc fan|s|) « tan? 05 М «1 


2-1 «x «12 хе (-1;1) 


RPTA : "с" 

PROBLEMA 21: 
Si x e (0; 2x); entonces al resolver : 
2зеп> \/3 + sen 24%- cos A se obtiene una solución 
dela forma x e (a;b). Halle a+b 

x я Зя бл 
^ B, = Dix ЕТ 
RESOLUCIÓN: 


2зепх > /3+sen24*- бя 119) dónde же (0;2x) 


* Observemos que: Beo 


* Reemplazando se obtiene : 
gens» В+ вона" - вета sens» 9 „хе(0; 2x) 
* Resolvamos gráficamente : 


YA 


я 2 
> жа) ав) a +b=x 


ЕРТА : “р” 


РКОВГЕМА 22: 


Resolver: 
побијен јен 
AJ[0; x] a №: С)[-х;х] 


sus] приме) 


RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente será : 


3000 (n ST +a o eon 24 5-а) 
=> Ssenx > зепЗх => Звейх > Зрей x — 4sen?x 


= 4sen?x > 0 => senx > 0 
* Resolvamos gráficamente teniendo еп cuenta la 


ndición: - 5,52 
condición sel 3 ) 


RPTA : “B” 
PROBLEMA 23: 
Si ĝe (5: 22 resolver x en la inecuación : 
зепд + cos(2x=0) 1 
созе – sen(2x – 0) 
я я. 
-%а;--<а<0; 
Аян а а; «s0;keZ 
ж Чч Ж 
B)ks —-+a;0 <a <giheZz 
Ск+ 5 +а;- <а<0; є 2 


RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente será : 


т 
227 -веп(2х- 0) 


* Transformemos а producto : 


La cancelación efectuada exige que : 


ЕЕ -0+х#пя+5 „neZ 


DANA +O minnene (I) 


* Queda : 

я я (я ж | 
ЕБЕ ы, 1 tem тк 21 
* Resolvamos gráficamente: 4 


* Vemos que: | 5) = 2052) 


En general , se cumple : 


я я я я 
pese. Бертона [ime m 


&En este intervalo hay algán elemento de la forma 
nz 5-07 
* Recuerde que пл+ 2% está descartado por (1). 


Veamos , como . 


Зх Зл 
де «(= == => пл+— 4 fige (Бі пя) 


Notemos que па + 9 pertenece a otro intervalo 
distinto de (II). 
* Por lo tanto , la solución está dada рог: 


л 
«<[мев+®) 
* де допде: 
я л я. 
я-ы«[0=) = ж-вя-®є[-®; ) 
—— 


* es decir: xens+i+a,keZ donde: -454<0 


RPTA : “С” 


ATRIGONOMETRIAS 


PROBLEMA 24: 
Resolver: cosx+cos3x – 1«cos2x ; si rez ж) 


я x 2r 21. mm 
А5») a(z) o (£s) ЕЛЕР 


RESOLUCIÓN: 
* Lo equivalente: 
cos3x+c08x – (1+с082х)<0 


=> 2cos2x cosx — cos?x « 0 
E 2совх Есет 0 
| +) 


| Por dato (Бл) (а) 


* Luego , necesariamente : 
cos2x – cosx > 0 
> -2 зеп sen 2>0 


(~ (+) 


| porque 5 (52) 


=> вепЗх <0>3х g (as 20) >.) (В) 


* De (а) y (B): me És Sax) 

RPTA ; “С” 
PROBLEMA 25: 
Para que valores de x e (0; x) 


2senx--sen2x <2 +2с0х +2соз?х. 


А)(0;х) воя) о(гх) ТАБЫ) в +] 
RESOLUCIÓN : 


2Lsenx+sen2x<2+2c08x+2c08*x 
donde: x € (0; x) 

2senx+2senxcosx< 2--2cosx--2cos? x 
> 2senx(1+c08x)< 2(1--cosx)--2cos?x 
= 0< 2(1+созх) - ?звепх(1+совх)+2сов?х 
= 0< 2(1+совх)(1- senx)*2cos*x 


^ 
Apliquemos la identidad : 
2(1-cosx)(1— senx)=(1+cosx – senx)* 
0< (1+созх – senx)*+2c08*x 


* Observamos que ésta tiene la forma : 


0 < М? + № 


ENCICLOP) 2013 


* Luego, (I) se cumple Vx е (0; x) excepto el valor de 
x para el que : 
1+совх – senx=c08x=0 


* es decir , excepto para х=. 


хе(0; 2)-(5) 


PROBLEMA 26: 
Resolver : 

12sen2x + бзепхсовх + 2зепх – бсозх – 14>0 
SS B)(4k+1)x Суар) Р) Рх E)R 


RPTA : “D” 


RESOLUCIÓN : 
12sen*x+5senxcosx+ 2senx — бсовх- 14 > 0 
* La ecuación equivale а : 
12sen*x+2senx – 14%-бвепхсовх — бсовх > 0 

=> 2(6sen?*x+senx – 7) +бвепх cosx – бсозх > 0 

6senx__ 1 7 

sen сё -1 

=> 26senx+7)+(senx — 1)+5созх(вепх — 1) > 0 
=> (senx+1)[14+12senx+5co8x] > 0 

E ааыр 


(+) 
* Observamos que : 


—13 < 12senx+5c08x < 13 
=> 15 14+12вепх+бсозх < 27 
> 0<14+12зеп +5 cos x 
* Luego , sólo queda : senx – 12 0 => senx 2 1 
* de donde sólo es posible : 
senx=1 әжезіі2 ,Ке? 


> (441) т keZ 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 27: 
Resolver: cos(Ax--B) x0; А>0(Ё eZ) 


ден 2B. (43). 2B 
3A _ > ЗА 
в) 24+ x 2s | 
2; 2 
e) (ks 2B. (abeet)s- 2B 
$À 307 34 


RESOLUCIÓN: 
*Apliquemos: Si cos «0 , entonces : 


«| 2+5; ¡2hn+ 32 37 donde nez 


BIVECUACIONES TRIGONOMETRICAS [740] 


S AseBe[2hr e ;2kr + 
>Are|2hr45- B;2kr +57 -B] 
Е 


* Siendo А>0 ве obtiene : 
» LES y em „(48 +3)л – i 
2A > 2А 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 28: 


Бы о 
aforo) в: 22 
RESOLUCIÓN: 

E 

вае КЕЕ E a «0r0sxsr 

[27] 

* Observaremos que: 
– 5 < 8вепх+4совх < б => 1 « Ззепх+4созх+6 < 11 
= 0<3senx+4c08x+6 

* Luego , necesariamente: 


senx+/3 cosx—1< 0 => вепх + /8 cosx< 1 


3 3) 2 
9 


2веп| + 5 |6 1> sen(=+5)< 1 


* Resolvamos gráficamente : 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 29: 
Para que valores de х, 0< x < 2х, se cumple: 


* Observamos que: -5 < 3sen2x + 4с082Х «5 
* Sumando 10 se obtiene : 
5 < Ззвеп2х+4сов2х+ 10 < 15 => 0<3sen2x+4c082x+10 
* Luego , necesariamente : 
Isenx|- eos х|> 0 => еп > ков 
* Elevando el cuadrado se obtiene una inecuación 
equivalente: sen?x > cos?x 
0» cos?x -sen?x 0 » соз?х , 0<х<2л 
* Lo cual equivale a decir: 
cos2x<0 ; 0<2х<4л 
> da E) 
RPTA : “B” 
PROBLEMA 30: 
Resolver la inecuación trigonométrica : 


— A AP 
2cos?x45cosx-3 ' e(a) 


al) mogol) с; 
RESOLUCIÓN: 
— tan?x+4 | 
2008 x+5cosx—3 
* Por dato: xe(0;21) 
* pero para que existe la tanx es indispensable que: 


SO e(l) 


* Por otra parte , como: 
tan?x>0> tan?x +4>4>0 > tan?x+4>0 
* Luego de (1) se concluye que necesariamente : 
2cos? x+ 5сов х – 3<0 
2cosx -1 
cos x 3 


= (2совх - 1)(2cosx +3)<0 
Eat Cia siae A 
79] [27] 
*yaque Vx eR:-15cosx x1 
->2<совх%3<4->0 < cosx+3 
1 


* En consecuencia: 2совх —1<0 => cosx < > 


* Resolvamos gráficamente teniendo en cuenta que: 
5 > л.Әл 
xe(0;2%) ; оо 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 31: 


Resolver : sen(2x) *sen(x) »cos(2x) *cos (x), si : 
xe[0;] 


л ‚бл E: ӧл, x bx 
Mz) во) e) 55%) 
RESOLUCIÓN: 

*Transformando a producto tenemos : 


Зх соз Sx соз 
Xsen* 7 соз 7>2c08 соз? 
Sx сов _ созЗХ cos = 
=> еп“ cos, соғ сову >0 
eos (пеп cos |>0 И) 


(+) 
* Por dato, хе[0;л => РАСА 


* Haciendo 3* 5 evitamos que cos5=0 „еп (1) dice: 


2°[0;:®)= relos) 


* observe además que: cos% >0 


sen ®® - cos SE >0 ; x e[0;z) 
Sx я) Sx x 
= УВве(%5-1]>0 = 47) 
3х „[т.бхл л,5л 
эъ (5: г) ==(5; E) 
ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 32: 
Resolver: aresenx – 2 arctgx «0 
А)0< < В0<х<1 0)0<х<1 
RESOLUCIÓN : 
* Lo equivalente será : 
arcsenx «. 
fix) gx) 


[7er — 1А ENCICLOPEDIA 2012) 


* Tracemos las gráficas def y 6: 


* Vemos que (1) se cumple siempre y cuando: 
x€(0; 1) 
PROBLEMA 33: 
Halle el intervalo solución de la inecuación : 
УЗ+зепх+совх > 
1-tg?x 
B)((4k-1)5;(4h +15) 


ЕРТА : “В” 


А) 


C)(-rhizk) D)(zk - que 2 
RESOLUCIÓN: 
(+) 
У3+вепх+совх „ y 
2. 
1-tantx 
* Se sabe que: (+) 
- 42 <зепх+созх < J2 


= V3 – 4/2 < /3+вепх+еовх < |3+2 
> 0</3+senx+cosx 


* Se concluye que necesariamente: 
1-tan?x »0—1» tan?x 1>|tanx| 
* o lo que es lo mismo : 
ғапх|<1 = -Ictanx <I> tan(-2)<tans<tanz 
* Como la función tangente es creciente en (53) 


ве concluye que: -7<х<7 


4 4 
* En general se cumple que : 
kx-<x<hx,ke Z> (а-л) 

ВРТА : "D" 

PROBLEMA 34: 

Resolver: 2sen? 5 > сова вет? х ;x e[0;2x] 

Alo] _ mo] Ed 

RESOLUCIÓN: 


С) л; 2я) 


AINECUACIONES TRIGONOMETRICAS [743 ] EDITORIAL RUBIVOS 


* La inecuación equivale : 
2х 25 2 
2(2веп 3|22сое ъ+веп?х 
=> 2(1–совх) > 1+совх+1- cos?x 
=> cos?x – Зсозх > 0 => совх(совх -8)>0 


€) (-) 
* sabemos que Vx c R: 


-1<созх<1->-4<совх-8<-2->совх-8<0 
* Luego, necesariamente: cosx < 0, donde 


xe[0;27]> rd] 


ВРТА : “р” 
PROBLEMA 35: 


Бі же(-2л; 0), se pide resuelva la siguiente 
inecuación trigonométrica; |tgx|« tg|x| 


Ain] 2:0) В) (= z] o(- < 
RESOLUCIÓN: 
"Сото xe(-27;0)> х<0 >|xj=-x 
* Reemplazando , tenemos : 
[fanx|<tan(—x) > |апх] СТапх ..........(1) 
*Como ys|y| ; У усЕ 
> tany «|tanx| smene. (I) 

* De (I) y (II) , aplicando la ley transitiva : 

tanx<-tanx > 2tanx<0 = tanx<0 


* Resolvemos gráficamente teniendo en cuenta que 
хє(-2я;0) q 


reia ul-£;0 
ге 2" 


PROBLEMA 36: 
Hallar el área de la región: 


RPTA : “A” 


A=[(x;y)eR*Ux?4y?S1 ; у>вепх) 
AJx/2 B)xsen/2 C)x/2sen/2 D)x/2-1 E)x/2sen1 
RESOLUCIÓN: 


х?+у?<1 у = вепх 


* Interceptando las dos regiones anteriores para 
obtener la región A, tenemos: 


* Pero el área correspondiente a la región A es 
equivalente al área del medio círculo de radio 1. 


* Así, área pedida será: mur 


ЕРТА : "A" 


@ En cada una de las siguientes inecuaciones se 
indica una solución, marcar lo incorrecto: 

А) senx > 1 , х=31/4 В) tgx <1,x=7x/6 

С) |созх|<% ; x=11x/6 О) |ctgx|> 1;х=8я/20 

E) sec2x > 2;х-4л/9 


69 Si хе< 0;2x> resolver: d E 
х.ж [3% 5%] p ЕТЕР МАТЕ 
^s Mrs DRAJE s 4% 3 sx] 


яя) [ox 
Б ; Mis 


М4] 


STRIGONOMETRIAS [13 КА ENCICLOPEDIA жота) 


63) Resolver: sene ; хе(0; x] 


(93) Resolver: sense. ; =«(о;=) 


адо) в") с(о:5) 205 sx) ю(о;®) 
(63) Resolver: cose <- 5 ; xe(0;x) 
Ад(®; во.) o(s) p(o; 5) в =: 
(68) Resolver: cose У ;же(0;2х) 


ВО 


6'6/”\6' 6 =) ДЕ зе) во; б) 


(92) Resolver en «x ; 2x»: sen2x+/3cosx > 0 


de Зя 5x 5х 
А)-5-5х%5-5- v X в)" 5х ur 

4я Зл lix Зл 
©); < < F р)® «x ss Е)<я;8ж>--; 
68) Resolver: |2вепх|-1>0;0<х<2х 


ТИЕ 


Alza би ти) (Ши, 
o (risorsa). ву) (ia) 


я бл 7л 

er) 

69) Resolver: tg?x — /3tgx» 0 ; 0" «x < 180" 
А) 60°< х «90 y 90° «x < 180° 

В) 302< х <60° v 120° < х < 180° 

С) 30°<х <90° v 150" < х < 180° 

D) 60 < x <90% v 120° < х < 180° 

Е) 45°< x <90° v 135° < х < 180° 


(@0 Resolver: совх <весх: keZ 


А) Sha exer Aa х+2Ел 


B)2kx eee 2k а ЗЕ ^xekm 


C) ke бежећи +3Е л х+Ел 


рыз х <А gy лаж = 


Е)йх-#<х<йж+® да md 


©) Resolver: (1+ зепх)(2вепх – 1)>0 ; хе(0; 2к) 
я я бл lix 

АҚ 4) a) (та) ДЕ Р) а) 
(2) Resolver: (вепх + совх)“ – deos*x<0;keZ 
Ах — arcigg xe ва 7 B)kz-arctg2<x<kz +% 
C) hs arcig? « x «3k ^. D)hx - аге 3 «x ek + 

1 ж 
E)ks-arcig 5<х<Алі- 
3» Hallamos los valores de x еп (0 ; x) para los que 


existe F(x) si: 
1 


Mi" creme 
мр) ве) об) e ne 


pem. —— 


ИН СЕ з’ м] ШЕ 


af 3957] 9s] 


@ Si: Обь) sens +cos'x/ 1 5G) 55, 


intervalos que ве indican, cuál по es una solución. 


ORALES 


de los 


36 


77.4 ЈЕ EE ‚ 2х 2 
Ao) воз") о(2) p(o; ж) (o) 
(O) Para qué valores de x e «0; x», se cumple: 


чере 


magali ola ole јој) 


(fS) Resolver: 0 ; xe(0;x) 


ло: =) СЕ =) oo;z ) alos) o (^u) 


67) Resolver: 2185-14] ;neZ 


tgx 
Ajnx<x<(4n+1)7 B)(án+1)7<x<(2n+1)5 
С)пя<х<(2п+1)® рус И, 
E)2nx<x<(2n+1)% 


63) Delos intervalos que se indican, cuál no es solución 


ig x-1 


de: <0;0 < х < 360° 


А) Ф <х<45° В) 90°<х<135° С) 225°<х<270 
D) 315"<x<360" Е) 135 <х<225° 


(Resolver: arcsenx – агссовх == 


AJ[-1; 1] B)-2;2 C)I[-1 ; 1]-(0) 
D)-2 ; 2-(0) E)[-2 ; 2] 

. зепіх-1/4 E 
(93) Resolver: DUET kez 


LESE: я ақ LU 
Абы ня )в(ь- ин 2 5 2,5,4 ) 


я я я я 
Din hn JE ken ) 


(03) Resolver: arcos(cosx)» arcsen (senx); хе (0 ; 2x) 


Aio; LIC ol: меш за ЕН x;2x) 


EE 


517927 УЛУ АР 


(DHalle el menor valor positivo que resuelve la 
ecuación trigonométrica: 


Cos 6x+3 = 4Cos*2x 
я я я я x 
Ans В) Су р) 4 Е) 6 
A 1 2. _ 28 
63) Везце!уа la ecuación: 3% Cos?x = y Со] е 
indique la suma de soluciones en el intervalo де (0 ; 2x) 


A)5x В)4х C)6x 


655: жут бет es una raíz de: 
22 fix) =857- 4х? - Ах +п, calcule «n» 


в)/2 с) 
63) Resuelva la ecuación: 
4Тапх = ]Тап®х + 6Свс2хТап?х +1 


а-а) вина: и] 


A)1 D)-1 E)-47 


kez 


12 
LET E кА 
РЕ +(-1)* Al в} > HD =] 


((3)¿Cuántas soluciones en (0 ; 2x) tiene la ecuación? 
eSenx_¿Cos2x 

A)I B)2 С) 3 р) 4 E) Ninguno 

(99) Resolver la ecuación: х*+8х°+2х*-8х+1=0 

indicar una solución. 


А) /6+/3+/2+2 В)/6-/8%/2-2 С) /6-/3-J2-1 
De-43-/2-2 EN/6+/3-J2+2 


62) Resolver el siguiente sistema: 
2x 2y 


D)Tan?. 2 -Tan ^E ; 


x 2x x 
Eran; ; Tan 2 +Тапу 
68) Resolver la ecuación: 


2Tan3x - ЗТап2х = Тап? 2хТапЗх пе 2 
Аня =] Bes СУ зе» = рдн) E)(2nx) 


(69) Resolver: 
ТапбхТапх =Тап2хТап3х keZ 
kr я kr, n 2hr л 2ke л) [Е.т 
sfa ae ај ее 
(08i: ху A xy son las dos menores soluciones 
positivas de la ecuación: 
3 - óTan*x = Tan'6x(6-3tan*x) 
Tal que: x, < x, , halle: 22 
xi 


А) 3 B) 6 C) 4 D) 8 Е) 5 


(ATRIGONOMETRIAS [78] LA ENCICLOPEDIA 3013 


(O) Resolver: Sen*x+Cos*x= Яве 


Aj [ke s Агебов 7) B) [2h s ArcCon 8] 
opes (1% AreSen Hi руки» (17 Атевен 1) 
Вх ArcTan Hi 


(3) Resolver: tan*x+Cot*x = 8Csc*2x+12 

aro aro) orar) 

Вик A E) frz- ar = 

(3) Resolver: 85еп*х = Соз4х ; neZ 

Anr Arem} Вх Arca?) ој лако») 
3 


nx, 1 3 пл. 1 
оша тана) or 23400) 


(13) Si el determinante de la matriz : 


Senx Sen3x Sen5x 
C-|Sen2x Sen4x Sen6x 
1 1 1 
Ев: 0,5Sen2x 
Hallar "z"(n e 2) 


пя а е паж 
al) в){лх+( irt) Z5 (y =] 
Djayb 
(3 Resolver: 13(1+Senx+Cosx)+Sen2x=0 neZ 


Е) аус 


Аһ? Hi Bins (y 5) oscar 2) 
а-ы 5-5) Енесі? 5 -2) 
69 Hallar el valor de “у” 

Sen*y – sen? y Sen*xCos*x= Sen (2x - 25) 
Siendo : me j kez 
пор по mts 
5 -x D)y- 7 (1) Агебеп £ *x 


ka 1 
Еју g (Сї aros, +х 


0) - 2 «(1 Агобеп 


CE 


(£2) Halle “х” sabiendo : 


selera) rele) 


Del siguiente sistema : 


беп2х 

2\/ЗСовх = тя: 

Беп(х + у) _ 5 +1 

Sen(x-y) 45-1 
x я - я 5х 
= B)* ж A z= 
4% ^6 € Ds E 
АЗ Resuelva: Бел? 5 Sen? - 0 e indique como 


respuesta la suma de soluciones en (0 ; 8x) 
A)12x B)16x C)20x D)15x 


(49) Resolver la ecuación : 


E)28x 


Бе + Сове х=, inez 


A nest) marz) o[»-*) ря] в 


€0 Resolver el sistema de ecuaciones : 


Бепх + Ѕепу= Sen (xy) ...... РИ" (1) 
pride» зе (11) 
Señale el número de soluciones: 
А) 1 B) 2 С) 3 D) 4 Е) 5 
@ Resolver la ecuación: 


Sen (5 х) вел (+ – «= 1 белде 


еп el intervalo де: [0;2я]. Señale como respuesta la 
suma de la mayor y menor solución. 


7х 4x lix 
Ајл В)2л Cs D E) 
G3 Resolver la inecuación: 
Cosx 1-Cosx | 


аса #сїбра er 
я я я я 
A (21a - 5 Р зат) в)(гх-® Р зет) 
л 2x 


я бл 
c (et ; 2h eam) D)(2ke« E ? зы, 35) 


я я 
к(ы-т ; № +=) 


@ Dar un intervalo que resuelve Ја inecuación : 


Tan*x+Cot*x+1 | Tan*x4 Cot?x- 2 


Танх+Совеза  TanztOix-2 > 


л ЈА S 2 л 1 2 
a(z- 2 5” 2) 8 (5: jan) 


2 2 
€) (raris 3 ») D) (дет? ; z- Албе а) 
2 т 
Е) (две г: z) 
@9 Resolver : 
1+3Cosx 1-4Сов!х z 
1-2Совх ^4Sen'x-3 752 
S 
А; =) mo; 2 ) olo; 5) (o;22) во; 2) 
(61) Cumpliéndose 
tanasenf-tana.. 
sena tan fi-tanb..... 
со“ 301004 UST ёй (HI) 
b c IIC ;a e ШС 
halle xy. 
ab? a'-b* _ b'-a* аЬ, a? b? 
A) 2 В) 2 с) 2 р) E) 2 


63) Determine el conjunto de valores de M, siendo 


M= с082х+2 
7 1+3зеп2х+с082х 
E 3 247 -1 
А)(-ә;1)- t 3) B) (o: ғ-ң 
cdm 1 [55-1,2) 5| 
ote 29-1), 8, £^ i 
2/741. == 3 
ыы.) E 
@ Si азбғ2-% , calcule 
я я я 
Gi: cos Gre сов 2:7 cos[%-o 
cosacos fcosó + senasenfisen 0 
ANS ГАН o; р)? Е)2/2 


(63 Siendo cosb - соза = cosa cosb determine 


AJO вл р)8 


(03) Desde un punto de una circunferencia se traza 
perpendiculares a los lados de un polígono regular 
circunscrito de n lados. Halle la suma de cubos de las 
perpendiculares, siendo R el radio de la circunferencia. 
(п>3) 


C)2 Е)+1 


sE 


az. B) C)$nR! D)ing? E)E 
69 2; ве ELE Н 
sena, cosas -|-5 p—— (П) 
совазвепау= а+5 he аы 
senas соз а=, |е - = A ІЗ 
determine el máximo valor de : 

cono пета. «шз sena, 

АЛ ge cr р)-5 E)-1 
62) Definimos : 


fía)=tana + tan2a + tan2a tan3acota 
reduzca la siguiente expresión : 


{ап8° – tan4'tan8'cot2* - tan 2°+ tan 8° tan 2°сої4° 


E- 
совб°сої? 307127) 


А) ѕес10° В) вес72° C)tanl0* D) csc20* E)-sec8* 


(63) Halle el equivalente de 
Е=4с0820° [cos20*(2cos20" — 2с0840°+1)+8зеп.20° – 1) 


А) 1 + 16с0820" В)1- 8соз40° C) 1 + 8cos20* 
D) 1-8sen20* E) 1 + 1бвеп40% 
(69) Se define : 

f(x)7cos* Fr зеп* FE 


Dicha función es decreciente entre Ел y hor keZ) 
Encuentre el valor de n (positivo). 


A)3 B)4 C)2 D)6 E)1 


(19) Halle las dimensiones de la viga de máxima 
resistencia que se puede sacar de un tronco, si sabemos 
que la resistencia де la viga es proporcional al producto 
de su ancho por el cuadrado de su altura, 


ATHIGONOMETRIAA [az] —— ЕЯ ENGOLOPEDIA 3915) 


Zw 


ЗГЕ. 


а ау? 2 
sra Dir tE; , 4:8 
руна i yed P Epad E yea 


@ ¿Para qué valores de x comprendidos en el 


intervalo == ал ве cumple la condición (ж)>0. 


siendo f(x)= 4 сов? = — tan 2x – 20 


ж.ж) (ж.ж) үй бк. 
alles : а 


(3) Se tiene I=Asen (з та representa la intensi- 


dad de la corriente alterna). Para 108 ‚зе tiene una 


corriente máxima /Затр. Halle la corriente (1) que se 
obtiene para un tiempo # igual айка. 
А)1,57 amp B)1,2 amp 
D)1,65 атр E)1,5 amp 

(42) Acerca de la función f, definida рог: 


€ 


C)1,6 amp 


f(x)-sen (сова+ ze 


analice las proposiciones 

1) El menor valor de f es-/2 . 
II) Su período es 2x 

Ш) f(x) es función par. 


ТУ) f es creciente en (гм; E 


АЈУУУУ СЈУУКЕ 


D)VFFF 


B)VVVF 
E)FFVV 


(13) Acerca de la función 


f(x) 2sen2x |tanx|*x 

se puede afirmar 

I) Es una función impar. 
II) Es discontinua en 
(24D 55 keZ 


Ш) Sixe E а | > f(x)=x по presenta ninguna 
solución. 


ІУ) Si хе (5) >fes creciente. 
У) Es periódica (Т-ж). 
VI) f(x) se aproxima a (5- 2), cuando x, 


toma valores, próximos y mayores А-5 


А)УУЕЕУУ B)VVFVVV 
D)VVFVFV E)VVFFFV 


(13) Sea la función f(x) definida por Ја siguiente regla 


„| зепх 

1+совх 
Las proposiciones verdaderas son 
I) Tiene período igual а x. 


C)VVVVFV 


= 


| + ы 
зепх 


8. 
11) Es creciente еп (® эя) 


2 
Ш) Es decreciente еп (6,3;7) 
AM вп Сиу D)LIIHI ЕШ 


(9) Siendo T, y T, los períodos de f(x) y g(x) 
respectivamente, donde 


f(x) -tan2x — 4tan3x 
Е(х)- sen(zsen2x) 
Luego T, - T, es: 
x 


я 
D-3 E, 


(O Halle el período de la siguiente R cuya regla de 
correspondencia es 


R(x) =зеп x sen 2x sen 3x sen 4x зепбх ... sen2003x 


м2 ВО ©)-я 


я 


2л 
2003 п) 


А) 5 C)x 


2x 
D)2s Е 


(SISECUACIONES TRIGONOMETRICAS — |74S( 7 EDITORIAL RUBISOS) 


43 Resuelva : 

oros жеребе Io Хере E 

la (== zezet 
А)-418<х<8 В)-8<х<8 С)4/З<х<8 


Р)-4/8<х<4/3 Е)4/3<х<8/3 
(Э) Calcule el número de soluciones de la ecuación. 


„је 


А) 3 C) 1 D) 4 Е) сего 


x 
La expresión equivalente de : E=——= ев 
о а 1+\1- =? 


Ајвеп Zaresenx) В)гов 1 агевепх 
C)tan(Zaresenx) D)cot Zaresenx) 
E) Hay dos respuestas. 

EDCalcule: 


arccos(1-— 8 соз? х+8с08*х) 


А) 1 B)2 с) D) 4 E) 8 


(82 Halle el valor де: 
h=are sen (sen 235) earecos[ cos 405 


Зл 
4-7 В) o D 7 


ЕЗ Determine el valor de : 


1 


+4arcti 
preron 9 


a=24 arctan 2 +8arctan E 
8 57 


х Зя Зл 
4/5 BF C)x DES E)2x 


(65) Resuelva la siguiente ecuación 
2x-2 
2x41 
y dé como respuesta la suma de soluciones. 
А)2 B)3 С)4 D)1 


оленем отеля 


Е)2,5 


65 Indique la solución general де y a partir де la 


siguiente ecuación. 


Алак) 152 2 3 


В)(46 – 2008) 5. C) 4k 1) e 


Rx x 
3*4 


€) Halle la solución general para 2 si es un número 
real perteneciente al tercer cuadrados, además se 


verifica 2sen*a -tanfa-1— J2 


D)(«2002) +5 E) — 


A) Se zs 0 2ra] в)(®=+эвя; и +24) 


olas: rd рекну ањ) 


я 
aleros ies) 


ЕЭ Resuelva la ecuación siguiente : 
хол х л 
ои ој 
x я я я я 
A) hx 5 B)?hz + Озак D)8kx -, Esks -5 


69 La ecuación cuyas raíces son tan20", tan80° y 
tan140? es. 


A)x*ex* [3 –3х+/2=0 B) x) 343x* — 3x - /3=0 
С) х°+3/3х°+3х+/8=0 D) x? &343x* - 3x+/3=0 
TE)ja e 343x731 /3-0 

(9) Resuelva la desigualdad . 

sen?x cos x – cos? хвепх > F I<m<0 six e (52) 
A) [are sen m; -arc sen m] 


B) [ролет я - Тагезеп т] 
4 724 


1 Зл 1 
с) [Garesentmy: 3% -Jaresenim)] 


2070 DET 
ово гб) эсаул [гэр 120)0 


ЕЗІН 4 
IrDA [rey ЛТЯТ? 
гіл» 2) E [ex)c ex)njes)n јев)а ј22)С ен)пјг9) С | 


OBJETIVOS 


Al finalizar la unidad, el alumno será capaz de: 

* Determinar las medidas de los elementos básicos de 

un triángulo, es decir sus tres lados y tres ángulos, a 

partir de ciertos datos conocido. 

* Aplicar el teorema de senos y el teorema de cosenos 

en la resolución de triángulos oblicuángulos. 

* Aplicar el teorema de las proyecciones en la 

resolución de triángulos oblicuángulos. 
INTRODUCCIÓN : 

A todo triángulo que sea diferente a un triángulo 

rectángulo se le denomina triángulo oblicuángulo. 

La resolución de triángulos oblicuángulos es un medio 

que nos permite calcular en forma sencilla los lados y 

ángulos del triángulo. 

Hay diferentes teoremas o leyes que permiten resolver 

un triángulo, las cuales se aplican dependiendo de los 

datos que se tenga del triángulo en estudio. 

Para la resolución de triángulos oblicuángulos es 

importante tener presente los siguientes teoremas: 

* Teorema de senos 

* Teorema de cosenos 


* Teorema de las proyecciones 


TRIÁNGULO OBLICUÁNGULO 


Un triángulo que no contiene el ángulo recto se 
denomina ablicuángulo. 


B A 

Z N AES 
A x c B a ~ 
* Los elementos básicos de todo triángulo son sus 3 
lados y sus 3 ángulos, de los triángulos anteriores los 
ángulos son “A”; “B” y “C” y sus lados son: “a” 
"у "c 
* Un triángulo está determinados si se conocen 3 de 


sus elementos básicos (uno de ellos es necesariamente 
uno de sus lados). 


* El triángulo está determinado, 
porque se conocen los lados “a”; 
“h” y “с”, 


* El triángulo esta determinado 
porque se conoce los lados “а”; 
л “е” y el ángulo “А”. 


с 


a * El triángulo está determinado, 
porque se conocen los ángulos 
4 “А”; “В” y lado “a”. 
B 


* El triángulo NO está 
determinado a pesar que se 
conocen los tres ángulos “A” 
у; “В” y “С” porque 
necesariamente зе debe 
conocer un lado. 


LEY DE SENOS 


«En todo triángulo, las medidas de cada uno de sus 
lados son directamente proporcionales a los senos de 
sus ángulos opuestos y , además , la constante de 
proporción es el diámetro de la circunferencia 


А с 


DEMOSTRACIÓN: 
Consideraremos un triángulo acutángulo у 


fig. 2 
Dela figura 1 y 2 еп е! triángulo rectángulo СОО, 
se tiene a 
y~ a 
зепА= v entonces 2R- —— 
Analogamente , obtendremos lo siguiente: 


b с 
гЕ=—— = 
senB ^ Ан senC 


Рог lo tanto : 


* Además: 


; ; 
допде: 

В: cinrcunradio del triángulo АВС 
EJEMPLO 1: 
En un triángulo ABC se conoce que: 

a=/2;B=60" y A-45. 

Calcular la longitud del lado AC. 
RESOLUCIÓN: 
*Recordemos que : 


En todo triángulo:cada lado es directamente 
proporcional a los senos de los ángulos opuestos е 
igual a una constante que viene a ser el diámetro 
de la circunferencia circunscrita. 
* Del triángulo observamos que АС=Ь , aplicamos la 
ley de senos, así: 


рат MS 
senB вепА 


senB 


EJEMPLO 2: 


En un triángulo ABC, su lado AB es iguala 4 y y la 
m<A=15 ; таС=45 
Calcule la longitud del lado AC 
RESOLUCIÓN: 
* En todo triángulo se tiene: 
A+B+C=180" B 


15°+В+45°= 180° 
= В = 120° 


Ђ [^] 
* Por ley de senos: 
b 4 | деу: X. А 
зеп120° send J3 2 KM 
2 
NOTA : 


Cuando en un triángulo se consideran 2 lados y 2 
ángulos ( incluyendo la incógnita) se usa la ley de senos. 
EJEMPLO 3: 


Cuando el ángulo de elevación del Sol es 64° un poste 
telefónico que está inclinado un ángulo de 9* 
directamente frente al sol forma un sombra de 5,25 m 
de longitud en terreno horizontal. Calcule la longitud 
aproximada del poste. $ 
RESOLUCIÓN: ^1 


а EE A 
Dele figura t рта SP 


= {= 5,25 sen64* sen35* 
* Utilizando las tablas :=8,25т 


EJEMPLO 4: 


En terreno plano se encuentra dos puntos P y Q en los 
lados opuestos de una montana. Para calcular la 
distancia entre ellos, un topógrafo escoge un punto R 
a 50m de P y a continuación determina que el ángulo 
PRQ 37°. Calcule la distancia de Pa Q. 


RESOLUCIÓN: 
Del gráfico : 


(XFHIGGNOHEYRIAa | А ENOCEOPEDIA 3018) 


PQ? = 502+ 90? — 2(50)(90)соз32° 
= PQ=58,2 т 


OBSERVACION : 
El caso (LLA) que se aplica a triángulos donde dos lados 
y el ángulo opuesto a uno de ellos se conocen, se llama 
caso ambiguo porque la información disponible puede 
dar lugar a un triángulo, a dos triángulos o a ningún 
triángulo. Supongamos que nos dan los lados а y b y 
m« À ‚соп esto mostraremos, en las siguientes figuras, 
las cuatro posibilidades que hay. 
1” Posibilidad 2" Posibilidad 
b 


ка 


А 
Una solución, se ha formado 
un triángulo rectángulo de 
Ninguna solución, hipotenusa b y a que a=bsenA 
зі a«b senA п) 


(1) 


Dos soluciones, 
si a> bsenA ^ a«b 
ап) 


it Te 


ES 227 
Una solución, si a? b 
av) 


LEY DE COSENOS 


“En todo triángulo la medida de cualesquiera de sus 
lados al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados 
de los otros dos, menos el doble del producto de dichos 
lados por el coseno del ángulo que estos forman”. 


B 
а? = 62+ с? — 2be х совА 
а 


A Ђ с 


CÁLCULOS DEL COSENO EN 


FUNCIÓN DE LOS LADOS DEL TRIÁNGULO 
Sabemos por ley de Cosenos: 
а? = b^ с? – 2bccosA 


2: 24-2% 
3beCosA = Ь°+ c? -a? > cop +09. 
2bc 
* En General : 
En todo triángulo ABC: 
b? + с? а? 
CosA = ——— — — 
2Ьс 
[PAS 
Со 30691 
CosC = a? +b? с? 
5: 2ab 
DEMOSTRACIÓN: 


En la figura se ha trazado la altura AD sobre la 
prolongación de CB 


B с а B 
En el triángulo rectángulo ADC, por resolución de 
triángulos rectángulos tenemos : 


AD=bsen(180”-C) y DC-bcos(180* — С) 
= AD-bsenC y РС= - bcosC 
Por el teorema de Pitágoras aplicado al triángulo 
rectángulo ADB tenemos: 
AB*-AD*DB* = c*-(bsenC)*( – beosC+a)? 
= c*=b*sen*C+ (а – b cosC)* 
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=> с®=Ь?зеп?С + a? – 2abcosC +b? cos? С 
=> c*zb* (зеп?С + cos" С)+а? – 2abcosC 
1 
=> c?za* + b? – 2abcosC 
Del mismo modo se demuestra los otros dos teoremas 


Consecuencia: El coseno de un ángulo se puede 
expresar en función de los lados, así: 


+e? а? а? +с? -Ь? a! vb? - c? 
је вв A җе "о ай 
ЕЈЕМРГО : | 
En un triángulo ABC ве tiene que: 


a=3 ,b=4 y С=60° 
Calcular la longitud del lado AB. 
RESOLUCIÓN : 
+ ре triángulo observamos que АВ = e, aplicamos la 
ley de cosenos, así: 
сі-а b* – 2abxcosC B 
=? = 3%4+ 4? — 2x(3)x(4)cos60* 


== 9 + 16245 y 


>= 25-12 => х=/13 А GE ~ с 
PROBLEMA 20 : 

Las longitudes de los lados de un triángulo miden 
sec'45'u ,5cof'135%u y (вес?60°+соЁёЗ0°)и. Marque 
la alternativa que corresponde al valor del coseno del 
menor ángulo. 

12 


13 


22 


с) 13 


15 14 11 
AD. Т ВУ: D, E 
RESOLUCIÓN : 

Piden cosa ; del dato 
*ACzsec^ 45^ => АС=/2° 

= АС-8 
*BC=5cot* 185%. > BC-5(1) 

=> ВС=5 
*АВ=8ес?60°+с0Ё?30° => АВ=22+/3° 

= АВ=7 


B 
7, > © 
2255527 с 
| E 
pa 8 


* А menor lado se opone menor ángulo; luego, рог 
teorema de los cosenos tenemos 


5%=7%+8" – 2(7)(8)сова 


а С q 
2(7)(8) 14 
ЕРТА : “D” 
NOTA: 


Cuando en un triángulo se considera 3 lados y un ángulo 
(incluyendo, la incógnita) se usa la ley de cosenos, 


EJEMPLO: 
* Según la Ley de Cosenos: 


x? = 3* + 8? – 2(3)(6)Cos60* 


=> а? =9+86- 2(3)(6) 5 


= 23 =45-18 

4 х =275х=3\/3 
6 

COROLARIO : 


Conociendo los 3 lados de un triángulo podemos hallar 
sus ángulos internos. 


FAN 
а=? 
Cosa- +У5 -2 
М5 \5 2(45)(45) 
M EM 
2 


TEOREMA DE LA PROYECCIONES 


En cualquier triángulo un lado es igual a la suma de 
los otros dos multiplicado cada uno por el Coseno del 
ángulo adyacente al primer lado. 


А 


D aCosC 


E eH 


DEMOSTRACIÓN: 
Sea el triángulo ABC : 


а =ссозВ-Ьсоз(180°-С) 
=>а = ссозВ+бсоз С 
EJEMPLO 1 : 
En un triángulo ABC, halle “a” si 
b=J3 ст, с=/2 ст, С = 30 В = 45° 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la proyección sobre el lado “а” tenemos: 


a=4/3 Cos30* +/2 Cos45* 
* Reemplazando los valores teóricos tenemos: 


a-ra ($). (2) 


2 

* Finalmente , operando tenemos: а = А 
EJEMPLO 2 : 
En un triángulo ABC, halle el valor de “с” sabiendo 
que а= met т ње Уа ст, В=37 y A =30° 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando la proyección sobre el lado “с” tenemos: 

e uS пит Loosse 


* Reemplazando los valores numéricos tenemos: 
Уз + Dd), 3 [3 44347 

eg 19: Жж)» 24 
EJEMPLO 3 : 
Еп un triángulo ABC, simplifique: 

M- bCosB + cCosC 
CosB -C 

RESOLUCIÓN: 


Por el Teorema de Senos sabemos que: 
b-2RSenB y c-2RSenC Reemplazando en la 


expresión M se tiene: 
2RSenBCosB * 2RSenC.CosC 
Cos(B - C) 
* Desarrollando la nueva expresión : 
R(Sen2B +Sen2C) 
Cos(B - C) 
Transformando la suma de senos a producto se tiene: 
y Ёх28еп(В «C)Cos(B - C) 
Cos(B - C) 


М= 


М= 


* Simplificando tenemos: 2RSen(B + С) 
Pero como A+B+C=180" entonces: 
беп(В+С) = SenA 

Finalmente: M-2RSenA > М=а 


TEOREMA DE TANGENTES 


(LEY DE TANGENTE) 
* Dado un triángulo ABC se cumple: 


DEMOSTRACIÓN: 
*De la ley de senos : 

@ = = S b = senA 
senA senB а senB 


*Por proporciones : 
a—b_ senA—senB 
a+b вепА--вепВ 
* Por transformaciones trigonométricas: 
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М,; Mediana raltiva al lado “а” 


Е Е ES] 
т? = 62+ с?+ 2bccosA| т? = 62+ с?+ 2bccosA| с?+ 2bccosA 
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


DE LOS SEMIÁNGULOS DE UN С “% M a2 B 


TRIÁNGULO * De igual forma: 
Bu todo tigo ABC, con espero al éngulo “4” s 
cumple; 
ALTURA 
sen 4... (p -b)(p-c) fun 4. [2370] -с) 
А  "*h,:altura relativa al lado “а” 

E pe -a) 

= 4= [ee-e 

A bans- [e-veze] 5)(р-с) 
ее AS a) 
Donde: p= 4-5 LM E (semiperímetro) 


BISECTRIZ INTERIOR 
У, : Bisectriz interior relativa al lado “а” 
A 


A с 


с а. 


* Análogamente: + También: 


2ахс e S сов 
|= ов = г=(р-Ь) tan r-(p-c) tan. 
EXRADIO 


BISECTRIZ EXTERIOR 


V, : Bisectriz exterior 
relativa al lado "a" 


б 252 А 
> (ЕР =. a) * 
A H p 
т: ex - radio relativo al lado “а” 


* Análogamente: * De igual forma: 


= ptan-|; 
" 
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EXPRESIONES DEL ranpurre $ инат | "Donde: 
Y EXRADIO EN TÉRMINOS DEL 


CIRCUNRADIO Y LOS TRES ÁNGULOS pe 19: diagonales del cuadrilátero ABCD 
TRIÁNG! а : medida del ángulo formado por las diagonales. 


ULO 
ЕЗ А B C (S: área del cuadrilátero ABCD) 
Sheen quen Sg] IEn términosdosus adosy dosus ángulos opuestos 


т 
5 
E 
$ 
to] tx 
$ 
>) 


ҒЫ 
ЫБ 
i 
wlw 
i 
>) 
> 
Ц 
i 
i 
wla 
i 
No 


T, = 4Rcos 


vi> 
i 
5ІУ 
H 
te| 6 


* Бе cumple: 0 


8-Ү(р-а/(р -b)(p - c)(p - 4) – abcd соғ?0 


* Donde: р: semiperímetro 
P= arbrera 


^ Además: 0 es la semi-suma із dos ángulos opuestos: 
А+С B+D 
e v 


CASOS PARTICULARES : 
а) Para un cuadrilátero o inscriptible (9= 90°) 


S-J(p - a)(p -b)(p - c)(p - d) 


b)Para un cuadrilátero circunscriptible (a +e —b--d) 


р(р–а)(р 0) –є) 8=Јађсавепд 
5= r.(p- a)-n(p -b)-r.(p- c) е)Рага un cuadrilátero bicéntrico (inscriptible y 
S= 2R?senAsenBsenC. ja circunscriptible a la vez) S=/abed 


NOTA : 


ÁREAS DE REGIONES 
CUADRANGULARES 


DEn términos de sus diagonales y el ángulo 
comprendido entre estas 
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PROBUEMASARESUELT 


PROBLEMA 1: 

En un triángulo ABC: 4 

4=45; В = 60°; а = 4; hallar "b" 
426 вв Ole  DWs 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando el problema, tenemos: с 
* Рог Јеу де вепов: 


E)d42 


PROBLEMA 2: 

Enuntriángulo ABC: 

ЧА 760" ; 4-75 ; A-8; calcular “b”, 
А) 8/6 ye ae 
RESOLUCIÓN: 

* Como: 


* Aplicado ley de senos : 4А-60%; 4C =45° => 4=45° 
с 


АД 60° 
+ Aplicando la ley de senos: 


45° 
(Ag 


b а сә 
send зеп?” СЕН 


PROBLEMA 3: 6 
En un triángulo АВС; 2а=бф ; hallar: 
pS 


ајол В)02  C)03 D)O4 E)OS 


RESOLUCIÓN: 
+ Como: а=2Е senA ; b=2R senB 


* Entonces en la expresión: Koo тн > 
* Como: 2a =66 э2-5.һ-2-04 
ЕРТА: “D” 


PROBLEMA 3: 
p triángulo mostrado, caet la medida del Suela 
А) 30° 
B) 37 


RESOLUCIÓN: a 


* Aplicamos la ley de senos : 
* Recordar que: 


5 _ 3/2 
зеп135° зепА 


зеп135° = веп 45° = x 


s 43 
5 2 


в 


=> зепА = хвеп185%- 


=> senA = 2 => senA = sen37 => А=37° 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 4: 
Hallar la circunradio de un triángulo АВС, si: 


a=12;<A=60" 
ANS В)2У8 C)4/3  D)6Jg 


RESOLUCIÓN: 
a b c 
зепА зепВ Szent ay 


: circunradio 
> = =2R > a-2RsenA 


Е)/12 


* Tenemos: 


*2R 


* Usando los datos tenemos : 
а=12;4А=60° 
күт 


12-2 R en 60° => 6= — > 


= вери FN 


PROBLEMA 5: 

Enun triángulo ABC ; reducir la expresión: 
E=asenB - bsenA 

ай В)2 со 

RESOLUCIÓN: 

ж Emus la ley de senos: 

A => asenB =bsenA 


> азепВ —bsenA=0 => Е=0 
Е 


ВРТА : “С” 


D)-1 E)8 


Ы RPTA : "с" 
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PROBLEMA 7: 
Enun triángulo АВС; simplificar la expresión: 
senB+ senC a-b 


Же зепС + зепА с+а Я 
A B)? C)O. D)42 E)4 
RESOLUCIÓN: 


* Utilizamos las propiedad del circunradio (R), para 
esto recordemos: 
a=2RsenA ; b=2RsenB ; 
* Reemplazamos еп la expresión: 
_senB + senC , 2RsenA – 2RsenB 


_ senC +зепА 2RsenC + 2RsenA 
_senB + SenC зепА – senB 


— senC + вепА зепС + senA 
SE senB + senC+senA-senB 
senC + зепА 
_senC + зепА | 
7 senC + зеп | 


с=2ЕзепС 


RPTA : “A” 
PROB LEMA 8: 
Simplificar: к 9епВ + 2bsenA 
; asenC + ScsenA 
Si: b-4c 
А)1 B) 2 
RESOLUCIÓN: 
* De la ley de senos, de obtiene: 
asenB=bsenA ;  asenC-csenA 


C) 3 D) 4 Е)6 


ВРТА : “С” 
PROBLEMA 8: 
En triángulo АВС, reducir: 


5 ат 
Ее 


А) MES fanBxianc В) Я АН 


€ 3 R tanAxtanB tan D) 2RtanAxtanB XtanC 
E) Е. 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 
A=2RsenA ; B-2RsenB;  C=2RsenC 
K= 2RsenA | 2RsenB 2ЕвепВ | 2RsenC 
E cosB cosC 
= К = 2RtanA + 2RtanB + 2RtanC 
= К -2R(tanA + tanB + tanC) 


“Б: A+B+C = 180° 
tanA + tanB + TanC = tanAx tanBx tanC 


>К = 2R x tanAx tanBx tanC 


RPTA : “р” 


PROBLEMA 10: 
Del triángulo mostrado calcular “а”, 
B MI 


RESOLUCI OR: € 
Aplicamos la ley de cosenos : 


a*- 22-32 - 2(2)(3)соз37° 


=>а?=4+9- ui је = san 17 _ 485, 
5 5 5 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 11: 
4 b [3 
Enun triángulo ABC: 7734 25 
Calcular; С т 
А)10% В)45° С) 60° _р)30 _—_Е)90 
RESOLUCIÓN: B 
25k 
7k 
A 
24k с 


* Aplicamos ley де совепов: c*=a*+b*- 2abcosC 
> (25) = (24 )" + (ТЕ) – 2(24k) (ТЕ) хсовС 
=> 625k? = 5766" + 49k? — 14x 24k* xcosC 
= 0-14x24cosC => cosC=0 => чС=90° 
ЕРТА : “E” 
PROBLEMA 12: 
En un triángulo АВС: 52= ats eta | 
Hallar; В 


А)60° В)90° 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicamos la ley de coseno, en el miembro izquierdo: 
а?+ с? – гас cosB- a^ & c* 3 ас 
> -2ac cosB -43ac 


— Ë > Велде 


С)120% 0)150° Е)135° 


ЕРТА : “р” 


PROBLEMA 13: 
En un triángulo АВС, se cumple que: 
а?=Ь#+ c! -be 
Calcular la medida del ángulo “A” 
х х 
Е SU 
RESOLUCIÓN: 
* De: а" =b"  c'- be 
* Aplicamos la ley de cosenos para el lado “a” 
52+ c? – 2becosA = 57% c? -be 
> 26с08А = – bc => совА = => совА =сов60° 
я 
>a = 60= 3 
PROBLEMA 14: 
En un triángulo ABC, reducir: g=? * 6^ -a* 
1 bc 


L4 
DIE E)2x 


RPTA : "C" 


АјеовА В) senA C)2senA Di2acosA E)4cosA 


RESOLUCIÓN: 

* Como : a! zb* + c'-2bc cosA 

* Entonces: 

038 с? - (62+ с? — 2Ьс сова) 
bc 

52+ с? - b? – с?+2Ьс cosA 

bc 

2совА 


K 


>K= 


гђе созА | 


>K= bc 


ЕРТА: “р" 
PROBLEMA 15: 


Sea el triángulo ABC de lados AB = AC y BC- 42. 
Sila bisectriz del ángulo B corta al lado opuesto en D y 
BD=1, entonces la medida de los ángulos A y В 
respectivamente son: 

А) 60" y 60* B) 90° y 45° 
D) 120" y 30° E) 150° y 15° 
RESOLUCIÓN: | 


C) 100° y 45° 


1 42 


Звепд – 4sen*8-2sen8 cos 0x /2 

=> 8- 4sen*9-242 cos 0 
->8-4(1-сов!0)-2/2 cos 0 

=> 4соз? 0 – 242 cos 0 — 1-0 

c0 22 EIU Ка $T 


Como @ es agudo, sólo es posible ; 
cosg- 18 > 0=15° 


Luego: В=20=30°, А=120° 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 15: 
Con ayuda de la figura calcule la medida del ángulo 
DBC,si тчАСВ= 24 ;m<BAD=54*;AD = BC, 


B 
с 
3 D 
А) 6° В) 10° С) 12% D) 14° Е) 16° 
RESOLUCIÓN: 


a D 
Apliquemos el teorema de los senos : 


*enel ABDC: 
a n 


sen(x24*) senza” * 
*enel AABD : 
a 


o — (1) 


n 
зеп(64"+ х + 24°) вепб4° 


* (1)+(П): 


НИИ 


cos Э0 SP 
зеп(х+78°) _ веп54° 
sen(x424) — sen2f 
sen(x478) _ с0812°(2 сов 24 — 1) 
sen(x+24) Эвеп12"сов12% 
> 2sen(x+78 Jsen12"=2sen(x+24)c08 24° —sen(x+24) 
cos(x +66”) – сов (2 +90Р) =sen(x +48") +вепх — sen(x-24^) 


(ктитеслометшаа [188 


Apliquemos el teorema de los senos en el ААСВ: 


веп(24° – x)=sen(x+48") – веп(х+24°) 
=> sen(x+24") =зеп(х +48") – sen(24" – x) 
=> веп(х +24") =2с0836°зеп(х+12°) 
sen(x+24") _ 2 сов 36° 
sen(x+12) — 1 
Apliquemos propiedad de proporciones : 
зеп(х+24°)+зеп(х+12°) _ 2с0836°+1 
зеп(х+24°) – зеп(х+12) 2с0836°-1 
2зеп(х+18°)соз6° | -sen18 [20083641] „ cosis 
2сов(х+18°)вепб° сов18°/2соз36° — 1 7” веп18° 
sen3 х 18° 
сов3х18% 
Apliquemos la propiedad : 
cot3x=cotx cot (60? — x)cot (60^ x) 
> tan(x--18')cotG' =іап54 x cot6*cot (60" — 6*)cot (60*--6*) 
> ѓап(х+18) -tanb4'cot&4^ cot66” 
1 


= tan(x18)cot6^— x cot 18* 


x18 +60 =9 х=6° 

ВРТА : “А” 
PROBLEMA 16: 
En la figura se tiene que АВ = AD = DC. 


Halle а. A 


А) 10° В) 15° С)20° 0)22,5° Е) 25° 
RESOLUCIÓN: 


А 54-90 


tenemos 
AC=2n sena 


п sena n seng 
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2п зепа | п 
зепа зеп(ба – 90° + а) 


> геп(ба-90°)= 1 


= ба – 90° = 30° у ба – 90° = 150% 
>а= 20° у а=40° 
En concordancia еп la figura dada la respuesta es : 


а = 20° 
ЕРТА : “С” 


PROBLEMA 17: 
En un AABC | _асовА+ЬеовВ+есовС ЛЕ а: 


_зепВх зепС_ 
4% Вја . E 2a D)3a : Ема 
RESOL UCIÓN: 
Sabemos que : 


a=2RsenA , b-2RsenB , c-2RsenC 
Reemplacemos en F : 
Rx 2senAcosA+R x 2senBcosB + R x ХзепСсовС 


PE senBsenC 
Е [зеп2А *sen2B--sen2C 
= Е= 
senBsenC 


Apliquemos la propiedad : 
sen2A +sen2B+sen2C = 4senAsenBsenC 
F= Rx4senAsenBsenC 
senBsenC 
>F=2x2RsenA => Е=2а 


БРТА : “С” 
PROBLEMA 18: 
Еп un triángulo acutángulo АВС; | E 
а-3%/6; b-24[6 y В=45°. Halle el ángulo C. 
А) 75° В) 45° _ C)6* — D)IOP Е) 15° 
RESOLUCIÓN: 
De acuerdo al teorema de los senos : 

senA «ан. зепА веп45% 


3+6 72446 
" Bia ANS: 
"EAT Jg 2-48) ^. 2 
А=60 v — A-1200 
Раат) 


Como: А+В+С=180 => С=75° 
105° 


RPTA : “A” 


EDITORIAL RUBISOS 


PROBLEMA 19: 
En un triángulo ABC si; AB =c;AC=byBC=a. 


Halle la expresión equivalente de : 
„еден 
; donde R: fuso 
co | 4€ 
2 
Аһ Ва С> DË юз 
RESOLUCIÓN: 
B 
c a 
A b с 
Siendo В el circunradio del ДАВС, ве cumple : 
a=2RsenA , c=2RsenC 
Reemplazando en E se obtiene : 
2R(senA+senC)xsen Ё 
=>. А-С 
2 
2Rx2sen 4:<) (456), = 
ЕГЕ 2 2 2 
(220) 
2 
Como А+С, B. (4% B 
3 3 90° = в 2 ооо 
Luego E=2Rx2008 В sen > 
>E=2RsenB = E=b 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 20: 

Enun triángulo ABC, donde B-C=x/2 ; b+e=a/2 
se pide hallar la medida del ángulo (B - AJ/2 , (en 
radianes). 


х х л ж ж 
As B O DG EA 
RESOLUCIÓN: 


yaque; b=2RsenB , c-2RsenC , а=2ЕзепА 
Reemplacemos еп: 5 +с= а 4/2 
2RsenB + 2RsenC = 2RsenA x J2 


eee (Pr 2 mae 


2 2 
* Dato: B- C= 90° 

sen (B2 €)- co А 

2 2 


* Como: Bec BC Aeon > 


Reemplazando se obtiene : 
A EE p er 
Зоог coe 45 =2sen ^ cos х ЈЕ 
1 A 
гы ра 
Es decir : В + С = 120“ 
además : В-С = 90° (+) 
= 2B = 210° 
= В = 105° 
Finalmente: В-А 45 ж 
2 2 8 


КРТА : “А” 


PROBLEMA 21: 

En un AABC, simplificar: 
Wz(b!- с*) xetgA- (c! – a?) xctgB + (a)-b*) xctgC 
C)o 


4)-2 В)-1 
RESOLUCIÓN: 


Del teorema del coseno : 


_b? +e’ а? 
соА---- е 


Del teorema де los senos : 


2к=-“ > DONA oe а) 


d Е|Ь?+с?-а? ] 
9685 abc 
Multiplicando рог (b*-c*) : 


qn R[b* -e* -(&* –с?)а?] 


abc 


D)1 E)2 


(D) (D: 


Análogamente se obtiene : 
R[c* -af (с? -a*)] 
abc 
R[a* -bf - (a* -&* је 
abc 


Sumando miembro a miembro las tres ültimas 
igualdades se obtiene : 


R[-5*a*c*a* — c*b! жа?ы, — a? c? «p? c? ] 
у= 


abe 


эҥ=®Ї_° 1 > W=0 


(е? - а? )cotB- 


> (а? -b° JootC= 


ЕРТА ; “С” 
PROBLEMA 22: 
En un triángulo ABC de lados a, b y c 
simplificar : y = bcosB – ссовС 
bsenB – csenC. 


А) tg(B + C) В) сі (В «С) — C)tg(B- C) 
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D) ctg(B - C) E) sen(B - C) 
RESOLUCIÓN: 
Sabemos que: b —2HsenB , с = 2HsenC 


Reemplacemos en W : 

w  2RsenBxcosB – 2 ЕзепС x cosC 
2RsenB x senB - 2 RsenC x senC 
2senB cos В – 2senC cosC 

2[sen* B—sen*C] 
propiedad conocida 
_  sen2B-sen2C 
_ 2sen( B&C)sen(B - C) 
>W= 2соз( B-C)sen( B - C) 
2зеп(В+С )зеп(В - C) 
= W=cot(B+C) 


=>И= 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 23: 
Siel cireunradio del triángulo ABC mide 0,5m, calcule: 
gj #2084 t bcosB-tecosC 
> à abe 
А) 0,5 m? B) 1 m* C) 1,5 т? D) 2m* Е) 2,5 m? 
RESOLUCIÓN: 
Sabemos que : 
a=2RsenA , b=2RsenB , c-2HsenC 
Reemplacemos en E: 
R[2senA cos А + 2вепВ cos В+ 2senC cos C] 
2RsenA.2RsenB.2 RsenC 
R|sen2A +зеп2В + sen2C] 
SR? senAsenBsenC 


E- 


2E- 


1 1 
= E-——., dato: R=0,5==m 
28? 2 


= E-2m* 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 24: 


En Cosi) oblieuángulo, dos de sus ángulos 


internos miden zmay [M Y la suma de js 


C)3. DA 

RESOLUCIÓN: 

Sea ABC el triángulo. 

Sen 4.5 gua 
t 2 В 7 


Сото А +В+ С=я = c=% 


Por dato : a? «b? 4c? - 112m? 
Se sabe que: a=2RsenA, b=2RsenB, c=2RsenC 
Reemplazando se obtiene : 

4ЕЗзеп A--4R* sen? B+4R*sen*C=112 


cap? змен? ий ŽE y asen? 42 112 


2x 4л 8л 
see ta -00877-+1-008 Е 
Сото: 87, бл _ 8% _ ов 67. 
7 + 2x cos 7 7 
Luego: ge [s- (sort оов “в 
1 
7 -3 
> R'xc,-56 > В=4т 
RPTA : “D” 


NOTA: a=40° también es solución pero la forma del 
cuadrilátero es otra: A 


D 4a 


Vos ap B 


с 
PROBLEMA 25: 


hos a figura mostrada determino el valor de "ө", si si 
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Apliquemos el коон de los senos : 


* Enel 4 BDC: а а АГА 
is en Beno” 


pae 
dg" sena” 


(1) 


* EnelA ABD: 


(0) (0D: 
веп80 _ зепзд 
sen20 веп@ 


———— Án (I) 


=> sen80 = 2sen30 cos 0 


Zsen cos 0 
=> зеп80-веп40 + sen20 > sen80 — sen40 = sen20 


> 2 cos 60sen20 —sen20 => cos60— 3> 9=10° 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 26: 
Sean A y B los extremos de una de las aristas de un 


cubo y sea O el centro de dicho cubo. Entonces el coseno 
del ángulo AOB es : 


А)2/3 B)1/6 
RESOLUCIÓN : 


C)34 . D)SIS 


E)1/3 


* Asumiendo que а sea la medida 
de la arista del cubo , entonces : 


oA-op- ti 


* Nos piden calcular: cos A Tw 


* Aplicando Ley de cosenos en el AAOB: 
MEA 


* Por lo tanto, al reducir la igualdad se obtiene: 


сөг0-1 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 27: 


Dos circunferencias de radios „/3] SR у 42. J2R ве 
intersectan | formando un ángulo de 120°. Calcule la 
Lentre sus centros. { 


луку5-6 вв 5 cinia 
Р)Е 647 ВЕ. 
RESOLUCIÓN: 


Apliquemos el teorema del coseno en el A O'TO : 


x*-(/sn)' +(/гв) -2(V3R)(J2R)cos60* 


= c! -3n*«2n? - 2./6Н* x L 
= x=RŅ\5- 6 
ЕРТА : “А” 

PROBLEMA 27: 4 Е 
En un triángulo АВС se cumples. E 

sen!B axe Cal T 
веп2А+веп С afro? з Жер) e 
A)j4v  B)6*  С)30% 29915 Eg 
RESOLUCIÓN: 
Del teorema de los senos se АЕ t 

a с 
A ¿A RC 
sen. 2R senB ЂЕ зепС 2R 
Reemplacemos en la condición : T 
sen*B ac _ ax ас ` 
senfAsaenC абе? («3 жұт! 
2R 2R 

LL _ 1 

a^ c? 

b? +ас=а?+е? 
e tt 
а?+с? – 2ассовВ+ас=а?+ с? – ?ассовВ-- ac 
> cos B= = В-60% 

ВРТА : “В” 


PROBLEMA 28: 

En un triángulo ABC, los lados AC, BC y AB miden 
10; 15 y 20 metros respectivamente, Calcule el valor 
de F=256 sen(2B)sen(2C) 


р)105 Е)210 


4)-105 В) 52 С)б2 
RESOLUCIÓN: 
A 
20 
10 
с e B 


Para calcular las razones trigonométricas se pade 
considerar un SES semejante : 
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Cálculo de sen 2B : 
32447 – 2° 
2x8x4 
cos B = 2 => 
8 


cosB= 


2 2 2 
Cálculo девета: cosc= 34€ 


cos C = > 
* зеп2С = 2senCcosC 


=> зеп2е С=2 х —— 


4%) 


Reemplacemos (I) у (II) еп: 
Е = 256sen2Bsen2C 
= Е =-105 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 29: 
En un triángulo dos de sus lados miden созб y cos30, 
siendo el ángulo comprendido entre estos dos lados de 
4 0 . Halle una expresión para la longitud del tercer 
A)sen20  Bjsen40 С/)вепб0 | D)cos20 Е) сов40 


RESOLUCIÓN: 


cos30 


Apliquemos el teorema del coseno : 

x? —cos* 30--cos?0 — 2cos30cos0 хсов40 
> х = с08" 30+с080|с080 – 2cos40cos30] 
=> "= cos" 30+c080|cos0 – (сов 70 + cos] 
=> 2x*— 2cos* 30 – 2208 76с030 

=> 2x" 1-- cos60 — (соз80 +c0860) 

=> 21*=1-c0s89 

=> 2x*-2sen* 40 => x=sen40 


RPTA : 


“В” 


PROBLEMA 30: 

Halle la medida del ángulo B, sien un en АВО 
se шне. азы ас = 26 F(a? +e) +a’ 

А) 15° | Вуле | С) 80° — 
RESOLUCIÓN: 

а*+Ь*+с* = 2b* (a? +с?)+аѓе? 

b* +а*+с*+2а?с?* -2b* (a? +с?)+За?с? 


NE 
b! — 2b" (a* +с?)+(а? +e? )? -3a*c* 
T.C.P 
Ед (ас?) = За?с? 
y 

а?+с? – 2accos B-a? – с" ]?=За?с? 
4cos? В=3 [eos ie 
=> cope 2 У cos p 

B=150 y B=30" 
Una solución es : В = 30° 

RPTA : “С” 

PROBLEMA 31: | 
Los lados. a, b y e de un о ABC cumplen la 


siguiente Igualdad: 5(а? — b? – с") =2be; entonces el 
valorde вези (4), es 


ЈЕ 


д вуз о D)/6 Ej246 
RESOLUCIÓN: - 


Por el teorema del coseno: а? = Б? + с*- 2be cosA 
Reemplacemos еп la condición : 

б(а? -Ь° -c*) =2bc 

=> 5(b*+c* - 2bc cos A - b? – с“) =2е 


=> соз Á=-— 
Luego: ) 
A 1—cosA 

F=2tan($)=2 жет э Е=/6 
; “р” 

' PROBLEMA 32: 
Un móvil se desplaza 40 km la dirección 56090 
con respecto а un punto Esp se denied 90 
km según la dirección № 60°0. Halle la сеп 


(km) entre el punto inicial y la nueva ubicación. - 
А)20/5. В)20/7  0)1947 р) 3043 $ 
RESOLUCIÓN: 
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=> Ezb! « с? – 2bccosA a? + c — ЗассовВ + a^ b* — 2abecosC. 

= Ex 2a* 2b! ге! — 2bcosA — 2ассовВ — 2abcosC 

= Ez 2(a* b ec? ) - ?(ЪссовА + accosB  abcosC) 
AAA 


10 
>E=2E-20>E=20 


RPTA : "B" 
PROBLEMA 35: 


En el gráfico se muestra un cuadrado colgado en una 


х a pared . Halle cos ў, si la longitud de la cuerda es tres 
Apliquemos el teorema del coseno : РЕ 


d? =20"+ 40* – 2 х 20 x 40 cos 120° 


6 17 
= dH) 
deg | ља акта 5 | Бе m 
7 1 
=> d=20/7 Og 4% 
RPTA:"B" 2 
PROBLEMA 33: 27 
Eneltriángulo ABC, hallar AC. А RESOLUCIÓN : 
1 у * Sea el ancho del cuadro 2А entonces la longitud de la 
А) ы в. В cuerda ев: 3(2k) = 6k 
3k 3k 
с) жы Ка А 
X 2 2 B 
1 2k 
жауа 1 1852 C *pelafigura aplicamos ley de cosenos : 
RESOLUCIÓN : 
(20)? -(3)* (3 K )* — 2(3К)(ЗК)созф 
= 4-9%9- 18с08$ => 18совф-14 > совф= f 
RPTA : "C" 
PROBLEMA 36: 
p C En un ААВС se tiene que AB =< y АС = b, desde А 
Por ley de cosenos: Ye 2 se trazan AM y AN (M y N en BC de modo que 
5" =е"+а" +2асСозб0° АМ = AN; m«BAM =a ; maCAN = B. 
x) Gn] О О им г 
> 75-15 36-48) Ve Determine ON 
Resolviendo: в? =. РЕКЕ bsena p bcosfB n света ccosf ,.свепа 
ae 2 встр, В) жена O) еки nf D) сбое E SORT 
RPTA:UD" RESOLUCIÓN: 


PROBLEMA 34: 
En un triángulo ABC se cumple que: 

abxcosC + bcxCosA + асхсозВ =10 
Calcular: E =a* + ы +e 
Ай? B)20 _ €)10 D)8 E)6 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicamos la ley de cosenos para calcular: a^; 63 у c* 

Еса ++ с? 


Apliquemos el teorema de los senos : 


* enel АВАМ: 2 — € 


* enel ACAN : 


MID: руһу с 
CNsena b 


ес” 
PROBLEMA 37: 

En alta mar dos barcos sobre un mismo meridiano 
están separados por una diferencia de latitudes de 60°. 
Si desde ambos barcos observan un satélite (contenido 
en el mismo plano que contiene al meridiano y los 
barcos) con ángulos de elevación iguales a "а". Calcule 
la distancia del satélite al meridiano terrestre, 
considere R la longitud del radio terrestre, y 


ща=\8 - k- 

С) ria) ој-в(1+2] 
2+k 

DES 2%) юв(2-1) 

RESOLUCIÓN: 


Apliquemos el teorema de los senos en el A AOS : 


05 >а ОА 
sen(90%a) веп(60%-а) 
OH+HS _ R 
cosa зепб0° сова – cos60^sena 
> R+HS= z 
УЗ cosa _1 „вепа 
2 сова 2 сова 
2R 
R+HS= 
УЗ -tana 
dato 
2R 
HS= -R HS-R|--1 
8-(13-Һ eium ( ) 


; “p” 


PROBLEMA 38: 
Desde un extremo de un puente де 270 metros de 
longitud se divisa un punto ubicado en el fondo de un 
precipicio con un ángulo de depresión de 74%, y desde 
el otro extremo del puente se aprecia el mismo punto 
con un ángulo де 69°. Halle, en metros la distancia 
desde el segundo extremo del puente al punto divisado 
А)350 В)360 С) 384  D)408 Е) 432 
RESOLUCIÓN: 


270 т 


Por el teorema де los senos : 
ARA 
веп74° sen37” 

270° 24 


-de^73- хә? 4-42 


5 


ВРТА : “E” 


PROBLEMA 39: 

Desde la parte más alta de una casa se observa una 
estatua у su pedestal con ángulos de visual de 45°, Si 
desde la base del pedestal se observa la parte mas alta 
de la casa con un ángulo de elevación cuya tangente es 
5/7 y la distancia entre la parte superior de la casa y la 
parte mas alta del pedestal es 10m. MCN 
la altura (еп m) de la estatua € 
А)2/31 B)s 432 C2437. 
RESOLUCIÓN: 


Aplicando el teorema de los senos enel A APE resulta: 


h E 10 
веп45% sena 
como J74. 
5 
tana = – => 
7 
7 
Luego; 10,42 > ћ=2/87 
Ја 


RPTA : “С” 
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PROBLEMA 40: 
En un triángulo ABC, de lados BC=a, AC=b y 


AB=c, reducir 
M= зепА-зепВ b-a 
senA+senB Ъ+а 
4-1. Bo ' €! Di в 
RESOLUCIÓN: 
e a 
A b с 
Siendo R el circunradio del А АВС sabemos que : 
b=2RsenB , а = 2ЕзепА 
Reemplazando еп M : 


_ зепА – зепв , 2RsenB – 2RsenA 
зепА+зепВ  2RsenB-2RsenA 
= М=0 


БРТА : "B" 


PROBLEMA 41: 
Deun puerto dos barcos zarpan simultáneamente con 
rumbos 520°Е у 540%О y con rapidez constante de 
25 m/s y 30 m/s. Luego de 16 minutos ¿qué distancia 
están separados los barcos en km? 

А) 24,054 В) 24,80 С) 25,055 р) 26,054 E) 27,38 
RESOLUCIÓN: 


Ж ы Ж 


"d. 
Siendo t=15min=15x608 se cumple: 
d,» v,t- 25, 4,= о,1= 30t 


Luego, aplicando el teorema del coseno tenemos : 
а?=а? +d} - 2d,d, cos60* 
= d*- 25" *  30* t? -2х204х304х1 
2d'-5't! [5*«6* -5x6] 
= 4=56/81=5 х 15 х60 31 m 
~. 4000 81 рт = 4,5 5,5078 ->4-26,055%т 
RPTA : “С” 


EDITORIAL RUBIÑOS 
PROBLEMA 42: 

Un marino navega desde un punto А, 120 km en la 
dirección N37"0 y luego hace el viaje de regreso; por 
error, este viaje de vuelta lo hace en dirección 853°, 
con un recorrido de 120 km. ¿Cuántos km tiene que 
recorrer y en qué dirección tiene que navegar para 
llegar al punto A de partida? 

А)36;50 B)34; SO C)24/2SE D)40; SE E)24/2; SO. 
RESOLUCIÓN: 


x 
Enel AAPB: х= 2х120 зеп8° 
$ 542 
=240 1 
1506/9 
>x=24/2 km А 7 a 


Para llegar al punto А tiene que seguir la dirección 


р Respuesta :2442 ; so. 

ВРТА : “E” 
РЕОВЉЕМА 45: 
Dos fuerzas de 20kg y 25kg actúan sobre un cuerpo y 
sus direcciones forman un ángulo de 53°. Halle su 
resultante, en kg, y la medida del ángulo que forma la 
resultante con la fuerza mayor. 


4) 45; aresen (2) В)40;3>  0)5/85:30" 
D)5465; arcsen( >) E)40; 30* 


RESOLUCIÓN: 


ATRIGONOMETHIA 6 


Apliquemos el teorema del coseno en el А PBC : 


R*=25*4+20* – 2x 25x 20 cos 127“ 
–сов 53 


gt tetra] = R-5/65 kg 
Apliquemos el teorema de los senos en el А PBC: 


зепд веп127% 4 16 
20^ К > 
de donde; o=arcsen( 2.) 


ВРТА : “D” 


PROBLEMA 46: 

Е! esquema representa la tierra y la luna. La luna está 
directamente encima del punto A y myACB=60* 
¿Qué tanto más cercana está la luna del punto A que 
del punto B. La distancia де L a С es de 239000 millas 
y el radio de la tierra mide 3960 millas. 


L 

A) 1600 millas 

B) 1800 millas 

Н А 

С) 2004 millas B 

D) 2100 millas 

E) 2200 millas 
RESOLUCIÓN: М 


1, 


T 


239 000 


4512222 


Apliquemos el teorema del coseno : 
"=3960"+ 239000? - 2 x 3960 x 239000 cos 60% 
=> x*- 40" [99*.5975* – 99 х 6976] 

=> х?=40? x 35118901 = x ~ 40x 5926,1 

= х= 237 044 


La luna está más cerca del punto A que del punto В 


еп: х- 235040 = 2004 millas 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 47: 
En un triángulo ABC 
Simplifiear: ^ ^. — 
и они 
abcos(A*B) . 
ей 
ри Dag 0 


“R” es. е1 cireunradio. 


А)- P [PE 72 lant 
RESOLUCIÓN: 
Vamos a aplicar la propiedad : 

зеп(а+ B)sen(a – B) -sen?a – зеп? В 


sen? A – sen? B-- sen? В – зеп?С+зеп?(А+С) 


ж, 


ol abcos(A+B) 
Dk- sen( А+ С)веп(А – С)+зеп?(А+С) 
abcos(A+B) 
> к= 2en(A+C)[sen(A- C)&sen(A*C)] 
abcos( A+B) 
-cosC 
porque : 
(А+В)+С=180 
__веп( А+С) х 2senA cos С 
NE... "MEE 
Como (А+С)+В=180° = sen(A+C)senB 
Además se sabe que: а = 2RsenA , b = 2RsenB 
Luego: , зепВх2вепА 
— -2RsenA x 2RsenB 
1 
> E=- зн? 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 48: 
Enun triángulo ABC, el ángulo C mide 60° y los lados 


RESOLUCIÓN: 


¿RESOLUCION DE TRIAYGULOS OBLICUAYGULOS 


Como С= 60° => А+В=120° 
Luego: А 


[А-В 
2 ) 243+J2-(243-/2) 
Лап60° — 2/8+Ј2+(2/8-42) 


А-В 
tan ) ez 


> = эю 


s «s Mi 


2 2 .3 


x 42 
ФА t arctan (4) 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 49: 
En un triángulo ABC, cuyos lados son tres números 


enteros consecutivos, el perímetro es 18; calcular el 


coseno del mayor ángulo agudo. 

1 1 2 1 1 
Az 85 O D Ez 
RESOLUCIÓN: 


* Según los datos: гр=18 => п+п+1+п-1=18 >п=6 
B 


7=n+1 
*Luego;b = 7 es el mayor lado, osea « B mayor ángulo. 


bi=at+o? — Зас cosB ¿> 7= 62+5° – 
= 49=36+25 – б0едвВ => 12=60c08B => cosB= 
RPTA : 


2(6) Y 


A 
PROBLEMA 50: 
Sea un triángulo con ángulo A, В, C, y los lados opuestos 
o ма г, 
рде _ abeenC (аА + etgB) 
Ae — Bec C)? — Djab? 
RESOLUCIÓN: 
“Ба: Kcab'senC (сін tcfgB) 
E - sen(A +b) 
senAsenB 


Ejc*b* 
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+ p-ap зепСзетцА + B) 
F=ab ты БЕНДЕН О 
Como А+ В=180" -C = зеп(А+ В)=зепС 
n2C 
II o басыз 
F B (1) 
* Ре ја ley de seno sabemos que: 


a b 
“ан” веп B-jR ;senC- 


ЕЗЕЗ 


ЕРТА: “С” 


* Reeplazamos еп (1): F=ab 


PROBLEMA 51: 

Un cuadrilátero, inscrito en una circunferencia, tiene 
dos lados consecutivos iguales. La diagonal que une los 
extremos de los lados iguales miden ҙ/2-/2: el 
ángulo opuesto, en el cuadrilátero, al ángulo 
comprendido entre dichos lados iguales, miden 135° 


¿Cuánto mide los lados iguales?, 
4)3 В)4 < С)5 D)7 E)1 
RESOLUCIÓN: 


* Observe que a —45* 
* Aplicamos ley de cosenos en А ABC: 
п?+ п? – 2(n)(n) cos45° = (32/2 * 
c 


= 2п? – (2). 9(2-42) 


=> 2n*(2-42) = 9(2- 42) 


=>п?=9>п=3 


ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 52: 
Calcule el coseno del menor ángulo de un 


paralelogramo, si su perímetro es de 14и y sus 
diagonales miden 4и y би. 


10 12 14 16 18 
A) 23 B) 53 с) 23 Ds E) ?3 
RESOLUCIÓN: _ с 
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Condición: a+b=7.. 
Aplicamos la ley de cosenos : 
ЛАВР: 4*- a* b" – 2ab созд... (1) 
ДАВС: 6*=a*+b* – Зађ cos(180* — 0) 
cos 
6%= а®%+Ь*+2аЬ совб ......... 
Sumamos (I) a (И): 


52=2(а?+6?*) =a? +? +2ab=26+2ab 
ый оба Ае 
а?+Ь?= 26 
(а%Ь) =26+2а5=> 2ab=23 
IT 
7 


Restamos (II) ^ (I): 
20=4ab cosó = созда 19: 
==. 23 
46 
ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 53: 
Enun trapecio ABCD, la base mayor AB mide 4m,las 
diagonales AC y BD miden 3m y 4m respectivamente, 
el ángulo obtuso formado por las diagonales mide 120". 
Halle la medida de la base menor CD (епт). 
А)18 B)24844 С)/37-4 D)J72-3 Е) 3+1 
RESOLUCIÓN: 


I) se traza: СВ” // DB. 
11) Aplicamos la ley de cosenos 
AACB: (4+d)"=3*+4* – 2(3)(4) cos 120% 


э чай -5-за2)[-1) >d=/37-4 
37 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 54: 
En un triángulo, los lados son 3 números enteros 
consecutivos, y el ángulo mayor es el doble del menor. 
Entonces, los lados son: | 
А)5,6, 7 В)3,4у5 C)2,9,4 1)1,2,3 E)4;5 y 6 
RESOLUCIÓN: 
* Como los lados son números consecutivos; entonces, 
los representamos рог; п -1, n y n+1 (ver la figura). 


n+1 
* Aplicamos la ley de senos: 
п+1 1-1 ,sen2a п 


sena 
* Ahora aplicamos ley de cosenos: 
(n - 1f n* (n1) – 2п(п+1) сова 

ntl 


тәл? арий ии пп") 
* Simplificando, se obtiene: 
п(п+1) 
n- 
=> п?+2п+1=п?+3п -4=>п=5 


* Los lados del triángulos son: 4; 5 y 6 


=n(n+4)> (n+1)%= (n+4)(n-1) 


RPTA : "E" 
PROBLEMA 55: 
Enun triángulo ABC, el ángulo C mide 60° ; y los lados 
a=2/3+2 y b-2 48-42 
Entonces, la medida del ángulo А es: 


2x 42 я 42 
A) 3 + are te( 2) B) тли (В) 


я. y2 мо y2 
с) 3 + 2arc tg [2 D) 3 ағен (2) 


RESOLUCIÓN : 
* Graficando el triángulo indicado, utilizamos el 
teorema de la tangente, asi: A 


A+ B 5-22 13-42 
a+b_ «( 2 ) 
a-b e Ав) 


s ¿Le 1204 


A 
I— а=2 \3+\2 30 
* Reemplazando los datos del problema, tendremos: 


4/3  tg60* 42 
а ӘЙ => 


* Es decir: в 
2 


т 
А-з=А и 


Li 42 
> A=+Are uz 


RPTA : “B” 
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PROBLEMA 58: 

En un triángulo ABC se tiene que B+0= "E rad, 
Hallaren términos del cincunradio «R”el equivalente 
dela siguiente expresión: > 


M: bcosB – с cosC. 

= = 

зеп(В-С) 

A-R B)2R ОЕ рук D 
RESOLUCIÓN: 


* Datos: В + С = 120° 
_ бсовВ – с cosC  R(2senBcosB – 2senCcosC) 


sen(B-C) веп(В – С) 
>M= R(sen2B - sen2C) _ R.2cos(B+C)sen(B - С) 
sen(B —C) sen(B —C) 
> M=Rx2 cos120*- Rx 2(- 2) M=-R 
- ВРТА : “A” 


PROBLEMA 57: 
Enun triángulo ABC, simplificar: 


a+b 
A c b с 5 
RESOLUCIÓN: 
А 


Н equivale a: H=% 26,2 зА | 
ед! H: pen 3 me 3 1 


E <(1- b 
оне ©0еС)+, (1 cos АН- 


а-асозС+е - ccosA*b 
b 


>H= 
Por el teorema de las 
proyecciones = 


а+6+с- (а совС + ссозА) 
b 


H- 
atc 
=> Н=—— 

b 


RPTA : “р” 
PROBLEMA 58: 
Еп un triángulo АВС; si, АВ=е; АС=ђ у ВС=а, 
simplificar; 

E=a(b*+c*)cosA + b(a*+c*)cosB +c(a*+b*)cosC. 
А) ас: В) Зас C)a*b*c D)a'tb'àc! Е) 0 


RESOLUCIÓN: В 


с а 


Efectuando multiplicaciones en E : 
E=ab*cosA+ac*cosA+ba*cosB+bc*cosB+ 
са?созС+сЬ?созС 
=> Е =ab(bcosA + а созВ)+ ас(ссозА +а cosC)+ 
Бе(с созВ+6 созС) 
Por el teorema de las proyecciones se sabe que : 
5 совА + а созв = с 
с совА + а cosC = b 
с созВ + 6 созс = а 
Luego: E =а(с) + ac(b) + be(a) 


=> E = 3abe 
БРТА : “В” 
PROBLEMA 59: 
En ип triángulo ABC reducir: 
¡(Ph c)cosA+(a +b)cosC+(a + с)совВ (===) 
serA+senB+senC a 
4)0 B)R C)1 D) 2R EJ3R 
RESOLUCIÓN: 
J equivale a: 
Pos A +осовА +acosC+bcosC+acosB+ocosB _ a 
senA+senB+senC senA 
„у бео С+осовВ) +(ccosÁ+acosC)+(bcosá+acosB)__a 
senA+senB+senC зепА. 
Aplicando el teorema de las proyecciones tenemos : 
2 a+b+e __а 
senA+senB+senC зепА 
а b с 
Por el teorema de los senos : ut ӨЛЕ везе 
Aplicando propiedad de proporciones : 
a+b+e e 
senA+senB+senC вепА 
Reemplazando en J resulta: J = 0 
ЕРТА : "A" 


PROBLEMA 60: 


En un triángulo ABC, si AB = с; АС = by BC = а, 
entonces encontrar una expresión idéntica А; 


Ezbsen? ($ s)" (2) 


А; В)р-а Огр D)2p-a Ер 
RESOLUCIÓN: B : 
с a 
A Ђ e 
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2E=bx 2sen* (£e 2sen* (5) 


> ЗЕ =-5(1 – cosC)--c(1- cosB) 
= 2E=b+c-(bcosC+ecosB ) 
а 


Por el teorema де las proyecciones : 
Luego: 2E=a+b+c-2a 
perímetro 
2E=2p-2a > E-p-a 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 61: 
Enun triángulo АВС а quees igual : 
а Лоса 
cosB + cosC 
с b pre 
ШАР ата ве СЕ, 
RESOLUCIÓN: 
A ES 
2 


А+В+С= 180° > 2* 


eor 


Estamos multiplicando 


convenientemente 
—4 ин 
E sen(B+C) 2RsenA ES ЕС 
senB-senC 2RsenB +2RsenC Бес 
ВРТА : "D" 


PROBLEMA 62: > 

En un triángulo ABC se cumple que а +6? жс! =W°, 
cosA.CosB.CosC =tg°a. Calcule el cireunradio en 
términos de ay W,si W>0 уаеШС (tercer 
cuadrante), - у 


a) - 32 в)-#У? seca 0) сова 
4 E 4 

pj- V oos ща 

RESOLUCIÓN: 

Reemplacemos: 


a=2RsenA , b-2RsenB , c-2RsenC 


en el dato : 
a! + 5" + с! = и? 
28? [ 2sen*A+2sen"B+2sen*C |-w* 
> 2R* [1 – соз2А+1- cos2B--1— cos2C]- W? 
=> 2Е° [3 - (cos 2А+ соз 2B cos 2C)]| -W? 
Apliquemos la propiedad : 
cos2A + соз2В + cos2C = —4cosAcosBcosC - 1 
2Е?[3-(—4соз Асов Bcos C—1)]=W* 
> 2R x 411+с08 Асов BcosC]=W* 
tan? 


a 
—2R? x 4xsec? a=W? >/2Rx2 [sec al =W , а € ШС 
(seca) 


= ви Пана 
4 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 63: 
En un AABC, determine el equivalente de W en 
términos de los lados y el circunradio, si: 
c A-B 
Wesen quem [A 2 ) 


AS? қақы (559 раже m 
RESOLUCIÓN: 
Como с, АҰБ ор > cos sen (42) 


Reemplazando еп И: 
А+В А-В 
Wwz2 ЕУ 
5 a+b 
2R += > "ug 


ЕРТА : 


>W=2[senA+senB]= РЕЗ 


«Е» 
PROBLEMA 64: 
Para un triángulo cualquiera de ángulos A, B y € y los 
lados c, b y a. Se pide hallar la altura relativa a lado a. 
азе еза (А+В) 
A) h= В)ћ= эоп(В+С) — 
папа бина на D)h à sen(A4 Cisen(B4C) 
сов(В+С) 
ати -o КЕ? 
НЕ as 
RESOLUCIÓN: 


C)h= 


К ВРА: ВҺ,-свепВ 
Por el teorema de los senos : 
e а asenC 


- с= RENT (11) 


а зепС senB 
зепА - 
Сото С+(А+В)=180° => зепС=зеп(А+В) 
Análogamente : senB = sen(A+C) 
Luego: _ а зеп(А +В)веп(А+С) 


зепА 
RPTA : 


(0) en (1): h,= 


h, 


а 
“с” 
PROBLEMA 65: 

Dado е! triángulo ABC, ве traza la bisectriz 


AP (P en BC), tal que : БЕ, imaPAC=30", 


determine la medida del ángulo B. 
Ајс“ (74) В) сів! ЕВ Сусір! (4) 
3 9 3 
„(УЗ 2 
i| NS. (2 
D)ctg ( 9 E)ctg” ( 2) 
RESOLUCIÓN: - 


Por el teorema de la bisectriz interior : 
BA BP ВА 2 _, BA=2n 
AC РС АС 3 > |АС=8п 
Apliquemos el teorema de los senos en el AABC : 
2n зеп(60°+В) 2 
senB 3 


ЖЕ dato > җе 


УЗ 


> cotBz — 
9 


=> Bzcot! (4) 


ЕРТА : "D" 


PROBLEMA 66: 

Desde ип punto un observador divisa la parte más alta 
de una torre con un ángulo de elevación 20, siendo la 
longitud de dicha visual igual a 96 metros. Si el 
observador avanza hacia la torre, en la misma vertical, 
una distancia de 64 metros, el nuevo ángulo de 
elevación con el que divisa el punto anterior es 38. 
Halle, en metros la altura de la torre. 

4)20.15 В) 22/15 C)24/15 210 Е)110 
RESOLUCIÓN: 


Р бат Q 
Apliquemos el teorema de los senos en el A PQT: 
64 96 
зепд sen30 
sen30 48 
senü 82 4 


= 2cos 2041-7 


1 
2020 = сд rj 


Luego, en el A РЕТ: 


415 


h-96sen20-96x 22 => һ-24.15т 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 66: 

Los lados de un triángulo son. I a 
5;7у8. irc (agudo) que forman elm 
menor de los lados | б 
А) 30° В) 60° 
RESOLUCIÓN: 
Si los lados son proporcionales а 5, 7 y 8, entonces 
miden: 


E 45° D) 


5k Ik 


8k 
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Del teorema de los cosenos se obtiene : 

(6k)? -(8k)* – (7k)? 
2(5k)(8k) 

25+64 – 49 


созб= 


=> созб- EA совд= 5 = Ө-60% 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 67: 

Enun triángulo, el ángulo intermedio es 60°, Halle los 
lados, si los dos menores se diferencian en 2u y los dos 


mayores en 1. 
4)3,56 В)4,6,7 С)5,7,8 D)6,8,9 Е)7,9,10 
RESOLUCIÓN: 


x-2 d 


А 


xtl 
Apliquemos el teorema de los cosenos : 


х?=(х - 2) - (x 1)* – 2(x — 2)( x — 1)cos60^ 


ima? —4х+4+х742х+1-2(5?-х- 2x3 
Dedonde: х = 7 
Los lados miden ; 5, 7,8 
ВРТА : “С” 
PROBLEMA 68: 


Реја figura obtener x en дол де 4514 ”;х=АМ. 


Е) cscg 
RESOLUCIÓN: 
“Еп D AMB; АВ = xesc 0 
* Aplicamos ley de senos en AABC ; asi: 
AB АС В 
send sen20 4 


PROBLEMA 69: 
Si еп un triángulo ABC se cumple: : 
а" + b° = 48°; R:circunredio | 
Entonces el ángulo С mide: — ^^. 
А) 60° В)75:: С)90 
RESOLUCIÓN: 
* Recordando: ат 2RsenA 
b= 2RsenB 


* Luego: 

(2RsenA)"* (2RsenB)? - 4R? 

=> 2 (2sen?A + 2зеп В)=4 
ia кесе 


> 2(1— cos2A + 1 - соз2В)-4 > cos2A +cos2B=0 
=> cos2A = – cos2B => 2А+2В=180° > А+В=90° 
= С=90° 

ВРТА : "C" 
PROBLEMA 70: 
Dos triángulos equiláteros ABC y ABD forman un 
ángulo diedro де 90°. Hallar el coseno del ángulo DAC. 
A/S. В)14  C)/oll  0D)N/2/8 Е)84 
RESOLUCIÓN: 


* Asumiendo la longitud de los lados de los triángulos 
equiláteros iguala 2. с 


* El ángulo СРО=90° es el ángulo diedro formado por 
los planos de los triángulos equiláteros ABC y ABD, 


luego en el > СРО (isósceles) Ср=6 
* Aplicamos ley de coseno en el AACD: 
\6*= 2342? – 2(2)(2)cosx 
* Ре donde: совх=1 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 71: 
Determinar el o pap de, un triángulo isóscels 
ABC (В: 120°), si su ir Е 


ANATA2)em В) ый 
0)/2+2)ст = Б)з/2ж2ет 
RESOLUCIÓN: 


* Designamos el perímetro del triángulo ABC como 


гр ; luego: 2р=а+Ь+е, 

Expresando a cada lado con el circunradio у su ángulo 
opuesto. 

* b-2RsenB - 2(48 )sen120* > b=3 

Como el triángulo es isósceles ; А=С=30° 

*azcz 2(48 )sen30* 


a=c=/3 = 2р=(2\/3+3)ст 

ЕРТА : "C" 
РКОВЉЕМА 72: 

Siendo К el circunradio, r el inradio, y r, el exradio de 

un triángulo ABC, simplificar: 

E= 2R*r-r, 

2R 

А) зета В) сірА C)igA  D)cosÀ Е) зесА 


RESOLUCIÓN: 


Sabemos que: r-(p-a)tan = , 


2 r-ptan- 
Reemplazando en E se obtiene : 
_ 2R«(p-ajtan^ - plan _2R-atans 
2R 2R 


Como a = 2RsenA , entonces : 
2R -2RsenA tan 5 


25 2R 


> E=1- senAx tan 


sen — 
= Е=1– 2sen* B 


< А А 
528 =1- 2001: cos; к А 


>E=c08 A 


ВРТА: "D" 
PROBLEMA 73: 


Enun AABC, simplificar: 


px(p-a) 
соя В о C схвеп? Deben! © (9 с) 


Аја Вја+6+с C)ab D)  E)2 
RESOLUCIÓN: 
En el problema 63 se ha demostrado que : 

свеп' "E sosen” Edp- Aa E КЕШЕС e (1) 
Пе otra parte , sea : 

лесов? Z сов? С > 2h=0.2000* E +b.2cos* С 
Ээ вале зена зао =уавне ++ cena. 
Por el teorema de las proyecciones : 
> 2k=2p = Верин n (LI) 
Reemplacemos (1) y (1I) en E : 

Е=РФ-9) _ Бел 

ga р-а) RPTA : “р” 


PROBLEMA 74: 
En un AABC ве cumple: ВС = а, АС = b, AB = су 


acos (5 РЕЧЕ Jes. Determine él perímetro 


de dicho triángulo. 
А)/2 .BN3 С)/5  0)2/2  Е)2/8 
RESOLUCIÓN: 
B A 
acos? (2) beos? (4)- Уз 


Similarmente a como simplificamos la expresión “Е” 
del problema anterior se obtiene : 
а+ђ+с=2/8 > Perímetro- 248 

RPTA : “E” 
PROBLEMA 75: 
Dela figura halle x, donde AM = MC 


AJ15 B) 18 
RESOLUCIÓN: 
B 


Tracemos la altura ВН asumiendo : BH=1 
Luego: HM=1 , =/3 

Notemos que: МС= AM = 8 +1 

Enel E ВНС: 


HC 243 
cot(45* - х)= BH^1- 
=> cot (45 – x)=2+/3=cot15 
= 45-x-15-x-30 
КРТА : “р” 
PROBLEMA 76: 
En la mostrada ве tiene que AB = CD y 
AD = BC. Si (BH)(AD) =7, halle el área del 
cuadrilátero ABCD. 
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A 
чу, 
С) 
А 
с Ham D 
Apliquemos el teorema de los senos en el triángulo 
21 ABC : rU тесно 
А5 B)7 ош D)14 EJ21 mur. CTS 
RESOLUCIÓN. A A C ҢЫЗ 
sena 504 C ng cos 9+ cot asenó 
sena ве: 
B Enel ACAD: сой a=% 
> = >. ШЕ 
cos0+ ойд bcos 0 + свепд 
m соза b 


БРТА : “D” 
PROBLEMA 78: 


Del gráfico, calcule x en términos де y;z y 6. 


Н А 
El área de un paralelogramo está dado рог : 


X 


Por dato : A 


с 
(ВН)(Ар)=7 = mcosaxn-7 ыр Moy 55040 
тпсоваз7 => тпвеп(90%-а)-7 => S4nop-7 Ај TEF AO GAS 
шау мер» 5 созд send 
paralelogramo ÁBCD. DAS Еј de 
RPTA : “B” 2зеп0+ y 2-усов0 
РКОНГЕМА 77: RESOLUCIÓN: 


Calcule la longitud AB en función de b, с y 9соп ayuda 
de la figura mostrada. "We b,AC=c. 


La tangente де а en los D ABC y AHM ев 
Ајбвепд+ссовд вісемньсвд о EOS > respectivamente: 
ы: Эзу — |(вепо+. юпа=®^=—Ў5©%#_ 
arios » (S SA 
RESOLUCIÓN: de donde despejando se obtiene : 
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ВРТА : “E” 
PROBLEMA 79: 

En la figura, las áreas de las regiones triangulares AFE, 
y CDE y del cuadrilátero DBFE son iguales a 1/3; si, 


además, ВС = AB; calcule tga. / А 
А) 3 

T 
B) з 
с) у? 
р)2 

1 
Е) ri 
RESOLUCIÓN: A 

2n 
F 
E 
AÑ ў 
с <2 E 
2n D n B 
Como 
блевс=Зллвь 
A BOMBE „ авхвр > BF=BD=n 
Notemos que: CD = AF 
E Susco = Sarar 
тес» вепа = BASAE sena => ЕС = ЕА 


Observemos que ЕЁ = ED 
Porlotanto: S,ggp Злеве= S 
Luego: CD = AF = 2n 


Finalmente, en el A FBC : fang 7 > вала= 1 


КРТА : “В” 


PROBLEMA 80: 
4abc 


Enun triángulo de lados a, b y c, calcule: р = Rpr 
Аг вм сув ^ DJ E92 
RESOLUCIÓN: 


D equivale а: 


[^ 


pr =: D=10prx => D=16 
Área del triángulo v pr Pr 

RPTA : "C" 
NOTA : Recordemos que el área de un triángulo en 
función de los lados y el circunradio está dado por : 


El área S también puede expresarse en función del 
semiperímetro y el inradio : S = pr 
Por tanto, es lícito afirmar que : e 
PROBLEMA 81: 
Con los elementos de un triángulo ABC, determine el 
valor de la expresión E en función del área S. 
a? +b? «c? 
Е-------- 

СДА +ctgB + ctgC 
А)8 В)28 C)3S р)48 
RESOLUCIÓN: 

___ аб ње“ 

СОЁА + со! В + со; С 

En el problema 25 (ver parte 1 del solucionario) se ha 
demostrado que : 


cotA= 


E)5S 


R(b?4c* - а?) 
abe 
Similarmente se cumple : 


В(а?+с? - b? ) Ría?+b? -c?) 


iB= = 
У, абс doti abc 
Observemos que : Id 
cotA+cotB+oo0= ЖЬ ro) 
abc 
Reemplazando en E se obtiene : 
a^ bc? abc 
a 25-426) = 5-5 
abc 
ЕРТА : “р” 


PROBLEMA 82: 
Para un triángulo ABC de lados a, b ус. -Simplifique 
la siguiente relación 


р-РФ-а)Ф- -Bp -oigh ашы 


а свео 
AS ве OI 85: Er 
RESOLUCIÓN: 


Como A+B+C =180° se cumple : 
tanA+tanB+tanC =tanA tanB tanC 
Luego, D equivale a : 


D= p(p - a)(p – b)(p - с) хѓап Atan Вал С 
ч, ађе 
(рх ЕЗ xtan Atan BtanC 
Sabemos que el área S puede expresar en las tres 
formas siguientes : 


abc 


Берг , 8- ЛЕ ase a 


= Szp(p-a)(p-b)(p- c) 


-S*zp(p-a)(p-b)(p – с) ....1.400 КП) 
2 
Reemplacemos (1) y (П) en Р: D-3s > D=1 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 83: 
Enun AABC acutángulo el equivalente de : 


beJT+cos2A+ac/1+cos2B+ ab/1+ сов? С %” 
а+Ь+с a+b+e 
A B) C)2(a+b+c) 
2 2 2 
D) а?+ b* «c? Бүз-кб есе 
) а Е 
RESOLUCIÓN: 


* Recordando la identidad: 2cos*x=1+c082x y 
designado E a la expresión solicitada se tiene: 


Е=Ье 1+ cos2A + ас 1+ cos2B + аЬ 1+ cos2C 
АША A ша А-а ы мй 


3cos* A 2cos? В 2соз?С 
* Del enunciado А, B y C son ángulos agudos, entonces 
созА, созВ y cosC son positivos: 
Е = 2 (ђесоваА + accosB + abcosC) 


= V2E= 2bccosA + 2accosB + 2abcosC 
* De la ley de coseno : а = b*+e*-2bc cosA 
=> 2bccosA - b? c? - a? . (D 
* Análogamente: 
= 2accosB- a? с“ -b* , 
=> 2abcosC =а*+ b? – с“ 
* Sumando Г, П y III: 
2bccosA+ ЗассовВ + 2abcosC = a? b? ec? 
ES E 

а?+Ь?+с* 
ЕЯ 


PROBLEMA 84: 

En un triángulo ABC, АВ-2и, BC=3u, 
т«ВАС-За y т<АСВ=а. Halle el área (еп и") de 
la región triangular ABC. 


RPTA : “E” 


3 42 x15 5 
Aj B7 оја D), 8); 


RESOLUCIÓN: 


A 
C 
3a. 
2u 
//A180*-4a. ах 
Зи с 
Aplicando el teorema de los senos se obtiene : 
senda . sena 
3 2 
sena(2cos За * 1) _ зепа 
3 E 2 4 15 
2а-- > 
cos 20 4 
А а 


Luego, el área de la región triangular ABC está dado 
por: 


Sz T senB 998252 


зеп(180° – 4a)=3sen4a 


=> 8=3х 2sen2a cos 2a => s=0 15,1 = sE а 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 85: 

En el triángulo mostrado se cumple que 

sent(=)+cos'(2)=2, 0<х<%; 

entonces, el área de la región 

triangular ABC es: 
. 10m 


)25(1+ /3)m* B)25(2-/5)m* 0)20(1+/3)m* 
2)20(2=У8)т*  EJ20(14/5)m* 
RESOLUCIÓN: 

Conocemos la identidad : 


3,1 
* x--cos! x: = + сов4х 
sen х+с08 x сов: 


Reemplacemos en la ecuación : 


7 л 

Ax+eostr=Z , <х<— 

sen*x 8 8 0 У) 
әз + соғах- T > соіх- 1 = х=15° 


Luego, los ángulos del AABC miden : 


EDITORIAL RUBLVOS 


B 
„> 
а=10т, 185 
30° 15" 
A 
A 
El área del triángulo está dada рог: 
FX senBsenC _ 10: , зеп135“веп 30“ 
2 зепА 2 веп15% 
42.1 в 
УУ Ј 1: (У8-1) 
8-б-2-4- =50 
> 6-42 “BD (УЗ+ї1) 
> S=25(/3+1)m* 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 86: 
Los lados de ип triángulo miden 
26m, J20m y /18т. Halle el área de la región 


triangular еп m?. 


А)10 В)9 C)8 D)12 Е)Ј80 
RESOLUCIÓN: 
v20 
У26 
Apliquemos el teorema де! coseno : 
26" - [20 [8^ – 2/20/18 cos 0 
=>26 – 38=– 2х6./10 cos 0 10 
3 
1 
ө = 
соз EO = s 
Я 1 
Luego, el área de la región triangular ез: 
s= ABD 18 но 5-9/0, 3. 5-9 
S= #10 => 
ЕРТА : “В” 


PROBLEMA 87: 

Se tiene un triángulo ABC, donde las alturas relativas 
а los lados BC , АС y АВ miden 6, 8 y 9 metros 
respectivamente. Halle el valor де F=288 cosA. | 
4)-2 .. B)-1 C)1 22 №3 
RESOLUCIÓN: 

Pordato: h,=6 , һ,-8 , h,-9 

Siendo S el área del triángulo, éste se puede expresar 


ah, bh, ch, 
«Са Sa Le, sae 
2 = 2 2 
НЕС 
2 2 2 
Despejando se obtiene : «-5 ^ ь-5 E с=25 


Para efecto de calculo una razón trigonométrica (еп 

este caso совА) se puede asumir S = 36, luego : 
ade ; b29 ER 

Por el teorema del coseno : 


Ь?+с? - а? 
2Ье 


9*48* — 12? re 
2x9x8 са “7144 


144 
> 1 
Finalmente :F=288x 72 > Е=2 


созА = 


=> созА = 


RPTA : “р” 
PROBLEMA 88: 
Se tiene un polígono regular de n lados (n > 4) cuya 
área es А и”, si se prolongan sus lados; éstos se 
intersectan formando triángulos cuya suma de las 
áreas de las regiones que encierran dichos triángulos 


El área А del polí У 
пре VY ладога 
polígono 


está dada por: А = n Sou ^ 
L 


2 
S Acn px D egt Де ege E E 
2 2 n 4 n En un AABC, de área 5 


Siendo B la suma de las áreas de los triángulos 
exteriores se cumple : 


B-nS,pyy 
P 
кз 
A 
a 
pivu 

AE h > 
= 1/2 

1, 


S Bens x P ton st 
2 n 
(1) (II) 
D) + (IT) am 
B 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 89: 
AA 


Enun AABC calcule; M EA M GC 


En términos de los lados a, b y c de dicho triángulo, si 
además el circunradio R mide 1. 
А) abc Ва C) b 
RESOLUCIÓN: 
a? b? c? 
ШІЛ z tanB F tanC 
Observemos que , siendo а = 2RsenA, se cumple : 
а? 
tanA 


D) с E) a+b+c 


= 4R'sen! Ах ^ 


2 
_@ = (2ЕвепаА |“ x 


Е 
tanA tanA z 


а? а? 
— ——_=2R SenZA ли T) 
д=2Е* x 2senAcos А => ¿RP senza а) 


Análogamente se obtiene : 
b? 
tan 


L——— 
с A enm 


Reemplazando (1), (1I) y (III) en M logramos : 
М=26*( sen2A+sen2B + sen2C ) 
propiedad conocida. 
= М=2Е*х4зепА senB senC 


ES M= x, (2RsenAl(2RsenB)(2RsenC) 


———— an 


B -2Rsen2B ............. 


—————AeA À (ПП) 


> м-та ‚ dato: R=1 


S Mab ВРТА : “A” 


simplifique: yes у 
S ето ena 


[P 


AJS. Bias 
pro TNT 
A B с 
En cot 2 *cot 3 toota 
2 
P 
А ВС 
Como >" +: 
А с A еу: FA 
—cot — cot — cot — 
22003.00: 3 ноо С аг улаа 3 
Luego, W equivale a : 
A ,В-%С 
ve IRE те 
p* pxptan A anciano. 
2 2 2 
Sabemos que el inradio en función del semiperímetro 
y los ángulos está dado por : 
A B с 1 1 
-рғап--іап--іап-- c "== 
r-ptan-. tans аз >W ps >» 5 
ВРТА : “р” 


PROBLEMA 91: 
En un ДАВС, se cumple; Ё?веп А +25совА =вепА, 
donde 5 es el área de la región triangular ABC y В es 
el cireunradio, determine la longitud de la mediana 
relativa al lado а. 
АЕ Вл рыз 
RESOLUCIÓN: 

R?sen? A+2ScosA=senA 


> R'sen Anz (56 sena JeosA = senA 


o E)2 


2 


Por el teorema де los senos : 
a=2RsenA => senA- 3 
Reemplazando se obtiene : 


2 _ а 
Е? х ?R 


a 
2R 


МУ (0) 


ВРТА : “В” 


(E RESOLUCION DE TRIAXGULOS OBLICUAYGULOS | 780 | EDITORIAL RUBISOS 


NOTA : Si no conoce la fórmula mie $e bccosA a 
partir de (9) puede proceder así: 
а?+4ЬссозА=4 

=›Ь?+с* – 2bocosA +4ЬссозА=4 

=> б?+с?+2ЬссозА=4 

=4т? =4 

=тЁї=1 

>m,=1 
PROBLEMA 4: 
Para un triángulo ABC, se tiene A-7. веза, с== 


Además BD у CE son bisectrices interiores. Pruebe 
(BC)*=BDxCE s 

RESOLUCIÓN: B 

Del enunciado 


CK — BOO» 7 
T Zr = Зх = СЕ-ВСх ВЕНД 
7 7 7 
De condiciones (1) y (2): 
PEU CUN 
BDx CE-BC x —¿2x BCx 2. 
веп == sen = 
7 7 
sen 
аи 4x 3x 
=> BDxCE=BC = jeen- caen 


ma 


@ y = son ángulos suplementarios) > Врх CE-BC* 


PRIMERANPAACTICARDIRIGIDA 


(6ђ En un АВС; reducir: ias ем. 


зепВ 
А)1 В)0 Сјађ 


D) a-b  E)a*b 
65 En ип ДАВС ; reducir: 
_ авепС + csenA | 


= asenB + bsenA `° 07 20 
Ай в ог DJ E 
DEn un ААВС ; reducir; 
L=2RsenA * 2RsenB * 2RsenC ; Si: гр=16 
А)8 В)16 С)4 D)32 E)64 
(93) En un AABC ; а = 2, b = 3, hallar: 
senA , senB 
ze senB t senA 
5 12 6 13 13 
Aus Bs O D Di 
65 En ип AABC; А=45°, c= 30°, hallar: i 
A) E в) СЫЗ р)в E)3 
2 2 2 
ФФЕл un ЛАВС ; reducir: LL 


АјсозА B)2cosA С)-созА D)-2cosA E)-4cosA 


2 
En un ДАВС; reducir: L = bte? а? 


a? ec? b? 
A) tanA.tanB В) cotA . cotB C) tanB . cotA 
D)tanA.cotB Е) зепА . cosB 
(3 En un ААВС; reducir: 
CR :Ф 
L= ces rane сова 
жақ Zas 
А) а B)b C)c D)1 E)2 
(03) En un AABC:a = 3, b = 5, с = 7; calcular "40" 
А)150° В)120° C)60* D)30* E)45* 
(19) En un MBC: а= 6,5 =4, с = 6 ; calcular "q A" 
УЗ 27 9 з 
Marecos =o- Barco ос Ја а DTE 


АЭ Calcular el lado “b” de la figura. 


@ Enun ДАВС ; reducir: 


L=acotA – шо ; “R” : circunradio 
A)1 В)О C)R D)2R E)5R 
^ : = ЕсозВ RcosA 
(13) En un AABC ; reducir: L + 
е с 
Ајс B)2c с) 2 D)4c E) Рі 


A)10 B)2 C)4 D)6 E)8 
ФЭ Calcular el lado “e” de la figura. 


с 
150" 
7 
6° 
ŽA 
А E B 


A)7 B)12,5 C)26 D)I2 Е)24 
(13) Calcular el lado “с” de la figura. 


(EN Del gráfico , hallar el equivalente de: 


Алапд  Bjcot0 C)tan20 | D)cot20 Е)вес0 


В 
<> 
p 
@ De la figura hallar cosA: 
a Dc B 


N3+1 7 
Ам ВБ Оз р)0,5 ЕЈ? Ё 
(3) En un triángulo АВС, В = 53°, С =16,5=20. В) = 2 УЗ 
hallar el lado “e”. 5 
47 Вв С) D)12 mms Og 
«реја figura calcular “CosA” D) a Ў, 3 с 


В 
Ме 63) De la figura calcular cos B 
B 
3 5 
Р? с 


1 5 1 19 24 
PA ет на IR > с 
А acosA+bcosB+c cosC 1 1 3 5 3 
; р = B)-— = p =. 
69 En un AABC; reducir: L 45 ) с> D, E 
1 2 1 
R В2 С).  D)— PE 
A) 7 2 ) т Е) 2R? 
O Enun ААВС; reducir: 
1-2 secAtb secB*o sec C 1: Баг 


tanAtanBtanC 
4)2 вм C)6 D)8 E)10 


REPASO DE RESOLUCION DE FIGURA: 
A. Teorema del seno 
En todo triángulo oblicuángulo se cumple que las 
medidas de sus lados son directamente proporcionales 
a los senos de sus respectivos ángulos opuestos, siendo 
la constante de proporcionalidad el diámetro de la 
A circunscrita al triángulo. 


R : Circundario 
De Donde: [a завела] 


B. Teorema del coseno 
En todo triángulo oblicuángulo se cumple que el 
cuadrado de la medida de un lado es igual a la suma de 
los cuadrados de las medidas de los otros dos lados 
menos el doble producto de estos multiplicado por el 
coseno del ángulo que forman. 


С. Teorema de tangentes : 
En todo triángulo oblicuángulo se cumple que la 
diferencia de las medidas de dos lados es a la suma de 
dichas medidas como la tangente de la semidiferencia 
es a la tangente de la semisuma de sus respectivos 
ángulos opuestos. 

B 


D. Teorema de proyecciones 
En todo triángulo oblicuángulo se cumple que la medida 
de un lado es igual a la suma de las medidas de los 
otros dos lados multiplicados cada uno de ellos por el 
coseno del ángulo opuesto al otro. 


ÁNGULO MITAD EN EL TRIÁNGULO 

En esta parte expresaremos las razones trigonométricas 
del ángulo mitad de un triángulo en función su semi- 
perímetro y sus lados. 

Sabemos que en todo ^ ABC: O? < A, B, С < 1809 


Entonces se reduce que: O^ ABE «90^ 


2 
acosan Ста 


Como: seng = 


АШ Беса А fa?-(b-0)? 
sen = i-e ANA 

А. Ка+ь-с)(а+с-Б), Я 7 
sen A - [LID como :a+b+c=2p 


1—cosA 
2 


Se deduce en forma análoga el " d 


‚ coc А _ [+ cos ЕТЕГІ 
Сото: с05--- 2 ^ БА=—— - 


Observación 
En base a estos cálculos se puede establecer un triángulo 
rectángulo en el cuál se determinarán las razones 


trigonométricas de cada ángulo mitad del triángulo. 


pr тт 


Р А сос В сос C. Aot 
Jc ac Pero: р AR cos ^ cos cos => cot -cot ^ cot 
«p - bXp- c) ip - aXp- о) erus 
: =4 cos 7.05 = 005 = 
Jo- 455-5 
45 


мо) 


Ет 4Rsen А сеп 8 сеп С 
Мо = ар =) 2x12 
FORMAS TRIGONOMÉTRICAS PARA EL 
*btp- o ÁREA DE LA REGIÓN TRIANGULAR 
SEMIPERÍMETRO EN FUNCIÓN DEL % S: е; 
CIRCUNRADIO Y LOS ÁNGULOS DEL ЗААВС === senA == -зепВ -—-senC 
TRIÁNGULO Е 
En todo triángulo ABC se sabe que: а = 2RsenA, SAAB = Я: sinASentienC 
b = 2RsenB у с = 2RsenC; además: 2p = a + b +c. ар Авр A 
Reemplazando los lados a, b y c en "2p" se tendrá: EE eot CE ics 
2p = 2RsenA + 2R senB + 2R senC ACIDO 
SAABC =p tan 2 tan2 ап > 
Хр = ZR (senA + зепВ + senC) 2 22552. 
асрах ао. SAABC =4Rr cos A cos B cos C 
A B c 
т p - 4R cos ^ cos B.cos © ЗААВС = 4pRsen-, зеп sen 
РОЗЕ лег - 
LÍNEAS NOTABLES DEL TRIÁNGULO 


INRADIO EN FUNCIÓN DEL А. Alturas (hy) 


CIRCUNRADIO Y LOS ÁNGULOS DEL B 
; | < 
А b c 


SA : Área de la región triangular ABC. 
B. Medianas (m,) 


B 
md = Z+ bc. Cos 
тё = B+ ac.cos8 
m =Š + ab. Cosc 
А с 
Lr ур A И forma mediana: 
А cotB+cot<)|=a+b+c iu pua 
ЧЕ Е n 
Ee 
саб садак 
кг сова со: S cot = эт = а? +b? «2ab.CosC 


r 


ды Á —————— — ——— 


D. Bisectriz exterlor (V) 


A 


A ШЕ № "(deed 


OBSERVACIONES 1 


міс 


EJERCICIOS 
Фі ¿Qué se entiende por resolver el triángulo? 


triángulos oblicuángulos? 


E En todo triángulo ABC, se tiene que su semiperímetro 
en función del circunradio у los ángulos del triángulo es: 


ÆA El inradio en función del circunradio y los ángulos del 
triángulo ABC, es: 


4% En un triángulo ABC, а que es igual el coseno de sus 
ángulos interiores (CosA, CosB, CosC) 


d$ En un triángulo ABC, a que es igual el seno de los ángulos 
interiores en función de los lados y el circunradio (SenA, 
SenB, SenC). 


4% En todo triángulo ABC, demuestre: 


,e9 En todo triángulo ABC, demuestre: 


с 


4% En todo triángulo ABC, determine el área de su región еп 


términos de dos lados y el ángulo que estos forman (forma 
trigonométrica) 


4% En todo triángulo ABC, calcule el valor de: 


Е - méa+méb + т?с 
а? +52 + с2 


PRACTICA. DIRIGID 


Фра el triángulo ABC, calcule el lado “b” y el ángulo 
“В”, si además: 
а=24; с=40 ; A- 37 


а) 32,53 d) 24,37: 
b) 12,45 e) 20.45: 
c) 18,60 


LS ¿qué elementos son necesarios en la resolución de a En un triángulo ABC se cumple: 


а=2; 6 =2\3 ;С = 30° 
Calcule "A – B" y el ado “С” 


a) 90,2 d) 407,3 
Ы) 60,3 e) -30:,2 
с) -90,2 


65 Calcule el lado “b” еп un triángulo ABC, si: a = 4; 
А = 60 , В = 45 


2/3 2/6 443 
PEE VE Эз 
e) e с) 446 


9 Determine el mayor ángulo de un triángulo cuyos son 
proporcionales a los números 7, 8 y 13. 


а) 90° d) 150: 
b) 120* e) 143: 
c) 127: 
о A i 
(08 Sea un triángulo ABC, simplificar: к-а 
а) СозА d) -2CosA 
b) 2CosA e) -1 
c) -СозА 
QUÀ En un triángulo ABC simplificar la siguiente expresión: 
а эней 
7 SenA + бейВ SenC 
а) R d) 0 b) 2R 
R 
e) 4R c) 2 


65% Sea un triángulo ABC, se cumple: 


(b + c) (b - c) = ala + У2с) 
Calcular el ángulo “В” 


а) 110: d) 130: 5115: 
e) 135: c) 120: 

US si п<В=60°, m«C - 15 у b - /6 ; calcular “a”. 
а) /2 d) 4542 b) +1 
e) 2 o) 3+1 

ФФ En un triángulo ABC se cumple que: 

нь 

Calcular la medida del mayor ángulo del triángulo. 
a) 120 d) 135: b) 90: 


e) 108: 
9 Las alturas relativas a los lados “a, b y c" de un triángulo 
ABC miden 6, 8 y 9u. Hallar el valor de SecA. 


a) 121 d) 144 
b) 125 e) 181 
с) 169 


dd Expresar la fórmula del área de un triángulo en términos 
de un lado y de los ángulos. 


al Je CosASenBSenC. b) JA CosACosBCosC 


ә 2а SenACosBCosC d) ge CschSenBSenC 


e) e SenASenBSenC 


ES En un triángulo ABC se traza la mediana AM = m (M en 
BC) y en el triángulo AMB, se traza la mediana BE, calcular 
(ВУ? en términos de “m” yloslados "b" y “с” del triángulo 
ABC. 

a) 3b? +3с2 + те b) v? +32 + m? 

с) 352 -с2 +3т2 9) 52 +3с2 -3m? 

е) b? – 322 – m? 
«8 Determinar el perímetro de un triángulo isósceles ABC, B 


= 120", si su circunradio mide Ут. 


а) 3/3+2) а) 3+3 ы 2,3-1) 
е) 24341 с) 24843 
ES En un ААВС, reducir: K = 2CosA + bCosB + cCosC. 
SenA SenBSenC 
R = circunradio 
R 
a) R d) Р b)2R 
R 
e) 4R с) 2 


ES En la figura mostrada hallar “a” la medida del ángulo 


a) 10: d) 14 
Ы 12 e) 20: 
9 15 


69 5 а coseno del mayor ángulo “А” de un triángulo de lados 


consecutivos es 1. Hallar el semiperímetro de dicho triángulo. 


a) 6 d) 9 
b) 7 e) 10 
с 8 


dd) En un triángulo ABC, recto en В, determine la longitud 
de la mediana relativo al lado “a”, en función de sus lados: 


b? —3с2 
AA т 


b? 420? 


2 2 
ђе + 22 а) 


ES En un triángulo ABC reducir: 
M = a[Sen(A + C) - SenC] + b[SenC - Sena] + c[SenA – Sen(A +C)] 
а) 1+ SenB 9) 2b=c 
b) 25 e) 0 
с) а+Ь-с 
ed En un triángulo АВС, se sabe que С =60 y 
а = 3b, determinar el valor de Tan(A – B) 


a) 443 d) £ 
b) 243 e) 1 
c) УЗ 


e) Se tiene un triángulo rectángulo ABC ; recto en A. 


donde la altura relativa a la hipotenusa mide /3cm y 


ЗТапС = TanB. Hallar el valor de la hipotenusa. 
a) 2 d) 5 


b) 3 e) 6 c) 4 


(В En un triángulo ABC, si el ángulo C mide 60" y los lados 
а=2\/3+\2, ь-2/3-,/2, entonces la medida del 
ángulo A, es: 


a) 7 X + Tan! (2 ) b) Е +Тап“! 2) 
à feme (2) d) Ea Tan"! (5) 
е) =: Tan! (42) 


€) Siendo V, : М, y V, las longitudes de las bisectrices 
interiores de los ángulos de un triángulo ABC simplificar: 


1 A в 1 с 
VC «er vos 
a) arbre b) ађ + ас + bc 
с) а IE d) аі +71 +с71 


е) абс / (а +Ъ + с) 
5 En un triángulo ABC, АВ = c, ВС = a, AC = b а 


simplificar: | - bSenB—cSenC cSenC 


2aSen(B - C) 
Se obtiene: 
a) 14 e) 1 
1 
b) 3 92 


©% Indicar la naturaleza del ДАВС, si se cumple: 


atc 
С = 
a) Obtusángulo а) Acutángulo 
b) Isósceles e) Rectángulo 
с) Equilátero 


o SLAVES em 


* Plantear la resolución de figuras mediante la 
aplicación de teoremas trigonométricas. 


*Conocer las diversas técnicas y relaciones de que 
permiten el cálculo de los elementos auxiliares del 
triángulo. asimismo el cálculo del área con aplicación 
de los teoremas trigonométricos. 


*Resolver trigonométricamente problemas de corte 
geométrico más complejos que el capítulo anterior. 


INTRODUCCIÓN : 


Desde antiguas civilizaciones el cálculo de distancias 
inaccesibles ha sido un problema para el hombre, por 
ejemplo el ancho del río Nilo, la distancia entre dos puntos 
ubicados entre una montaña. etc. sin embargo ello se ha 
resuelto considerando el estudio de los triángulos y los 
diversos teoremas, que nos permiten calcular sus 
elementos. 

En relación a la resolución de triángulos ha cambiado en 
los últimos años todo enfoque del problema, inicialmente 
se utilizaban, un gran número de métodos numéricos; 
numerosas fórmulas , sin embargo hoy en día ha adquirido 
mayor importancia la parte analítica de la trigonometría 
con aplicaciones a la matemática superior y a la ciencia 
en general, el desarrollo de la matemática ha dado origen 
a métodos gráficos de gran exactitud y han hecho posible, 
la utilización de calculadoras numéricas. 

Recordemos además, que resolver un triángulo implica 
determinar sus elementos básicos, es decir, sus lados y 
ángulos, para ello debemos conocer tres de dichos 
elementos, donde por lo menos uno de ellos debe ser un 
lado. 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE 
LOS SEMIÁNGULOS DE UN TRIÁNGULO 


En todo triángulo ABC, con respecto al ángulo “A” se 
cumple: 


sen A [p - Bp - e) 


atbtc 
2 


DEMOSTRACIÓN : 
"рог la fórmula del arco mitad sabemos que : 


Donde: p= (semiperímetro) 


2sen? i = 1— cos A........(I) 


*Por la ley de cosenos : 
2 2 2 
a! =b? +0? — gbecoA => cos A= 5 +C -4 (п) 
2bc 

*(II) en (I) : 

ЗА , b'rc'-a* 
466-274 265 
ЕТ 21-224. ELE ш) 


pero а ай +е= 2р 
perímetro 


> а+ь-е=2(р-с) ; а—-Ь+с=2(р— E 


*(1V) en (HI) : 2веп? = _ (р ep - 5) 


A. jp bip - c) 
=> |веп 2 бе 


Analogamente se demuestra : 
В _ |(р-а)(р-с) € _ |(p - a)p - b) 


* Ahora demostraremos тапА „рата ello recordemos 


A 1— еоз А 

1 1 i — = [LIIRÁA— 
la identidad del arco mitad Tan 2 + 1 

como «A» es ángulo de un triángulo 


оса «1807 => 0° < < 90° 


b? +с? —а? 
* РУ Ee A 
Те! teorema del coseno : cos =) 


*Reemplazando : 


“Ре igual forma se demuestra : 


A. |2е-Ь-сі-а? 
SL O OE | 2a 2axb С 
2 Vabe+o c! а вон В y ez > Е 
5 a+c в) © a+b (2 


A. [а*—(6-— y А. (а+Ь—с)(а+е-Ь) 
тәл. [E А. (rra ED BISECTRIZ EXTERIOR : 


pero a+b+c=2p ‚ Va: Bisectriz exterior 
perímetro А relativa al lado "а" 
А. [(2P-20)(2P-25) 252 А 
“Ке ando : Tan = AAA , 
мелена арса) КЕЗЕ 


А_ [2-50 -е) 
> ап, Е 
ELEMENTOS AUXILIARES 


DE UN TRIÁNGULO 
I) BISECTRIZ INTERIOR : 


A 
IX ens 
+e 2 
a B 


с 
У, : Bisectriz interior relativa al lado “а” 
* Análogamente: 
2axc B 2axb c 
* ју, = = * = == 
Yo atc ШЕ) Ve a(S) 
DEMOSTRACIÓN : ACHM ~АВТМ 
V + been А. bensa 
SE E ES 
a A А 


Va 5 ссе 


=> су; + Беген А =bV, — besen А 


En el gráfico trazamos BP//MA 
*Prolongamos AC hasta P 7t M,,: Mediana raltiva al lado “а” 
8 А 
*En el tri ABMA : BM = 2ccos — 
ү мее 2 5 4ті- 62+ с?+ 2bccosA 
btc у — 26 „А 
АС bro. 2 ) 
4 С a2 M а? B 


* De igual forma: 


[ami а?+с?+ 2accosB. 
4т?= а?+ b?-- 2abcosC 
[17] ER : 
* h,; altura relativa al lado “a” 


2а 


себет : 


* Se a 


г=-аЛапА алап 


* También: 
Ls B pue £ 
VI) EXRADIO : 


r,: ex - radio relativo al lado “a” 
* De igual forma: 


Otras expresiones que usualmente se utilizan para 

semiperímetro , el inradio y los exradios de un 

triángulo que se pueden expresar en términos de su 

circunradio y los ángulos internos son los siguientes : 
A B C 


p- 4Есов- cos 2*5 


ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 


Elárea S de la región triangular ABC se expresará en 
términos de sus elementos, como son, las medidas de 
los ángulos , la longitud de sus lados, el circunradio, el 
inradio, el Нур y otros. 


B E с 


A partir del triángulo ABC de lados respectivos a,b у с. 


Podemos obtener : 


Así como también : 


De la ley de senos se deduce : 
b-2RsenB ; c=2RsenC (R:circunradio) 


Reemplazando en (1) : 
S=- (2RsenB)(2RsenC )senA 
2 
Simplificando se obtiene : 


S = 2R?senA senB senC |....(П) 


Igualdad que relaciona el área, circunradio y los 
ángulos del triángulo ABC. 
Pero también de la ley de senos se deduce que: 


SenA- ы; SenB- эк! ; SenC = 35 
Reemplazando en (П) : 
ЈЕ ЈЕ 
Simplificando se obtiene: 
s - (25e) am 
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Igualdad que relaciona las longitudes de los lados a,b,c 
y el circunradio con el área. 


También a partir de (1) tenemos S = od 
3 
pero SenA = Poen соғ 4, entonces: 


be А А А A 
8 = x 2веп- сов = = Бсвеп- сов: 


22 
Сото : 


А ((p-bMp-e) А _ |р(р-а) 
п | Ђе Y S9 ra ве 


Entonces : 


5 [(Р-Ь)(р-с) [pto -«) 
Bx ъс ъс 
= |5 = J/p( p- a)( p -b)( p-c)| ..(1У) 


Esta igualdad relaciona el área , el semiperímetro y 
los lados del triángulo. 
Por geometría elemental , el aréa S de un triángulo 
ABC puede ser S - pr 


donde p es el semiperímetro y r es el inradio del 
triángulo ABC. 

B 

2 


Como: р= терге со 


€ 
2 2 

А ‚В 
55-го ож 


ran) 


Simplificando se obtiene : 


8 = y? сов А cot Z cot = РЯ 


3 2 (V) 


Igualdad que relaciona el área, inradio y semiángulos 
deun triángulo ABC 


Despejando : r - р tan tan s tan 


Como : S- pr 
ES. 


Simplfcando se obtiene : 


s= p? tan ^ tan tan о (VI) 


Igualdad que relaciona el área, semiperímetro у 
semiángulos del triángulo ABC. 


Se sabe que : 
НЕЕ 
2| o іден 
eii 

Si aplicamos en estas igualdades S=pr , obtenemos : 


Estas igualdades relacionan el área el semiperímetro, 
las longitudes de un lado y el ángulos opuesto 
respectivo. 

Pero como : 


(УП) 


п. = piant 


A B 
ОР; T, = pfan—; > 


2 
r,: exradio relativo al lado а. 
exradio relativo al lado b. 
r, exradio relativo al lado с. 
р : semiperímetro 
De lo anterior : 
S- p(p-a)tan === рат (p-a) 


— 
Та 


Simplificando se obtiene : 


УШ) 


NE 
S-p(b- ajtan => 8 = ptan (p- -b) 


n 
De donde se obtenemos : 


Además : 


Estas igualdades relacionan el área, Чеп ич 
un lado у su ex-radio respectivo. 


*Hasta ahora sabemos Чы. А 


Multiplicando miembro а miembro obtenemos : 
S‘ = rrr, p(p-a)(p- b)(p—e) 
8* -rr,n rx 8: 
55° = т, y To 


Despejando S obtenemos [S rr. туг, |... (LX) 
Esta igualdad relaciona el área, el inradio y los tres 
exradios de dicho triángulo. 
Como sabemos : 
xa xb хе 
d 

h, altura relativa al lado а 
ћу altura relativa al lado b 
ћу altura relativa al lado e 
R: circunradio del triángulo ABC 
Como a-2RsenA 

b-2RsenB 

с=2ЕзепС 


=> S= һо. te (2R зепА) 
Reduciendo obtenemos : 


[S=h, Rsená]......X 


De igual manera ; S="92 mo. ^. (2R senB) 


Estas MEE relacionan el área, el cireunradio, la 
altura relativa a un lado, así como el ángulo que se 
opone al lado en mención. 


Finalmente si multiplicamos estas ültimas igualdades 
miembro a miembro obtenemos : 


S*-(h, R senA)(h,R senB) (h,R senC) 
el cual se puede reescribir como : 
S?zh,h,h,R? senA senB senC 
multiplicamos por 2 : 
2S*-h, h,h,R 2R* зепА зепВ зепС > 28 -h, hh, RS 
s 

Reduciendo y despejando S* obtenemos 

поља >8= d > Sz [h ЊЕ (+) 


Ша 
nb" 


De donde obtenemos |S7h, ћуп В sen45? f... (XI) 


Esta igualdad relaciona el área de las tres alturas 
respectivas a cada uno de los lados así como el 
circunradio del triángulo ABC. 


ÁREA DE UNA REGIÓN 


CUADRANGULAR 


El área de una región cuadrangular cualquiera se 
expresará en función de sus diagonales y del ángulo 
que estas diagonales forman. 


En la figura se tiene un cuadrilátero АВСР donde de 
ha asumido la medida del ángulo que forman sus 
diagonales. 

Еп la diagonal BD, sean ВЕ=т y ED=n, entonces 
determinamos las alturas de las triángulos ABC y 
ADC como msenó У nseng respectivamente; luego 


^ рага el área де la región cuadrangular ABCD: 


увере S uic +8150 > вама = АС meno), Aena) 


> Sanco= 5 (т+п)вепо 


_(АСИВО) 


2 


pero : m+n=BD=> S,pcp 


entonces : 


El úrea de una región cuadrangular es igual al 
semiproducto de las digonales multiplicado por 


el seno del ángulo que éstas forman. 
PA E ac 
EJEMPLO : 


Las diagonales de un paralelogramo miden 10cm y 
12cm y se cortan formando un ángulo a. Si el área de 
su región es 30 em*¿cuál es el valor de a ? 


RESOLUCIÓN: 
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House anterior, tenemos : 
282% доста = (10ст)(12ст) 


2 зепд 


Reduciendo se obtiene : 
велд- 2. 0-30 6 150 


TEOREMA : 
En la figura se tiene el cuadrilátero ABCD de lados 
a,b,c, d y ángulos А,В,С y D. 


A d D 
El área de una región cuadrangular en función de sus 
lados y la suma de dos ángulos opuestos es : 


S = р-а)ф-Ь)ф-с)ф-а)-аБсасоз о 


DEMOSTRACIÓN : 
*Primero aplicamos la ley де cosenos а los triángulos 
BAD y BCD , tenemos : 
BD*=a* + 4" – 2adcosA 
BD*=b* + с“ – 2bccosC 
Igualando los dos valores де BD* hallados tenemos : 
а? +d? – 2adcosA zb? + с? – 2becosC 
а? а" - b! – c! -2adcosA — 2bccosC...(1) 
Sea S el área de la regit leadrángular ABCD, 


entonces : pS 


E 2аазепА + 2besenC.... (11) 


Sumando los cuadrados de (I) y (II) : 


(а? « d* -Ь* - с“ + (48)! »(2adcosA — 2bocosC)" + (2adsenA + 2besenC)" 
Гаї «d! -Ь* - e? * + 165" -4a*d* + 452" — вађса (сова соз — вепАвенС) 


(a+ do? ) «168? e 4a* d? «4b! c" Babodoos(A & C)... (1) 
Asumimos que A+C=20, entonces : 

222 cos(A+C)=c0e20=2c08%0 – 1....(IV) 
me (IV) en (III) tenemos : 


168*=4(ad+bc)* -(a? «d? -b" o? P -16abedcos* д 
+ diferencia de cuadrados 
16S* -(2ad +2бе +а" + d* -b° с?) 
(2ad *2bc – а? – а? +6? + c? ) - 16abedcos*o 
16S* - ((а+а)" -(6-сј“ (+c)? -(a-d)* )-16abedcos*o 
16S? - (a «d &b-c)(a-d-b +) (b +е +а-4)ф +с-а+а)-Тбађсасог a 


Sea: 


2p=a+b+c+d, el perímetro de cuadrilátero ABCD 
entonces: 


16S? - (2p-2c) (2p-2b) (2p-2d) (2p-2a)-16abcdcos*o 
=> S*-(p- c)(p - b)(p - d)(p - a) - abedcos*o 
Ordenando y despejando 8; 


S = J(p- a)(p -b)(p -c)(p — d) - abcdcos?o 


NOTA : 


$ = ze *e*]- (5? + d’ гапо 
0 entre diagonales . 


CASOS PARTICULARES 
I) Para un cuadrilátero o inscriptible (9= 90%) 


S-J(p -a)(p -b)(p -c)(p -d) 
П)Рага un cuadrilátero circunscriptible 
(a+c =b+d) B ^ 


Ш) Para un cuadrilátero bicéntrico (inscriptible y 
circunscriptible a la vez) 


m 


EJERCICIO 1: 
En un triágulo ABC demuestre que: 


1 4 dura 
--%--%---- 
Та To; Te r 
RESOLUCIÓN: 


A 


“Без: - (cot co 


* pero : > + 


* рог propiedad : 
А В с А B с 
= = t—- E, "rd A 
Со + Со = + Со 2 Сй + Co q + Cot 
* luego : 
кс E EA 
Ta To Te Р 


* De lo anterior : 


od 
AS А-В AO 


“>, Por proporciones: 


жа 
«eu$) 


EJERCICIO 2: 
Las bisectrices interna y externa del ángulo “А” de 
un triángulo ABC son: d, y da. 


Demostrar: da= 4, и (85) 


RESOLUCIÓN: 


de os 
Sabemos que: 4, = 
VEA btc 
25csen А 
—— Д 
b-c 
Dividiendo: ds 28-е A 
о оте 


d,= 
ARRE) 


сё b_senB 
senB senC 


Pero por ley de senos: 


b-c senB-senC 


Бес senB+senC 


z 2 B£C, ,B-C " = 
-с 2 Y В+ -С 
Бес” GT GE 
2 2 
Como: 
B+C A _b- А, В-С 
cot = 525 "Wu i2 
EX 
d, В-С А 
— = di ENTE Er 
d, е2 “ 2 
dedi et C A - A 


taz cota 
E 1 
> |d,=d, ха [230 z5) L.q.q.d 
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“PROBUENASIRESUELTOS 
PROBLEMA 1: 

Dandoel AABC,sia = 7, b = 8 y e = 9, determine la 
posa del segmento de recta que une B con punto 

de AC, 

AJ6 B)7 
RESOLUCIÓN: 
* Graficando: 


C)8 D)9 E)10 


c 


A т в 


4т}?= а?+ c? 2ac cosB 


А 


6 AMEN 
* En el problema: 
Чт = 97+72+ 2(9)(7) cosB .......... а) 
* Por ley de совепов: 
8% 9747" – 2(9)(7) cosB ............. (II) 
*De(I) + (II) 


Ата +8"= 2(97%72)-> m,-7 
PROBLEMA 2: 


En un triángulo ABC, siendo г, ғ, P, los ex-radios 
relativos a los lados a , b y с simplificar 


Vra xry ти er, Er xr: 
D)2p 


RPTA : *B" 


E)N.A. 


КА A B c 
ғазр “> „ер fe, "ері: 
* En la expresión а simplificar, tendremos: 


| АВ, оз, Ag Сура Ви С 

| pg zoe gtp ie stg gtp te 2 

i Б АВА СВ S) 

= |р (te Gota њи dote E са 
1 


ке propiedad ...(А+В+С=180°) 


> Ұғахт, + TXT + тх = }р?=р С 
ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 3: |. 


En un ABC si el perímetro es 18 ие! inradio es 22. 
Entonces , al calcular 


F=ctg а, ctg etg © ; ве obtiene: 

1 3 5 7 9 
4/5 5 03 р) E 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando: * Dato 


RPTA : "E" 
PROBLEMA 4: 

Se tiene un triángulo ABC en el que se conocen el 
lado, АС (opuesto al vértice B, de longitud 5) y la 
bisectriz de longitud W relativo al vértice B. 


Hallar el área del triángulo ABC. 
ЕУ Bar вы (50) [130 
3 2 3 
p) (4-6) p (4-6) 
2 2 
RESOLUCIÓN: 
+ Área pcr АЈА; ew UNS E 
2 2 


* Transformando а producto, tendremos: 
я А+С А-С 
cm аи 


* Рего: AS son: sen 0, со80, {80 y стид, calcule el área de la 
2а+А+С=я > [US E. región limitada por el cuadrilátero. 
5 А+С A)senð B)tg0 С)зепдсозб 1) вепдсовд Е)ің20 
Luego: sena=cos( ) RESOLUCIÓN: 


* Para un cuadrilátero bicentrico, es decir, cuadrilátero 


* Entonces: inscriptible y circunscriptible se tiene: 
“Аға anc 2450) (450) (4€) S¿=Vabed 

2 2 2 * Por condición: 

anA +O а= send 

= хавыве 4-6) Cri eee 
2 c= cosü 
=> Área gc вон 455 4-<) сыс: 
ВРТА: “В” и 
um = = 84= вепд.јатб . . соз0.реїб 
LEMA 5: > 8, -үвелбсовб 

En un triángulo ABC зе traza el segmento BD con D v RPTA : “р” 


sobre el lado AC, también trazamos el segmento СЕ PROBLEMA 7: 


E sobre el lado AB. 
bil roe AB La circunferencia inscrita en un triángulo ABC 


Sisabemosque: др 13 ср 12 determinará sobre el lado АС un punto tangente como 
AC 38 7 AE б М. si: АМ=а у MC= b, hallar el área de dicho 
Entonces, determinar la relación: triángulo en función de: a, b y B 
Área (AABDC) A) a.b B) a.b.senB C) a.b.cosB 
Área(AAEC) D)ebetgB — E)abetg = 
А1513 В)13/15  C)I4JI8 0)15114 E)15/17. RESOLUCIÓN: 
sac 13 [AB=13k * Graficando el enunciado del problema tendremos: 
* Dato : Ac" м Área ,anc= Área uc + Агеалсв+ Área pam 
B B 
AD z CD=12m (rete + је (reta ea) 
АЖЕ >, ренең (PB авын мәз тазы Г УШЫ) НЙ 


2 2 
2[а+ь+г сш В. 
/Ж Ж HE (а» eain 


=> Área авс= Су 


Жж “ҮЙ 


ко Е: 
кау ВЫ A 
(АЕ, бт) (S6ksen0. 

¿Auro AE. (Em) tens) (©; - с 
* Dividiendo y simplificando: * A continuación aplicamos el teorema de los cosenos 

A (12)(18) 13 en el triángulo ABC, — f 

Amze (50036) 15 (а+ы?=[а+геш в) „(етен 2) 2 

ме ЕРТА: “B” 2 2 

PROBLEMA 6: СЕ HI Бетон 8) 
Los lados consecutivos de un cuadrilátero bicéntrico 2 2 


*Efectuando ee tendremos: 

7; зађеце В = 2r*etg? Brera eb)etg В = 
* Luego: | 
С” Z)-ab сш > Área sapc=ab ete 


| RPTA : “E” 
PROBLEMA 8: 
Las diagonales de un cuadrilátero ABCD se cortan 
formando un ángulo “а” (agudo). Si los números que 
representa las medidas de dichas diagonales en metros 
son recíprocos, determinar el área del cuadrilátero. 
Aljenam2 ^ Bjcoa CJ" рл Е)? 
RESOLUCIÓN: g 


* Piden: área de la región cuadrangular 


*Sea: 
= (menor ángulo formando por las diagonales) 
* Expresamos el área de una región cuadrangular: 


-1 А ЕЕЕ” 
8 24-4, sena => S 3 (1 )гела= ? 
ВРТА : "C" 
PROBLEMA 9: 
*Enun AABC: 
с В 
E-bcos* (5) E (2) : З 
2 € cos 2/28 iguala: 
AL B) 2p C) 4p D)p p 
Nota: p es el semiperímetro del ángulo 
RESOLUCIÓN: 


* Del dato : 
E= beos? (2) с. бог“ (2) 


о 


=>2Е = = b [1+c08C] + с [1+c08B] 
> 2E = bic [bcosC+ с CosB] 

Ley de proyecciones 
22E=b+c+a>2E=2p>E=p 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 10: 
¿En qué tipo de triángulo ABC se cumple 2r,r, =627 
A)Isósceles B)Equilátero C)Rectángulo 
D)Acutángulo E)Hipérbola 
RESOLUCIÓN: 
* Como: 


B с 
арап y прп, 


* Sustituyendo en la condición: 


B С 
2 раһ) (ptan С)-ье 
(p - a) (p—6 р а)(р =) pe 
>= | жоға т. 
> гр(р - a) =ђе 


= (asbso (2*7*5 а). bc 


> (а+6+с) (6 +с —a)z2bc 
= (b + с)? -а?= гђе => b? + с?+ гђе – а?= гђе 
= а?+ с?= a?........... Teorema de Pitágoras 
* Por lo tanto el triángulo ABC es del tipo rectángulo 


y es recto еп А. 

ВРТА : “С” 
PROBLEMA 11: 
Los lados de un cuadrilátero cireunscriptible miden 
а=12и, b=25 4 y с=62 и. Calcular cos(A+C), 
sabiendo que el área limitada por el cuadrilátero es 


606; 6 7 5 8 
4-17 В)-7 <) 15 D-a | E75 
RESOLUCIÓN: 

12 ~ 
* де 650 

А 25 
п 
52 


* Por el teorema де Pithot 
п + 25 = 12 + 52-п = 39 


А +С 
2 
* Рага el problema : 


$ = 650 =/I2x25x52x39. (256) 


хтело E 


* Donde : бе 


sen (429- E 


2 6 


*1 uego . 
Е А+С 87 
Сома) = 1- 2uen (42€ )-1-2(5) Е 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 12: 
Dado el triángulo acutángulo ABC si р es el 
semiperímetro, г el inradio y R el circunradio, entonces 
la expresión 

Е = acosA + bcosB + ccosC, es igual a: 


pr E LE 2R Е 
АЈ Е В) R ) R D) ES E) P? 
RESOLUCIÓN: 

* Se pide reducir: 
Е = а соѕзА + bcosB + ccosC 
* Por ley de senos: 
a=2RsenA b= 2RsenB c= 2RsenC 


= E-(2RsenA)cosÁ +(2RsenB)cosB+(2RsenC)cosC 


= E= R(sen2A + sen2B + sen2C) 
deenAsen Bren С 
> Е = 4RsenAsenBsenC 


* Recordemos: S,= p.r (5) епа 

(2RsenB)(2RsenC) PO 
2 

> 7 = 4RsenA . senB . senC 


= рг= 


* Luego: 
R ЕРТА : "B" 
PROBLEMA 13: 


En la figura mostrada halle el área de la región 
triangular ABC (en и"). A 


A)2(ctg8 – tg0) 
B)2(tg0 + 120) 
C)3(ctg8 – tg8) 
D)3(ctg0 + 190) 
E)4(ctg8 + 120) 


RESOLUCIÓN: 


Se cumple: S,= mn.cot $ 


* Para el problema: 


S,=(2)(3).cot20=3(cot0- tan0) 
КРТА : "C" 
PROBLEMA 14: 
Enun AABC , uno de los lados que concurren al vértice 
А, mide 3m. Si A260? y la bisectriz interior 
correspondiente al vértice А mide2, „Зт - Determine 
la longitud (en metros) del otro lado concurrente al 
vértice А. 
Ам В)5 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerda: 
B 


C)6 


D)7 


Е)8 


2bc A 
(Шы 
* En el problema : 
2/8- Е = х=6 
stx RPTA : "C" 


PROBLEMA 15: 


En un AABC el área (S) de la región triangular es 
4/Зт?,т<А-60% m«B > тС; la bisectriz interior 


relativa al lado “a” es 843 т. calcular tg (259) 
gen. B) 3/3 С) 343 D) 5/8 в). 
7 5 7 4 
Ss 
* S,= 4/3 
* Para la bisectriz interior : == -( е ) 
b+e 


ж b>c> 8(b+c)= 5bc.. 
B 


(БЕЖУЕЛ5 NOTABLES - CUADRILATEROS A |78( ||| EDITORIAL RUBISOS) 
. 


Po sema diet. зепбо“ 
=> бег 16 ee (TH) 


ES ye 


* Resolviendo (I) y (ПІ): b=8 ye =2 
* Finalmente reemplazando en (1I): 


(5:5) (1:2) 8-1 
2 842 
б АРТА : “C” 

PROBLEMA 16: 
En un triángulo ABC se cumple : 
cosA+cosB = 4sen*(C/2), halle (a+b)/e. 
А) 1 В) 2 С) 3/2 р) 5/2 
RESOLUCIÓN: . 
En la condición tenemos : 

cos A+cosB = 2x 2веп? (5) 


Е) 3 


cos А+ cos B = 2(1— cos C) 
cos А + cos В + соз С – 1= 1-cosC 
Apliquemos la propiedad : 
Si A +B +C = 180° 
А B с 


=›сов А + cos В + сов С - 1 = Маг NG 


а ве „С 
Mn V FN NET 
Spi ин ен С 
2 2 2 
Aplicando las razones trigonométricas de los 
semiángulos tenemos : 


PEDI b)(p-c) ЕС a)(p-c) O al(p-b) 


mE 


95-621. ab с.) 44%, 
е с 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 17: 
En un triángulo. ABC, , ве cumple: 
48=(p-b)(p=c)+ p(p - a) 
S: Área de la región triangular. 
Halle la тчА. 
А) 80% В) 60° С) 75° D) 15° Е) 45° 
RESOLUCIÓN: 


Dividiendo ambos miembros entre be resulta : 
= a с) Ern 


s (rmn TEITEI Me 


Aplicando las nf de los semiángulos de un за 
tenemos : > 


LE sena = = 1 већа = => А = 30° v А = 150° 
Una solución es А = 30“ 

ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 18: 
En un triángulo ABC la expresión : 


a(s- о 


E-—— 2 2 __2 esiguala: 


2senA(r —1) 
NOTA: 
8: área de la región triangular 
r: inradio P Ра ^ 
A)28 B)S с) 3 D) >) Е) 8 
RESOLUCIÓN: 
Por el teorema de los senos : a = 2RsenA 
Reemplazando se obtiene : 
A B с 
2RsenA(s — p)sen-, sen yen 


2зепА(г-1) 
Se sabe que з = р.ғ 
(p.r— p).4Rsen A B onc. 
Е- Оо 
47-1) 
Sabemos que el inradio r en función del circunradio R 
y los ángulos está dado рог : 


r= ан S up A 
2 2 2 
Luego : ЖЕЛ 
PISA Dg z 
“Gr а СЕРЕ 
ВРТА : “р” 
PROBLEMA 19: 


Dado el triángulo ABC, AB = e, BC = a, AC =b,pes 
el semiperímetro, R es el circunradio, r ез el inradio. 
Si el circunradio es el triple del inradio. Simplifique la 
siguiente expresión: 


abc 
{ајр -ъ)р о) < : 
А/2 B)3 C)4 D)5 Е)6 
RESOLUCIÓN: 


х рађс 
Ва 
E equivale а a РЕБРО) +4 


Sabemos que el área S del AABC está dado por: | 
5=Јрр-ај(р-5)(р -с) 5S? = p(p-a)(p-b)(p-e) 


ATRIGONOMETRIAS 
Reemplazando tenemos : 


E= EJES 1 berta Esa 
Ver 
Por dato R = 3r, luego: Е = CPET 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 20: 

En un triángulo АВС, de lados АВ = 7u, BC = 8u y 
АС = би, con base en АС ве inscribe un rectángulo 
de área máxima ¿Cuánto mide la base del rectángulo? 


9 8 5 6 5 
4% B оз D); E 
RESOLUCIÓN: B 


De la figura se tiene : 
ycotC +х  ycotA- b 


y(cotC + cot A) -b- x 


М. 
Dado que С y А están determinados , podemos decir 
que N es una constante . 
yN-b-x 
>y=¿(b-x) 
Reemplacemos en (1) : 


1 
Szga 


28- x? к] (0) 


[z99| ^ [A ENCICLOPEDIA 2012) 


El área del rectángulo es máximo cuando : 
2.6. 
*723 
RPTA : “С” 
NOTA : El valor para x que hace máxima a la función 
señalada en (0) se obtiene resolviendo : 
S'(x) = 0 derivada de S(x) 

MÍ2s-5]-02 22-870 э «=> 
Ésta es una manera más breve de hallar el valor de x 
que maximiza el área del rectángulo. 

PROBLEMA 21: 


я 2х 4х Я 


En un triángulo ABC de ángulos 75777 radianes 
y de circunradio 2m. Halle la distancia del ortocentro 
al circuncentro. 
4)  BNZ2 
RESOLUCIÓN: 


D)342 


C)2/2 


3 
ҒАР 


Enel г. АНС: АН = bcosA 


Enel E. AHQ : 
AQ = bcos A sec( 90^ – B) 


еда кіс... 
Ад = 2RcosA * 
Apliquemos el teorema del coseno en el АОАФ: 
OQ? = АО? + AQ? – 240.AQ cosOAQ 
Notemos que : 
ОАФ =С-90°+0=С-90°+90°-В 
OAQ=C-B 
Luego : 
OQ? = В? « 4R*cos* A- 2R.2Rcos A.cos(C - В) 
OQ? = В?  4R*cosA [- cos А + cos(C — B)] 
Como (С+В)+А =180° 
> cos(C+B)=-cosA 


og =R- ЕЕ -ВД 125 (20900) cosa 
ScosCcos В SPAY 2 
500" = E [1- 8004 A cos BoosC] > 12 ТАТАРЫ х-40 
-zh- 8сов® cos 27. “| RPTA : "E" 
| = Бе = 7T emer, PROBLEMA 23: 
-00832 En un cuadrilátero inscriptible ABCD (AB = a, 
7 BC= b , CD= с, AD= d), si: аға = bte y 
00" = 42 вео» E сов P con 5z | тчА=53°. 
рта calcule: E 
ое? - apis] > 00=2/2 A)1 B)2 суз р)4 E)5 
8 RESOLUCIÓN: 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 22: » 

En un triángulo Isósceles ABC, cuya base AC mide 
10т. ве traza la bisectriz AD que mide 12m (D está 
sobre BC). ¿Cuál es la longitud del lado AB (en 
metros)?. 

А)20 В)25 С)30 D)35 E)40 
RESOLUCIÓN: р 


Aplicamos ley de cosenos: 
AABD. (ВО) = а? + d? - 2ad cos 
ABCD. (Вр)? = b* + с? - 2bc.cos(180" – 0) 


* AADC: (Ley de senos) 


m 
EN кайыл Ж Ыт __12__ igualamos las expresiones: 
веп(180%- За) sen2a а? + d? – 2ай совб = b? + с? + 2bc0xc080 ....(2) 
жалда Además por condición : 
= 10 2 12 a+d=b+c 
será (2cos2a+1) 2 seníácosa (? а? +d? + Зай = b? + е? + be. (8) 


= бсова = бсов2а+3 


=> беова = 6(2соз2а – 1)+8 Restamos: (5) (а) 


2ad + 2adCos0 = 2bc – 2ЬсСоз@ 


0 = 12008? - => 2а4(1+ Созд) = 2bc(1— быр 
> pericu 
Э 1-00в0 аа = 
0 = (4cosa-3)(3cosa +1) 
& ; Сото: 9 = 58° => = Loira ЈЕ =2 | 
I) deosa-3 = 0 => сова = 3 ВРТА : “В” 
TI) Soo tl = 0 cosa = 1. ERR 2 
3 Dado el cuadrilátero inscriptible ABCD, tal que 
% У 3 АВ = a, ВС = b, CD = су DA = а, determine la 
Dado que а вадио: сова expresión Сво(В) -:Cot(H)/en набат del 


* Para la biscctriz interior : AD semiperímetro y los lados del cuadrilátero. 


4 апалы ez Ь)(р-с) 


(p-cMp-d) (p-a)(p- а) © 
р [рР-Ър-4) Ь)(р-4) y (Р-«Хв-е) a)(p-c) 

(p-a)(p-c) (p-b)( p-d) 
RESOLUCIÓN: 


Por ley de cosenos: 
ДАВС :(АС)? = а? +b? – 2abcos В 
AACD: (АС)? = d? +0? – гас.сов(1807 – В) 
igualamos ambas expresiones: ze 
a* «b? – 2abcos B=d*+c*+2dc.cos В 
а?+5° —а? – c! -cosf(2ab-&2dc) : 
a? «b! -а?-с? Cad 
2ab + гас 
Por proporciones: 
1-совр | 2ab+ 2de -a° -b +4? +с? 
1%со80 2ab«2dcxa! «b? d? с? 


B (dec – -(a-bP? 
2 (а+Ь#-(4-с)* 
B_(d+c+a-blíd+c+b-a) 


2 (a+b+d-cla+b+e-d) 


> cos В = 


а+6+с+а 
sea: p= ——— ———— 
2 
В (2p-2b)(2p-2a) B. 
A PENA PEA 


В |(р-5)(р-а) 
QD сое В = |(Р-00(р-а) 
SRA V tp-e(p-d) 


RPTA : 


DU 
PROBLEMA 25: 

La figura muestra un cuadrilátero cuyas diagonales 
han creado cuatro regiones triangulares cuyas áreas 
se indican. Si el área del cuadrilátero es А, determine 
elárea S,. 


x 
A 
D 
$ 25 
ААВС : = с 2 МС- ЗАМ 
4S $, 
pe t A E 
AACD: 3%; МЕ S,-8S 
2AM 


Ahora: Seuadrilátero = А 
$+25+45+85=А = 158-А >5=— 


5 
Finalmente : 8, = 8A 
15 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 26: 


En la figura adjunta, tres barcos parte de los puertos 
А, B y C, simultáneamente y navega hasta el punto B 
siendo las medidas de los ángulos PAB, PBC y PCA 
iguales. Calcule el máximo valor de la tangente del 
ángulo PAB, además las direcciones AB y BC son 
perpendiculares. 
A)0,5 
В)! 

сы? 
D)1,2 
E)2 


«Ciudad 
772 


[803 | 
RESOLUCIÓN: 


“Еп 4APB : AP = т cosA созо 
* Aplicando ley de cosenos en el AAPC 
om LAN 
зеп(180°-А)  senü 
ELSE eS DECOMACOMI 
зепА зепб 
гел = sena соғА => tang- 1 1 епзА 


> 


* Hacemos sen2A —1, para obtener el valor máximo 
detang. 1 
(80 Imáx= >= 0,6 
ЕРТА : “А” 

PROBLEMA 27: 
Dado un triángulo Isósceles АВС(АВ-АС),т < A= 36°, 
siendo M, P y Q los pies de las alturas trazadas de A, 
B y C respectivamente. Calcule el cociente entre las 
áreas de las regiones triangulares APQ y PMC 
respectivamente. 

4+3/5 3/5 


д p 735 {| Da- 2 бе 


RESOLUCIÓN: 


áreas de regiones triangulares y 
[ ЫП" “por la forma trigonométrica”. 


(a све 18° – Завеп18') веп36° | 


(а)(?азеп18%)веп 72% | 
* Simplificando рог ; q complementario у doble: + 
g=(csc18 - Эвеп18) х2 рей 18 оо8 18° 
2 већ 18x 008 18° 


=> К = (csc 18° – гвеп 18°)? 


ES E ET. е; 
зеп18° зеп18° 
мү $ 
7+3 45 
эК-|-4-| >K= 
45-1 2 
4 
RPTA : "E" 
PROBLEMA 28 ; 


Se tiene cuadrilátero ABCD y se trazan las bisectrices 
de los ángulos B y D que cortan a la diagonal AC en E 
y Е recpectivamente, además еп la cual 
m BAC=xm£CAD=ymx ACD -w 
m ACB-z жм 
distancia де E hacia ВС 

HON шанс de Fhacia DG 
B) сзсу-+с8си с) зепузепш 
сзсх+свсг senx+senz 

D) tanxtanytanwtanz E) escwesez 


RESOLUCIÓN : с 


A) secw 


*Se pide: а 

*Dadas las condiciones del gráfico . 

*Por teorema de la bisectriz : 
QE=PE y FM=FH 

*además : 

Б AQE: АЕ = acscx 

Bx CPE: СЕ = acscz 

Б АМЕ: AF = bescy ^ 

A СНЕ: CF-bcescw ` Е > 


*También : 
АЕ + СЕ = АЕ + СЕ 
=> асзех + acsez = bescy + besciw 


ВРТА : “B” 
PROBLEMA 29: 


Calcule el área del rectángulo más grande que se pueda 
inscribir en una circunferencia con radio R. 


2 

AR? D св" р) узв" e) 
RESOLUCIÓN: 

= SAncp7 A En вело 2028) send 

> Sapon = 2R? senü > Вавср= 2R* 

тах тах:1 тах 
RPTA : "с" 

PROBLEMA 30: 4 


En un cuadrilátero las longitudes de sus lados 
consecutivos miden : sen(0), cos(0), tan(0) y cot(0) 
unidades, siendo "g" la medida de un ángulo agudo. 
Halle el área (en unidades а! cuadrado) de la región 
que encierra dicho cuadrilátero: 


А)0,5  B)045/2 Сі D)? E) 
RESOLUCIÓN: 
NOTA: /ЛАВСР: bicéntrico 
b 
ж 8 = Јабса 
А а р 

En el problema: 

Seno 

Тап 


Así tendremos que : 


S= [Feo сы Тено С 
1 

8,4 = (Seno .Совб .............(а) 
Pero por el teorema de PITOT: 

Seng +Tan9= Согд «Cot 0 

=> Бепд - Cos? + Тапд - Coto - 0 

Sen*0—-Cos*0) | 

= (Seno - Оо) [Sero Qt y 

Factorizamos: 


Sen0 + Соз0 
(Seno - Coso) 1+ Seno) 0 
Como: 9: «agudo. 


-5 SERO EDU. 
БепдСовд 
Luego, unicamente se tendrá que: 
Бепд – Созв=0 => Senð = Cos9 
= ended = Тапд=1 => 0-45? 
‚089 
Finalmente : 


5,4 = беп45%х Сова -2 


о 


RPTA : “В” 

PROBLEMA 31: 
Ti я 

Simplificar: n retg A. ; (P: semiperímetro del 


triángulo ABC) A 2 


Ай 
В)2 b 
C)3 
рм 
1 
Б В а с 
RESOLUCIÓN: 


2P 


а a+rcot 
2 


-a 
* Sabemos del gráfico: 
A 
r=(p-a) tan yu 
M= — а-а аме 
a*(p-a)tan^ со С. е 


PROBLEMA 32: | 

Las longitudes de los lados de un cuadrilátero 
circunscriptible (AB = a, BC = b, СР = c, DA = d), 
miden a=12u, b = 25u y с = 52и. Calcule cos (A+C) 
sabiendo que el área de la región cuadrangular 


correspondiente es 650 и?. 
2 1 7 4 1 
S је de E 
T 9 7 3 ) 18 D) 9 7 
RESOLUCIÓN: с 
25 
в 7 
52 
12 
A 


AAA 24 
d 
Por el teorema de PITOT: 25 + а = 12 +52 > а = 39 
Además por condición : $ =650 
Recordemos que: с 
b 


А d AFD 
79: 4 que resulta de la semisuma de 2 ángulos 
opuestos del cuadrilátero 
En el problema ¿¿ > 
S= 650 = [12x 25 82 x 89. seno 


650 = 5х 12х13 хвеп@ 


Badecinsen[ 430). 5 


cos(A+C)=1-2sen? (42€) 


аб ue est. 7. 
+0)=1-2x 5) На 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 33: - 
En un cuadrilátero circunscriptible ABCD, (АВ=а, 
BC=b, Ср=е, DA-d), si: 


ЖЕЛЕ ЕТЕ 


además el área que encierra dicho cuadrilátero es би. 
Entonces, el valor (en и?) de axb es : 


AJ25 BO C) D); ЕТ 
RESOLUCIÓN: с 
5 
В 
c 
a 
A ~ р 

Condiciones: 


П) S¿= би! 


"АрНсатов, la ley de cosenos 


AABC: (АС)? =а + b? – 2abcos В 
AACD: (АС)? =с? + а? – 2cd cos D 
igualamos: 
а? +b? – 2abcos B = с? + d? - 2са x cos D ....(I) 
Ahora, por el teorema de PITOT: 
а+е=ф+4 5uada-d«d-c 


elevando 
al cuadrado 


Restamos (I) – (II) 
2ab-2abcos В = 2de – гас cos D 
2ab(1- cos B) = 2dc(1—- cos D) 


В. 2D 
abx 2sen 3 = ӣс(28еп' 3 


je а1 +61 - зађ- Ч + се? - 2de (11) 


NIE ATA Н леп A a А 
Conocemos que : 
abd sen[ ВР). 
Multiplicamos (111) ^ (ТУ) 
Jab « abed s sen слеп 55D) = (vac «sen 2s 


“4 


а 


ађх са = Jde «5 „=> ab-S,, 
De (II: ab =5 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 34: 
En un triángulo ABC el ángulo С mide 60” у los lados 
a yb miden а=2,/3+/2 у b=2/3-/2 
Calcule la medida del ángulo A. 
RESOLUCIÓN: 


* Analizando y esquematizados los datos , se obtendrá: 


а= 23 +12 


B с А 
* Entonces: А+В = 120° > В=120°-А 


* De la ley де tangentes: ES 


E tan 2 
a+b п АВ 
2 
* Reemplazando datos: 
ЕЕ => 
2/8+/2 - (243 - V2) 2 
28+] +2]8-]2  tan60 
tam[ 258 4-8) 
2/2 2 = 
мм q) 2 


» Pero g= — А , entonces: 


2x 
ап А tA Po tan(a-2)-2 
q” 3 


* Buscando su equivalente: 
> As arctan(43 ) sarctan[Y2) 
* Por propiedad: 1 
434 уз 
Acarctan 5 
1-/3х FI 
>A=x- arctan(4/2+3/3) 
* Luego la medida del ángulo A: 


+r > Acarctan(-442-343)-x 


zt arctan У ó x —arctan(442343 ) 


PROBLEMA 35: 
En un cuadrilátero inscriptible ABCD (AB=a, 
BC=b, CD=c, AD=d) si a+d=b+c, halle : 


ЖЕ 


аьей 


А) 1 B2 С) 8 


RESOLUCIÓN: 


D)4 E)5 


Por ley de cosenos tenemos : 
>.  AABD: (Вр)? = a? d? – 2ad cos A 
ABCD: (BD)? =b? + с? – 2bccos(180* — A) 
ссид 


igualamos: -созА 
a? + d? – 2ad cos А = b? + с? + 2Ье cos А.....(а) 
Por condición : 


a+d=b+c > (Elevamos al cuadrado) 
а? +d? + 2ad = b? +с? + 2Ьс........................(Й) 
Restamos (Д)- (a) 
2ad + 2ad cos А = 2bc - 2bc cos А 
ad(1+c0s А) = Ьс(1- соз A) 


A 
— —= 22. —= 
prm А > Bo tan pet 


Se pide : 


rf. еее 


ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 36: 
En todo triángulo АВС se verifica que: 

A B с 
actg + Бош +octg А (ғұтуғқ,) siempre que 
el valor de k sea: 
A B) 
RESOLUCIÓN: 
Sabemos que los exradios r, ғ, уг, se pueden expresar 


С)2 D)3 Ем 


а 
Multiplicando ambos miembros por cot а se obtiene: 


А А B A с 
4--- = = Ja 
асо 3 fons bar lla заса 
ERE ож 
те т 
acoth=n + 
Análogamente se obtiene : 
beot A er, er, 
с 


EFL e TE *n 


Sumando miembro a miembro las tres últimas 


igualdades resulta : 


a cot А e bcot В +eoot © = 201, *ntrn) 
Comparando con la condición dada еп el problema 
obtenemos : K - 2 

RPTA : “С” 
ов 


bus С se obtiene 


NOTA : La fórmula jfa. 9 5 


Como AP = AQ 
о п+х+а+х=пљуфу+г 


х=у 


ritas root Boss -rcot "2 5 
2 2 2 nt 
2 
Finalmente : г, =геоЁ cot 


В с 
2 
PROBLEMA 37: 

En un ААВС, se cumple: (ғ,-г,) (r.—r,) = 2r,xr, 
Donde: r,, ғ, Г, son las longitudes de los radios de las 
circunferencias exinscritos. ¿Qué tipo de triángulo es 
ABC? 


A) acutángulo B) rectánguio C) equilátero 
D) isósceles E) escaleno 
RESOLUCIÓN: 
Sabemos que : 
B с 

=P , Tee Plan „= pon 

Reemplazando en la condición : 
(тт, = та) = Эг, 

Se obtiene : 
aran Bistum 4) o (im C n Ao npn pian € 


B, C B, А А, С А в, С 
A tan — - tan ап - tan tan — == JS tan 
шаға асу fon ion clan. 2 аз йоқ 


де допде : 
2A A, B A2 € вс 
2 


> ышы fan. Fla cH 


А = 90° > El triángulo es rectángulo 


ВРТА: “В” 


PROBLEMA 38: 

Enun AABC, los lados у с (6 > e) forman ángulo де 
60” y la bisectriz concurrente con estos lados mide 
8`/3/5 unidades. Si el área de la región triangular mide 
443 и? . Halle la longitud de la mediana concurrente 
con los lados b y с. 


Аби Ви  CHWI9u Оли Зи 
RESOLUCIÓN: , сељани 


(b»e) | 


Sabemos que el área ев: $ = 44/3 


= sena = 43 


КҮЗГЕ Е 41) 


La bisectriz interior V, es: V, ME 


EJ 


seses IE) 


De (I) y (П) seobtiene: b = 8 „с = 2 
La mediana concurrente con b y c es m, y se caleula 
así: 4m? „р? +c? + 2becos A 


4m; -64%4%2х8х2хі 


de donde : m, = /21и 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 39: 
En un triángulo ABC,recto en A, AC = Зу AB = 4, se 
traza la bisectriz exterior e,, la cual se intersecta con 
la prolongación de BC en el punto D. Calcule CD. 
4)9 В)11 C)13 D)15 E) 17 
RESOLUCIÓN: A 


Por el teorema de la bisectriz exterior se cumple : 


4_5+x дедопде: 4х = 15 + 3Х => x = 15 
ёс 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 40: 

En un triángulo ABC rectoen А, АВ = 4, АС = 3, se 
traza la bisectriz interior AD, D están en BC. Calcule 


la medida de CD. 

11 13 15 17 19 
a 7 В) 7 e 7 D У Жі 7 
RESOLUCIÓN: A 

4 


Luego: 4x+3x=5 => х-- 


Nos piden : СР = 3х = Ба 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 41: 
Si en un AABC , se cumple que: 
зепА +зепВ+зепС 
senA-senB-senC | poo cen 
Se le pide hallar: (В + C) - A 
A) -60* B) -30° С) 0% 
RESOLUCIÓN: 
зепА + senB * senC 
зепА + senB — senC 
Siendo А+В+С = 180° son conocidas las identidades: 


D) 30° E) 60° 


= све B + cot В 


Ань E 
B С = = сов 
зепА + зепВ + sen 400€ CDI S POP S 
A в с 
вепА + senB – senC = вен: већ g 
Reemplacemos еп la condición : 
А ES 
4 соз — сов 008 — 
— —2 2. - сасВ + со: В 
кеп: sen-, 00. агни 


А B B A 
cobos = 000 14 00" 
Lo cual implica que В +С = 90° 


Luego: (В + С)-А = 0° 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 42: 
¿En qué tipo de triángulo АВС, se cumple: 
cosA+cosB+cosC= > 
А) isósceles B) equilátero C) rectángulo 
D) escaleno E) rectángulo isósceles 
RESOLUCIÓN: 


cos A cos B «cos C e 


cos Ал све Вера C ==: 
expresión conocida 2 

xl 

2 


z1.—(I) 


ипо 
AB 
San E 


Sabemos que la distancia del circuncentro al incentro 


А HU 
372. 
с 


Алан“ 

2 2 2 2 
Reemplazando (1) en (II) se obtiene : ОГ = 0 

Ев decir, el circuncentro y el incentro coinciden : 


> Eltriángulo es equilátero 
4 ВРТА : “В” 

PROBLEMA 43: 

En un cuadrilátero inscriptible ABCD (AB=a, 

BC=b,CD= c, AD=d), si (S) es el área que encierra 

dicho cuadrilátero. 

4S cot(A)- a? « 2b? +c? 


Calcule: Р= +1 

P b? + а“ 
А)1 B) 2 C)3 D)4 E)5 
RESOLUCIÓN: 


pr -А) 


MED ри авы (П) 


ХА» 


22 ынган: ye 


Ahora, la to pedida es: 
F- 4S «cot А-а? + 2° + c? 
b? +d? 
(a? +а -b° -c*)- a* +25" же! 
роја tdoB e RR 
=. ыза 
52а? 


>F= э нЕ 2 


+1 


1 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 44: 


Dado el triángulo ABC, si se cumple que: 


веп2А +sen2B+sen2C 5 
Tur exi К ai pila 


la medida del ángulo C. 


A) 30* B) 45° С) 5% р) 60° Е) 75° 
RESOLUCIÓN: 
sen2A + sen2B + sen2C 


жиз нана В вена Агав B+tanC) 


Siendo A+B+C =180°, son conocidas las propiedades: 
sen2A +sen2B+sen2C = 4зепА senB senC 
sen2A +sen2B - sen2C = 4cosA cosB вепС 

Reemplazando en la condición dada resulta : 


4senAsenBsenC 
ЧА cos BRO = J3(tan A «tan B tanC) 


expresión conocida 
> tan Atan В = (3 tan Atan BtanC 
>tanc- E > С-80% 
2 КРТА : “A” 


PROBLEMA 45: 

Se tiene un cuadrilátero inscriptible de lados 
a=1,b=2,c=3yd = 4; determine el coseno del 
ángulo formado por los menores lados. 


3 2 
А)-У Е)— 
2 5 i 11 
RESOLUCIÓN. 
Aplicando el teorema del coseno para un cuadrilátero . 


inscriptible tenemos: с“ d? = a АРА ЕН 
de donde : 


Luego: 


cos B. 151-9—16 


2(2+12) ^ 28 


(xrmmGovonETRIAe [808 | 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 46: 

Calcule el área de un cuadrilátero bicéntrico de lados 
Iguales (lado = 2em) 

А)2 ст? В)4 ст? С)8 ст? 
RESOLUCIÓN: 


Por dato los lados del cuadrilátero bicéntrico son 
iguales: a=b=c=d=2em 


D)16cm* Е)32 ст“ 


Se sabe que el área de un cuadrilátero bicéntrico está 


dado por : 
$ = Јађса = /2x2x2x2 = S-4cm* 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 47: 


Se tiene un cuadrilátero bicéntrico ABCD, 
donde АВ-сов0, BC =вепх, CD=tgx, Ар = зесӨ . 
Halle el área de dicho cuadrilátero. 

A)uenx/secx B)secxVsecx С), рх D)cosOsenx ЕЛ 
RESOLUCIÓN: 

El área del cuadrilátero bicéntrico está dado por : 


5 = JABxBCxCDxAD 
S = Jcosüxsenxxtan xxsecü 
Ti is 


1 


senx 
=S= (rens 
cosx 
>S= rent 2 
сов х 


= 8 = senxysec x 


PROBLEMA 48: 

El área de un rectángulo ABCD es 40m* siendo el 

lado mayor doble que el lado menor. Los vértices de 

este rectángulo están articulados, de manera que se 

pueden modificar los ángulos internos para formar un 

paralelogramo. Si luego de la modificación, una 

diagonal resulta ser 24/35 т. Halle su nueva área, en 
2 

т”. 

А)20 В)2042  C)15/3  D)z043  E)2045 

RESOLUCIÓN: 


ЕРТА: “А” 


B с 
п 
А 2n D 


El área del rectángulo ев: 2n.n=40 => n*=20 
Modificando el rectángulo : 


A 2n D 
Apliquemos el teorema del coseno en el ЛАРС: 
(2438 )? = (2n)* + (п)? -2x2nxncos 
=> 4x 35 = п?(5 – 4сов0) 
= 20х7 = 20(5 – 4с080) 


> совд === > 0=120° 


El área del paralelogramo ев: 
8-Зпхпаелб- 2.2053. = S=20/3 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 49: 


Dado un cuadrilátero ABCD inscriptibte de lados 
а, b, с y 4 respectivamente además el área del 
cuadrilátero es S. Calcule 

= 4SctgA + с? – a? 2b? 


M 
b? +d? 


+1 


4)2 B)4 
RESOLUCIÓN: 


C) 


D)3 E)5 


Por el teorema del coseno para un cuadrilátero 
inscriptible : 


b! &c* та? d* - 2(ad+bc) созА.....(1) 

El área del cuadrilátero se puede expresar así : 
5 = Susp + Sasco 
=S=“ senA + E зет 1800 A) 
= 28 - (ad + bc) senA 

28 
=> ad + be = ннн (Ш) 

Reemplacemos (11) еп (1): 
р ма ҰС 28 

5" +c* =a*+d*-2x 

= b? +c? = а +1? - 4Scot А 

= 4S cot A = a? « d? -b° –с“ 


xcos A 


-a? +25 


a? Boo? 
- +1 


b? +а? 
bd? 


+1 > М=2 


an di 


ВРТА : “А” 
PROBLEMA 50: 

Los lados de un cuadrilátero son 6, 7, 8 y 9 u, además 
su área es de 124/27 из. Calcule el coseno del ángulo 


formado por las diagonales, 

2 5 4 5 1 
А) B O D E 
RESOLUCIÓN: f 6 


Apliquemos el teorema del coseno en los 
As APD y BPC respectivamente (tengamos en cuenta 
que соз(180“ – 0) = –сов 0): 

d? = x? «n? + гхпсовд 

b! =m? + y! + 2тусовб 
Sumando miembro a miembro se obtiene : 

d? +Ь? = x? + у" «m? +п? + 2(хп + ту)сов0...(1) 
Apliquemos el teorema del coseno еп los 
Аз ВРА y СРО: 

a? = m* + х? - 2mxcosó 

с? = у? + п? – 2упсове- > 
Sumando miembro а ¡miembro obtenemos : 


A 


а? +с? = х? +у?. а – 2(тх + уп)сов0...(П) 


4+5? a? - c = 2(хп + ту+тх + уп) сов 0 


54*+5?-а?-с*=2(т+п)(х+у)соз0 
Е ИЕ T 
=. HD АС 


Luego : D 
81%49-36-64-4х12/21 cot 0 к 


=> cot0=5/8/21 > cos = > ісі 
PROBLEMA 51: 

Dado el cuadrilátero convexo ABCD, cuyas diagonal 
es se intersecan en el punto E y forman un ángulo de 
medida constante, si C,,C,, С, у С, soncireuncentros 
de los triángulos ABE, BCE, CDEyDAE 
respectivamente. 

a) Demuestre que la relación entre las áreas de los 
cuadriláteros ABCD y С,С,С,С, es constante. 

5) Halle el ángulo entre las diagonales para que las 
regiones ABCD y C,C,C,C, sean equivalentes. 
SOLUCIÓN . с, 


а) 


*Denotando рог /ABCD]: área де la región 
cuadrangular ABCD 


* Sea д el ángulo que forman las diagonales AC y BD 
tal que а: cte. 

УСС; С; С ¿circuncentros 

ВМ = МЕ; CN=NE; DP=PE у AQ=QE 

= 2MP=BD 2QN-AC ......... ДОНМА ЕТ (1) 


pae inscriptible mQC,P-a 


lsc,nc, Сэй. бе, CH sena ¡O H=QN > сусу- 8М. 
Luego | 
taco] 4 ЕРлепа Cx varada RE) 
[С:С,С,С,]= (C,C, (PM )....... (ПТ) 
Dividiendo (11) entre (Ш) : 
(AC)(BD) sena | 

САВО Ва о сав IA 

[с ,C,C 504] (90) (PM) 2% ~ а 


Ре (1) : 

[ABCD] > 

[00,00] ФУ (РМ) 
зепа 


Como а es constante, luego b)Si [ABCD]-[C,C:C,C,] 
> гзепЗа =1 => sena eI = а=45° 


(2QN)(2PM) sena 


z2sen*a 


Luego, las áreas son equivalentes cuando el ángulo 
entre las diagonales es 45". 


PROBLEMA 52 : 


Dado un triángulo ABC qe ángulos internos cuyas 
medidas son a, y 0. Si ве verifica que: 


а sen cos 
cos Bcos ¿=sen > сов 2 
Demuestre que dicho triángulo es isósceles. 
SOLUCIÓN : B 


< 


72. Be 
Del ДАВС 
IJ I PL. qe (1) 
а В о PEC | 5) 
AA 90' me «(2,0 
Reemplazando en la condición: 

2,9) 0,2 
сот т сов 


E ^ cos сет ом (1 000 |) 


2 2 > n. | 
и ние A 28 
алмак ee a а 3 


> cosp cos E =sen 2 (sen cos 7) 


9 ё 
=> ера] cos. = већ: еп). 


=> cot fi-tan 2 (ev оп complementarios) 


23+ 2-90 
=» 2 + @0=180/............. ннн» — (ШІ) 


De (1) у (П) tenemosa =p 


Бі dos ángulos tienen la misma medida sus lados 
opuestos tienen la misma longitud; por tanto el 


triángulo ABC es isósceles. 
PROBLEMA 53; 
Dado el cuadrilátero convexo ABCD, M y N son puntos 


medios de AB y CD respectivamente, P es punto de 
intersección de las diagonales, si los punyos М, Ју Р 
son colineales. Demuestre que AB//CD . 
RESOLUCIÓN : 

* Hipótesis 

ABCD cuadrilátero convexo. M y N puntos medios de 
AB y CD respectivamente. 


* Tesis AB//CD M B 


ко 


N 
Denotando por [ABC]: área de la región triangular 
ABC 


*М punto medio de AB 

>[APM]=[MPB] 

AO sem (m< APM: = PA sem (maMPE) 
=> АРвеп(таРМ )- (BP)sen(maMPB)............... (I) 
*N punto medio de CD 

>[NPC]=[DNP] 

PO won(maAPM) «DE UNE) веп(тМРВ) 


> (РС јвеп(таА РМ )-(DP)sen(maMPB)............... (II) 


De las condiciones (I) y (II) tenemos : 

AP, BP | AP, PC 

PC DP BP PD 
Luego los triángulos APB y CPD tienen dos lados 
proporcionales y además un ángulo comün 
та APB=maDPC 
CONCLUSIÓN : 
AAPB – ACPD (АРу PC elementos homólogos) 


=> maABP-maCDP => AB || CD 


PROBLEMA 54: 

Siendo ABCD un rectángulo se ubican los puntos А, 
y А, sobre CD y CB respectivamente; AA,A, es un 
triángulo equilátero, probar que la suma de las áreas 
de las regiones triangulares ABA, y ADA, esigual al 
área de la región triangular A, CA, . 


SeamaBAA,=a > maÁJAD - 30* - 

además m<A¡A¿C=30+a 

E ADA :AD=1cos(30-0) y РА, = веп(30°-а) 

E АВА-АВ-есова у BA,-£sena 

Es. ACA zA,C - tcos (307a) y A С=веп(30°+о) 
Denotamos [ABC]: área de la región triangular ABC 
(АСАД- C costar s) sen(30 a.) 


(АСА) Са ити 
[АВА] +[ADA,]= £ cosasena + costs- a)sen(30 – а) 
[ARA] [ADA; - а гем во" + 2а] 


Гав]: Гара (2sen30 сов 80" – 2a)= 7 serit 2). (П) 


PRIMERANPRAGTCANDIRIGIDA 


(0) En un triángulo ABC: 
а+с _ атап В. (4-6 ©) 
а-с 2 2. 
Calcular: TanA + TanB + TanC 
TanA xTanC 


A 


4241 


63) En un triángulo ABC: 
Cos2A+Cos2B+Cos2C= п 

Las distancias del ortocentro а los lados Jel triángulo 

sons; y; z. 

Hallar: J = /xyz, si el cireunradio mide /2 

A)2n-1 B)2(n-1) С)2(1-п) D)n-1 E)f2(n - 1) 


6,4; 
3 Sure 
63 A partir del gráfico, halle: “y B 
Si el AABC es equilátero 


Ly 
A)4Sen?(60 —8) B)4Sen?(30 —8) C)4Sen?(60 — 20) 
D)Sen*(30-8) Е)5епт?(60 - 20) 

(69 Si el área de un triángulo ABC es igual а 6т?, 


calcular: 
G=a*(Sen2B+Sen2C)+b*(Sen2C + 


Sen2A)+c*(Sen2A + Sen2B) 
A)24cm* В)48ст? С)72ст? D)96em? E)i20cm* 
62) En un triángulo ABC ; señale el equivalente de: 


а5еп AreSen 2+ B e bSen Arcos 5 4) 


с 


45 2 1 
BD C)? Ds Е) 


ANB = 
(69 En un triángulo АВС , son conocidos “b” ,“е" y 
“В”. b«c ; mientras que “a,” y “а,” son los valores 
que tomaría el lado “а”. Señale el equivalente de: 

Н = (a, - a5)" +(a,+a,)*.Tan*B 


A)'. B)» сымы | D)S8b ___Еј16Љ 
69 En un triángulo ABC, son conocidas “а” “b” y 


"B".Si "C," у“, "sons edidi gue podido 
el ángulo 3 M a Сш т к 


G= 


Señale el Рая de: H = SenC,— SenC; 


([ETRIGONOMETRIAS 813 | 


B) H Sen2B 


b 
E) % Беп2В 


а а 

A) Sen2B C) gp Sen2B 
a 

D) y, Sen2B 


@ Si en un triángulo ABC: 
CosA+CosB+CosC=1,25 


Calcular : = [tra - nm - r0. = ғ) 
R? 
Ai вм ga D p 


(O) En un triángulo ABC, si el cireunradio es “R” y 

а’; b; с’ son los lados de un triángulo pedal. 

Reducir: ЕСЕГЕ 
абс 

вв? CIR! D)R* кик" 


G 
A)R? 


a 0 
(3) En el gráfico : Tan-¿Tan¿=n 


Hallar: E = 7*7. si ABCD es inscriptible y BD=p 
B 
m 
e 
» 

AR n 

р 
п 1-п 1-п l+n 2n 
mars B) n лег Ds TS 


(3 Los lados de un cuadrilátero es a =7 ; 558 ;с=9; 
4=10. Si su superficie es S=33 , calcular la tangente 
del ángulo agudo formado por las diagonales. 


A)2 B)2,8 С)2,4 D)1,8 E)1,6 
@ Si en la figura: 
Sev (4 5 (85). РВ), Cost 
2 2 2 
Hallar : 


G- ayzw+bxzw+cxyw+dxyz 
хуги 


A ENCICLOPEDIA 


A)k B)4k С)ЕСї Ө D)4RCtg0 Е)4ҺТап?0 


а Dado un cuadrilátero ABCD , determine el valor 


de la expresión. 3 E He. (4) 
Po жом ДЕ: ) 2 
(b+c)? —(а+а)* 

1 1 1 1 
А) 4 В) то С) 3 р)0 E 
(Siendo А, B у C los ángulos internos de un 
triángulo , para el cual se cumple: 

2SenB-SenA=Sen(A+B+C)+SenC 


Calcule el valor de: 


A)-1 D)1 E)2 
(O En un triángulo acutángulo ABC, la circunferencia 
descrita tomando como diámetro la altura relativa al 
lado а, intercepta а los lados b y c, en los puntos P y Q 
respectivamente. 

Exprese el segmento PQ en función de los ángulos del 
triángulo у del radio R de la circunferencia circunscrita 
al triángulo. 

А)2 RSenA SenB SenC 
C)R CosA CosB CosC 
ЕВЕ TanA TanB ТапС 


B)R SenA SenB SenC 
D)3R CosA CosB CosC 


[1] Siendo г, ‚г, exradios relativos a los lados b y e, 


Sumus pz Па(ъ +7) +7, 
г, 
Siendo : А, la altura relativa al lado а : 


3 5 
А) в); с> р)2 E)3 


у Sea -ABCD un cuadrilátero inscrito en una 
un! ia de radio R, calcule R dados los lados а, 


be, d ymaA. 
A (ab +асј(ас+ђа) B) (ab – de) (ac — bd) 
2(bc—ad)tan* A 2(6е —аа)соз? А 
ab — ас) (ас — bd) (ab de) (ac bd) 
2(6с – ad)sen?A 2(be+ad)sen? A 


E) (ac+bd)(ab+de) 
4(be+ad)sen2 A 

2 А в С 

д En un triángulo ABC, halle с08-2 сов сов: 


en función де 8, si S es el área de la región triangular 
mencionada, siendo además a+b+e=9 y abe=24. 

5 35 35 55 A 

— с)—— БЕЯ Е) 
|: 8 + 16 » 16 > 16 


Be 
у 8 
@ En un triángulo ABC de lados a, b y с 


respectivamente, determine 042) А es un 


2 
ángulo obtuso y además c.cosa+b=a. 
(а - b)tana bsena (a+b)seca 
B, с 
2 2-.аь а 2-/ас y гЈађ 
(a+bjtana свепа 
D E, 
Д 2-аь Y 2./аь 


@ Del gráfico, determine la relación de áreas де los 
cuadriláteros PEQM y FPMQ en términos de а. 
Considere P y Q puntos de tangencia , O es centro de 
la circunferencia. 


Ejátanlatana > F 


(3 Del gráfico, calcule tan 0 siendo ABCD y РЕКС 
cuadrados. B c 


ЕЭ Teorema de Bretschneider (Teorema de los cosenos 
para el cuadrilátero), sean а, b, c y d los lados sucesivos 
de un cuadrilátero; m ya: eus disgonales; A 7,0808 
ángulos opuestos, halle el equivalente de т?п?» 

А) а?е?+ bid*- ?аБса соз(А-С) 

B) ас? + Ь4?- 2abcd соз(А +С) 

С) a?c*-b*d* – 4аБса cos(A + С) 

D) а+с?+ Ьа? – Чабе4сов(А-С) 

Е) аге“ + b'd* + 2abed соз(А –С) 

e» Si el área sombreada es igual a la no sombreada 


azene) 
a 


calcule ese( 


AN В)1,5 D)2,5 Е)2\/3 


ES Un avión que viaja en la dirección SN es observado 
con un ángulo de depresión а у еп la dirección 


S(90”—a)E . En ese instante comienza a ascender en 
una trayectoria circular, siguiendo la dirección SN. 
Calcule cota—seca para que al tomar la vertical sea 
observado con el mismo ángulo de elevación а en la 
dirección NE. 


AJI-42 В)/2-1 C)442 DJ24+/2 Е)2- 4/5 


6Э En una semicircunferencia de diámetro AB=d, 
se tiene una cuerda CD. Sean E y F los pies de las 
perpendiculares bajadas desde los puntos A y B sobre 
la recta CD. Siendo la medida de los arcos AC y BD 2a 
у 28 respectivamente, entonces el área de la región 
cuadrangular AEFB es 


2 
AJd*sen(a+B)eos(a— B) Bj 7 sentar B)cos(a+B) 


С)г 


2 
с) T sen(a — В)соз(а+В) D)d*sen(a— B)cos(a+B) 


[STRIGONOMETRIAS ______| 515] HA ENCICLOPEDIA 2913) 


del cuadrilátero ABCD. 
А)8(/5-1)и*  B)(16/2-2V5)Ju* С)6+34/3 
DJ4(3/5+4/3 Ju? EJ8(3/3+5)u* 


(8) Se traza por un punto de una circunferencia dos 
cuerdas cuyas longitudes son а y b. Además, el área 
del triángulo formado al unir sus extremos es s. Calcule 
el radio de la circunferencia en términos de a, b y s. 


abya* &b* +2 /a?b* т? y : aba? &b* fab — de? 
2% 


А) 
de 
> }[а?+ь?+ 2/76? — 49? abla?+5* + Jab — 487 

28 4s 


D) 


—a*«b? + Јгађ - s 
2s 
60) Dado un cuadrilátero convexo ABCD cuya área 


está representada por S, halle el ángulo formado por 
las diagonales del cuadrilátero en función de los lados 
a,b, c, d y S. 


= 


E) 


дана ME 
a* b! «cf +d" 
4S 
2746 - c? – а“ 


4S 
В mie ч. саме“ 
) aree ан ) 


Cjare tan( ) Djarc sen 


mar) 
btd? -a° -с* 


4S 
Bjaretan( 5 -a*-c* ) 


SEGUNDANERACTCAS 


@ Dado el triángulo ABC tal que : 
asen(A-- B) -bsen(A +С) 
acosB – bcosC 


DIRIGIDA) 


METTE 16: 
A) TanA В) CotA C) Tan(B+C) 
D) Cot(B+C) E) Тап(В- С) 


62) Dos lados de un triángulo son iguales a a y b 
(a»b). Caleule el tercer lado, si se sabe que 
ath, < b* h,, donde h, y В, son las alturas bajadas 
sobre los lados correspondientes. 


Жағы B)/a?-b? C)a**b? D)/ab Е)а(а+ђ) 
@ Sea el triángulo ABC de lados AB=AC y BC=/2 
Sila bisectríz del ángulo B corta al lado opuesto en D 


y BD=1, entonces cos (A-B) será : 
А-1 B 00 prece apt 


(63) En un triángulo ABC calcule el valor de a sec б si 
(be)senó = 2. [b cos А 


Aen ВменА Ceo D)b-c Еее 
@% En un triángulo ABC se cumple : 
sen2A _ Звеп(х— А) 
сов Bcos С совх 
Halle el equivalente de K=tanA tanB tanC согх 
А)1 В)2 сз D) tanx E) tan?x 


En un triángulo ABC de lados a , b y e, calcule 
ngu 
1апд „51 se cumple : 


log(secó)=loge— logía - b) og cos S );0 етс 


а? -b° a+b С a-b С 
мы e т ај 
a-b с a+b с 
D) E ton EFL tan я 


62 Resuelva el triángulo ABC, де circunradio R, 


teniendo además A718 een D- venA- У өезбәтА= 1. 


Аја=Ј5 -1;65=\/5+1 ге=10+245 
В)а=/5 – 1; 5=5+1 ; с=4 

C)a-45 -1:b-410- 248 ; с=4 

Рја=Ј5 -1;5-48*1; с=/10-2/5 

E)a-45 -1 ¿b=/10+2/5 ; с=4 

(903) Para medir AB, seda Z,a y y . Calcule dicho lado 
a partir del gráfico. 


A 
A) fsena 2£sena с) 2£sena 
зеп(у+30°) sen(y+30") sen(y – 30%) 
2Zseny 2£senysen(30^*a ) 
зеп(а-у) z) sen(30* — y) 


63) En un triángulo ABC al reducir la expresión 


м=5008В + ссозС -a 
bsenB —csenC 
se obtiene 


Sacos (27E 


pe (238) sen) 


) B)2tan(B-C) 0-а 259) 


( Dado el cuadrilátero ABCD, si su perímetro más 
sudiagonal АС es igual а 2Rf y además si el triángulo 
ADC formado al unir АС es equilátero, halle 

косо 2) (я += esent senB 
en término de £. (Е: circunradio del triángulo ABC). 


Ай p CO)t -1 pt E)t*1 
2 2 
(Ф Del gráfico, calcule el valor de : 
К =зес2а x senda(cot3a + cotda) 
Dado AD-BC. В 


рыз 


4; вр суз 
(3) Si a, b у c son los lados de un triángulo ABC, 
recto en B, entonces : 


=н, sen3C ж зепЗА 


д= 
с а 
esiguala: 
1 1 1 1 1 
A В) o Di ра 


E per 4AB 
(3) Enla бұла 20B=30C, luego el valor de TD“ 


А senacoso BIZ sena esc C) у зепдсвса 


[once Ејађвепазепд 


A (2) 


pruden A A 


Calcule; W=fanxtanytanz 
А1 Өзі сз  DW2 Ва. 


((3Los lados de un triángulo ABC se encuentran en 
progresión aritmética (a>b>c). : 


cos А+сов С 
VersA x VersC 


A)1 В)2 с)а D)/2 E)t2 
(19 Determine los ángulos de un triángulo cuyos lados 


Calcule : K= 


қ В С 
son proporcionales а €08—- ; соз-—-;соз-—-ваЬїепйо 
que A, B y € son ángulos de un determinado triángulo. 


"we с А e 


А) 90°; 90" 3590"- 3 B)90—, ;90*€— 37909. 
C)180* - 2A; 180" – 2B; 180: – 2C 
р)90%- A; 90%- B; 180 - C E); 3082; ¡90 E 


А? En la figura mostrada ABCD es un paralelogramo, 
determine la altura de éste respecto a AD, si 


O=arctan2. в b с 
Ж 3 
di EUN. р 
5 а? 2-а? b? а? 
A 2а B) 2b e b 
CN | da 
py? -a yy? +а 
а 5 


«ЂЕ! área de un triángulo ABC es 90/3m* y los 


senos de los ángulos A, B y C son proporcionales a los 
números 5 ; 6 y 7 respectivamente. Determine la 
medida del ángulo B y del lado Opuesto a este ángulo. 


A)b- 6642 ; ees 


21 


Bjb-64542 ;В= des 


15 


C)b - 343042 ; B= arces (18 ) 


35 


D)b-6/748 ; B= ЕО 


35 


E)b- 343442 Я B=arccos( 12) 


(WD Calcule los ángulos de un triángulo ABC, si 
(abcosC+accosB+becosA) 72a Decio (1) | 
B-C= 


Сы A Ее. 


А) 90°, 75°, 15° В) 110°, 50°, 20° С) 60°, 75°, 45° 
D) 60°, 90% 30° Е) 105°, 45%, 60% 


@@ Un AABC está inscrito еп la circunferencia 
trigonométrica y los arcos determinados en la С.Т. 
están en progresión geométrica de razón 2. 


b 
Calcule el valor de sua Кей? ыс 
А)-\№ в)-27 СЛ 0)247 Еу 


€) En un triángulo ABC se dan los ángulos 
А-2; B-25; с=*. Calcule el equivalente de b! жет! 


Ва" 
Ya SH 


Ауға"! Е) 


LM a 
C) 24 D) тре 
(8) Calcule la longitud de la bisectriz externa del 
ángulo А de un triángulo ABC, sabiendo que b -e-10 
y be(p - b)(p - e) =100. 


A1 B)2) С)з D)4/2 EJ JS 


[2] En el esquema mostrado, PQ representa un tramo 
deuna carretera rectilínea. Una persona se encuentra 
en el punto M, observa PQ bajo un ángulo igual a 0. 
Halle la distancia mínima que debe recorrer la persona 
para llegar a la carretera, si se encuentra a una 
distancia a y b де los extremos Р у Q respectivamente. 


ab ab absenð 
А) сове В) seno 
Мать? Ха? +ь? Азове 
A в) btang 
2+5? —2abcosó Маз + -ahcosó 


ЕЭ Dado un triángulo isósceles con ángulo en el vértice 


de 20 y base b, se traza rectas paralelas por los vértices 
de éste a los lados del triángulo pedal formándose un 
triángulo MNP. Calcule el área de la región triangular 
MNP. 

ы bf. б» 24 
А)-2-со!"безе40 В)- со! двес2д C)- сог"девстд 


b? b? 
DT tan? 6tan20 E)-tan* 6sec20 


ЄЗ) Si A'B'C' es el triángulo pedal y el ortocentro de 
un triángulo ABC es O, entonces el valor de :, 


a b e 

од "ов toco: 

А) 4tanAtanBtanC B) 2cotAcotBcotC 
C) 2tanAtanBtanC D) 4cotAcotBcotC 
E) 2senAsenBsenC 


(Ed) Determine la distancia entre los excentros relativo 
a los lados a y e de un triángulo ABC en función del 
cireunradio R y ángulo В. 


A)ARsen 2 BláRcot В, 2 Raen" В. D)4Rcos 8 E Rsen2B 


€ Siendo г, , г, уг, exradios relativos a los lados a, 
b y e de un triángulo ABC, tal que : 


La p ED c^» ; donde 2p es perímetro 
cor E сов 
2 2 
del AABC. Calcule 3 valor de : 
A B c 
L-tan--Han- Han, 
A)1 B)2 C)3 рм E)N2 


ЄЗ En el triángulo ABC, de incentro Г y excentro E 
relativo al lado BC, IE-k и y ВС=а и, luego se 
cumple : 

A)k-a  B)k»a  C)kza  D)kca  E)ksa 
€) En un triángulo ABC isósceles maB-m«C , 
determine la distancia entre el incentro y cireuncentro 
sabiendo que el inradio ев г y circunradio R.(A<90") 


A A A 
AJR гвес` В)Е+гсов > Сугове-„—Е 
А А 
DB tren RSE 


(69) Al prolongar las alturas de un triángulo ABC 
relativas a los lados a , b y c, intersectan a la 
circunferencia de radio R que cireunscribe a dicho 
triángulo en los puntos L , M y М. Calcule el perímetro 
del triángulo LMN. 

А) SRcosAcosBcosC B) 8RsenAsenBsenC 
C) 4RcosAcosBcosC D) 4RsenAsenBsenC 
E) 4Rsen2Asen2Bsen2C 


бш И 


5139 


(0% Еп el gráfico бе halle el área de la región 
sombreada, sesabequePM=2(AP) y AO = \/13+6\/2и 
(O:centro). 


280 (TDEIPROBLEMAS 


@ Del gráfico, halle el área del sector circular АОВ 
en términos de $ (O:centro) si ОА=АС 


зеца 


202€ в)? ou? D)Zu? БЕ)зхи? 


AJS/2 В)5/3 СЕМ 1)5/8 Е)2/8 ón En un triángulo rectángulo ABC (recto en C), 


lcule el valor de su perímetro, si se cumple que 
63 En el gráfico mostrado, AOF, BOE y COD son < c рее то, ple 4 
sectores circulares, además, BC=3(AB). Halle la a+b=c+6 у senAsenBsecA=0,96 
longitud del arco BE. с А)56 В)55 С)53 D)50 E)46 
(DA partir del gráfico halle cosa све 0 en términos 
de m y n, si T, P y Q son puntos de tangencia. 


y” gr ye DŽ? ртов 
n m n 4 
62) En el gráfico mostrado 

B 


ATHIGONOMETHIA O 819 2 ‚А ENCICLOPEDIA 2012 
halle AD-BC еп términos де 0, sabiendo que АВ=2и — AJ/3— 53x B)3642743-x» С)27/8-36-3 
AlcotO+tan9 — В)21ап0+со!9 C)cotü-tonO | р)10]9-10+ж EJ26/3+18-2x 


D)2tan6-cotü Е)2со40-іап0 ФЭ Del gráfico adjunto, cot a=2+x+2x*. Halle x en 
65) Del gráfico mostrado, halle el área de la región términos de у. B 
sombreada en términos de d,a уд, siendo ABCD- 1 


A'B'C'D' un paralelepípedo rectangular (BD*=d) 


A 
с 
M D N 
2 4 2 
A) d*cosa све 04 sen*0 — сов? a МИ ERI B) tany+1 C ayei 
4 4 
B) 4?сов?азепб\/зепт?0 + cos? а п 
yaa сагу 


C)d*cos*asen*0/sen*0— cos? а 


D)d'cosasenó (seno сова (A) Del gráfico mostrado halle tan 8, si A,B,M,N y C 
> son puntos de tangencia. Se sabe que O y O, son 


E) d*cosa сас? OJsen*0— сов? a барыы. 
@ Еп el gráfico mostrado, ABCD es un cuadrado. 
Calcule tan 0(tan9—1). 


AJ1/3 B)2/3 C)-114  D)-2/9 Е)0 45 

45-1 BW5 СМБ-2 D) EJ3J6-2 
@ En el gráfico siguiente calcule el área de la región ius NS de i 
sombreada sabiendo que CD=12, O es centro y Nes @ En el gráfico determine la relación entre n y т 


punto de tangencia. sabiendo que ae (0°; 45°) у BC=esca- 


A 
с 
м 
\ Dt 
= = (~ 
с б D AE FUN B 


КЁ ған Сіп-т<3 términos de b y los ángulos А y С del triángulo. 
Атан nimm АС А-С 
(E) Desde un punto de una colina se divisa lo alto de AJDA TC) Bibeos 2 ) Cocos 4 ) 
ina torre ubicada en la misma colina con un ángulo А+С Ажс 2 
de elevación de a midiendo en ese momento la visual 2 beoe 3 ) E bcos( 4 ) 
una longitud 2,. Desde ese punto de sube рог Ја colina 2 сов0 — cos f 
que forma un ángulo Д respecto de la horizontal una 3)Del gráfico calcule el valor de 2co52041 ^ 
distancia 2, , de donde se divisa lo alto de la torre con términos de 2, y 4;,8і DC2DB-£, у АС-СВ-г,. 
un ángulo de elevación д. Entonces, calcule el valor de c 
sen*(B —0)* sen" (a0) 
зеп(р —0)sen(a —8) 


L£¡x£, 2a 
+ э! ус d г. 2 Жаз >» 
А)4,%4 ва т C z 0)7,/5; ST La 


2_ 
@ En el sector circular mostrado halle E је 
БА 


sabiendo que PQ//OB, ОР=а, PA=b(0: centro) : В 

А A) 3/20, Bsl£, C84, Резе, Eyes 

(O) Del gráfico mostrado halle sena esc 9, siendo Ру 
р о Т puntos de tangencia 
о s) в 
Ajarcsen( seno) Вјагсзеп(азепд) 
a+b 
C)2arcsen(a-*b) D)arcos (¿Ez seno) 
a+b 

EJarctan(a*+b*) 


@ Del gráfico , halle снах (2) considere 
AB=AC 

AN2+3 В)2 C)3 D)4 Еј 

EN) En el gráfico mostrado obtenga el valor de 
79cot8 + 151, siendo BC=7(AB) 


Y 


A(-9;1) 


A) В)1/2 С)2 . р)з Е)1/8 
En un triángulo ABC inscrito en una 
circunferencia se traza la bisectriz del ángulo B que 
corta а la circunferencia en el punto P De P se trazan с 

T ndiculares a АВ y la prolongación де BC, AJO В)20 С)-20 — D)50 Е)-50 
is intersecan еп Н y M. Si AC=b, halle НМ еп 


(SYHIGONUHETMEMS — — — — — 883j —— та ENCICLOPEDIA 2013) 


Ей Si 0 y р pertenecen a <0°;360°> y, además, son 
ángulos cuadrantales que cumplen lo siguiente 


desc 1+ Лапб=а, calcule а +sen(2)see(22), 


ал B2 с ро Eza 

@ En el gráfico mostrado, ¿cuál es el valor obtenido 
para tana? Considere та РАТ =m<PBM;Q,P y T 
puntos de tangencia. Y 


АЫ?1 В)/2+1 С)/2+2 D)2/2 gi 


@% Si AC=7 y AB=5, calcule cot р. 


@En el gráfico mostrado , calcule cotAsen8+cos9 


‚еп términos de 0, si А,В у C son puntos de 
tangencia(O,O,:centros) 


дувеп[ө+®) В)/гвепд су/#еов[ө+®) 
р).{?зеп. (2 + *) E)2sen (o + =) 


ЕЗ Determine la suma de todos los valores enteros 
negativos que puede tomar la expresión 


cos*((an+1)2+0)-2000(%% +0) 


Considere ne Z 


А)-8 В)-9 С)-10 D)-22 Е)-24 
EN Calcule el valor de : 
[ зеп300% ес е 
Vt + веп600° + /1- веп600° 
4)2 B)3 C)1/2 D)1 E)1/4 


G2Sabiendo que m+n Ld , caleule el valor de 


cot(3m-n-p)cot(m + Зп *p)cot(m *n *3p) 
tan(-2m)*tan( - 2n) Чап( – 2p) 


А)-2 В)0 си D)-1 E)2 
€3) Indique ¿cuál es el valor бе: 
2tan[(4K+ Dr] Scot (3) z] 
415 Kez 
Звеп(Кя)+2соз(Кя) 
4)2/8 B)3/2 C)+3/2 1)+23 ЕМ 


ED Sea : 
41 


csc(0- 32x)c08(0- =) =0en(-2%) 
5 


ЖЕ -ө)гес(157х +0) 


calcule 0, si pertenece al ПІС y es positivo menor que 
una vuelta. 


13x 6x 8z Tx 7я 

ЕРЕ ELA = ES 
A) 10 B) 5 с) 7 D) 6 s 
(605: se verifica : 


sen ed = 0) вес 1037+0 Jtan(10017+0) 


sec g- Y сов 39.0 cot(0 – 9907) 


además, 02 (я; 2x), ¿cuál es el valor de 9 7 


Ия 


15x 
Died 


7л бл бл 
АЈ = в) 5 С) E LT 


МАУ В 


O) Simplifique la expresión 

$ sec* A —зес* А – 2свс?*А + cac* А 
ÁjtantA+cot'A — Bjcot'A-tan'A  Cjtan'A-cot'A 
D)tan*A-cot*A E)tan*A-cot*A 


62) Calcule el valor йе: 


(1+ зесб +#ап0)(1+ csc8  cot8) 
(1+1ап@ + соЕ0 + sec + сзс 0) 


Ай В)1/2 (9/77) D)1l4 E)4 
@ Halle el equivalente де: 
1+совх  secx-1 -deot 
1-cosx Ізвесх 
рек, Жез paan в Dj)cosx Е)зесх 
1+весх 1+весх 1+весх 


69 Elimine la variable angular (9)de las siguientes 


condiciones: 
x=cot0+tan0 


У-весб – cos O 


В)х?Зу'з-у*зуї3 =] 
р)х?Зу'%+х*?у?з=1 


Ајачзуг азун] 
C) yr hy] 
E)siiyinatiyiie] 2 
VAS tan?0— cot? 0+1 
(63 Halle el máximo valor de ТРЕЕ 
A)1/2 B)1 С)2 D)2 E)5/3 
(69 Halle la variación de la siguiente expresión. 


зепбх – cos? x 


Senx – сов х 
AJ[1/4:54) B)[-1/4:5/4) СИИ D)[1;5/4] El[-151) 
(62) Señale el valor máximo де: 
sen'?x + cos? x кее tor’ =) 
2 5 7 

А)8/14 В)5/14 С)7/14 D)1 E)1/7 
(69 Dado las condiciones : 

acosa + бвепа=асовр + bsenfc calcule cota+cotf 
Aasbic В) Раб. о, pj 265, pi e, 


Si sena-5/13 у senf-4|5 calcule el valor 


89/2. 13/2 1742 
Ово 0) 50 Pw 


аф Бі: ; 
1ап(а+В+9)=8/5 у tanf=3 calcule cot(a- 2+9) 
AJ27/11 B)11/27  C)17/10 D)11/16 Е)1217 


(DSi: зеп(а + B) -csc20'cosacosf 
зеп(а – В)=еозасоз В 


calcule: tan? 20*tanatan g 
Ай B)2 C)1/2 Dj4 E)1/4 
42) En el gráfico, AB=4 y BD=DC. Entonces, ¿cuál 
es el valor de tana? С 
A 
LA N 
A B 

J2 43 УЗ 42 УЗ 

vz B) 5 OF D) T9 E 


63) Halle гапд si AB=4BC, además, А y D son 
puntos de tangencia. 


ar руб 025 SE pug 
5 2 3 7 
(E) Si: созх+с08у+с082 =зеп0 


вепх + seny + senz=8en0 
calcule el valor de sen(0 + z)+cos(x— y) 


А)-1 В)-1/2 с)0 р)12 ЕЛ 

@ Si: M=tanax+tandx(2+tan3xtan?x) 
N=3-tan4xtanT7xtanllx 

calcule: fan2x+tan9x+3tan2xtan9x 

cuando М=М 422 

АЛ B)2 С)з D)4 E) - 


49 Si аур son dos valores distintos de x que 
satisfacen la ecuación acosx+bsenx=e calcule 


rage 


By? 
a 


az ©з” 12° get 
b a b e 


(42) Se cumple que # у y son dos valores distintos de x 
que satisfacen a senacosx+cosasenx=cosasena 


Entonces: cosfcosy , senfseny 
соз? a senta 
será igual a 
АЛ В)-1 С)2 D)-2 E)0 


(13) Calcule el valor de la expresión : 

(1-tan* 18')sen18^* (tan*54"-1)sen54* 
Ай B)4 €) р)/5 E)245 
@ De la siguiente ecuación соз2х+2с08х+1=0 


calcule la suma de soluciones si x = (0;2x). 


Ax — Bx — C) р)35 Е)5х 
4 » - 
69 Calcule el valor de 5 esc" (2. +1) 7 
4)10 В)15 С)20 D)25 E)30 


E) Si sena y senf son las raíces de la ecuación 
азеп?х+Ьзепх+с=0 además, senta+sen*f=b 
calcule a*b-2ac-b* 

AH B)-1 C)o D)1/2 E)-1/2 
ӨЭ En el gráfico, T y M son puntos де tangencia de 
modo que TM=a y TA=b, Calcule el área de la región 
triangular ОАТ. A 


о 


y 
ara вур o-a? c) ба 
Dj; b’ +a? шаа 


@ Si сов(0-а)=а y sen(8— B)-b, entonces, el 


equivalente de a? – 2absen(a – f) +? será 
Ajcos*(a+B)  В)зеп?(а-й) ^ С)сов (а - B) 
Djsen*(a+B) E) 


© De acuerdo el gráfico, calcule соз20. 


2a-b 


2a+b 2a-b 
E) 2% 


5 


2a+b 
2b 


2b*a 
2а DA b 


A) B) с) 


T: 


2л 
ЕЭ Calcule el valor de esc x remm 5 


А)4 B)3 C)6 D)8 E)5 
@® Halle el equivalente de la siguiente expresión. 
анне) 
A)-3sec3a B)3sec3a C)sec3a D)esc3a E)3esc3a 
cosa — cos В 


62) De la siguiente igualdad poto eod aea в. 


a д 0 
calcule tam 004 с 2065 
А)1/4 вл С)о р)12 E)-1/2 


69 Encuentre el equivalente de la siguiente 
expresión. 
16sen* 10° — 20sen? 10° – веп50° 


А)веп10% B)-sen10* С)-5бвеп 10° 
0)5зеп10° E)-4sen10* 
69) De la ecuación : 


соз1°+со83°+соз5°+...+соз45°=т 
halle la función de 2,/ ал2% en función de т. 


4) 2/2m-1 в)2\т-1 с т-1 
m(J2m-1) У2т-1 m-1 
D) 2/2m-1 gj 22m -1 
m( 2m +1) J2m+1 
(Ed) Calcule el valor де: 
TIT AE 
cot 02006 т 9 
A)6 B)8 С)9 D)10 E)12 


AMISCELANEA DE PROBLEMAS 2 | 82% | EDITORIAL RUDIVOS 


trigonométrica, тАРЕ = 0. Halle el área de la región 
triangular APQ. Y 


63) Para que valores de la variable 9 la siguiente 
expresión está definida. 
3 Vsen9—cos0 + (ап? 0-3 


Considere que 9 e (0;2л). 

1,3) _[х] ря, 2x] [m я te] |ж 
4% 2) 8 »[5:; e 8 ШЕ z] 8 
я.4я| |л) px. 2%] [49 52] |ж „За 
э; Al B Ее; У 5 z] 3^ = 
(63) Del gráfico mostrado, halle ѓап O sisecumplequé д) -senó ру -соб | вепбсов0 
AB=3BC ^ MR-RA s 


2(1-cos0) — зепд) С соғ) 
зепбсов0 зепдсозд 


2) 2(1+с080) Ps (1=0080) 


(03) Si se cumple que sendx-cos4xcot2x > 1 ¿qué 


valores admite cos2x7 
Aute B)(-1;1] C)(-1:1) 
Deno a 2 (2 1) 
68 Resuelva la inecuación cos3x+V3sen3x <-/2 
Considere que ke Z. 
7л kx Li 
aleros «atada BE sake) 
А) 43 5 42 é J3 p Уз Е 45 3 36 3 36 8 3 
еа gc Вар ош, TE рума хм) 
: 5 å 2 з 36" 3 B 8 363 56 
өз De la circunferencia trigonométrica, halle la PA 
ordenada del punto Реп términos de 0. ala abt n) 


@ Halle el dominio de la función definida por 
fix) =Йапх – 1 + сов 2x ; xc (0:2). 


“ые эре] oit 
4 4j (4 4 4 4 4 


Sz л 
ове) “ый 
69 Halle el rango де la función definida рог: 
f(x) =3sen*x esc x – 8/3senx – 1: 
АЈ[- 3; 1] В)[1;/#] Cl3-8/2;1] 
D)[s-s/2;2) ЕД-в/2;2) 


(69 Halle el dominio y rango de la función definida 
por: 


D)2et6-1 | а 

D v 2cot 0*1 1 

e gráfico mostrado, la circunferencia es la Л ( Ж EA ze 
~ в 


кы 
Dira 


Anz +(-1)" 5:27 B)2nz;9 Стя+(-1" 5581 


D)(2n1)7 ;64 EJ2nx 57.530 


(£9) Halle el dominio y rango de la función 


Их)= z ¡neZ 
Пап тх + cot Јах 


«x -| PUES i (0)  B)R-(n*4).10:1/2] 


+ л|. "E 
С) - b z), (в 3) 
EJR-(3n*1):[2;+0) 
@ Sea la función definida рог : 

f(x) = (2sec* x – 1)(2зес*х - 2sec? x +1)+tan*x 


Halle su rango si Пот (ў): (-=; =) 


А)(1;16) В)[1;16) C)[1:16] Р)[4;16] Е)[0;16] 
(13) Halle el rango de la función, f(x)=/senx + /совх 


A[142] BDNI] O[1:48] 21:63] 21,2) 
(2) Se definen las funciones f y g tales que : 

f(x) -tanx-cotx 

B(x) =зесх 

Si f(x)-g(x) «0, entonces, respecto а x se afirma que 
A) pertenece al cuarto cuadrante. 
B) pertenece al segundo cuadrante. 
C) pertenece al tercer cuadrante. 


D) pertenece al cuarto ó al tercer cuadrante. 
E) pertenece al cuarto ó al segundo cuadrante, 


(13) Si el dominio de la función definida por : 
1 

Tn 1- cosx 1+ с08х 

1-зепх \1+зепх 


e (5:25), halle su rango. 
Аҳ0л) mlo) olii) D| а) в: 1) 
@ Dada la función : 

Рх) = 


DJR - inx) (о; - 2] 


1 
cosx — cos2x+cos3x 


indique su dominio en el intervalo Е 3; E ) 


а] бај о] 


ES Sajos Зя 
4 23 Car v 


(£9) Al graficar las funciones : 


х Зя бл Зя 
ДЕДЕ) 


2% 8208 > 
F(x)=4c08 3 ^ gix) cos... 


&en cuántos puntos se intersectan sus gráficas para 


x €[0;2x]? 
A)1 В)2 C)3 D)4 E)5 
(47) Resuelva la inecuación : 

cos2xcosóx «cos3x 


Бі хе(0;ж/2) 


мр5) mnc) els) ra 
ШЕТІ 


(13) ¿En cuántos puntos interseca la gráfica de la 
función 
f(x)= cot[ + =)- cot(z- *)- 2tan2x 


al eje de abscisas? six e (0; я) 

А)2 В)3 C)4 D)5 E)6 
(13) Determine en cuántos puntos interseca la gráfica 
de fal eje x ві Хх) =е'2* — cox| Considere que 


x e (-200x; 2007) 


А)400 B)299 C)399 D)250 E)199 
@ Si: 
2senx 
куч senx-1 


indique verdadero (V) o falso (F) para las siguientes 
proposiciones: 


I) f(x) es creciente en ( ‚=) 


П) f(x) es decreciente en (5: ) 


Ш) f(x) es creciente en (1; +). 

AJVVV B)VVF  C)FVF  D)FVV  E)VFF 
@ Determine los valores de x que satifasen las 
siguientes igualdades. 


emer) me 


xl 
А){1;2} B) 60-52} D)J(2) Е){о;1} 


2/10 7-10 
Dz Е) sso 


ЕЗ Grafique la región determinada рог : 
: 321- 4arccon [32 7) 


ӨЗ Halle el vaor де: 
Halle el valor de : 
Фатен (5; )+ Srarctan 2x 
я x x EO p 
AM B C. E E. 
I Bene izango de A an : 
f(x) = (arctan 2х)? +3x arctan 2x 


Ж ba? бл? Ax 7л? 
o) em 


C)(1;0) 


Е)(-е:0)-(-1) 


2)(-=:-1) 
62 Calcule x 
бі: агевепх+агсвеп(1-х)=агссозх, 


дю  BJ/2 сл оға) zz) 
@8) Dada la siguiente gráfica , determine su ecuación. 


A)4arccos(3x 1/2) 2 y 

В)-15 ys Фагссов(8х 1/2) -1 
C)y> 4arccos(8x – 1/2) 

D)y > 4arccos(2x – 1) 

E)y < 4arccos(2x - 1) 


€9) Halle el dominio y rango de la función : 


(=) = Загон arcsenz) 


А Хозе а | (0;=] в-ве экеп S (2:5) 


seni enia: TC AOI PNG 
eX sen ржет o (0:2) > sen sen? | (орға) 


Е)(-1;1)^(0;2я] 


(63) Calcule el valor де: 


2 1 1 
от + rok ut reme. 

x ж л т бл 
А BG € DJS Е) = 
63 Si se cumple lo siguiente: 

flanx-coty;x € (o; z) 
я 
sen2x -col y; y € (=) 
calcule x-y. * Е 
х я E eic 
- АЈ B); суз р) 27 


[ATRIGOSOMETRIA 5 ______| 527 -= -LA ENCICLOPEDIA 3018) 


63) Determine el valor de г se se verifica DIR (¿5 E) EI (33) 
a=cot49+itan30 82” 32 22183, 
b=-tan20-itan30 (03) Resuelva la inecuación : 

donde. qb ble fora; be н arccos2x -arcsen2x 2 л 

430 2/6 1/80 У80 
AE BIZ сув DT аме 
3 3 6 E в)-№ 1 ој-1,1 
(93) Grafique la siguiente relación definida рог: 2" 4’2 2'2 
R=(ZeC/|Im(Z)+|Re(Z)|>2; Re(Z).Fm(Z)s0) р ЈЕ 42 o] E ЈЕ E 
4 2 
X B 
AE ) xm (69) Resuelva el sistema : 
л 
Re а+д= 4: 
сов? 2a – sen? 20 = и п) 
CI -q 
5 Halle los valores que toma а sia e (0; x). 
х х РИС 
ke ао) | вян) ets) 
яя mom 2л 
Р) әз) "bra 
р) Im Іт A 
69) Halle el número de soluciones al resolver la 
Re С ecuación: 
Re senx – 1+2sen?x=0; x е Ç z] 
3 A)1 В)2 С)з D)4 E)5 
(83) Calcule el valor aproximado de la expresión ғ © васат la ecuación : 
arcsen(cos1)-arccot(cot4). 
22 sen&8x--cos8x +\/2веп16х=0; УЕ 

Considere х=— ka я xz krz л ka бл 

7 62 RUP TEQUE. 
4 6 8 2 10 [s *g 5) az += ШЕ Z3 

A)-— BIZ —0)-8W ву во 
T 4 E E 7 ost) == 

(69 Halle el rango де la función f definido рог 2 8 32 4 4 32 

ағесв((1) (BResuelva la ecuación : 
х 
f(s)- larctan x| [cos  =вепх|- 1; Vk e Z 

AJ(7;-1)u (1) В)[1;+%) С)(-®;-1) левы =] az) -12kx)  C)(2kx) 

D)(1;4«) E) (—;-1] ES x 
DAGk*1)— Е)\(4Е+8)— 

@ Determine los valores de а de tal manera que la 2 z} же В! 

estación: (13) Determine el número de soluciones al resolver 

[arcsenítanx)]' – х®а - х° cos(2kx) -0;k e Z Ln |x|-|senxi- 


no posea soluciones. 42 В)з с D)6 E)8 
al) ТЕ сук-| 33 а @ Al resolver la ecuación trigonométrica : 
32 32 32 32 cos(x-y)-2senx+2seny=3, el valor obtenido para 


) а, b, c y d nümeros positivos que están en 
progresión aritmética (en ese orden) al resolver la 
ecuación. 

ax bx 


C КЖЕ CLA d 
МЕ үкен (%) 1+ 5 (соз (ах) +сов(сх)) 


Indique un conjunto solución, yk e 2: 


2kx kx 23 2kx 
Va ВЕБ ze а x 
(£9) Calcula las medidas de los ángulos de un triángulo 
ABC, si se sabe que : 
m«B – т4С=90° y 5+с=а 2. 


А) 30°; 120% 30° B) 100°; 10°; 70% С) 10^; 145% 15° 
D) 50°; 110% 20° Е) 60°; 105°; 15° 


(2k+Dx 
a-d 


(2 Еп ип cuadrilátero circunscriptible ABCD, де los 
lados 2 em; 4 ст; 10 ст у 8 cm, respectivamente, su 


Área ев 44/10 em?. 
Entonces, uno de los valores de tan(A+C) ев: 


УЗ 1 УЗ 
nz B3 о; рл E 
@ En un triángulo ABC, simplifique : 

bsen2A--asenC *asen(A - B) – 2csenA 
2senA 
4/0 В)с С)а Ра ЕЛ 


(O) En un triángulo ABC, si AB=c; ВС=а у AB=b, 
simplifique. 


D)P/2 


ЕЛ 


Indique en qué triángulo ве cumple que. 
b(a-tb)(a-b) +bc*-o(b+c)(b-c)-a*e=0 
los rectángulos B)triángulos equilátero 


los obtusángulo D)triángulos isósceles 
os acutángulo 


al оз D-48 EX 


1 
gr Bes NE 
@ Un triángulo ABC se inscribe una circunferencia 
de radio igual a 1 m. Si los arcos que determinan los 
lados en la circunferencia están en progresión 
geométrica de razón 2, determine . 
a b с 
cos A E cos В $ cosC 


ANZ  B)-247 OE D)-47 Е)247 


(ЕЗ) Los lados de un cuadrilátero cireunscriptible 
miden а=12и,6=25и у с=52 и. Si el área es 
650 и”, calcule m<(A+C) 


8 7 6 
Аук-атесов £) Вя-алесо( Z) Сјатсеов (2. 


7 
Р)агссов (2) 


e» Si 2=1+вепх - icos;0«x«^. 


calcule el módulo de 2гов 5 +=) 


Ајсовх В)соз > C)sen x Djsen = E) 


@ Halle la suma de los argumentos de los números 
complejos. 


1 
Z=c080+isen0;0 e (-x; x) de modo que z = zl 


я Зл 
AJO B)x C) 2 D) AT E) 2x 


Sean 2-е”;0 (o; =) 


Halle la suma де argumentos де Z tal que 


[+ ЫЕ. 


л 2x я 
А) 3 B^ C) X 


ФЭПайо un triángulo isósceles ABC (АВ-АС), 


т «А=36° , siendo M, P y Q los pies de las alturas 
trazadas de А, B y C respectivamente. Calcule el 
cociente entre las áreas de las regiones triangulares 


APQ y PMC respectivamente. 
44345 3/5 
А) 22 В)7+ m 


o pj | рубља 


@ Calcule los valores de M , si: 


1 1 
Mx 1-cosda 1+соз4а 
А) (12; +=) В) [2: +=) С) (1: +=) 
D) [№; +«) E) (2; +=) 


E9 Un estudiante observa que las agujas de su reloj 
forman un ángulo, cuyo número de grados 
sexagesimales y centesimales son iguales, luego la hora 
que indica el reloj podría ser: 

A) 3:15 a.m. B) 6:30 a.m. 
D)12 m. E)12:30 p.m. 


(ÉD Calcule los valores de tana Бі 


C) 6 a.m. 


9. 
= e(z ; 27), además Vcot8acosa < 0 
A) (0:1) C) (Vax22 -42-1:42-1) 
D)(on42-] Е) (o: Va 242 - 42 -1) 


(3) Cuando un rayo de luz choca contra la superficie 
de una superficie plana de un cristal, generalmente se 
desvía formando un ángulo. Si el rayo alcanza la 
superficie con una trayectoria que forma un ángulo А: 
con la superficie, continúa dentro del cristal formando 
un ángulo В, donde senB = (senA)/n 

n(“índice de refracción”) es una propiedad del cristal 
y es mayor que 1. 
ЗА = 60 уп = 
aproximadamente. 


B) (o; №) 


1,73 calcula el valor de B 


A) 25* С) 45°  D)6 Е) 37 
63 па goma elástica que sujeta, sin estirarla, a los 
puntos Á y B que distan 4m. La goma está situada en 
el segmento AB. La deformación de la goma es 
proporcional al peso que soporta. Del centro C de la 
goma se cuelga un peso y el centro pasa a ocupar la 
posición D. Si se aplica el doble del peso el centro, éste 
pasa a ocupar la posición E. Sabiendo que el ángulo 
а = 60°, halle el ángulo В ,sen14,5”=0,25. 


в) 30° 


А) 14,5° В) 15,5 
р)17 Е) 25° 


(E)Halle el valor de: cos(A + В) зес(А - B) 
Si A, Ву С son las medidas de los ángulos externos de 
un triángulo. Además se verifica: 

tanA = 2tanC - tanB 


B)12 С)2 
E) -3 


С) 18° 


A) -1/2 
D) -2 

38e tiene un lámina de aluminio en forma de región 
triangular cuyos 3 bordes tienen la misma longitud. 
Después, dicha lámina es puesta sobre una regla de 
tal forma que uno de sus bordes está en contacto con 
la regla. Si en el borde izquierdo se encuentra un punto 


D, el cual se halla a ($) m de la regla y a 3 m de aquel 


vértice que no toca la regla; si se hace girar la lámina 
hacia la derecha hasta que el vértice que no toca regla 
al inicio, esté en contacto con la regla por segunda vez. 
Halle la longitud de la trayectoria seguida por D. 


A) P. аб B) %\ЛЗ-2ут 


C) P coim D) ахлапбост Е) SA 82m 


638i alguien se encuentra en un punto В y se dirige 
en línea recta hasta llegar a un punto А. Seguidamente 
camina 4 m hasta un punto D (en una dirección 
perpendicular a la anterior) y siguiendo la dirección 
AD llega a un punto C, el cual dista 16 m de A. Si del 
punto medio M del tramo BC camina por una dirección 


perpendicular a EC, llegaría al punto D. Halle el valor 
de cosa , m«MDA-a 


aG Bg 
(66 Si se sabe que: 


с)-} в)-% 


2 


Determine x para que los puntos P,, P, y P, estén en 
línea recta. 
A) 30° 


P, (2; нех, (5; 2 dens (85 бвепх - 1) 


B) 45» C)60 П)75% Е) 90° 


БЫ ye 
62) Halle los valores de x para los cuales la siguiente 
función no está definida, * 

fx) -senxcos2xtan4xcot8xsec16xcsc32x. 


A) Im Tei тед, B) Qm + 5: mez 


C) Timez D) (m-3) 7; те 2, 


E) ст +78: те? 


€3) Se construye un triángulo АВС (В=90°) 
mx ACB = а ‚ВС = 1 seguidamente se construye 
otro triángulo DCB (B-90*), тч DCB=2a si 
a = 22°30' 


Reduzca (АС + BC)(DC + BO). 
A) 2cot22*30* В) cot11*15* 
С) cot22*30* D) 42 E) J3 л20% 


69 Si tuvieras un triángulo АВС(В=90°) donde las 
longitudes de los segmentos AC y AB son 
(sen10"+cos10")u y (зеп20°+с0з20°)и по 
necesariamente en ese orden, ¿cuál de las alternativas 
escogerías como correcta? 


АЈЕ! segmento BC mide J3sen10"p . 


B)La medida del < ВАС es mayor que 45". 

C)La longitud del cateto AB es mayor que la longi- 
tud del cateto BC. 

Ра hipotenusa mide (sen10*--cos 10*)g. 


E)Uno de los catetos mide J2sen40" + 


60) En una de las orillas de un río hay un edificio de 
42 m de altura, sobre el que se apoya una antena de 
transmisión de 14 m de altura. Halle la anchura del 
río sabiendo que desde ün punto A, situado en la orilla 
opuesta frente al edificio se ve a la antena de 
transmisión соп el mismo ángulo que se vería otra 
antena де 6m situada delante del edificio en mención. 
4j42m В) 40m C) 38m 

D)60m  E)76m 


658: А+В+С=Кх ; (К: par) calcule el valor de М. 
TENA RENE | I- lon AfanC'. 1=fanB+tanC 


во 01 
Е ES. 


NsecA вес В sec С 


triángulo equilátero, probar que la suma de las áreas 
de las regiones triangulares ABA, y ADA, es igual al 
área de la región triangular A, CA, . 2 


6% Dado un triángulo ABC que ángulos internos 
cuyas medidas son а,Д y 0. Si se verifica que: 
Ce 
совЙсов 2 жәен: D d 2 
Demuestre que dicho triángulo es isósceles. 


65 Dado el cuadrilátero convexo ABCD, M y N son 
puntos medios de AB y CD respectivamente, Р es 
punto de intersección de las diagonales, si los puntos 
M, N y P son colineales. Demuestre que AB//CD . 


ES Dado el cuadrilátero convexo ABCD, cuyas 
diagonales se intersecan en el punto E y forman un 
ángulo de medida constante, si С,,С,, C, у C, son 
circuncentros delos triángulos ABE, BCE, CDEyDAE 
respectivamente. 


a) Demuestre que la relación entre las áreas de los 
cuadriláteros ABCD y C,C,C,C, es constante. 


b) Halle el ángulo entre las diagonales para que las 
regiones ABCD y C,C,C,C, sean equivalentes. 


OBJETIVOS: 
* Definir y aplicar el límite de una función. 


* Demostrar y conocer sus aplicaciones. 


зепх | tanx 


Lim ; Lim 
z20 x x20 X 


UN LÍMITE EN GEOMETRÍA 


Se inscribe un polígono regular en un círculo, la 
diferencia entre el perímetro del polígono y la 
circunferencia del circulo puede hacerse tan pequeña 
como se quiera con sólo tomar un polígono de suficiente 
número de lados. La figura límite es el círculo, el área 
límite. El área del círculo. 


En estos ejemplos no hay 
dificultad alguna para 
determinar el límite; sin 
embargo, esto es la excepción 
y no la regla. Por lo general, 
se requieren formidables 
cm procedimientos matemáticos 


para determinar el límite de una cantidad variable. 


Consideremos esto: trácese un círculo de radio igual a 
la unidad; inscríbase en él un triángulo equilátero. 


En este triángulo inscríbase otro círculo; en el segundo 
círculo, un cuadrado. Continúese con un círculo en 
este cuadrado y sígase con un pentágono regular 
inscrito en el nuevo círculo. Repítase este 
procedimiento, aumentando cada vez, en uno más, el 
número de lados del polígonos regular. (Fig.1) 

A primera vista, uno podría suponer que los radios de 
los círculos, que van desminuyendo, se aproximan a 
cero como valor límite, Pero no es así; los radios 
convergen a un valor límite definido, distinto de cero. 


Como guía explicatoria, sólo 
debe recordarse que el proceso 
de reducción mismo, se 
aproxima a un límite a medida 
que los círculos, y los polígonos 
inscritos llegan а ser 
aproximadamente iguales, 


El valor límite de los radios está dado por el producto 
infinito al cuadrado («o 2) (Fig.2). 


іо- Ecos E e = 
Radio= cos 3008 4 908 seais созл/(п—2) 
Estrechamente vinculado con este problema, es el de 
circunscribir los polígonos regulares y los círculos en 
lugar de inseribirlos. 


Aquí parecería que los radios debieran crecer 
superando todo límite, hasta hacerse infinitos. Esto 
también es engañoso, puesto que los radios de los 
círeulos resultantes se aproximan a un valor límite 


dado por el producto infinito: 
Radio = > 
сов ® сов. cos... сов —^ 
3 4 5 (n-2) 


Y, lo que bastante interesante, los dos radios límites 
están relacionados entre sí de tal manera que uno es 
el recíproco del otro. 


CONCEPTO DEL LÍMITE 


Dada una función y F=(x), el límite de F(x) cuando x 
se aproxima o tiende а un valor h, es el valor hacia 
donde se aproxima la función. 


EJEMPLO 1: 


Sea Fíx)=x*+3 cuando x tiende а 2 (observa el 
cuadro adjunto) , F(x) tienda a 7. 


p PD dde 
| Jus шп а | за | за] за] зиј 
F(s) tiende a 7 F(s) tiende a 7 


EJEMPLO 2: 
* En la figura se muestra el gráfico de: 


у= у= ?х* -1 
* Note que: 42) = 7 


ahora tabulemos con algunos valores cercanos a 2; 


* Note cuando “х” se aproxima a 2; f. se aproxima а 
7, esto va a significar que el límite sea (ж) cuando 
“х” tiende a 2 es igual a 7; lo cual se va representar 
así: 

Lim f=? 


* En una función trigonométrica , también podemos 


EDITORIAL RUBISOS 


* Ahora bien, si tenemos en cuenta el gráfico siguiente; 
tenemos que cuando; 


x> r: Пх) => 1, 2. 
Aproximaciones 


(x<xp) 
х => хо : Их) > 1, laterales 
(х>х0) 


* Se define los límites laterales: 
Lim f=L ; Limfy-L 
xax xx 
* Ahora bien, para que el Lim fix) exista, los límites 
laterales deben existir y ser iguales; 
* Es decir: 


Lim һут Lo Lia foo im fiL 

xx, 
OBSERVACIÓN : 
Si los límites laterales son diferentes, el Lim fi) no 
existe ( Lim f(x):2)- 


xxo 


POR EJEMPLO: 


Lim f,=3 Lim f,,,=2 
sor хэ 
ы» мі x2 fiy 
Li =8 Li =4 
ит ий» 


Entendamos entonces el límite de una función; como 
aquel valor al que tiende una función, conforme su 
variable independiente se aproxima a otro. 


Recordemos algunas propiedades sobre límites de 


funciones : 
Пти ве) = ыш fit Im Бо) 
2) Lim Vi? to) = Lim [ых Lim ко) 


|). Lim Fea 


8) Lim I pene — 
) жэ | у) Lim glx) 
pera 
4) Lim-k ; Е: cte 
кожу 


5) Lim hf,.y=k Lim fij 
жж хохо 
n [Lim [а] 
opmars- ita) 
7) TEOREMA DEL EMPAREDADO : 
Si: fex) < Es) 5%) 
(en un intervalo abierto que contiene a “х,”) 
{Не far ып hg-L Lim Боз. 


хохо 
у 
1 
1 
1 
Г 
о ћ 
EJEMPLO : 
Calcular: Tim "sen 1 ) 
х0 х 
RESOLUCIÓN : 
* Sabemos que : =15жет( 1) <1 PTT (x +0) 
x 
* Entonces : 1 
-x° < en) sx? 
ғо) G) His) 
* Observa : 


Lim F(x)7 Lim ( - x*)20 
ход x0 

Lim H(x)* Lim (x* )-0 
ход ход 


* Aplicando el teorema anterior se deduce: 


Lim x*sen (2)-0 
ET ЕЗ 


Q 


w’ 


LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 


Algunos límites de funciones trigonométricas, son un 
aporte valioso para el cálculo de funciones más 
complejas. Los principales límites trigonométricos a 
utilizar son: 


Lim cosx =1 Lim "4" =1 Lim 082 1 
250 хэ0 x => x 


Lim(senz)=0. Limítanx)=0 Lim (12:02) -0 
х-0 x0 x0 x 


* Demostración de: 


* Observa que: MP = зепх ; AQ = tanx 
* Además el arco AP = х 
Se deduce del gráfico que: 


MP < AP < AQ 
Senx < x < tgx 


* Se divide a toda la expresión por senx, obteniendo: 


jo кке Жүгү ныр 
senx  cosx 


= 12 ——— > cosx 
F обу ню 
* Calculando el límite: 
Limi=1 ; Lim (cosx)= соз0 =1 


x0 
* Entonces: tinte 
хх 


* La gráfica de la función f, con regla де 
correspondencia, 


f(x)-—— , se muestra a continuación 


(LIMITES TRIGONOMETRICOS ^ |8%( — 3  — à à à 1 EDITORIAL RURBISOS) 


EX 


* А partir de los límites anteriores se puede deducir 
los siguientes: 


Lim та шта Lim z =a 
x0 Xx x0 x0 х 
fanax a 
Gie jaa 
EJEMPLOS 
* Lim 225% _ * Lim ИРА 4 * Lim 88% „5 
x0 x x20 ж x20 2x 2 


LÍMITES DE FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Lim(ArcCosx)=% 
x0 2 


ж 


(х-1) 


xl 


1 
зт O 


( 


1)- 
2)7: 
жауа 


tg zig) Observa que cuando x => 2* 


CONTINUIDAD DE FUNCIONES 


I) CONTINUIDAD EN UN PUNTO 
Se dice que una función f es continua en “a” si y sólo 
si se cumple las tres condiciones siguientes: 
Пра) existe п)[14т fG) existe 
ni) Lim fíx)= fía) 
Si una o más de estas tres condiciones no se cumple en 


а”, entonces se dice que la función f es discontínua 
en “a”. 


* Por ejemplo , en los Gráficos. 

"fL L 

* Lim руа "Р" escontinua 

4 e en Xo 
fi) Tus fis) 


“Тао La "f "no es І, 
* Lii = 
Me әзіл continua 


* fis) + Lim fiy) |en Хо 
p 


* También tenemos 
Si f y g son dos funciones continuas en el número 
“а”, entonces: 

* Т + Е es continua en “а”, 

* f- Е es continua еп “а”, 

* fxg es continua en “а”. 

* fig es continua en “a”; g(a) +0 


Ш) CONTINUIDAD EN UN INTERVALO : 


Se dice que una función es continua en un intervalo 
abierto si sólo si es continua en cada número del 
intervalo abierto. 

* Una función Ѓеѕ continúa en el intervalo cerrado [a 
; b], si es continua en el intervalo abierto «a > y 
además: 


Lim fíx)= Ка) y Lim Их) = f ((b) 


La función f se dice que es continua por la derecha en 
“a” y continúa рог la izquierda en “b”. 
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DEFINICIONES ANÁLOGAS: 


Cubren el caso de intervalos semi-intervalos de la 
forma « a ; b] ó [a ; b» óintervalos infinitos. 


EJEMPLOS : 
Sobre continuidad de funciones: 
1) Ла función f(x) es continua en z-5 2 


8senx 
Ко) 


xc 
6 
-2./3созх => 


RESOLUCIÓN : 
* Analizando las condiciones de continuidad en un 
punto. 


Ше је 11) Lim h(x)=4 y DN й(х)=-3 


E 
* Dado que estos үа айы, ы condición 
по se cumple , — f no es ROUEN en = , luego ве 
dice f es discontinua en xem, ,luego ел también 
discontinua no removible o discontinua esencial. 


Calcular: E- Lim =. 
од X 
A1 вю с) + р)-® Е)р 
RESOLUCIÓN : 
*De: E, 
Е =Lim 19 -Lim 208% — E = Lim 222 
s x ход x x0 хсовх 
>E =Lim( 22E E је Е и У 
0 X cosx 5500 x Јсовх 
=> Е= Lim х Ti 
хэ0 х 230 совх 
75 07 70 
PEE ЕРТА : “А” 


PROBLEMA 2: 


Calcular: A=Lim (stein) 
x0 x 

А)2 В)5 + С)10 D)7 E)6 
RESOLUCIÓN : 
* En el límite: 

аза ее etse (emt) 

a0 x 
ES! 7 Lim (525 Lim 3+ Lim делік 
20 x ze 5-0 у x 
2A-23422A-5 
RPTAÀ : "B" 
PROBLEMA 3 : 
Caleular: Ba Lim 908 
x20 д? 

AJ] во с)05 ру? вї 
RESOLUCIÓN : 


* De: Lim 1-cosx _ y im (1 совх) (1%совх) 
х-0 x x20 q? (1*cosx) 


2 
A = веш (sen E T 
s30 x"(I* cosx) x0 ж 1+cosx 
sen*. х 1 
в =Li 
т Ho x? “250 Ізсовх 
u 1 
>B =Lim( ) x 
x20V x x20 1%соях 
= в= (ит) Тез Жаа 
x0 x 1*1 
1 1 
Bs (Ms 06 


PROBLEMA 4: 
Calcular: C=Lim 


х0 


A)1 B)2 
RESOLUCIÓN: 
* De: C-Lim 


х0 
* Desdoblando en fracciones homogéneas; 


ES sendx _ tane) 
x х х 


C)3 D)4 


(== - tanz) 
x 


> C=Lim 
х0 


;„Гапх 
— ат 
x x20 x 
1 ЕЈ 1 


=><С=1+8-1=8 


=> C=Lim cos2x +Lim белор 
0 x0 


РТА : "C" 


PROBLEMA 5: 
Determina el valor aproximado 
muy próxima a T 
ап B)-1 
RESOLUCIÓN : 


€05* сцапдох está 


тол 
2 


D) = 


3 Е)2 


С)0 


0 
DM Evaluando, tendremos б" 


*Se pide :C= Lim 


RPTA : “B” 


А)5 B)10 
RESOLUCIÓN : 
* En la expresión: 


D)20 


* Desdoblando el límite: 
D=(Lim 


зепбх 
40 x 


ј (ша ) > D=5 x2=10 
x20 Ж 
—_— 


RPTA : “В” 


Е)2 


у л?веп(л-х) 
xx (л+х)(я+х) 


sen(z-x) л? 
d mm ji» 
pasen - х, 
D (ж-х) s Ort x) 

à 5 я? a_n 
Р-Я 


ВРТА : “D” 


PROBLEMA 8; 
P=Lim ( senóx ) 


РЕТ] 


Calcular: 


- 0)25 


А)б 
RESOLUCIÓN : 


* En la expresión: 


.  [sentx 
= А9) 


* Dando forma а la expresión para aplicar propiedad: 


B)2 


зепбх 
P =Lim| —*— |...... dividimos entre "x" 
90 | sen2x. 


x 
* Desdoblando el límite: 


А)1 
RESOLUCIÓN : 


В)г 


РКОВЕЕМА 10: 
Calcular: 


А)12 B)8 
RESOLUCIÓN : 
* En la expresión: 


,,( совх - сов7х 
кеші есе) 


* Transformando a producto el numerador; 

2sen3xxsendx ‚ ([sendrxsendx | 

( ҒЫ ) Л ҒЫ ) 

sende | 9 ESTE 
= s 


D)10 


K- Lim 


х0 


=> кезин 
х0 


* Desdoblando el límite: 
£=2( Lim seit (Lim 


ход x 


=> К = (2)(8)(4) = 
ВРТА : “С” 
PROBLEMA 11: 


P=Lim 


x0 


я – Загссозх 


АЈ В)г C)3 D)4 
RESOLUCIÓN : 


*De: 


>P=2(1) =2 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 12: 


Calcular: 4 (mem) 
d Ее 


А)2 В) 
RESOLUCIÓN : 
* De la expresión: 

M=Lim (pet 
* Transformando a producto el numerador: 


M=Lim( a Ј ram ( d 
xo0| senx 


D)8 


желік) .....(вепах =2вепх.сов) 
senx 


=4 Lim совх = 4(1)=4 
х-0 


1 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 13: 


Ei verdadero valor de => 


, para: x = 360", es: 


AJO B)1 С)2 D)S E)N.A. 


RESOLUCIÓN: 
* Evaluando la expresión para: x = 360” , tenemos: 
ROC em 27 (indeterminado) 


1- созх _ 1+ cosx _ = 
senx ^ 1*cosx вепх(1+созх) 1+созх 


* Ahora : 


senx 


* Evaluando una vez más tendremos: тет” 1 =0 


RPTA : "A" 


PROBLEMA 14: 
Si x se aproxima a Z entonces la expresión. 


3 
E- tan x+tan2x 
сов x+c082x 


848 L4 4$ 
РАИ 


ве aproxima a : 


c 59 AT 


443 
DS Men 


A) E)- 3 


RESOLUCIÓN : 


Considerando a E para cando =>, se encuentra la 
indeterminación de la forma ? о, luego reduciendo E. 


senx | sen2x веп(х+2х) 


2008 св cos x costs. сов $ cos x сов?х 


* Luego tomando límite y evaluando : 
Зх 
веп ™— 
Lim E=Lim HE | 
TIS = DUM CUR х cos2x 


> штв=- 32% >Z 


3 
ВРТА : “С” 
PROBLEMA 15: 
Calcular: 
P= La Z сөзбе) 

х-0(1-сов2х 
AJ9 В)10 С)25 D)625 Е)100 
RESOLUCIÓN : 
* Recuerde que : 20 


1-c007 2веп 22 


Е e k 
1-cos2x) 309 2sen*x 


2 
ES P- Lim 22” A Ly (sense) 
Мс [Jenae (nr 
* Por propiedad : 
2 
А9) 
ход \ senys 
2 
sen3x Lim 22n3x зү 
Бран а [alzu s =(5) - 
х-0| зепх Tug 79 1 
x x0 x 
ВРТА : “А” 
PROBLEMA 16: 
Calcular: P= Lim 1 0535. 
x9 sen'4x 
7 3 3 9 
D. 
АЛ В) 29 € )16 Е) за 
RESOLUCIÓN : 
* По: 2 Зк 
Ре: ЕР sen 2 
1 ©0935 _ 2 RS e 
ход зеп?4х =>0 веп?4х =-0 sen dx 


RPTA : “E” 


D)8 


D)18 


RESOLUCIÓN : 
* En la expresión , factorizando “алх” 


22 ga (fest ete) , 
20 х В 
2 
а Lig [ns tren =) 
x0 x? 
2 2 
= Ac Lip tons tren %) 2 rim (tens. sen x 
ход x? x0l x x? 
2 
> А= 2( Lim sane) ( ы = 2x1x9 =18 
x20 x x0 x? 
1 9 
RPTA : "D" 


Calcular: - 
за”. 
P 2 
АЛ B)-1 С)2 D)-2 E) i 
RESOLUCIÓN : 


* Note que a diferencia de los ejercicios anteriores, 
“к” no tiende a cero, sino a r/2;entonces la idea es 
hacer cambio de variable: 


* Como: 
л 
ах 0;веа:х-я=ћ 2 =" 


* Luego: 


cos(x — x) Li 
vun rr ја i) 
= s- 2 ———ё-___2 


һ-0 
h 


т я 
ЕЕ HE СЫҒА 
4-0 5 Д Бут 


* Recuerde que: 
Cos E E ЈЕ senh........(por reducción al IC) 


* Luego: 
Е N=Lim b1 
ВРТА: “A” 
PROBLEMA 20: 
Calcular: ye ЕЗ 


x0 


4) Bi ор 
RESOLUCIÓN: 
* Hacemos cambios de variable: 


x-—z:—y(x-zm)0:sea:x-z—-y-cox-—mty 


PROBLEMA 21 : 
Calcular: F=Lim (п 2) 


xo x 
A) Bj2 


RESOLUCIÓN : 
* Hacemos un cambio de variable: 


C)4 


1 1 1 
como х => о => — =>0;зеа: ~=b => х=— 
х x b 


ВРТА : "B" 


Calcular: 


АЛ В)-1 Е)по existe 


RESOLUCIÓN : 
Cuando hay valor absoluto, lo mejor es trabajar con 
límites laterales. 


„_(зелх)_,„. зепх | 
iei ) Lm гуа que: x «0 


senx 
--Lim ——--1 
РЕС X 
1 


H) Lim (EE) m (2222); за que: x>0 


ход 0 


ES STE) s Lim ERL no existe 
sur |х| x0 |0] 
БРТА : “Е” 


PROBLEMA 83: 
Calcular: А=1Ат [(1*sen2x)"**] 
ж 


Ме Bje* 


RESOLUCIÓN : 

* Para este tipo de problemas, debemos recordar que 
si: Lim 17,1% es de la forma: 1°; entonces se hace el 
siguiente cambio : 


Lim [fj] = e 
oe 


Се" D)e? Eje 


Lim (fig во) 
xa 


e: Base de los logaritmos neperianos. 
* Enel problema: 
A= Lim [1*sen2x)"^ ]-1* 


= 


SA +sen2x 
2 


Бо)” sec x 


* Hacemos el cambio: 


Lim[(1*sen2x-1)secx)] 
LIS 


А=е 2 
Lim [(1+sen2x-1)secx] 


> 
=> А=е ? 
* En el limite: 


Lim (sen2x . secx)= Lim (2 созу . ) 

== peo cosx 
2 z 

= Lim (2senx)=2 Lim (senx)=2 


m => 
2 2 


1 
* Reemplazando еп (1): 


ВРТА : “В” 
РРОВГЕМА 23 : 
¿La siguiente función es continua en х=0? 
fij" sen | | + 0 
4 ;х =0 
RESOLUCIÓN : 
* Investigando las condiciones: 
1) Й0) -4 
IH) Lim f(x)- 0= Lim f(x) 
жэ хэй! 
Lim fíx)=0 


ход 


Ш) Lim fix) # по 


93) Calcular: 


А В)2 С)8 р)4 
Q3 Evaluar: Lim xclg3x 
EE AJSIZ в)уз Саз 035 
Sila siguiente función: 
4senx -1;0 5 x <= Q3 Evaluar: Lim > 
6 х-0 x 
Y = fj^ Acos2x+ B; ©<х <> 4) B)-1 с)? р)о 
x 
У sen 41; 5 25557 (Hallar: Lim 3242 sen2x 
x0 senx 
es continua en todo su dominio, calcular: /=А? +В? 
5 5 А)6 В)5 C)  D)-6 
А) 4 B) 3 С)5 D)10 
63) Determinar: Es E. 
RESOLUCIÓN : Lim HE 
* Como es continua en todo su dominio, lo es en cada 
punto de él, así que vamos analizar en = y A a zi E 24 
D zii fi f, ЫР t (66) Calcular: sen?x 
E E ); допде pe '*! existe si sus límites IZ 
laterales son iguales А)6 В)5 C)J3 D)2 
* Es decir: (02) Hallar: Lim 1-cosx 
Lim = Lim Гу x29 1-с08*х 
m ¡EA 
A Mee Due А)2/3 В)4/3 C)1/2 D)2/1 
(69 Calcular: Lim 8% 
x20 42x 
TI) Limf,,= 
ed ^g АЗ? ВЗ? СУЗ рЫ? 
Ра (6 Hallar: Lig #61 — Совх 
sat 722 
4)1/2 В)2/1 С)3/2 D)1/3 
2z z ns жінепах 
РЕ Узел +1 > B- А=2.........(П) Lin 


E)5 


E)5/3 


ЕЈЗ 


Е)7 


Е)-2 


E)7 


Е)8/2 


E) J2/2 


EJN.A. 


7 


42) Calcular: совлх+1 
x0 (x—1)* 
2 2 
EE 2 exa 2 
А) 3 Вл с) 4 D) 3 
(E) Calcular: гг М1- совх 
Lim or 
NE J2 NE J2 
Мр US D: 
@ Calcular: fgdx шок 
хәл dgüx-igx 
AJO B)1 C)-1 D)2 
@ Calcular 
ta) 
Lim — -сінх 
x20 ж(зепх 
AJO ВЈ C)1/2 D)-1/2 
3 Calcular: Li sen? 4x 
220 хаепӛх 
A)MI3 B)8/3 C)16/3 D)1/3 
@ A=Lim зепЗх + tan2x = 
х-0 (вепбх + ѓапЗх +x 
2 2 3 
А)— Вв) =, 
) 9 ) 3 C)1 D) 9 
@ іт sen7x – sendx -x 
=—0 (зеп7х+вепЗх + 2х 
1 1 
A)2 B) > C)4 D) т 
;,,1C088x – сов7х 
€» U= Lig [Poi cot | 
А)5 B)10 C)20 D)15 
; (совбх — cos7x 
Фет 
А)2 В)4 С)6 Р)8 


я 
ЕЕ 
24 


Е)-2 


E)-1/4 


E)2/3 


1 
E) 3 
Е)40 


Е)12 


4)2 нут суг 
$ s= Lip [rens E 
ход x-0 


Ајвепд Вјсог0 С)зеп20 


Ed T= Lis ға conie) 


Е)-8 


E)2* 


Р)соз20 E) 5 сово 


Ajsen2a . В)2зеп?а C)2cos2a D)2sena Ејсова 


АЛ B) 


SEG 


* Evaluar los siguientes límites: 


а 
x20 ox 
Ай В)2 C)3 
. tanlx 
Oi 
1 3 
A) 3 B)6 с) ? 
= Lim |8еп2х + tandx 
== 
А)2 B)4 С)6 
у; 1 5еп75 -tanx 
d 
A)1 B)2 са 
69 p-ri (eme) 
20: зепЗх 
б 3 5 
4): В) % с) в 


2 C)3 
DAYRRAGTICA: 


D)-3 


D)4 


D)8 


D)4 


E)-1 


DIRIGIDA 


Е)5 


Е)10 


E)5 


Е)15 


C)3 D)4 E) 
свс2х – 2cot4x 
= + сов (асов — 1) 
A-3 8983 -23 Dz а E)- 22 
Calcule: 
e Lim (seex) += 
АМЕ B)e' C)e? De Еје 
@ Sea _1-cos(sen3x) 
fe sen2(sen4x) 
Determine Lim f(x) 
х-н 
А \ 
4) 32 B С)о р)2 Е)-1 
(O Calcule el siguiente límite 
x Lig 20025 tanx+2tanx 
хә сов х + соз 2х 
Уз 1 248 3 8/3 
MS B-3 Се = р)-= E-S 
@ Determine el valor del siguiente límite 
tan(222) cos 7 =) ЕЗ 
io ONE) 
жэ? х*+4х-12 
бл бл Зя Эл Зл 
EL m ая dp A 
A) 1 ^a с) 32 D) 32 E 
(Siendo /(х)- ente y 8(x)=3x-2x, 
А) 2! р)п E)2 
@Зегдо la fune 


E f(x)- 


(Өзі a,b є R determine el límite siguiente si existe 


bsen2x + acos(x? ) 
52 1+х* ине 
А) Я В) 1 С) 2 р)0 Е)-3 


Еп la figura mostrada, calcule 


4)2 C)0 


@ Calcule el verdadero valor de la siguiente 
diferencia, cuando х ве aproxima a сего. 


B)1 


D)-1 E)4 


Beo 3-51 
зеп?х 1-cosx 
A) 2 В)0 С) Е РЭ) 1 Е) 2 
4 2 e 
Halle el valor del siguiente límite L, si 
Я al 
ге = 
4)2 В) 6 С) 10 D) 8 Е) 2048 


@Siendo / (= -12 сов, halle el punto de 


intersección entre el eje de ordenadas у la recta 
tangente а la gráfica de f en el punto (15). 


А)(0;-2/3х) | B)(o;-243«-6)  C)(0;-6x) 
D)(o-/2x) ^ Е)(0;—/Зх-6) 


€D Una escalera de 8 m de largo está apoyada contra 
un muro vertical Si su base es empujada 


horizontalmente lejos de la pared a = gre ¿con qué 

rapidez resbalará la parte superior ide la escalera 

cuando 0 = = rad? 
Us 6 

A) + m/s 


Уз 
в) le 


с) ть 


1 
D), mis 
E) Im/s 


@ Calcule el valor aproximado de sen 30°45". 


Considere 243 0,022. 


A) 0,501 ES С)0,509 1)0,511 Е)0,522 
@ Calcule a+b, a partir de la siguiente función 


sen3x+ax+bx* 
f(x)» ———,.——— 


tal que si x está muy próximo a 0 entonces también f 
está muy próximo a 0. 


1 3 9 9 
А); B)-3 Or Es 


@En la figura mostrada, S representa el área de la 
región sombreada; además AOB es un sector circular 


ў 5 
con centro en О; AB=b y PM=h. Calcule Lim (8) 


о 
2 3 3 4 
22 = р)“. 25 
Ай в) 3 с) 3 ) 4 E 
(Halle el valor aproximado de la siguiente suma 
M = sen P sen 2 sen, 
2002 2002 2002 
sen ES sen о: Hsen 6- 
2002 2002 2002 
Aj d Tad D ER. 
25387 10478 4875 12774 5460 


685 los catetos de un triángulo ABC (В=90°) , miden 


2веп(60° —a) веп(60%-а) Y 5(2 сова + 1), siendo а 
la medida del menor ángulo de dicho triángulo, halle 
la medida del mayor ángulo agudo aproximadamente. 
А) 81,27 В) 86,75° С)84,86% D)85,25* E) 84,27 


@ЭСасше el siguiente límite 
zig (senem eoe) 
i sen(cos x ) 
A1 ва бт  D2 Во 


€ Grafique la curva definida por lese ecuaciones 


paramétricas dadas 
x- кке РАК Rer a 


у = sen Ї ~ сов1..................(2) 


АЈ 


2 SABIAS QUE 3 

La aparición del análisis infinitesimal fue la culminación de un 
largo proceso, cuya esencia matemática interna consistió en la 
acumulación y asimilación teórica de los elementos del cálculo 
diferencial e integral y la teoría de las series. Para el desarrollo de 
este proceso se contaba con: el álgebra; las técnicas de cálculo; 
introducción a las matemáticas variables; el método de coordenadas; 
ideas infinitesimales clásicas, especialmente de Arquímedes; 
problemas de cuadraturas; búsqueda de tangentes... Las causas 
que motivaron este proceso fueron, en primer término, las 
exigencias de la mecánica, la astronomía y la física. En la resolución 
de problemas de este género, en la büsqueda de problemas generales 
de resolución y en la creación del análisis infinitesimal tomaron 
parte muchos científicos: Kepler, Galileo, Cavalieri, Torricelli, 
Pascal, Walis, Roberval, Fermat, Descartes, Barrow, Newton, 
Leibniz, y Euler. 

El concepto de Cálculo y sus ramificaciones se introdujo en el siglo 
XVIII, con el gran desarrollo que obtuvo el análisis matemático, 
creando ramas como el cáleulo diferencial, integral y de variaciones. 
El cálculo diferencial fue desarrollado por los trabajos de Fermat, 
Barrow, Wallis y Newton entre otros. 


Así en 1711 Newton introdujo la fórmula de interpolación de 
diferencias finitas de una función fx); fórmula extendida por Taylor 
al caso de infinitos términos bajo ciertas restricciones, utilizando 
de forma paralela el cálculo diferencial y el cálculo en diferencias 
finitas. El aparato fundamental del cálculo diferencial era el 
desarrollo de funciones en series de potencias, especialmente a 
partir del teorema de Taylor, desarrollándose casi todas las 
funciones conocidas por los matemáticos de la época. Pero pronto 
surgió el problema de la convergencia de la serie, que se resolvió 
en parte con la introducción de términos residuales, así como con 
la transformación de series en otras que fuesen convergentes. 


CONC 


DEFINICIÓN DE DERIVADA : 2 


* Definir e interpretar geométricamente la derivada 
como pendiente de la recta tangente a la gráfica de 
una función. 

* Discutir el comportamiento de las funciones y de 
sus gráficas. 

INTRODUCCION : 

En el análisis matemático , el concepto de derivada de 
una función ha sido de distintas formas. Vamos a 
revisar el concepto, empezado desde el manejo de las 
rectas secantes y tangentes a una curva; y que mejor 
con una función conocida: 


у= [у= х? 
Y L * Tenemos la recta Lg 
2 secante а: у=ж" ; que 
9 pase рог Px; pj, у Ө, 
definido рог ип 


Тема Пе) incremento “h” en “х 
, como: (х+ћ ; fis у) 
x * La pendiente де esta 
recta ев: т = tana que 
se calcularía así: 


f (xh)- f(x) 

h 
Si hacemos variar “h” sin dejar de pasar el punto “Р”, 
de modo que A — 0; la recta Lg po en recta 
tangente a la curva: y = rada 
* Caleulándose ahora de > esta y manera: 


m= tana = 


бам- Тө 
h 


Tini х*+2хһ+һҺ? xy 
%>0 Ћ 


Я іне (2х+Һ) > m= 2х 
һ-0 


¡Q>m=2(2)=4 
D=>m=21)=2 


Sea "f" una función definida en un intervalo I, se dice 
que “f” es derivable en un punto x; e 1 respecto de 
la variable “х”, si la función de “В”: 


Гены Luo 
h 
* Es bien definida y tiene un límite determinado 
(finito) cuando: В > 0. si es así, escribiremos: 


: zm Ию fizo 
= po m 
fe Lim h 


* Otra notaciones: 


si: yz f(x)son: ШУУ y' У па) У D'(y) 


dx 
y f'(x¿)sellama derivada de la función "f"en el punto 
LZ 
* Por ejemplo ; si tuviésemos ; 
2 га fim -fiw А (xh —x* 
эле Fu tig (fent TIC 
* Simplificando el numerador: 
2 2 
> fu im cus +(x+h) х+х 1) 
0 h 
=> Геје Lim(x* *Exhh?* ex? xh x? ) 
= Lim(3x* + Зхһ +?) => f 1, max? 
> 
PROPIEDADES : 
DSi: {у= x^ => fum па! 
2) Si: (уз git hi) => ыз Eloy thi, 
3) Si: [у= k> f = 0; k : constante 
4) Si „у= kg, = №) 
5) Si: „у= А Қә- {у= оба? Вы) 
6) Si fj 20 5 = Boha Ea 2 
D» (x) 7 221 


* Así como también, algunas derivadas Је ciertas 
funciones: + 


P S fan е аа 


у 


5 1 
1) Si fx fu- Е 


3) Si f, = ax => f t= a^ Ina. 4) Si: fiy мез? Б 
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DERIVADAS TRIGONOMÉTRICAS 


A partir de la definición de la derivada de una función 
se puede hallar las derivadas de la funciones 
trigonométricas , y partir deellas deducir 
propiedades adicionales , por ejemplo : 
DERIVADAS DE LA F.T . : senx 

* Sabemos que dada: 


7 im Газа) fa 
уз Па f'ar Lim (fes fer 
* Para: 
sen(x-h)— зепх 


qe fj senx => f w= Lim h 


* Transformando a producto el numerador: 


h 
h h 2sen- 
тн n (e) 


h о | 2 
h 
"es зеп — A). 655 а: 
TE 69) 22e cosx 
i совх 
=> [\у=совх 
DERIVACIÓN DE FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


TEOREMA: Las funciones trigonométricas son 
derivadas en todo su dominio 


* (cotx)'=-csc*x 
* (secx)' = secxtanx 


* (senx)'= cosx 
* (cosx)'= -senx 


*(fanx)'— зех  * (ese x)' = -esexcotx 
EJEMPLOS: 
Función Derivada 
1) у= Звепх = у= 3cosx 
IH) у = х + cosx > у= I-senx 
Ш) y= x-tanx > у'=1-вес?х 


IV) у= x зесх => у = secx (1 + x tanx) 
У) у = 2x cosx-2senx => y'=- 2x senx 


PROPIEDADES ADICIONALES 
DE DERIVACIÓN 
FUNCIÓN COMPUESTA : 
Si: у= figan У Ба gis) 
EJEMPLOS: 
I) у= sen (x**2x) > y = (x*^*2x)x[sen(x? + 2x)] 


бао. у = (2% + 2) cos(x? + 2x) 
Коу) 


П) у= sen ем, У = (senx)'x[sen (senx)]" 


“ЕГ У = cosx.cos(senx) 
(би) 


ІП) у = (4х)'хівеп4х)' 
— = у = 4сов4х 


IV) y-tan 8x — у = (бұ)хйапбұ) 
Д - 2 
Lm cy caes ® 
У) у=сов(вепх) > У' = (senx)'x[cos(senx)]' 
бы) => y = cosx[ – sen(senx)] 
Eg, => у =-cosx.sen(senx) 


CASOS PARTICULARES : 
A) Si: у= 1” > Y Enf "Г 
EJEMPLOS : 
I) у=веп?х > y 2(senx)x (senx)' 
p 
=> у = 2senx x cosx => у '= sen2x 
II) у = 4sen?x => y'=4x3 (senx)*x(senx)' 
— 
pe 
> у 12sen? xcosx 
III) y=2tan*x > у = 2x5(tanx)'x (tanx) 


m 
> y = 10 tan*x x sec^x 


ГУ) у=З)вепх 
Sy = (ena? > y = (senx)!*! (senx)' 
25 у= (sens) "* «coss - 2 sens]? xcosx 


совх 


2 


»y === 
ЗМвеп x 


B) Si: y= т) > y fo 
fx) 


EJEMPLOS : 


I) y=Ln(senx) > у = 1 RM EA cosx 
senx senx 
> y = cotx 


II) y=Ln(tanx) = у = 


tanx 


C) Si: y 2 ef? => у= ex f, 


queremos 


deis ст 2%: hallar la ecuación де 1,, aplicamos: у - у= My (ax); 
Dywe фу не х(вепх) => у = е" х cosx donde: (s, ; ,).es un punto de paso de la recta, que 
II) у=е'ё”* = y = e'""* x(tanx) > у= e'""*xsec?x puede ser el punto de tangencia mismo, por Ejemplo: 


* Luego, la pendiente de L, es: m,=12. Si 


Ш) у=е > у = e x(cos2x)' Y, Іт 
» y =е"*2*х2( – веп?х) => у = 2e" sen2x 8|--- (2;8) 
TEOREMA : 


Derivadas де la funciones trigonométricas inversas. 
Sea и una función derivable ; 


* ac * ys 
(агевеп и )'= m (arecot y) Er? X 
*(arccosu)'-— и * (arcsecu)'— м 
1– из |д\л?-1 
1. E 5 и 
* (arctany)'= > = 
( д) ne (arcescu) TI 
EJEMPLO : SM пасо el punto es (2; 8), luego la ecuación es: 
sanina 8. preis => Ly: у=12х –16 
13x)? 14007 VEAMOS AHORA OTRO EJEMPLO : 


i con la función: y = fiy = 4sen2x ; y la recta tangente 


en el punto х= я /6 (hallaremos su ecuación). 
I) [у= 4sen2x > f „у= 4(2cos2x) = 8cos2x 


Is 
(Ух) Е S 1 1 

*(arcsend x J = = = = 
= офа а NA £x 


e ) зе 1 

*larcsen(e”)y= — = =- 

Pera Al {л I) mo f e Sena s(2)9 m= 
6 


RECTA TANGENTE A UNA CURVA 
* Dada la recta L, tangente a la curva y = [еп 
su pendiente m у se calcula como: тү =f (2) ; es decir, 
es el valor de la derivada de f(x) evaluada en "x,". 


III) Tomando como punto de paso қ. 


sería: zF EI 


| а) 
POR EJEMPLO : 
E 2х E 2z 
En la figura tenemos la curva: у = [а = x" y la recta > y-N3=4x -F > Lr: y =4х+®З - 7T 
tangente Ly a ella en el punto de abscisas 2. EJEMPLO: 
RESOLUCIÓN: Hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de 
nos: f, 3x* * F(x) = 2x*+4x*-5x-3, en un punto de la curva cuya 


в: Га = 3(2) =12 abscisa es 1. ЖА ЫЗ ае 


RESOLUCIÓN : 

* Calculamos el punto de la tangente para х=1 

F(1) = 2(1)° + 4(1)*-5(1)-3>F(1) =2 ; el punto 

de la tangencia es (1; -2). 

* Calculamos la pendiente de la recta tangente 
F(x)=2x"+4x*-5x-3>F(x)= 6x*+8x-5 


para х=1=> F(1)-6(1)" 8(1)- 529........ 
pendiente 

* Ecuación de la recta tangente: 
y-yozmíx-x,)-»y-( —-2)7 9(x-1) > 9x -y - 11-0 

REGLAS DE Г, HOSPITAL 
La regla de L'Hospital reduce la determinación de 
límite de una función de la forma: £(% en los casos de 
indeterminación de los tipos : go) 


f. 
0 6 2 cálculo del límite de - 
0 o Бе) 
si este es también indeterminado de una de esas dos 


formas, sus límite a su vez se reduce al de Fo y así 


sucesivamente, es decir: E (=, 
ŝi Го fw. f" ік) 
Lim" = Рат = Ат £L= ss 
хоно Бо) 59% Бо) 550 Ба) 
0,2. 
* Siempre que los límites sean del tipo : 5 6 = 


* Por ejemplo , calcular: 


зепбх 
D A cen (que ya sabemos que es 5) 


* Note que es de la forma : 5 
* Luego: 
A=Lim! ue im = бТАт созбх 
ход (х) x0 ход 
1 
=> А=б 
п) вешт 2:23 
* Al tomar el límite resulta : а 
Sins эне (1-cosx) | mE” 
Пя (ай) 
* Al tomar el límite resulta : p 
* Luego: 
ко. = Bw Lin C) a pa 295%. 
x30 (2x) х-о wc 
= Tomando el límite: в-5 


Ш) C= Lig 1-08" zeoe” 


астадан 


Hi 


эс-і Ііт (cosx?)2x 399 = Штсовх? э с-1 = 
2%9 Æ 


EJEMPLO 4 : j 


Calcule el valor de: 
е*-е*-2х 
x0 х вепх 
RESOLUCIÓN: 
* Evaluando tenemos: 
‚ e -e*-2x е'-е“-20) 0 
y LAI o еу Да ЕС NE 
жэй х-зепх 0 – зепо 0 


* Роге! teorema anterior: 


Lim 65-25 ps € 265-29) ,, d 2 


ход х-вепх >-0 (x-senx) х-0 1-совх 0 x: 
* Aplicando lo anterior: 
- (e*+e* – 2) е-е 0 
x0 (1—совх) x0 senx 0 
guest eret ез 
x0 (senx) х-0 cosx cos 
* Por lo tanto: > 
-x 
Shim e 
x20 x-senx 
NOTA: 


Para la formas indeterminadas 0%; 17; «^, buscamos 
tener la formas indeterminadas anteriormente 
senaladas. 


APLICACIONES DE LA DERIVADA 


En ésta sección se exponen las aplicaciones de la 
derivación a problemas del análisis matemático: 
estudio de la variación de las funciones, máximos, 
mínimos, concavidad y convexidad de las curvas, 
puntos.de inflexión. Comenzamos con el estudio de 
nümeros críticos: 


DEFINICIÓN DE NÜMEROS CRÍTICO 


Si una función f esta definida en ж, se dice que x, es 
un número crítico de f, si fíx) —0 6 si f no esta definida 
en xo. 


еса máximos o mínimos de una función en un 
intervalo. 

TEOREMA : 

Siuna función "f" tiene un extremo relativo еп з=, 
entonces x, es un número crítico de la función £ 


FUNCIONES CKECIENTES Y DECRECIENTES : 
EL CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 


La derivada va ha determinar cuando una función es 
creciente, pues una derivada positiva implica que la 
pendiente de la gráfica asciende. Analógamente una 
derivada negativa implica que la gráfica de la función 
desciende y una derivada nula en todo un intervalo 
implica que la función es constante en él. 


Sea Рипа función derivable en el intervalo (а; b) 


* Si f'(x)»0, Vx € (a;b), entonces f es creciente en 
dicho intervalo. 


* Si f'(x)«0, ухе (a;b),entonces f es decreciente en 
dicho intervalo. 


* Si f'(x)=0, V x e (a;b), entonces f es constante en 
dicho intervalo. 
EJEMPLO: 


Determine el conjunto de valores еп los que es 
creciente 0. Leda, ње 


RESOLUCI 
* Bi у(х) =веп 2x ; f (х)- 2cos2x 

* Para calcular los números críticos de f, hacemos: 
Ге) =0 

* Es decir: 

өй 20082x = 0 => cos2x = 0 


* Como по hay puntos еп los que / no este definida 


concluimos que ==” у s=, 
4 4 


son los únicos números críticos. 


La tabla siguiente resumen los ensayos para el signo 
de f en los tres intervalos determinados por esos 
números críticos; es decir: 


Criterio de la primera derivada: 

Sea x, un número crítico de una función "f" continua 
en un intervalo abierto Г que contiene a х,. Si f'es 
derivable en el intervalo, excepto quizá en x, se tiene: 
* Si f' cambia de negativa a positiva еп ж, fíx;) es un 
mínimo relativo de f. 

* Si f' cambia de positivo a negativa en x, (т) es un 
máximo relativo de f. 

* Si f' по cambia де signo en xy, (ғ), no es un mínimo 
ni máximo relativo . 


CONCAVIDAD Y EL CRITERIO DE LA 
SEGUNDA DERIVADA 


DEFINICIÓN DEL CONCAVIDAD : 


Sea una función derivable en un intervalo abierto, 
diremos que la gráfica de f'' es cóncava hacia arriba si 
f' es creciente en ese intervalo y cóncava hacia abajo 
si f' es decreciente en el intervalo. 


Cóncava hacia 
arriba 
f creciente Cóncaca hacia 
abajo 
Г decreciente 


алданат 
intervalo abierto I. 


* Si f"(x) > 0, para todo x en 1, lo gráfica de Г 


cóncava hacia arriba. 
* Si f "(x) < 0 para todo x en І, la gráfica de f es 
cóncava hacia abajo. 

, PUNTO DE INFLEXIÓN 
Sea f una función cuyas gráfica tiene recta tangente 
en (x, ; fíx,J), se dice que el punto (x, ; )), es un 


punto de inflexión si la concavidad de f cambia , de 
arriba hacia abajo o viceversa en este punto. 


* La gráfica siguiente muestra tres tipos de puntos de 
inflexión. 


Si(x, ; fíx,)) es un punto de inflexión de la gráfica de 
f; entonces 0 es f "(x0) = 0 óf", no está definida еп 
EJEMPLO : 


Determine los puntos de inflexión y el conjunto de 
valores para el cual la curva y=1 +вепх ; 0< x« 2 тез 
cóncava. 


RESOLUCIÓN : 
* Calculemos la primera y segunda derivada 
y =1+senx > у =созх 
> у" =-senx 

* La segunda derivada existe en todos los puntos, 
calculemos los valores de x para los cuales y"=0 

-senx=0>x=kx,kheZ 

rx 

* Analicemos los valores obtenidos: 

Para x<x , tenemos у" < 0 

Para x>x , tenemos у" > 0 
* Entonces рага х=л , еп la curva también existe un 


punto de inflexión cuyas coordenadas son (ж;1). 


* Basándose en el estudio realizado es fácil construir 
la gráfica de la curva. 


TEOREMA : 

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 
Sea funa función tal que f (х,) =0, tal que la segunda 
derivada de f existe en un intervalo abierto que 
contiene а х0. 

*Sif"(x,) > 0, entonces Ќа) es un mínimo relativo. 


* Sif" (x) < 0, entonces f(x,) es un máximo relativo. 


* Si f "(x,) = 0, se recurre al criterio de la primera 
derivada. 


APROXIMACIONES 


Cuando un número “х” tiende a 0, se puede confundir 
(su valor) con su seno o su tangente; es decir: 
senx = ~ 
х— 0 {апх=х 
совх =1 
Por ejemplo: Si quisiéramos calcular : cos60^30* 
сов60"30' —cos(60^-- 30) -cos60".cos30-sen60".sen 30" 
Pero ; 30'=0,5° = 0,0087 rad. 
=> cos60^30'—cos60^ cos0,0087 - зепб0° sen0,0087 
тс тй di RENE TUR 


2 a 
=> cos60^30' = 0,5 – 0,865(0,0087) > cos60^30'—0,4924 
Otro Ejemplo : calcular: tan45*45” 


гапа 45 = tan(15'+45)= Па а 
* Pero: 

* 45' = 0,75" = 0,01309 rad 

* tan45'= tan0,01309 = 0,01909 
* Luego: 


tansa 13001809. 1,01309 


1-0,01309 0,98691 
> tan4545 = 1,0265 
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| ВОВШЕМАС RES 
PROBLEMA 1: 
Si: f(x) = tgx, Calcular: f' (45%) 
AM B)J2 с)? 
RESOLUCIÓN : 
* Por teoría: 

Бі: от tgx > f' = secxtgx 


D)4 Е) J3 


* Ahora evaluamos para х=45°: 
1 (45) =вес45 (45) -2x(1) 2 
RPTA : “В” 

PROBLEMA 2: = 
Derive: y=f(,)= senx + совх 
Ајсовх +senx В)вепх – cosx С)созх – вепх 
D)-senx-cosx  Ejsenx + 1 
RESOLUCIÓN : 
* En la función : 

Пот senx +совх 

> f = (senx)' + (cosx)' — f „у= cosx – sens 

ЕРТА : “С” 

PROBLEMA 3: 
Derive: y = fı, = зесх + tans 
Ajtanx. f „, Bjsenx.f,, Cjsecxf,,, D)cot.f,,, E)-tanxf,,, 
RESOLUCIÓN: 
En la función: 

fij" secx + tanx 

=> [\у= (secx)'+(tanx)' 

> fía) зес?х + secx x tanx 

> уз sec (secx + tanx)-» („= secx x f(x) 


Кол ВРТА : “С” 
PROBLEMA 4: || 
Siendo: y-f,,,-sén-cosx, hallar: A=f "¿y + e+" 
Ајгепх + cosx "В)зепх cosx Сусовх – senx 


D)?senx-cosx _ E)senx – 2cosx 
RESOLUCIÓN : 

* Como: · 

f= senx – cosx 

„= (senx)' - (cos) => Ть)= cosx + senx 

- (cosx) + (вепх) > f "w= — senx + cosx 

senz)! + (совх) => f "j= cosx - senx 
A со вёйе з 

С RPTA: "C" 


PROBLEMA 5: 


E coms 
Derjve: 35 fum Тен 
m senx c). te _ 
(1- вепх)? (1—senx)* (1- senx, 
D) 2совх 2сов?х 
(1– senx)* (1- senx)* 
RESOLUCIÓN : 
* Enlafunción: у= Рај а zene 
—senx 


_ С +вепх)'(1– senx) - (1&senx)(1— зепх)' 
q (1–зепх)“ 
‚ _ сов(1–зепх) +(1+вепх)совх 
>f wF (1 sena)? 
совх — созхзепх + созх + вепхсов 
(1 –зепх)“ 


Љу = Га 


у= = 


7 2совх 
Е 


PROBLEMA 6: 


Dada: у = Их) = 2senx-cosx; halle un valor de “х 
que verifique: f, = 27" 


ЕРТА: "D" 


” 


я я я я 
с 
AJO B) 4 13 Dj E) 5 
RESOLUCIÓN : 
* Como: 
Пұт 2senx -cosx > f („= 2созх + senx 
= f "w= ~ 2вепх + cosx 
* Luego: © 
fa 21) 
=> 2cosx + зепх= 2( – 2зепх + cosx) 
=> 2cosx + вепх = — 4senx + 2cosx 
= бвепх = 0 => вепх = 0 => х=0° 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 7: 


Derive: 
бур у= [у= Ln(sen*x) 


Ajtanx B)cotx  C)2ctgx  D)2tanx  E)2tan2x 
JeESOLUCIÓN: 

* Como: 

Тұт Ln(sen*x) 


fu x (sen? x)! 


sen?x 


i 1 ^ 
эг е = вет? х 


‚ _ 2совх ; 
E > f 1,7 2cotx 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 8: ' 
Derive: у = f;,,= senx x tanx 


Ајвепх + tanx В)зес + tanx 
Djsenx + tanx x secx 


RESOLUCIÓN : 
* Como: 
Пот senxxtanx = senx x 


C)senx + secx 


PEL LII uu 
cosx cosy | сов: cosx 
=> [у= secx — cosx 
* Luego: 


Ггыт (весх)' — (cosx)' 
= f," secx x tanx + senx 
* También: 
[= senx x tanx 
= f ут (senx)'x tans vens (tans) un producto) 


= f 1,7 cosx x tanx + senx x зес*х 


=> ут совх х 


+ велх х весх secx 
tanx 
=> f w= senx + tanx x secs 


RPTAÀ : “D” 
PROBLEMA 9: 
Derive: у = fı = sen(tanx) 


B) cos?x x cos(tanx) 
D) -sec?x X cos(tanx) 


А) senx X cos(tanx) 

C) sec?xcos(tgx) 

E) сзе*х x cos(tanx) 

RESOLUCIÓN : 

* Por función compuesta: 
у= sen(tanx) => f (= Папх)' [sen(tanx)] 
> Гьәтвесіх x cos(tanx) 

x RPTA : "C" 

PROBLEMA 10 : 

Derive: у= Дх)= е" 


Ajcos!xxe"""* B)cos2xx ел" C) - sen2x хет" 


D)sen2x кет" х 
RESOLUCIÓN : 
* Como: 
fw en > Пт (sen*x) x erm 


=> [у= 2senx х (senx)' x ems 
> f 7 2senx x созхх emn > f ј= sen2x хем" 
senza 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 11: 
Halle la ecuación de la recta tangente a la curva de la 
función: 


y = Га = fan2x en el punto de abscisa x = x/8 
A) y=4x +1-5 В) у= 4х +1+х 
я я 

С)у= 4х+1 +2 D) у= 4-1-5 


RESOLUCIÓN : 
Y y=tan2x 


* Luego el punto de tangente sería : (£4) 
* Ahora bien, la pendiente de la recta т. se calcula 
así: 
I) = tan2x => [у= 2sec* 2x 

Р, у= 2:9 = => [= ту= 2(42)* 

М 9 

>т=4 

* Luego la ecuación sería: y - yo = My(x - ж) 


я 
-124|x-* 
951-2) 
я 
=1= dx E 
>y 3 


> Lr 7=4%+1-5 
RPTA : “A” 


(SDERIVADAS TRIGONOMETRICOS ^ —  |852| — à à— —  ЕЙТОНАЕ, RUBISOS) 


PROBLEMA 12 : PROBLEMA 14: 
Caleular: A= Lim 1.608275 Calcular: 4Тех 
E > 1-х xatd + secx 
АЛ В) х? €-1  D)-x ED 4) B)? С) D)4 | EJ112 


RESOLUCIÓN : 


* Al tomar el límite: RESOLUCIÓN : 


* Observa que cuando : 


А= Шт! -соз2лх 0 
x20 1-х 0 xL fgeeyl + secx => -o 
* Aplicamos L'Hospital: * Entonces tenemos la forma indeterminada о/о, 
= y * Aplicando la de L'Hospital. 
ХЕ Lim (1 "s р! терја р 
РЕЗ СЕЈ 2. 
у я 4tgx ЈЕ 4sec?x | ,. ( eJ 
Li -Lim =Li 
a а е2 E (= a еге) "CS tgx 
х1 -2x +1 = 2 2 2 
* Tomando límite: 4х 1 2 4 4 
xA = Lim| —€9sx. |= im( 3-4 
А=-х = А=0 «| senx аэлхаетк) „ж 1 
совх E 2 
ВРТА : “E” 
PROBLEMA 13: ЕРТА : "D" 
Calcular: Ll зы PROBLEMA 15: 
Elm Calcular: 
6205 senz- x 1 Lim Ez 
Ай В)-1 Су? D)-2 E)4 44) ( x? ) 
Крал: А В)2 C)3 D, Е E)8 
* Tomando el límite: у > з + 
RESOLUCIÓN : 


* Observamos que cuando: 

x>0:tg-x>0 у х3 50 
entonces tenemos la forma indeterminada 0/0 
+ Aplicando la regla de L'Hospital. 


* Observamos que cuando x => 0: зес?х-10ух2->0 
nuevamente tenemos la forma 9. , volvemos a aplicar 
la regla de L'Hospital. 


== сх 


PROBLEMA 16: 
Dada: y-f,,-senx x cos'x 
Halle "x" tal que: f'm = 0 


A) arctan2 Bjarctan E 


C)x D) arctan 2/2 27 


RESOLUCIÓN: 

* En la función: 
[= зепх х cos?’ x 
> [у= cosx x cos?x + зепх(2созх)( — senx) 
> f 47 cos?x – 2sen?x x созх=0 


П) cos*x – 2sen*x =0 => cos? x = 2sen*x 
2 


SUE =2 > со? х=2 > cotx-/2 


42 42 


SONNEN SCENE OT CENE 


= 


RPTA : "B" 
PROBLEMA 17: к 
Dada: y = f,,, = senx + cos2x; halle “y” que maximice 
for ad 


open ерісе donec T cime 
RESOLUCIÓN : 


Una de las aplicaciones de la derivada permite calcular 
máximo o mínimo valor de las funciones, para ello se 
procede hallando la primera derivada e igualando a 
cero para hallar los puntos críticos y luego se verifica 
con la segunda derivada. 
* En la función: 

y = зепх + cos2x 

=> y = cosy 2sen2x=0 => cosx= 2x(2senx xcosx) 

=> cosx(1— 4senx) = 0 


я Зл 
I) cosx = 0 => х 247% 


101- 4вепх = 0 => вех => 
= хе aresen 1 
* También : 
y" =-senx - 4cos2x 


*Con: 
ay =-1-4(-1)= 3 >0 > exite un mínimo 


* Con: 
Eo у=-(-0-4-10= 5>0 > existe un mínimo 


* Como: 


x= arcsen? => y= —senx – 4(1— 2sen?x) 


эу--1-4(1-2« )-- 2-0 => existe un máximo 
* Luego, el valor de “x” que maximize f,,, es: 
х= AR 
4 
i RPTA : “B” 
PROBLEMA 18: 
Hallar “0” de modo que se minimize la longitud de 
PQ. 
Ajarctan 2 
B)arctanY2 


1 
C)arctan 2 


D)arctan x 


RESOLUCIÓN : 


* Del gráfico tenemos: = 
PQ = L,,j7 весб + 2cscü 
* Para minimizar: 
aj" Secüxtan8«2( — сведхсогд)=0 
=> весбхіапӨ – 2свсбхсотд=0 
=> весбхіапб- 2escóxcotO 


зеп?0 
> tan?0- 2 > tan9=Y2 > O=arctan У2 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 19: 
Бі: Бы -созх, halle la enésima derivada де {. 
пл пя пл 
Ajeen (=-.) Bjeos(nx = x) Cio (^) Dcos (= +x) 


RESOLUCIÓN : 
* Derivando sucesivamente: 


Гьт- зепх- сог (5 x) 

f "је — cosx- cos (22+) 
Ё "ај= зепх = cos (27) 
f &j7 cosx = cos e x) 


f&j--senx = сог(55 + =) 


= 72 = еба(п S +x) nez sao 


RESOLUCIÓN: 
* Derivando sucesivamente: 


RPTA ; “E” 


|8Ұ( | Д  ктонлан nrntsos) 


y = Га = Senx – Cosx 
Ајзепх + созх В)зепх C)2cosx D)tgx Е)зесх 


@ Derive: 


y = Га = Свех - Cotx 
А) f, Of, D. 
63 Si: y = f,,,=Senx+Cosx ; hallar: 
IP atari") 
A)tgx В)созх С)зепх + созх D)cos3x-3senx Е)0 


B) - etgx f, Ef. 


695: y = frz, = Senx + Cosx; halle un valor de “х” 
que verifique: |", = f "a 


Az B C)-x D E)27 
63 Si: 

y =, = Ln(Cos*x) 
Алах Bjetgx | Cj-2tgx  Djigx Е)зеп2х 
бфрепуе : 


2. 
Т моја 


А)зепх B)e*"tgx C)-sen2xe” D)- зеп2хе°"* 


Calcular: 
e A А3 
x0 senx 
АЈІ В)2 C)3 р)0 Е)-1 
@ Calcular AS Lim (зен * =) 
=>0ltanx + x 
Ай В)2 С)3 D)4 E)5 


Dada : y = fy; = Senx x Cos?x ; halle un valor agudo 
de "x" tal que: f'm = 0 


x z л x 
A В) 4 C)2x D Bs 
49 Calcular: Lim == 0,5% 

235 СОВХ 
2 E 
А В)-1 C)o D)-2 E)2 


([ATHIGONOMETE/AS | Á à— jess) LA ENCICLOPEDIA 2913) 


@) Si: H(x)-- Cos +20о'а-2 Соз®х+1 
Calcular: H'(x) 

A)2sentx В)2веп‘х С)2зеп?х D)2sen?x E)92sen*x 
(3 Si 6&)=1- 2 Sen*xCos*x, Calcular: G'(x) 
А)зеп4х В)-веп4х C)cos4x D)-cosáx E)-sen2x 
(5) Si: F(x) = Asen2x + Beos3x . calcular : А+В 
sabiendo que #(5)-1о ^ F(2x)718. 


А)-10 В)-12 С)8 D10) Е)0 


(38i: H(x) =x" senx + 3x*cosx - бсозх - бхзепх 
calcular: H'(x) 
A)x'cosx В)х?вепх C)-x'cosx D)x'senx E)x'cosx 


(3) Calcular: Lim 9€? 4* y pig, 4 

хеб хд ход вепх 
4)8 B)6 С)4,25 D)4,5 E)4,8 
(Calcular: SRI 

z£ 1- У2совх 

Ай В)-1 сјо D)42 E)- /2 
(Calcular: созх — cosa 

Lim == 

#98 sen = sen — 


a a a a 
А)-4зеп 3 BH, Сео > р)-4сов = Е) Зы", 


(8) Calcular: Lim 5085 — cosa 

za зепх – sena 
А) ва В)-сіа С) а Djetga ЕП 

Calcular: 

e 1- cos2x 

Lim—3— 

50 4х 

А)-1/2 B)1/2 C)1/4 D)-1/4 E)1 


EN Si: G(x)=senx(Asenx+Beosx) 


Calcular la suma del mínimo valor de G(x) y la mitad 
del máximo valor де G(x). 


AJA/2 B)-A/2 С)В/2 D)-B/2 EJO 


ТАРЕ ДИО ОЛИ СЕ 
(63) Marca lo incorrecto: 
A) y = стих -tgx => у =- desc? 2х 
B) y = Звепх – 4sen? x => у = 3cos3x 


1 2X 
pg 
D) у= tg2xtgx > у = 2sec2xtg2x 


4 


C) у= сзсх - ctgx > у = 


E) y = cos!x — sen*x > у = 2sen2x 


GSi: F,,, = 1 + senx + coss 
calcular: F ,, ФЕ, ТЕ) +, 


А) B)?2senx  C)2cosx  D)-2senx E)-2cosx 


635! F(x) = senxsen2xsen3x, calcular: F(7/2) 


Ал В)-1 С)2 D)-2 Е)0 
х? соз4х 

6351: G(x) ^79 *-16- , calcular: G"(x) 

A) 2sen*3x B) 2sen*x C) 2sen*2x 

D) 2sen*6x E) Звеп"4х 

@ Si: F,,= 16sen*x- 20sen?x. 

Calcular: A+B 

Sabiendo que: F',,, = Acosx + Всозбх 

AJO В)10 С)-10 р)12 Е)-12 


69 Si los catetos de un triángulo АВС (В-90% , 


miden 28еп(60° – а) sen(60^—a) y 5(2соза+1), 
siendo a la medida del menor ángulo de dicho 


triángulo, halle la medida del mayor ángulo agudo 
aproximadamente. 
A) 81,27 В) 86,75” С)84,86% D)85,25* E) 84,27 


62) Calcule el siguiente límite : 


sen(senx +совх-1) 
ue sen(cos x) ) 
А1 ва ©; Юз EO 


EDITORIAL RULISOS 


OBJETIVO : 
Conocer nociones básicas del cálculo integral 
relacionado con las funciones trigonométricas. 


INTRODUCCIÓN : 


Si consideramos las funciones y -/(ж) y su derivada 
y =f'(x), se pueden establecer las siguientes 
relaciones entre estas dos funciones: 


у es la derivada де y 
y es una antiderivada de у’ 


Por ejemplo, la función y=2x es la derivada de la 
función y==*. Pero también es la derivada de las 
funciones: 


yara, y= A «С 
* En efecto: 
Siy=x? entonces у’= 2x 
Si y 2x'- 3 entonces у’= 2x - 0 
* Si y => +5 2entonces у’= 2x +0 
Si y 2x! + C entonces у'= 2x +0 
* Podemos concluir que у’=2х es la derivada de 
у==' + С; donde С es cualquier número real. 
* Las funciones: у=ж", у=а?-3, у = 3* 4542. yx +С 
son funciones antiderivadas de y 22x. 
* F(x)=sen(2x) es una antiderivada de 
fíx)-2cos(2x)en g _ 
Pues F') -[cos(2x)].2-F(x); VxeR 


INTEGRAL ISDEFÍNIDA (ANTIDERIVADA) 
EJEMPLO LUSTRATIVO: 


Calcula la función F(x) tal que F'(x) =созх 
"RESOLUCIÓN : 
E a análoga а cuyo dicho recordando las 


ntramos que F(x)=senx+e, donde се R (yaque 

(senx+c)” =cosx). Debido a este proceso 
s ERRE la función F(x) tal que Е (х) =Й) 
un nombre especial: antiderivada general o 


Rem (devido a la aparición de la 
е с). Pasemos пена а ава 


DEFINICIÓN : 
Antiderivada general , La función F(x) para la cual 
se cumple que F'(x)=f(x), para todo xedom f, se 
denomina la antiderivada general de la función f(x). 
La derivada general o integral indefinida de f(x) se 
indica simbólicamente por: 

In] 
* Donde: 


* El símbolo Í (una s alargada) se Паша signo integral. 
* La función (x) se llama integrando. 
* El símbolo dx nos indica que “с” es la variable de 
integración. 
CONCLUSIÓN : 
De acuerdo a la definición, podemos decir lo siguiente: 
"F(x) es la antiderivada general de f(x) 
e F'xj-fiz) > [fi)dx-F(x)4e" 

* En general: 

Si: d(F(x)*c) 

dx 

yselee: 
“La integral de (ж), diferencial de x es: Е(х) +е”. 
Е(х) жс, se llama la integral de f(x); donde с es una 
constante de integración. 


EJEMPLOS : 
* [еозхах=вепх+е 


= fíx) denotamos | fix)dx-F(x)*c 


Porque: dsenzto) 


dx 


+ Así, F'(x)—cosx <> Е(х)=| cosx dx=senx+c 
* Si F(x) = Z encontramos que F(x)= Ја анализе 


* Si f'(x) -2x, encontramos que Кбјеј, 2xdxzx* кс 
* ех =е*+с 


Porque: eee 


4 
* јаке іе 


. [зеп(7х)йх=- 1 cos(7a)+e 
* [е“ах= Зе“ +е 
* [2xsen(x* јах= – сов(х* )+с 
OBSERVACIÓN : 
d 
бт. | одаје) 


“| ES fG)-fix)*c 
c: constante arbitraria 
PROPIEDADES DE LA INTEGHAL INDEFINIDA 
I)Integral de una suma o diferencia de funciones. 
| То гибоах= {(х)ах® [ goa 


II) Integral de una función multiplicada por una 
constante real. 


Јах [ft)dx, Re В 
INTEGRALES ELEMENTALES : 
A continuación te presentamos una lista de integrales 
sencillas, que te permitirán hallar otras más 
complicadas. 
ы [®ах=Ех+є; dondekeRyceR 
dx 
*|[—- 
| In|x|*e 
* (senxdx- — созх+е 
Ы | вес"хах=!их +е 
€ [texds-in |secx | «c 
* fetgxdx-in |secx | «c 
+1 

* f="ax == +e; (пж-1) се R 

n+1 
x | e*dx е“ с 
ж І cosxdx —senx-c 
“өсі хах – etgx 
5 f secxtgxdx—secx- с 
е [свехещхах= — свех+е 


Nota que la verdad de estas afirmaciones se comprueba 
derivando la parte derecha de cada igualdad y nos debe 
dar como resultado la función integrado en cada caso. 


EJEMPLOS: 
* [Odx=c, donde e es una constante 
* [1dx =х+с, сек 


. аЗ (nes) 


sse) d 78x (ey 605 763) 
28-12. -rte 


* P= [(х®ах+2х+3)йх = | ах + 2] хах + 3f dx= 


рай aero 
мед 
“һа [Las -Z smste 
* [2zxe*dx = [2xdx + [e*dx = (х? +с)(е+е) 
Donde, e, y с, son constantes arbitrarias, 
тх! ке" же, donde еле, жс, 
* [(ах“ – совх)4х = [4x?dx - [cosxdx 
= (х*+с,)-(вепх+ cz) 
-2xí-senx4c 
Donde = e- e,- Cy 
* | (хт + Пеозгхах = (л + 1)[соз2хах 


2 зе 
= «+ 2 


n2x ] 
жеу 


sen2x + с 


NC?!) 
2 
Donde: е=(л + 1)е, 
Nota que las constantes han sido agrupadas en una 
sola, lo cual no sugiere que la constante debe 
considerarse al final del proceso de integración. 


«Јаз - 88? воас |за [ e [бак 


ду 
197 43“ 4 


TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN 


Podemos decir que el cálculo de derivadas, por sus 
procedimientos mecánicos y el empleo de fórmulas, es 
algo sencillo; sin embargo no resulta así el caso de su 
proceso inverso, la integración. Las estrategias para 


* Језаве |x Зак= 


conseguir, cuando se puede, las antiderivadas de 
funciones conocidas vienen a ser las técnicas de 
integración. Aunque ya se han visto algunos casos 

entales, yamos a repasar esos mismos casos, luego 
profundizaremos en ellos y aprenderemos algunas 


Баев nuevas. 
derivada де antiderivación tnis 
una función integración 


Una vez que se haya encontrado lo que se cree que es 
за antiderivada de una función, el resultado puede 
comprobarse mediante la derivación. 


I) INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN : 


El papel de la sustitución es análoga al de la regla de 
la cadena en derivación. Recordemos que: 
D.[Fíglx)1=F(glx))g'(x) 
* La integración del lado derecho debe dar la función 
F(g(x)) del izquierdo así: 
| F(e(=))x8'(x)dx=F(g(x))+0 
* Y para simplificar la expresión hacemos que Р' sea f, 
entonces obtenemos la siguiente fórmula para integrar 
una función compuesta: 


ІЕводе мах = КЕ) +е 
* Aquí ве puede usar un cambio de variable del tipo 


u=g(x), entonces z- g'(x) o du-g'(x)dx 


y tendremos : І f(u)du-F(u)*c , u-g(x) 


Nótese que esta formula nos da una “idea” acerca de 
cómo reconocer la función de sustitución “и”: es la 
que figura "dentro de otra función". Con un poco de 


práctica nos daremos cuenta de esto, como veremos 
en los siguientes ejemplos. © 

EJEMPLO 1: 

Calcular : f[3cosárde 11 

RESOLUCIÓN: ^. p 

Reconociendo, dos que 3 SM derivada de 3x 
luego, Е: , se tiene: ze 


de donde du=3dx, luego: 
| > +e 


INTEGRALES TRIGONOMETBICOS A 


EJEMPLO 3: 


Calcular: [зеп?хоовхах 


RESOLUCIÓN: 
* Hacemos: џ=вепх => du=cosxdx 
* Reemplazando: 


3 3 
[гар= Eyre | зеп?хсовхах = = 


EJEMPLO 4: 


* Calcular : E-[(4 T*senxcosx +х x*1)dx 
RESOLUCIÓN: 
Е=|( T+senxcosxdz + | xx*1)dx 
(а) UE 
(8) 
а) Насетов: 
1+senx=p* > cosxdx=2 ud y 
* Reemplazando: 
faram? = Vi +sena?* жс, 
3 
Ь) Hacemos: 
x? + 17 t* > 2xdx-2tdt 


* Reemplazando: : 
3 Ж] 
І Pdt= 5 +е= За 


* Luego reponiendo (а) у (5): 
[v Т+вепхсовхах x x?--1)dx 


3 ут 
3 


-3 1%вепх + 


жс 


EJEMPLO 5: 


Encontrar: 
E [G2 3x)! (реза: 


RESOLUCIÓN: 


Reconociendo términos, tenemos que (2х+3)ез la 
derivada de (х*+3х) (al contrario no es posible) 


des: 2x+3,de 


* Luego, haciendo: u=x* 4 3x, se tiene: ze 


donde Чи=(2х+3)ах. Luego: 
Јасар mersa изди= 1. pem potitus 
= 3 


EJEMPLO 6: 
Calcular : e**dx 
RESOLUCIÓN: 
Reconociendo, tenet que ЗА 
luego: multiplicando y dividiendo por 2: z 


5 [е аз, де donde и=2х 


* Luego: 
1 A 1 1 
[е#*Фх=;е*.®ах)= 3 је“аи= getes езе 


EJEMPLO 7: 
Calcular: 


RESOLUCIÓN: 
Hacemos u-x* 1; luego derivamos u, usando la 


INE 


notación de leibnitz и'= * y despejamos du: 
и=х?+1; аи а => 4и=2хах 


Entonces,como (x*--1)'-u* y ads 98. escribimos 
de nuevo la integral, y efectuamos: 
2 ¿dul 
је I xdx-[u Um 
Regresando а x, hacemos el cambio де и por x^ 1; 
nos queda: 
17 


A гы! 2 losa 


EJEMPLO 8 : 


Calcular : | | сечах 


RESOLUCIÓN: 


*Ahora, hacemos и =8%+1 ¡o mas, entonces, 


cambiamos: ar 
3:41, » 
fe dx = јен пи = [e'du 
Por fórmula directa, sabemos que [e"du-e" , 
entonces: [dezze 


* Luego: 
Ка. 299 3 1 ТЕ 
fe кәдесін [= S (etn et = 31е“ -el 
EJEMPLO 9: 
Calcular : Г 1 
RESOLUCIÓN: 


* Se multiplica y se divide por secx--fanx ; 
L sec(secx-tanx)dx p (sec! x &secxtanx)dx 
І J secx+tanx | зесх + lanx 
* Se hace: и=зесх+ѓапх 
* Пе donde se obtiene que: 
du - (secxtanx + sec*x)dx 
* Alreemplazar en la integral: 
| sec! x +весхћапх 


du 
secx + tanx =] и pale 


* Se regresa a la variable original: 
2 
зес?х+весхіапх 
[secsas- [E 45 zLn|u|*C 


> f secxdx=Ln|secxtanx|+C 
EJEMPLO 10: 
Calcular: | cotædw 
RESOLUCIÓN : 


cosx 
Se reemplaza cofx рог 


; entonces 
[eotsax- [Sax : 
senx 
> Se hace u=senx , entonces du=cosxdx 
* Se sustituye en la integral: 


[сохах YE ах | ju] +0 


Se regresa a la variable original: 
[совхах =Ln |senx| C 

п) INTEGRACIÓN POR PARTES : 

Бі по se tiene éxito al aplicar la integración por 
sustitución, puede intentarse una doble sustitución, 
más conocida como integración por partes. Se 
recomienda cuando el integrado tiene la forma del 
producto, El procedimiento justamente se basa en la 
fórmula de la derivada del producto de dos funciones. 
Así, sean las funciones и —f(x) y v-g(x), sabemos que: 

Dxffix)g(x)I -f (x)g(x)g'(x)fix) 


y antiderivando ambos miembros de esta ecuación, se 
obtiene: 


Р) (а) | Р" в едас [ #' дах 
Esta igualdad nos permite hallar una de las integrales 
conociendo la otra; es decir, si despejamos la primera: 

| Поов defie) | кб (х)ах 
Y para expresar esto con menos símbolos, sustituimos: 
dv-g'(x)dx ^ u-f(x)dx, luego: 
fudo=uv - 1 иди 

Ésta fórmula permite trasladar el problema де integrar 
udv, a integrar vdu, y apreciar que la segunda integral 
es más sencilla que la anterior. El éxito depende de la _ 
elección apropiada de u y dv, lo cual se consigue 
practicando. 


EJEMPLO 1: 
Resolver: [sed 
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RESOLUCIÓN : 


Observamos que eligiendo и =>, obtendremos du -dx 
y que la antiderivada de dv —e'dx es о=е". 


Por tanto, según la fórmula de integración por partes: 

је [es Jed 

% 

Nótese que la integral f e*dx es directa e igual a e*, 
entonces, finalmente: 

| хегах=хе“ -е*+с 
Tómese en cuenta que nos aseguramos de hacer 
general el resultado, colocando la constante de 
integración al final. 
EJEMPLO 2: 
Calcular: 
RESOLUCIÓN: 


Puesto que xdx es udv, debemos elegir u y dv. 
Intentemos: 


[хеовхах 


и=х , do=cosxdx 
De aquí debemos conseguir du у v, es decir, una 
derivación y una antiderivación: 

du=dx ; v=senx 

Ahora ya podemos aplicar la integración por partes: 

] udv-uv — [аи 

| xcosxdx—xsenx — Гзепхах 
Hasta aquí, todo va bien, pero nuestro intento sólo 
será exitoso si la segunda integral se puede hallar: 
Y así ocurre, puesto que [зепхах= — созхах, entonces, 
reemplazamos: f хсозхіх=хзепх+созх+с 


* Reemplazando (а): 
[e sensdx-e*senx – (е"совх + | e*senzdx) 
> 2/e*senxdx=e*senx — e” cosx 


= 
zy Је'вепхах= sens - 57 cosx 


EJEMPLO 4: 
Calcular: | Lnxdx 
RESOLUCIÓN: 
dx 
8 : : zLnx => du= al 


dv-dx =  v-x 


* Luego: 
“Пах -(Inx).x [45 


= а = хтх - х+с 
EJEMPLO 5; 
Calcular: | «Глхах 


RESOLUCIÓN: 
Aquí la elección u=x; dv=Lnxdx no es recomendable. 
¿por qué?, porque tendríamos ди =dx y vef Lnxdx 


que no resulta familiar. Pero podemos hacer otra 
elección: 


* Sea u=Lnx; do-xdx, entonces: 
1 х? 
аи= ах НЕ) = | а=. 


* Aplicamos la fórmula: [udv-uv - fudu, y tenemos: 


à; х2 p1 1 1 
A=fxLnxde=lnx |х ас? лк zb 
елке 


1 1 
>A= т^ Late 


Este ejemplo muestra cómo puede hacerse la elección 
adecuada de u y dv, pero después de haberlo intentado 
sin éxito la primera vez. Esto sugiere que, sin 
frustrarse, se debe intentar otras elecciones hasta 
encontrar la adecuada; desde luego, si ésta existe. 


Ш ШТЕбНАСЮМ POR DESCOMPOSICIÓN 
EN FRACCIONES PARCIALES : 
EJEMPLO 1: 
Calcular las siguientes integrales: 
деј ове 
х?+2» 


RESOLUCIÓN : También: 
* Como la fracción: —; — es una fracción propia _ BH А,В 
атак (х+1)(®-1) х+1 х-1 


(grado(numerador) < grado(denominado) 


* Entonces: 
1+х _A, B 


хї+2х х х+2 


* Así: 
1+х=А(х+2)+Вх 
* х=0;1=2А > А=1/2 
* x=- 2; -1=- 2B > B=1/2 
* Luego : 


х?ї+2х 25 2(x+2) 
(1+ х) ИЕ 1 
ar je 


xx 
=> A= Тілен іледі 


1+х 1 1 
+ 


* Otra forma: 


(1+х)дх _ i (2+2х)ах _1 pue 
2 


х?+2х x*2x 


> А=21лб? +2х)+С 


х*+2х 


EJEMPLO 2: 
Calcular: 


RESOLUCIÓN: 
Observación: 


B аі 


>) (2° вена) а (в e 


= е aeae D+e 


EJEMPLO 3: 


Calcular : 
F c-j 3), 
= — 


RESOLUCIÓN: _ 
Transformando: 
(x?*42x43)d* — = -1 Я 2x44 
-1 «4-1 x*- 
2x44 
TI ien - D 


~ 


=> 2х+4=А(х-1)+В(х+1) 


*x=1;6=2B > B-3 
*х=-1;2=-2А> А=-1 


(242043) EE 
MOS zH'x-l 
>f (чаны) йх=х-1л(х+1)+81л(х-—1)+е 


EL ÁREA DE UNA REGIÓN y LA SUMATORIA 
DE LAS ÁREAS DE LOS RECTÁNGULOS 


Usualmente la palabra integraciones es aceptada desde 
dos puntos de vista: primero, como una antiderivada, 
y segundo, como una suma de partes, porque es de ahí 


de donde precisamente deriva su símbolo f (una 8 
alargada). 

1) EL ÁREA COMO UNA SUMATORIA : 

¿Has calculado antes áreas de regiones como las que 
se muestran en las figuras adjuntas? Si no has 

* Hecho, ¿cómo podrías encontrarlas? 


Para responder estas interrogantes partimos de un 
problema histórico: ¿cuál es el área de un semicírculo 
de radio 3? 


* Resolveremos el problema sin aplicar la fórmula que 
corresponde al área del círculo. 


* Para esto trazamos un sistema de coordenadas y 
ubicamos una circunferencia con centro en el origen 
de radio 3, tal como se muestra en la figura. 


Y, Y; 
cl ha b, 
X X 
a 
b YA a 


4 Ny 


Sabemos que la ecuación de la circunferencia es 
х7+у)'=9, donde: у=49-=? зу--У9-х% son las 


es de las semicircunferencias superior e 
respectivamente. 
resolver este problema, elegimos la región que 
i sobre el eje de las x, y calcularemos el área de la 
zión situada debajo de la curva y=- J9-x*. y 
del eje “х”. Nos aproximaremos alárea pedida 
A construyendo rectángulos que estén inscritos y otros 
que estén circunscritos. Para esto necesitamos calcular 
pos medida de la base de cada rectángulo, para lo cual 
necesitamos “particionar” el intervalo [-3;3] en 
intervalos más pequeños. Estos intervalos pueden ser 
de igual o diferente longitud. 
CASO 1: 
Nos aproximamos al área pedida, considerando las 
áreas de los rectángulos. dividimos el intervalo /-2 ;3] 


еп 6 subintervalos de igual longitud. 
— + 
3 2 -1 0 1 2 3 


¿cómo se calcula dicha longitud? 


EN GENERAL : 


si el intervalo [а ,b] se divide en n subintervalos 
. iguales, la longitud de cada uno de ellos está dada por 
b-a 


n 
Para calcular la altura de cada rectángulo, 
determinamos un punto x, en cada intervalo, de modo 
que fx) sea la altura del rectángulo inscrito, y en otros 
casos, f(x,) sea la altura del rectángulo circunscrito. 
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25. 


de cada rectángulo 
inscrito : 


Cada rectángulo 
tiene una base de 
una unidad, sus altu- | una unidad, sus altu - 
ras(deizquierdaa de» |ras(de izquierda a de- 
recha) son 0, V5; V8, УБ| recha)son V5, /8,3, 

y 0. Luego la suma de 3,48 y4 5. Luego la suma 
las áreas de 108 6 rectán | de las áreas de los 6 rectán 
gulos es : gulos es : 


Astori вот 881» Јања ЈЕ» о Aime Bet e o 361 31» Ї8+1» 48) 
A S йй 10.12. [л,=2(/86+/8+з)=1613 


tiene una base de 


Intuitivamente, concluimos que el área A de la región 


+ pedida se encuentra entre estos dos valores, es decir; 


10,13 <A < 16,13 


CASO 2 : 

Ahora nos aproximamos al área pedida, considerando 
las áreas de 12 rectángulos. Trabajando de manera 
similar, en este caso, se hace la “рагіісібп”/-3;8] en 


12 subintervalos de longitud 1/2 cada uno. 
е 


* Tabulamos las alturas de cada rectángulo inscrito: 


La base de cada rectángulo mide 1/2 y sus alturas (de 
izquierda a derecha) están indicadas en la tabla. El 
área total de los doce rectángulos es: 


1 9, УП. У27 , га, 95 | N35 427 Уп 
А 0+5 B rs Lx (BEST efe +0) 
> A16 118245 [27 «248-35 = 12,28 


* Tabulamos las alturas de cada rectángulo 
circunscrito: 


5 8 1 1 3 5 
х |-= кез de Мч от, ЭЛ 
Узб ЕЛІ 


Е ACE a ET NT 


2 2 


* Al igual que el caso anterior, el área total de los 12 
rectángulos es: 


Ac LOB, в, p a E КЕЗ 


У87 ya 
та Сива [+ La 
Б i menfe [27 +2\/8+/35+6)=16,28 


* Otra vez tenemos que el área pedida А se encuentra 
entre estos dos valores, es decir: 12,28 < А < 15,28 


CASO 3: 


Nos aproximamos al área pedida, considerando las 
áreas de 24 rectángulos. Trabajando de manera 
similar a los casos anteriores. 

Rectángulo inscritos 


3 


12 rectángulos 12 rectángulos 


* Al sumar las áreas de los rectángulos inscritos se 


tiene: A,=13,31 
Rectángulo inscritos 
Y 


* Al sumar las áreas de los rectángulos circunscritos 
se tiene: Ав=14,81 


* Nuevamente, se tiene que el área del semicírculo se 
encuentra entre estos dos valores; es decir: 


13,31 <A < 14,81 
* Podemos observar que a medida que las longitudes 
de los subintervalos (bases de los rectángulos) se hacen 
cada vez más pequeñas (se aproximan a cero), estas 
dos sumatorias (área inferior А, y área superior А,) ѕе~ 
aproximan entre si, acercándose por lo tanto a un valor 
único. Este valor único será el área A de la región 
pedida. 
2) GEXERALIZACIÓN : 


El proceso general que se deduce para encontrar el 
área bajo una curva y por encima del eje x, es: 
“particionamos” el intervalo de integración [a;b] en 
subintervalos de la forma: 


a b 
277 = NEU 


Es decir: [xp xil, Пру gl, soer 12, ро x,], los cuales 

pueden tener igual o diferente longitud Ar;=x;- x; 

(longitud de cada base). 

A la mayor de las longitudes Ах,, la llamaremos 

norma de la participación y la simbolización por 

ПІРІ| y se lee “norma de P"). 

Por ejemplo, en el caso (1) se tiene | |Р|-1,еп el (2): 

| P] | =1/2 , en el caso (3), || Р|=1/4. 

> Dentro de cada intervalo [x, „ x;] elegimos un m,, 

de modo que fín) nos dé el valor mínimo de la función 

(altura de los rectángulos inscritos). 

* La suma (inferior) de las áreas de los rectángulos 

inscritos es: А 

Р(т)Ах,+Р(т,)Ахз+..„+ (т, Ax, =), f(m;)hx;, 
= 


a la cual llamaremos suma inferior y simbolizamos 
рог Líf, p). 

Por otro lado, si elegimos un М; en cada intervalo, de 
modo que f(M,) sea el valor máximo de la función 
(altura del rectángulo circunscrito), tendremos que la 
suma(superior) de las áreas de los rectángulos 
circunscritos es: 2 

ГМ ИМ ха f (М „)Ах„= у, РОМА, 

ізі 


a la cual llamaremos suma superior у simbolizamos 
por Uff, p). 


superior de f, correspondientes а 1а 
n P. Se observa que conforme crece п, los 
valores de estas sumas se aproximan a un único valor, 
si éste existe. 

* Área exacta bajo la curva. El área bajo la gráfica de 
la función continua y =f(x), y por encima del eje “х” 
еп el intervalo /a; Б), se calcula mediante: 


в 
БГ: => z 3 6 

А2 Lim (fia, si el límite existe donde 

ТЫ ЕТТЕ 


* Nótese que х; es un punto cualquiera de intervalo 


(еру хи. Esto se debe а que conforme crece el número 
n de subintervalos, se tiene que los valores m, y М, 
donde ocurre el mínimo y el máximo, se Aproximan 
entre si, ya que la longitud Ax, se acerca a 0 (y en 
consecuencia | |P| | se aproxima a cero). 


EJEMPLO 1: 


Calcular el área limitada por la gráfica de la función 
y =x, el eje “х” y las rectas verticales. 


Y х=1,х=8 


у=. 


А22, tenemos que x, necis en И) 


Para i= 1, en (1) se tiene i Pero xa=1, nos 
2 
queda: жізіз- 


Рагаі =2, en (1) se tiene: 
жат РАСЕ +2. 2 
n п) n n 
Para # =3, en (1) tenemos: 
xy = (нах?) +22 
п п] п п 
* Generalizando: 2 
x=1+ix => 
Paso 2: И 
Procedemos a calcular f(x;) 


Eligiendo х, como ху, se tiene х,=1+ї х2 
Luego: siendo Иж) =x, tenemos: 
преље 
п 
* Usando la fórmula dada para el área: 
A=Lim Lim $ fib Lim Хам» Dicta 


>A=. набераи Lim re 
2 


=> А=Ет = =п+— 
- on 


2 [net e Lim Stone lez Lim (2 Terres 
Nótese que en este caso era mucho mejor aplicar la 
geometría elemental que este método de las 


sumatorias. 

Enelsiguiente ejemplo, veremos claramente la utilidad 
del cálculo de áreas mediante integración. 
EJEMPLO 2: 

Calcular el área de la región limitada por la gráfica de 
la función y =x", por el eje “х” y las rectas verticales 
x-l,x-4 Yes М 


Y 


RESOLUCIÓN : 


* Para calcular las bases de los rectángulos, dividimos 
el intervalo de integración [1 ; 4] en п subintervalos 
de igual longitud : 

Ахт =з E 


* Para calcular las alturas de cada rectángulo, 
necesitamos, necesitamos calcular жұ; por ello 
participamos de (1): 


a => x, - x, == de donde x5; yt Zon ( 2) 
n n n 
> : 3 3 
* Haciendo ¿=1, en (2): a меген іден 


* Насіепіоі-2,еп (2): x¿=x,+ ul 


* Haciendo ¿=3, en (2): 
3 


3 
XX 4, H8 x 
* Generalizando, se obtiene : 
сінік? 
== n = 3 
* elegimos x; como x, y nos queda ali, la 
altura será: 
2 
* Como f(x) = x*, entonces г) (2) 
* El área pedida es: 
T г. зү з 
An Lim E, Ll У (145) «2 
ви ыы 
AEn У [estimer аудан) 


3 


RO O 2172] tt Лоза 
E алад, z 


* Obsérvese que en este ejemplo по se puede aplicar la 
geometría elemental para hallar el área pedida, pero 
aún así los cálculos siguen siendo complicados para 
hallar el área. 

EJEMPLO 3: 

Calcular el área limitada por la curva: y=x* y el eje 
"x" en el intervalo: [0 ;1] 

RESOLUCIÓN : Y 


31 
A=1/, fijas |і rar | = А-0? _ al и? 


* A continuación vamos a comprobar el resultado 
mediante límites utilizando la suma de Rimman. 


* Dividimos el intervalo: [0;1] еп “п” subintervalos 
de igual amplitud, por lo tanto, la longitud de cada 
subintervalo es 1/n. Los valores mínimos en сада 
subintervalo son: 


^^ Cj=f(0)=0 


+ Ahora sumamos las áreas de todos los rectángulos 
sombreados: 


rl) 
> 5,=0(L)+ > (5) ғ, (2 = (2) 
> 8,7 (ата, + (n41)? ) 


1 - - - -1 
эз, Lx Dis D_ q ) 


* Si hacemos que: 
п => © obtenemos el área exacta. 


2n? -3n 
Área= lim S,=lim 22 —9n31 
n бп' 


> = Área- ий 


n 6 


А continuación estudiaremos la integral definida de 
ima función f, donde está permitido el considerar que 
f pueda ser negativa en parte o en todo el intervalo 


[a ;b]. esta integral nos ayudará a simplificar los 
laboriosos al hallar áreas. 


1) LA INTEGRAL DEFINIDA : 

DEFINICIÓN : 

La integral definida de f, desde х=а hasta х=Ь, se 
escribe р f(x)dx , y se define como: 


појас ит $ (л) 


* Donde Ге una función continua еп [a;b] у х: esun 
punto cualquiera de [а;6]. 

* Nótese que el cálculo de esta integral $ f(x) sigue 
siendo tan complicado como el cálculo de un área. 


* Pero felizmente existe un teorema que nos aligera 
estos cálculos, ya que relaciona la integral definida 
con la antiderivada. Este teorema es; 


2) REGLA DE BARROW : 


Sea f una función continua en un intervalo cerrado 
[a;b] y sea F(x) = f(x), entonces se cumple: 


[fiie (Б) - F(a) 


OBSERVACIÓN : 

¿Cómo calculamos la integral definida [^ fts)dx?. 

* Primero calculamos una antiderivada de f(x), esto 
es, calculamos І Тајах=Е(х). 


ФА continuación evaluátnos la función F(x) en x-b 
(caleulamos F(b) у еп ж-а (calculamos F(a)), 
Ла diferencia F(b)-F(a). 


се [o [cos -coso|=110- П=1 


[see| АД 111 Enrronmr nrnmos) 


* Antes de continuar con los ejemplos, damos algunos 
teoremas para operar las integrales definidas. E 


3) REGLAS DE OPERACIÓN : 

Tenemos las siguientes propiedades: 
bd 

a) | (а= fe) 

b) f^0dx-0 

e) [^1de-b-a 

а) [7 ах] f(x)dx 

e) f kf )ds-R[" f(x)dx donde ke R 


f) ros gia) ds [бр (x)ax sf" g(xJax 
8) [ [(х)ах=0 

h) Si a<c<b, entonces : 

[ах |е Геје +]? рах 
EJEMPLOS : 

1) Encontrar : [(4(3x—1)dx 


RESOLUCIÓN : 
[i(3x- паж 3xdx =$, as-(5 x *-=) 


b 


[Sur - 4]- [Ser -2]e20-4-15 


2) Encontrar : INE 
RESOLUCIÓN: 
[toes as- [Ae r6 ode [^ хасе]? хйх+ә|* de 
2 з 2 (s 8 
> Гран ы) 2а) (-фыз-ш) 


> онаа (зон) (-8-вј- e 


3 
ж]2 


3) Calcular: [^ (s -50x+senx+2c08x)dx 


RESOLUCIÓN : 


[i 6 воената Sconside- [3 25x7 - өрен телі | ГЕ 
Ву 5 зв(= -ео Teen A -[0-0-cos0+2se70] 
я? 25r? 


4 
4) Demostrar que Ze 34) 6x" (5+4) КЕТ 
el resultado para encontrar: [7 Қаланы с ET 
Observa que x? es la derivada де x”, excepto el facto: 


+3 


([STRIGONOMETRIAS > |887) 


RESOLUCIÓN: 

* Aplicando la regla de la cadena, se tiene: 

DAA) HA eG" з? d) 

* Como la derivada y la antiderivada son procesos 

inversos, se tiene que: B 
[ве о-на аза ах=(х?+4°) |= 
=(52+4)° — (3+4) =129" – 317=15680 

xl 


5) Demostrar que : 4 [ia ~ 
de x 2x 


y 


4 4х 
Fd 


Observa que (x+1) es la derivada (x! 2x), excepto el 
factor. 


RESOLUCIÓN: 
d cd 12_1 Li 2 li 
ae lr tee cenas) o Stage)" Gun 7 


4 жы NH 3 [- 
Ds EET E He|- 


= 4+8 = (2+2 = 424-48 = /3(2/2-1) 
6) Сошо а (зеп2х)=(соз2х)х 2, entonces 
р (сов2х)?йх=зеп?»|зеп(®к )-веп(0)=0 


а 
7) Сото a. 43)" =1(х2+2)° x 2x entonces: 


n 
Jota) зей н) анали reia -21] 
8) Como ЕС (3x*+x)]=[=sen(3x*+x)](6x+1), 
entonces : 
1 
[¡sen(3x*+xX6x+1)dx=- онх?) = 
0 
=- [cos(4) - cos(0)]=- [cos 4 – 1]=1-cos 4 
X) INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE 
LA INTEGRAL DEFIVIDA : 


Los cálculos laboriosos usando sumatorias, para 
calcular el área de una región plana, pueden ser 
reducidos en forma asombrosa al cálculo de una 
integral definida, como veremos a continuación: 


DEFINICIÓN : 


Sea funa función no negativa (/(ж) > 0) e integrable 
sobre el intervalo [a;b]. La integral defenida 
Е f(x)dx ве interpreta como el valor numérico debajo 
de la gráfica de f desde х=а hasta x=b 


obsérvese que si f(x) es no positiva para todo 

x є [a;b](f(x) < 0), entonces la interpretación queda: 
AcÁrea- - [> f(x)dx 

EJEMPLO 1 : 


Calcular el área de la región limitada por la gráfica de 
la función y2x* porelejex у las rectas verticales 
х=1,х=4. 
RESOLUCIÓN : 

y уда 
* Este problema fue resuelto 
anteriormente usando sumatorias y 
se simplifica enormemente al aplicar 
la interpretación anterior. 


* Como fíx)=x* > 0, se tiene: 


3 
a ВЫ -E] 


=3(63)=21u* 


EJEMPLO 2: 


Calcular el área de la región limitada por la gráfica de 
la función y =-2°, por el eje “х” y las rectas verticales 
x=-2, х=0 

RESOLUCIÓN: 

+ Como f(x)=-x* > 0, para x e [-2;0] , se tiene: 


=- [o - (-2]-9u* 


=-2%+1, por el eje x y las rectas verticales ; 


ЊЕ el Ard de la región limitada por la gráfica de 
‚ х=4. 


2 2 xdi 
RESOLUCIÓN: 


NS 
# Сото f()=-x%+1<0 рата хє[1;4], tenemos, 
según la observación, que: 


* Área=A=- | fíajde=- [(- х°+1)4х 


4 


>» А=[ хах - fas (1s - =) Ё 
ее (ди Се 


ÁREAS DE REGIONES PLANAS 


A continuación desarrollamos el cálculo de áreas 
usando la integral definida, la cual como ya sabemos, 
simplifica enormemente el cálculo, Estudiaremos el 
caso del área bajo la curva y el área de la región limitada 
por dos curvas. 

EJEMPLOS : о 


@ Calcular сада һа де las siguientes áreas 

empleando el а у, si es posible, comprueba el 

resultado jim ndo alguna fórmula де ја 
tal. 


а) En esta figura, la función 
es y Йж)-4; el área está 
comprendida entre х=1; 
х=3, por tanto: 


қ 3 
А=|" 4dx-4(x) | =4(3 -1)=8u* 
й 172,42. 1 


región ев un rectángulo de base 2 y altui 3 
@теа=2х4=8 mq 
b) Aquí, los límites de 
integración son х=0 ; xz3 
la f(x) =х+1, entonces: 


fíx)= 4 


з х? Wy 9 15 2 
А=|, (eae See] 2313-0 u 


* Por geometría elemental se trata de un trapecio, 
cuyas bases miden 1 у 4 у su altura 3. 


1 
a- (53 z" 


c) en la figura f(x)=4x-x" está 
comprendida entre 0 y 4: 


X 


A=f/ (4 - ar 2x ie -а- 0-32, 2 
Este último resultado ya по ве puede comprobar por 
geometría elemental. 

* Ya hemos dicho que cada área debe ser un número 
positivo; así estos primeros ejemplos muestran 
regiones por encima del eje de las х para que las 
integrales definidas sean positivas. Cuando la gráfica 
de y=f(x) está por debajo del eje "x", entonces a 
үр f(x)dx es un número negativo y por tanto no podrá 
ser un área; sin embargo, es el inverso aditivo del área 
de la región limitada por y=f (x); х=а ; х=Ь. 
EJEMPLOS : 


(93) Encontrar el área de la región limitada por y=x*- 
2x-3; por el eje de las x: por 1; porx=3. + 
RESOLUCIÓN: 


En la figura se encuentra un esbozo de сиса ¡se 
observa que la región está рог debajo del eje delas 
x; a partir de ello entonces hallamos el área, 
expresando la integral definida y anteponiéndole un 
signo negativo, justamente para hacerla positiva. | 


пе 
a Ш] 
@ Calcular el área de la región limitada por el eje 


“x” las rectas verticales х=1; х=8 y la gráfica de la 
función f, donde: 


fo 


з) 


х-1 :х56 
-x!-12x-81 ;х>6 
RESOLUCIÓN : 


Mie aet 126281 


* Se observa que el área total es : А-А, A, 
* Pero: 
Aj; fis)dx- [7 (= = dx 


ее 
* También: 
А, = Falx)dx=f B ( - x*«12x - 31)dx 


=[(-1 9+6 == 
> Ay ( 3% +6x* – 31x 3 
* Finalmente: 
.25,22 119 
А-А, +A) = E RIS u* 
* El caso más general se presenta cuando el área está 


definida entre dos curvas, que representan a dos 
funciones f y g, una de ellas ubicadas por encima de la 
otra. El cálculo se realiza aplicando este teorema: 
TEOREMA : 

Si f y 6 son continuas en /а; b], tales que 
Vx e [a; b] ; f(x) > g(x), entonces el área de la región 
limitada por las gráficas de f' y g y las líneas verticales 
х=а y x=b está dada por: 


la figura muestra la región comprendida entre las 
curvas f y. gen el intervalo Га; b]. 

© Calcular el área de la región limitada рог y-x* , 
узе. 

RESOLUCIÓN : 2 


2% Encontramos el punto de intersección de ambas 
àp” curvas: (1;1) y (0;0). 


* Aplicamos el teorema anterior: 


63) Calcular el área de la región limitada por las curvas 
ула, у=/х. 
RESOLUCIÓN : 


* Encontramos el punto de intersección de ambas 
curvas: (0; 0) y (1; 1). 


EDITORIAL RUBIVOS 


* Donde: 
У.=я([(х))? dx ; representa el volumen: ga cilindro 
de radio f(x) y altura dx. 7 
КЕ 
f(x) 
А=[ [fi)- gi)]ds-[; (ЈЕ – х* јах EJEMPLO 1: 
=> 4=(2= з? _1 те) H E а Halle el volumen del sólido que se genera por la 
3 2,833 rotación de la región limitada рог Ја curva: y=/x y el 


VOLUMEN DE UN SÓLIDO DE REVOLUCIÓN © “х” en el intervalo: [2;4] 


Sea f una función continua en [а; b], “5” el sólido de 
revolución obtenido por la revolución alrededor del eje 
“х” de la región limitada por la gráfica de “f” y el eje 
"x" en el intervalo:/a;b] entonces el volumen es: 


EJEMPLO 2: 


Hallar el volumen del sólido generado por la rotación 
respecto al eje “х”, de la región plana limitada por la 


gráfica de la función y =" y рог la sección del plano 
al que pertenece la recta х=2. 


RESOLUCIÓN : 
* El sólido se forma por un conjunto infinito de 


cilindros cuyos radios es “у” , el espesor Ax. арак 
consiguiente cada cilindro tiene por volumen жу”Ах 


* El volumen total del sólido es: 
Var |; &* Pax > У=[ я? Pax=r |, s*dx 
* La integral de una constante por una función es la 
constante por la integral de la función. 
2 
> Vesp? х*ах=п ES ў E 
LONGITUD DE ARCO 


La longitud de un arco utilizando el cálculo integral. 
La longitud del arco de la figura de y=f(x), entre х=а 
y x=b, se calcula por la fórmula. 


EJEMPLO: 2 


Hallar la longitud del arco de la curva 8y=x* E 
desde х=1 hasta х=2. 


RESOLUCIÓN: 


* Como: 

тај [mej = 1 Laji mel Қ-н ye 
en] ih 

а), O E 
(PROBUEMASARESUELTOS 
PROBLEMA 1: 


Calcular; А = сов’ хах 
RESOLUCIÓN: 


A-[ сов? xdx-[ соз? x.cosxdx 
> A- [ a-sen*x).d(senx) 


3 
sen"x 
> А=зепх – 


+e 
PROBLEMA 2: 
Calcular: в=| зеп?совхах 
RESOLUCIÓN: 

B= || зеп*совх.4х=| sen? xd(senx) 


3 
sen?x 
=> В= 


+e 


PROBLEMA 3: 
Calcular: С=[сов?хах 


RESOLUCIÓN: 

С=[соз?хах= pez de 

29 с=з[ [ax [ров] = + ыы 
PROBLEMA 4: 
Calcular : 


рај сов? x.sen*xdx 


PROBLEMA 8; ° 


INTEGRALES TRIGONOMETRICOS A  C|S872| — 7 EDITORIAL вгтхоѕ) 


EI cos* x. (1— сов? x)? .( – d(coax)) 
y >D=|c08*(1- — 2008" x+c08x)d(cosx) 
> D=f (сов? х – соз*х +сов®х)а(совх) 


25 24%» i 2соз°х | 224155 
3 5 7 
PROBLEMA 5: 
cosx 
i 
RESOLUCIÓN: 
<р созхах г 4(вепх) _ 
Бај 2+senx І 2+senx | 
> Ej AA Sens) Ln(2+senx)+e 
+senx 
PROBLEMA 6: 
Calcular: Е =] cos’ xsenxdx 
RESOLUCIÓN: 


Hacemos и=созх соп lo cual du=-senxdx. Si 
sustituimos estos valores en la integral, tenemos: 


4 
3 DNE 
= = == HC 
Е: соғ xsenxdx: fu du: 7 + 
Al volver а la variable original: 
Иву: 
| еоз"хвепхах = = E 

PROBLEMA 7: 
Calcular las siguientes integrales 


+с 


А) pum с) ics XT 
B) f[a--tgx)* - зи D) m 
RESOLUCIÓN: ^. 
ae = secre 
*В=[(1+?х+: Уйх=|(1+ш°х)а< 


Ew 
acc —eos* x 


Қалық я Јени 


Determinar el area bajo a шта de yosenz 5 yel je 
“ж” en el intervalo [0;2x] . 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando: y=senx ; x e [0;2я] 


у = senx 


* El área pedida es la suma de las áreas de A y B. 


* 
> А=-1-(-1)=2 
о 


El área de В está totalmente por debajo del eje “х”, 
por lo tanto al evaluar la integral definida en [1;2x] 
se obtendrá un número negativo, entonces el área para 
B se tomará con valor absoluto, 


А=|" зепхах=- cos x 


2x 


B= o 2rsenxdx|= (Ecos х) 


> B=|-1-(1)|=|-21=2 
* El área pedida es: 
(2+2)u*=4u* 
PROBLEMA 9: 


Expresar el área de la región rayada con la integral 
correspondiente: 


di 


RESOLUCIÓN : 


El área correspondiente está limitada рог la función 
у=соз x con valores positivos en el intervalo ES 2] 


y con valores negativos en el intervalo (5 э? іш ), por 

consiguiente tiene como expresión la integral. 
[л sonas [7 const 

PROBLEMA 9: 

Calcular : f arcsenxdx 

RESOLUCIÓN: 

* Hacemos 


u-arcsenx ; dv=dx 


dx 


du= ; 
а 


[aresenxdx- [udv-uv -|раи 


тхағсвепх — Асе SÉ (1) 


v=x 


= -и+с=- ica +e 
* Reemplazamos en (I): 
Jaresenxdx-xaresenx- Via? +e 
PROBLEMA 10: 
Calcular: Е=| зеп? 4xdx 
RESOLUCIÓN: 


Observemos que el exponente de la función es impar, 
entonces a la integral escribiremos así: 


Е=| sen? 4xdx=/ зеп? 4x.sendxdx-(( 1- cos? 4x)sendxdx 


cosdx | cos" 4x 
E 12 


=> Ec [ senáxdx – | sen” 4x.sen4xdx- — жс 
PROBLEMA 11: 

Calcular: Fej tg? 4xdx 

RESOLUCIÓN: 


Observamos que el exponente de la función es par, 
entonces de acuerdo al criterio establecido expresamos: 


[ахах] (вес!4ж — ах E= xto 


PROBLEMA 12 : 
Calcular: G-[ соз? х.зеп*хах 


RESOLUCIÓN : 


Como uno de los exponentes es impar, entonces a la 
integral dada escribiremos así: 


feos? живет хі], оов? sen x. cos xxl- (1— ser? x )sen*x cos xxl 
4 3 1 1 

=> Gf sen osa [ser асовміс- oer ¡pio 

PROBLEMA 18: 

Calcular: H=| sen" x.cos* хіх 

RESOLUCIÓN: 


Como uno de los exponentes es impar, entonces a la 
integral dada escribiremos así: 


рехав? рен сов? вета f 1-жтёл) авхзепиф 
=эН=|-2он? оноов) cof merce 
=> H= |cos*xsenxdx—2 feos xsenxdx+ (сов”хвеплхік 


PROBLEMA 14: 
Calcular: Г =f sen*x.cos* хіх 


RESOLUCIÓN : 
* Como los dos exponentes son pares, entonces se usan 
las identidades: 


1-сов2х | cos? x. 150002 

2 : 2 

[mm [енен 
2 2 


7475 [(1—сог" 2)" (1- con 2x) deo | эеп°2ж(1- cos 2x)dx 


вет? x= 


~ [еп 2xdx – | sen” 25.cos2was] 


1 ¿1-cos4: P 2х 
= | сөк. |. 


PROBLEMA 15: 

Calcular: J: =] сов“ 2хах 

RESOLUCIÓN: 

Observamos que el exponente de la función es par, 
entonces usaremos la identidad : cos? ан ЊЕ 5 
por lo tanto: © 


Calcular: K- сов? x.sen? хіх 
RESOLUCIÓN : 


Observamos que los exponentes son impares, entonces 
ala integral dada expresamos así: 


[соў xs act ою хеп? епа] сов? cons) serie 


PROBLEMA 17: 

Calcular: М=/ sen2x.sen9xdx 

RESOLUCIÓN : 

Como: sen2x.sen9x= 2 (0087: - cos 11x), reemplazando en 
la integral: 


= Maf павелі (eos сов Пеја (287 еа) 
PROBLEMA 18 : 

Calcular: N=|senx.sen2x.senSrdx 
RESOLUCIÓN : 

* Como: 

волт (costeo), entonces 


trends sende оз ( serix сов х+вепхоовбх) 


(зета sentiers senáx) 
Ж»? y 
—— 
== +9001: cos bx 
us Dg my 
dada escribiremos así: 
| вес"дад. 


"Ta eo) ao 


вепа= 89. АЕ - 
100 =2вепа Е 
RAY] 
cosqu 00 1g*0-2cosa 


2 
> 4 - tg*0-4cos?a 


* Ahora hacemos la sustitución en la integral: 


2cosada 
Г ao)" cos а Зона = баг Dai 


PROBLEMA 20: 


Una particula que parte del reposo se mueve a lo largo 
deuna recta de manera que su velocidad en el instante 
t es 2 sen # +38. Determinar su posición en el instante 
іл. 

RESOLUCIÓN : 


Sea x(£)=posición de la partícula en el instante £, 
medida a partir del punto inicial; entonces 
x(t) =velocidad en el instante £. 


* Por lo tanto, como la partícula parte del reposo 
x(0)=0 
x'(t) -2sent 3E 
= [+'(t)dt=|(2sent+31* at 
> fax=[d(1 - 2cos:) ; 
=> лх=Ё – 2 созі+с => x(t) = – 2 сові+с 


хтх(4) 


* Con la condición inicial hallamos el valor de с 
0=х(0)=-2+С > С-2 
* La posición de la partícula en cualquier instante # 
ES x(t)-i? – 2 сов1+2 
y en el instante #=>=: 
x(x)9x* 4 
PROBLEMA 21: 


Para una campaña publicitaria se desea hacer la 
cisterna de un camión para transportar yogurt de una 
forma muy especial. Un ingeniero acepta el reto de 
resolverles el problema, el se da cuenta que las paredes 
de la cisterna, están generadas por un sólido de 
revolución obtenido al girar un arco de у=вепх 
alrededor del eje “х” ¿qué volumen | 
transportar el camión?. 


RESOLUCIÓN : 


у=[ sen”. 1 uj MIX 
о o 2 de 
я 2 
V=% Ed EN EE AM 
=> НЕ 2 ||, зія 0] 7" 


PROBLEMA 22: 

Hallar el área “A” de la región encerrada por las curvas 
y=senx ‚у =созх entre x=0 y x= x 
RESOLUCIÓN : 


Sobre /0; я], senx=c08x >x= x/4 que corresponde a 
la abscisa del punto de intersección de ambas curvas, 


* Aquí es necesario dividir la región involucrada en 
dos partes de áreas А, y А, respectivamente, donde 


Асов х —senxkdx , pues c,(x)=c08x — senx > 0 


sobre[0; x / 4], 


= Ај =(вепх+ cos х) 


x14 
242-1 
0 


А-Г Isenx — cos x Их , pues c, ( x )=зепх – cos x > 0 
sobre[x / 4: x], 


ж 


4 
=1+\/2 


0 
*Porlo tanto; А-А, +А,=2\/2 


= Аз=( - cos x — вепх) 


PROBLEMA 23 : 

А un ingeniero se le encarga construir en un terreno 

que tiene la forma de la siguiente región en el plano, 

el cual esta limitado por las curvas y: ey=x+1, 

medido en decámetros ¿Cuál será el área techada por 

el primer piso si se quiere dejar un tercio del total del 

terreno para jardines?. 

RESOLUCIÓN : 

* Para graficar la parábola, hallamos el vértice. 
у-3 = -х* > V(0;3) 

* Ahora calculamos los puntos de intersección. 


el área techada es: 


== 2 2.4 
5 (2-5) 3] 
* Luego transformando en metros tenemos: 

A, = 3(10)* = 300m* 
PROBLEMA 24: 
La región que queda debajo de у=1+зепх, sobre el 

q j y 

eje “х” entre х=0 y x=2 ж rota alrededor del eje “y” 
(х=0). Calcualr el volumen del sólido generado. 


RESOLUCIÓN : 


& 
5 Желе)” ж(Ізгепх)дх 


8 О ыы. xcosx] 


2” 
= Уг4а (л-1) 
0 


PROBLEMA 25: 


Hallar el área, “A” de la figura limitada por la curva 
y=sentx+cos*x y por el segmento del eje “x”que une 
dos puntos sucesivos de la intersección de la curva con 
el eje “х”. 

RESOLUCIÓN: 


* Sumando gráficamente у=вепх у  y-cos?x 
obtenemos la gráfica de la curva. 


y=sen?x+cos*x 
* Puntos de intersección con el eje “х”: 
sentx+cos*x=0 
=> зепх=-созх 
> х=3л/4 ‚ж=7л/4 


А C)y'=2x E) y'2secxtanx 
B) узе“ `р)у=вес*х Е) у=3х° – 2х 
п ipleta el siguiente cuadro con las derivadas de 
siones trigonométricas estudiadas en la 


(03) Completa el siguiente cuadro con la antiderivada 
delas siguientes funciones trigonométricas. Recuerda 
que las antiderivadas se escriben agregando la función 
constante, cuya derivada es cero. 


ANTIDERIVADA 


Е(х)=зеп x+C 


(63) Calcula la antiderivada de las siguientes funciones: 


A) fíx)=3senx В) f(x)=- fees 


D) Их) = - 2secxtanx 
Е) f(x)-22senxcosx 


С) f(x) sese? x 
E) f(x) = — 4cosx 
(03) Analiza las siguientes afirmaciones y determina 
si son correctas o incorrectas. En caso de ser 
incorrectas, explica el por qué y escríbela 
correctamente: 

A) La integral de la función (ж) =веп x, respecto a x, - 
se nota senf хах. 


В) La notación d Я Lees corresponde a la integral de 
la función у=х”. 

C) La integral de la función y=e* se simboliza por І er. 
D) La integral de f(x) =tanx se simboliza por 
ftanxdx. 

E) La notación [х+с corresponde а la integral de la 
función f(x)=dx. La expresión | f(x)dx-F(x)*C 


significa que la derivada de la función F(x) 4 C es f(x) 
o que la antiderivada de f(x) es F(x)+C. 
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(99) Calcula las siguientes integrales: 
А) | (2совх+Звепх)4х  B)/(senx+x)dx C)f| (cosx+5)ax 


соғ ы 


ЫЛ 
F) (Perm G) [2e*dx 
H) | вепх+3вес" хјах DÍ (esexcotx+esc? хјах 


dt E) [ (secxtanx+sec*x)dx 


(92) Transforma la integral dada en una integral 
inmediata. Para lograrlo debes hacer un cambio de 
variable tal como se te indica en cada caso: 


A) [2 tanxsecxdx llama и=зесх 


B) dx llama и=1+зепх 


с) [9cos(9x--4)dx Паша u=9x+4 
D) [(sen3x)* Зсов3хах llama u=sen3x 
E) [tanxdx 
Escribe fanx - 2 y llama и=созх 

cosx 
F) [tan*(2x)* sec? (2x)dx llama u=tan2x 
G) DEM llama и=х2 


H) Ез 7 dx llama и=1- 2x? 


69 Еп cada una de las expresiones a integrar: 


* Identifica las funciones que intervienen. 


* Determina en cada caso, la función primitiva y 
aquella que pueden cumplir el papel de derivada. 


* Derivada la función compuesta. 

* Compara esta derivada con la otra función. 

* Escribe el cambio de variable apropiado. 

* Expresa la función a integrar en términos de la nueva 
variable. 

* Encuentra el valor de la integral si la consideras 
inmediata. 

A) (ете "Мах В) | 2a™Lnadr C) | Зевс? 3d 


ке B үле ДРЕ 25 


opem nt хае 1) [3senstansedx 


" је 


(69 Calcula por el método de sustitución: 
A) [фап2хйх Ba а о) |кебеік 
ж 
D) |е” de E) [8**tanxscexde 
д? 
7 жох 4 
F) (tan? Зузос Зиду G) [Зхе* dxH) pss dx 
D [ее "= Наке ә) [аах 
(£9) Aplica la integración por partes en cada uno de 
estos ejercicios: 
A) | хвепхах Е) | JxLnxdx В)|хе“ах ©) [x*e*dx 
с) [Тляах — H)[e*senxidx D) | хвепзхах 
1) | хЗвепхах E) | Ln3xdx +) fx(x+1*dx 


(13) Indica las verdad o falsedad de las siguientes 
proposiciones: 


А) | f=jdx=0 в) |р падах [2 [(х)ах 


C) fj пеоах= | годах [ педа 


(13) Indica la verdad o falsedad de las siguientes 
afirmaciones: 


А)[!ах=ь-а В)[’ехакнеф-а) С)[10ах=с 


(135 Si f(x) > 0, entonces Г пејах >0 para x e [a;b]. 
¿Es verdadero o falso lo afirmado?. 
(3 fix)» g(x)20 para xe/ajb], 
ІНГІ) - gíx)]dx > 0. ¿es verdadero o falso? 
(13) Calcula las integrales: 
2 4 
А) | (x*+4Jdx В) [вах 
61 
D) |, ¿de 
(£9) Calcula el área de la región limitada por las curvas 
y=x*, у=4х. 
(£2) Calcula el área de la región limitada por las curvas 
y x ,у=- ЈЕ. 
(£3) Calcula el área de la región limitada por las 
parábolas yzx* , х=-у*. 
(£3) Halla el área de la región limitada por las curvas 


y=senx ‚у -совх ,donde «є[-®;о] 


entonces 


с) [¿(x*+2x+3)dx 
E) f; e*dx 


MAINTEGHALES TRIGONOMETRICOS ^ 


€) Нађа el área de la región limitada por las curvas 
у=х*+4х ‚ y=0 


€» Si d área de la región limitada por x—0, х=а, 

ју] 21x] es 81 em; halla “a”. 

ЕЭ Encuentra el área cerrada por x*--y*—4 y la recta 
=/3x 

€3) Halla el área limitada por y=2*, у=3* y la recta 

que une los puntos (3;27) y (532). 

ЕЗ Halla el volumen de cada sólido, con las 

características indicadas: 

A)Limitado por la gráfica de у=\/х y al plano elque 

pertenece la recta x=5. 

B)Limitada por la gráfica de у=4-х?, gira respecto a x 

C) Limitada por la gráfica de y=x*-4, gira respecto a x 


D) Limitada por la gráfica de y =2x, gira respecto a 
“x” lo limita el plano al cual pertenece la recta х=4. 


@ Evalúe la integral 3... S665 ar 
= Vsee x + све x 
я я 2я x 2x 
4% вз с) 2% ЕЈ 


х? y 
e Halle la longitud de la elipse E ж > =1 
siendo e=4a ; e : excentricidad; x = a sen . 
су? JT+esenódo 
4а]"'* J1-Asentodo Е)46]"' 1-е? сов? 649 
0 


zab xab 
НЕЕ 


6Э Dada ја función: f definida con regla de 

correspondencia f(x) геп? 2x , determine el valor 
E њу У 

dejá бедах. ЕА 


8 1 
жз 


16 


8 


с LA 
7 15 


1 4 
B D) E 


© Siendo y el volumen del sólido R limitada 


superiormente рог 2 = 1-х? — y? e inferiormente por 
el plano z=1-y , calcule seny. 


Е lola daa olaa 
11 NT 
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OBJETIVOS : 


* El tema busca fundamentalmente introducir al 
estudiante en una nueva visión de la Geometría a 
través del manejo del concepto de vector libre y de las 
operaciones que se definen en torno a él, con el fin de 
capacitarlo para enfrentar problemas de la física, el 
cálculo y otras disciplinas en una forma más sencilla 
que la aportada por la Geometría Euclidiana. 


* Identificar y establecer la relación existente entre el 
Algebra y la Geometría como consecuencia de la 
asociación de ecuaciones y figuras geométricas. 


* En el mismo sentido; se refuerza en forma 
permanente la determinación de diferentes lugares 
geométricos; no reduciendo su planteamiento 
únicamente al aspecto vectorial sino haciendo énfasis 
en el desarrollo cartesiano y su correspondiente estudio 
analítico. 


* Finalmente se presenta un estudio detallado de las 
cónicas en forma cartesiana. 


INTRODUCCIÓN : 


Vector, en matemáticas, cantidad que tiene magnitud, 
dirección y sentido al mismo tiempo. Por ejemplo, si 
una cantidad ordinaria, o escalar, puede ser una 
distancia de 6 km, una cantidad vectorial sería decir 6 
km norte. Los vectores se representan normalmente 
como segmentos rectilíneos orientados, como B en el 
diagrama que se muestra a continuación; el punto O 
es el origen o punto de aplicación del vector y B su 
extremo. La longitud del segmento es la medida o 
módulo de la cantidad vectorial, y su dirección es la 
misma que la del vector. 


El vector, se usa desde hace bastante. La idea analítica del 
vector surgió con la geometría analítica (naturalmente). Es 
decir, una vez establecido el asunto cartesiano (Descartes 
combinó la geometría y el álgebra), se empezaron a usar los 
vectores como representaciones. Pero desde el punto de vista 
fisico existía una necesidad (también dentro de la geometría 
рига), Un vector es una simple n-upla? . 

En las matemáticas de nuestros días, un vector es considerado 
como un conjunto ordenado de cantidades con determinndas 
reglas para su utilización. El análisis vectorial (es decir, el 
álgebra, la geometría y el cálculo de cantidades vectoriales) 
aparece en las matemáticas aplicadas en todos los campos de 
а с 


El sistema de ejes coordenadas está definido сото el 
producto cartesiano de Rx д , mediante el cual ве 
identifica a el conjunto de pares ordenados de números 
reales o puntos así: 


RxR=((x;y)/x e Raye R) 
Donde la igualdad de pares ordenados está dado por: 
(ижа )(®з;Х4) > x, y Xg7x, 

Entonces a los elementos de gx g se denomina puntos 
que se denotan рог: a=(a,; a5). 
Las operaciones a realizar son: 
Suma: Dados los puntos a=(a,; a5) y b=(b,; ba); se 
define la suma а+ђ como el par ordenado de 
componentes a,+b, y az+ b, así: 

а= (а); аҙ) 

b-(b,; by) 

> 


MULTIPLICACIÓN DE UN PUNTO POR UN 
ESCALAR 


Dadoel punto a=(a,; аҙ) y r e R,se define el producto 
de ra como el par ordenado cuyas componentes son 
ra, у га». 

Así:a-(a,;a,)yre R 


Luego : ra=r(a,; аз) 


> 
ESPACIO VECTORIAL BIDIMENSIONAL 
REAL (к?) 
Un conjunto g de elementos а; 5; с; ...ве denomina 
espacio vectorial bidimensional real (д2), si para 
cualquier par de elementos a у 5 está definido la suma 
a + y la multiplicación de ra donde г es un escalar. 


Entonces a los elementos del espacio vectorial se 
denominan vectores. Sean los vectores: 
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a(a,; аз), b=(b,; bz), с=(с,; 62) y ғ, k números 
reales, luego se cumple los siguientes axiomas. . 
1) g4b e к? (ley de clausura) 


2) a+b=b+a (ley conmutativa) 
3) (а+5)+с=а+(6+с) (ley asociativa) 
4) Existe un único elemento 0=(0;0) e R? denominado 


origen o elemento cero tal que а+д=а ,а dicho 
elemento se denomina vector nulo. 


5) Para cada vector a=(a,; аз) existe un único vector 
denotado por (-а) en g? tal que : a+(-aj=0 
Luego : -а-(-а,;-аҙ)ве denomina el opuesto de а 
o el inverso aditivo del vector а. 
6) уха с к? (ley de clausura) 
7) (r+k)Ja=ra+ka 
8) k(a+b)=ka+kb 
9) r(ka)-(rk)a 
Para la resta de dos vectores a а y Бе R7 , sedefinela 
siguiente operación: 
а-(а, аз) 
b-(b,; bz) 


> 
VECTOR: 


La representación geométrica del vector a es mediante 
una flecha o segmento dirigido, el siguiente gráfico 
nos ilustra dicha representación. 

Y 


B X Línea de acción 
А ^ 
х 


El segmento dirigido АВ o flecha representa al vector 
a, donde А es el punto inicial o extremo inicial у В es 
el punto final o extremo final, su notación 
correspondiente es: 
AB: se lee vector AB o segmento dirigido que va de A 
hacia B. 
Luego : 

АВ-а-> operación lineal con vectores. 


i RECUERDE! 
* Sea : а=(а, ;аз)ѕе lee vector a cuyas componentes 
son a, y Ay. 


* Sea : Р(хо: yo): se lee punto P de coordenadas x, y Y, 
Es frecuente asociar la palabra vector en el campo de 
las matemáticas, física. mecánica y otras ciencias. Esto 
es cuando se refiere a las magnitudes vectoriales, así 
tenemos por ejemplo la velocidad, la aceleración, la 
intensidad del campo electromagnético, etc. además 
de sus valores numéricos estos tienen una dirección y 
un módulo, se representan mediante un vector o 
segmento dirigido. 


REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DE UN 
VECTOR EN к? 


Geométricamente un vector а=(а) га; Јеп ges 
representado mediante un segmento dirigido o une 
flecha. Cada vector a=(a, ;а,) tiene un número 
infinito de representaciones geométricas en р? , todos 
ellos son paralelos entre si, tienen igual módulo y 
dirección. 


Notación: 
P,P, : vector PP, 


а: vector а 
a-P;P, > a-P, - P, 
donde: 


Ро: punto inicial o extremo inicial 

P, : punto final o extremo final 
a=(a, ;2,) ве lee vector а cuyas componentes son а, 
уа, 
donde: 
а}: se denomina primera componente y es desplazado 
paralelamente al eje X. 


а,: se denomina segunda componente y es desplazado 
paralelamente al eje Y. 


RADIO VECTOR : 


Es aquel vector cuyo punto inicial es el origen de 
coordenadas. 


En la figura A 
ОБ: radio vector (vector posición) 
MÓDULO O MAGNITUD DE UN VECTOR 


Para cada vector a=(a, ја; ) e R*existe un escalar 
número real denominado módulo, magnitud, norma o 
longitud de dicho vector. 


a dénotado por lal 


LA ENCICLOPEDIA 2012 
Analizando las componentes del vector а, se observa 
dos elementos muy importantes los cuales son el 


módulo la| y 4. Donde а es medido en sentido 
antihorario a partir del eje el cual indica la dirección 
del vector. 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA SUMA 
DE VECTORES 


Sean: a=(a, ;а„) y 5=(Ь, 52), luego el vactor suma 
a+b = (а ;5;) + (8,752) 


= |a 4 b = (а; +5); аҙ%5,) 


es: 


En la figura: 
Es. P,MP, : aplicando el teorema de Pitágoras 


(ау =a} +a? = jai af vai 
DIRECCIÓN DE UN VECTOR : 


А cada vector no nulo а= (a, ға), le corresponde una 
dirección. dada por la medida del ángulo que forma el 
vector con el eje X. 


Así: 


Dado el vector: a (a, ға) 
Del gráfico: 
a,7|a|cosa, az=|a|sena 
Luego: E. 
а=(|ајсова; |g| sena) 


а (сова; sena) 


En el gráfico : 
a--b- (aras); (brtba) 
a+b: se denomina resultante 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA 
MULTIPLICACIÓN DE UN ESCALAR CON 
UN VECTOR 


Dado un número real r (escalar) y un vector 


a: (a; а») ве tiene: 


donde ra: se lee г veces el vector а y ға: tienen igual 
dirección que а. 


У < 0 
Р те i 
=! d 
1 
% | aa 


todo vector a=(a, ја,) tiene su Inverso aditivo 


Y 


denotado рог -a=(- a, ;- a5), denominado también 


el opuesto del vector g y ambos tienen igual módulo у 
dirección. 
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X 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA 
RESTA DE VECTOR 


Sean los vectores а-(а, а») y b-(b, 355), se define 
la resta а –Б=а+( - 5) 


es decir : à—5-(aj;2,)*( -b; -b;) 


Luego : |a –Б=(а, —b,; а, - ba) 


Y 


En la figura : a=(a, ;a5) y Б=(Ь, #52) luego: 


la - b (a, — b,; а, — b; ) 


MÉTODOS PARA SUMAR DOS , TRES 
© MÁS VECTORES MÉTODO DEL 
TRIÁNGULO 


Sean los vectores: а y b 


> y 


Para obtener la suma de a y 5 se realiza una traslación 
respecto a su posición inicial, es decir se realiza un 
desplazamiento paralelo a su posición Inicial. 
PROCEDIMIENTO : 

Se traslada el vector а; luego por su extremo final ве 
traslada al vector 5, entonces el vector cuyo extremo 
inicial es el extremo inicial del valor а y su extremo 


final es el extremo final del vector Ё es otro vector € 


[sss| | 7 rnrromrar nnrsos) 


que representa al vector a+b, así tenemos en la 
siguiente figura: 


En la figura : [=а+8] 
MÉTODO DEL POLÍGONO : 


Este método consiste en la aplicación sucesiva del 
método del triángulo. 


Sean los vectores a, б, с, а. 


En la figura: 


MÉTODO DEL PARALELOGRAMO : 
Sean los vectores a y 5 


VECTORES PARALELOS : 


Dos vectores ау Б no nulos, son paralelos o 
proporcionales si y solo si uno de los vectores es k veces 
el otro vector, donde k es un escalar. 


Así: albo a=kbob=ra,reR 

En la figura: 5 с a=kb,h>0 

eb с=вб, в<0 

* El vector nulo es paralelo a todo vector 
01158 <>0=0.56,(0 ЕК) 
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* Todo vector es paralelo а sí mismo. 
Б/Б <> b=1xb 
VECTOR UNITARIO : 


Dado un vector = (д1 Из), se denomina vector 
unitario, aquel vector cuyo módulo es uno, se denota: 


[№ =1. Así И=( ри; Из) : vector unitario 


Luego: 
[ети =1 


VECTOR UNITARIO QUE TIENE LA 
DIRECCIÓN DE UN VECTOR 


Dado el vector а= (ага), a+0 yel vector unitario 
и que tiene la dirección del vector acomo a y д tiene 
igual dirección entonces dichos vectores son paralelos. 


Y 
3 
alla <> а= |ајхи 


(i us 


En la figura 


$ 


VECTORES UNITARIOS QUE TIENE IGUAL 
DIRECCIÓN QUE LOS SEMIJEES 


POSITIVOS X - Y 
Los vectores unitarios que tienen igual dirección que 
los semiejes positivos X e Y se representan por фу ). 


Del gráfico : 


і-(1:0), j=(0:1) 
Sea OP un radio vector de componentes a, уа,, luego: 


A 3018 


P = (аи; а) 


Та 


Del gráfico : АС Y 

OP -а;і+а,і 
PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 
Dados los vectores а=(а га) y b=(b, Љу), el 


producto escalar о interno де а y 5 se denota por axb 
y se define por : 


axb=(a,; аз) х(6,; bg) 


VECTORES ORTOGONALES : 
En el espacio vectorial dos vectores son ortogonales si 
sus respectivas líneas de acción son perpendiculares. 


Linea de -: 
acción : 


En la figura se muestran dos vectores а yb cuyas 
líneas de acción son perpendiculares, mediante una 


traslación los vectores a y b son ortogonales en P y se 
denota por а 16, Así: 


mi 


5 
Siendo: a=(a,;a,) y 6=(6,;6.) 
Luego : 


Suma:  а+б=(а/+ b,;a3+by) 


> [2+ Бе (а + 5)“ (а, +5,)“ 


Resta : a -b-(a,- b,;a7-by) 
> la - Bl- (a, - b,)*-- (a, - b, )* 


En el rectángulo sus diagonales tienen igual longitud 
,entonces: 


las&-|a - 8l» lae 8l -la - Bl =0 
Luego: 


(аү+Ь, (a5 b, )* — (a, — b,)* – (as —b,)* 0 
= 4ajb, * 4asb, = 0 


= а, фазб, = 0. (1) y En el АРОМ : Por Ley de Cosenos 
Por definición del producto escalar. la -&l - laf +5 -2lallólcoso 
axb-a,b,*a,b,....(2) Despejando Cos 0: 


Luego: de (1) y (2): ШЕТІ 
а 


¿RECUERDE ? 
=—= 'ARALELOGRÁMICA. 
¡Si dos vectores a y b son ortogonales, entonces ÁREA DE UNA REGIÓN Р, 


el producto escalar es cero, así: a 1 5-0 El área de una región peralelográmica cuyos lados 
tienen por longitud el módulo de los vectores a уб 
ORTOGONAL DE UN VECTOR : está dado por: 


Para cada vector а=(а;аз) se define su 


correspondiente vector ortogonal denotado por a 
cuyas componentes son (-а,;а;), es decir: 


a -(-a,; aj) 


Gráficamente el vector а se obtiene haciendo girar el 


vector a sobre su punto inicial un ángulo cuya medida А = x5'| 

es 90" en sentido antihorario. 

PROPIEDADES ; T PE 
1) Dados los vectores: a=(a,; аҙ) y b=(b,; b, ax b-bxa 


2) Va-(a,; аз rax az|a]" 

8)8i: a-b > axczbxc, Vae R? 

4) Va,b,c e R? :ax(5+2)=axbraxe 
х 2 RECUERDE QUE: 


Dado el vector, no nulo а=(а;; аҙ); su ortogonal 
denotado por a”, se obtiene haciendo girar a, 90” en 
sentido antihorario, alrededor de su punto de partida; 
cumpliéndose que : 


a-(a,; a5) >а =(-ay; а) 


ANGULO ENTRE DOS VECTORES OBSERVACIONES : 
Sean los vectores а y bque tienen el mismo origen y. 1)|g|-|; | 2) (22) =-а 3)axa =0 
forman un ángulo de medida 6, luego el Cos 9 sedefine 
por: 


En la figura: 


4) а'=(туп)=> а=(п; - т) 


ÁNGULO ENTRE DOS VECTORES 
Dados los vectores no nulos: 


а-(а,; а») 
B-(b,; 62) 


PROYECCIÓN ORTOGONAL DE UN VECTOR 
SOBRE OTRO 


Dados los vectores no nulos а уб; el vector x (ver 
gráfico adjunto), se denomina la proyección ortogonal 
de а sobre 5, denotándose y calculándose de la 
siguiente forma: 


Denotándose : 


cantidad, cuyo valor indicará la longitud o módulo del 
vector Pr; a 


ÁREA DE UN TRIÁNGULO FORMADO POR 
DOS VECTORES 


Aprovechando el gráfico de lo anterior, tenemos: 


o también : 


COMBINACIÓN LINEAL DE VECTORES 
Dados los vectores a, у c e R?, по nulos; se dice que 
©; ев una combinación lineal de a уб si existen “т” 
y n”e в, tales que: [¿=ma+nb]. 
CONSIDERACIONES : 

1) Se dice que:a ybe &* - {0}; son linealmente 
independientes, si : ma+nb=0 => т=п=0 

2) Se dice que aybe.R”- (5): son linealmente 
dependientes, si: ma+nb=0>m=+*06nx*0 


LA RECTA EN EL PLANO CARTESIANO 
ELEMENTOS : 
Dada la recta “L”: 


I) (a; 0) 
1) (0; b) 


+ intersección con el eje X 

+ intersección con el eje Y 
ал  rinterceptos 

Ша + ángulo de inclinación 

IV) (хо; yo) :punto de paso 12:0) 


PENDIENTE DE UNA ВЕСТА : (М) 


Dada la recta “L” con su ángulo de inclinación “а”; 
se denomina pendiente de “Т,” al número “т” 
m=tana L Y 

Оба: 

Si"a"esagudo => m : (+) 

Si"a"esobtuso => m : (–) 

Si a0» m:0 

Si а=90° => m + no definida 


х 


OBTENCIÓN DE LA PENDIENTE CON DOS 
PUNTOS DE PASO 


Dada la recta “L” que pasa por los puntos P(x,; y,) y 
@(х»; уг), su pendiente “т” se calcula, así: 


Por ejemplo en el gráfico 

5-1 4 2 
DE = 
4-(2) 6 3 


2-4 22 
а = х —Aretan= (i Porqué?) 


POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS 


OBLICUAS 
1. Dadas las rectas L, y Ly; БИТ <> m,=m3 
Y ts Noteque: 
111105 €» аутаҙ 
tana, =tanaz 
ту та 


ді y = Ета] 


2) Dadas las rectas L, у Ly 
L, 1 Го < m,xm3=-1 
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Note que : y 

E 
Ly E Ly "а 
a3=90"+a, 
tanaz=tan(90”+a,) 


tana¿=-cota¡=- 
ж 5 tana; 
tana, xtana,=-1 
(oce 


= 
ту же 


->|тухтҙ--1 
ECUACIÓN DE LA RECTA 


Es la relación algebraica que deben verificar tanto la 
abscisa como la ordenada de todo punto perteneciente 
a una recta. Para hallar esta relación, se requiere de: 
т=Типа: pendiente de la recta 
Бург Yo): punto de peso ~ 
Luego VP € L, se debe cumplir : 

^ де, к= ЖО к 2 
зен =y- ymi - 


POSICIONES PARTICULARES DE UNA 
RECTA 


1) RECTA VERCTICAL 2) RECTA HORIZONTAL 


Y D 


L,:x-a 


CONSIDERACIONES : 


1) GRÁFICA DE UNA RECTA : 

Para graficar una recta, se sugiere ubicar dos puntos 
de paso de ella, de preferencia las intersecciones con 
los ejes. Así por ejemplo: 


L:2x-3y-12-0 
Hacemos : 
х-0->у--4 
у=0 > х=6 


2) INTERSECCIONES DE RECTAS : 
Para hallar el punto de intersección de dos rectas, se 
resuelven las ecuaciones como sistema de dos 
incógnitas. Así por ejemplo: 


L,:3x+y=6  L2:x-y=6 


Resolvemos : 
3x+y=6 
x-y-6 

Sumando 

4х=12 > х=3 > у=-3 


>|L, с Ё2=(3;-3) 


3) ECUACIÓN SIMÉTRICA : 


Dada la recta oblícua “1,” cuyos interceptos son “а” 
y “b”; su ecuación es de la forma: 


ÁNGULO ENTRE RECTAS 


Dadas las rectas “L,” y “Ly”, “$” es el а 


formado рог “L,” у, ? 


ауға, 

ф=а; – а; 

Тапф=Тап(а; -а;) 
Tana; -Тапа, 

та а= 1+ Топа Тапа; 


Pero: Тапа,-т, ^ Тапа, =т, 


En eil 
=> раме тат. раме тат. 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 


Dada la recta L: ах+Бу+е=0 y el punto del 
plano: Р(х; уо) 


La distancia “d” de “Р” а “L” se determina así: 
v 1. 
d-a(p,L) о а 
la? «b? 
Pix, iy, 


DISTANCIA ENTRE RECTAS PARALELAS 
Dada las rectas paralelas : 
L,: ax+by+c,=0 
Ly: ax+by+c,=0 


ATRIGONOMETRIA A 


La distancia “d” entre ellas se calcula así: 


Сері д 
а-аа 1 


ECUACIÓN VECTORIAL 


DE UNA RECTA 


Dada la recta “7,” cuya ecuación cartesiana es fácil de 
obtener, bajo las condiciones ya mencionadas en el 
punto anterior, buscaremos representarla de forma 
vectorial, para ello vamos a necesitar: 


а-(а,; аҙ): vector paralelo a “L”; el cual se 
denominará “vector direccional” (a #0) 

Р(х: Yo): punto de paso de la recta “L” 

Ahora bien, note que: VP e L:P,P//a , ya que a//L 


Luego: P¿P=ta, t cR 


Es decir: P- Py=ta => P=P,+ta 


NETTE 


Ec. vectorial de la recta "L" 


CONSIDERACIONES : 


1) Si el vector direccional es a=(a,; а), la pendiente 


2) Si el ángulo de inclinación de una recta ев “а”; su 
vector direccional puede elegirse como: 


3) De la ecuación vectorial: 

L: P=P,+ta; te R 

(x;y)=(xp; yo)*t(a,;a5)7(xo5 yo) (ta,;tas ) 
Tenemos: 


на. 
1 Есмасјопев Paramétricas 
у=у На; 


CÓNICAS / CIRCUNFERENCIA 
PARÁBOLA - ELIPSE - HIPÉRBOLA 
DEFINICIÓN : 


Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en 
un plano de tal manera que se conserva siempre a 
una distancia constante de un punto fijo de ese plano. 
El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y a 
la distancia constante se llama radio. 


En el gráfico: 
Y * Centro: С (h ; k) 


* Radio: R 
P(x;y) ( * Punto genérico: P(x; y) 
R Por definición : 


d(P;C)-R 


Xx 


=> (x -h)(y- k =R? 

(x -h)*« y - kK =R?" |.....(1) 

(Ecuación ordinaria dela Z) 
Caso particular: 
Si:C (А ; Е)=(0:0) 


э е (п): [rss 


(Ecuación canónica de la С) 


ECUACIÓN GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA 
Desarrollando la forma ordinaria: 

4: (x-h)' + (у-Е) -R* 
Obtenemos: 

2:2 +у? - 28 x-2k y+h?+h? - Е? =0 
Haciendo que: 

A=-2h ; B=-2k ; C=h*+R*-R* 
La ecuación de la circunferencia sería: 


Si llevamos а a su forma inicial obtenemos: 


"NX BY. C 
e (etf er mn] o 
De donde la ecuación 2 representa a una 
circunferencia de radio diferente de cero, solamente 
si: 


EJE RADICAL DE DOS CIRCUNFERENCIA 5 


Es el lugar geométrico de los puntos equipotenciales 
respecto a esas dos circunferencias; es decir, que desde 
cualquier punto del eje radical pueden trazarse 
tangentes iguales a las dos circunferencias. El eje 
radical siempre es perpendicualr a la línea de los 
centros. Si las dos circunferencias son tangentes entre 
sí( exterior o interiormente), el eje radical es la 
tangente común. Si ambas circunferencias se cortan, 
el eje radical es la cuerda común; si son concéntricas, 
no hay eje radical, o se dice que está en el infinito. 
Eje radical Eje radical 


3 “r а 
F 
2 и 

La ecuación del eje radical de dos circunferencias, se 


obtiene fácilmente restanto las ecuaciones de 
estas. 


Así: 


E ax ey! 4A +B y+ С,-0 

€, : x! ey! +Ах+В,у+ С,-0 
Entonces: 
=: (Ai - As) x* (B, - By) y* (C, -C¿)=0|Eje radical) 

PARÁBOLA 

DEFINICIÓN : 
Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en 
un plano de tal manera que su distancia a una recta 
fija, situada en el plano, es siempre igual a su distancia 
deun punto fijo del plano y que no pertenece a la recta. 


El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la 
parábola. 


Según definición: |d (P, F)=d (P, 2) 


ELEMENTOS : Y n 

Directriz: 67 2 
Foco: Р Hen) 

Eje Focal: 27, 

Vértice: V(h;k) 


Lado recto: MN (Lx R > |4 p|) 
Parámetro: P(QV=VF=p) 
Cuerda focal : АВ 

Cuerda: TS Xx 


FORMAS DE LA ECUACIÓN DE LÀ PARÁBOLA 


I) Ecuación de la parábola de vértice en el origen y eje 
focal el eje “ж”, 


7 Sesabe: d(P;F)=d(P; £ ) 
\(х- py! =x+p 
Рір;0) x Reduciendo: 
Р; у?=4рх 
хер 


Así tenemos: 


xp х=р 


11) Ecuación de la parábola de vértice en el origen y 
eje focal el eje "у". 


Ш) Ecuación de la parábola de vértice V(h;k) 


P: (y-k) -4p(x — h) P :(х—ћ) - 4p(y - №) 


DEFINICIÓN : 


Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en 
un plano de tal manera que la suma de sus distancias 
а dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una 
constante, mayor que la distancia entre dos puntos. 


Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. 


Por definición : 


+ |d(P;F,) *d(P;F, )-2a-ete. 


PF, y PF, : Radios vectores de P 


Nota : Los ejes focal y normal de toda elipse son sus 
respectivos ejes de simetría. 


FORMAS DE LA ECUACIÓN DE UNA ELIPSE 


D FORMA CANÓNICA : 
* La ecuación de la elipse de centro en el origen de 
coordenadas у eje focal en el eje “х” esta dado por: 


2 
ж 
+ 
а? 


Donde: 
Longitud de eje mayor: 2a 
Longitud del eje menor : 26 


а> M 
o! Mac: 


а>} 


DEMOSTRACIÓN: 
Por definición : d( P; F,)*d( P; F,)-2a 


Jte xy? + lts c) y? =2а 


Elevando al cuadrado y efectuando operaciones y 
teniendo en cuenta que: 


а? -c* >0 у а?=?+е? 


* Luego: 


* La ecuación de la elipse de centro en el origen y eje 
focal en el eje “у” está dado por: 


ID FORMA ORDINARIA : 
* Ecuación de la elipse de centro en el punto M(h ; k) 


y eje focal paralelo al eje **x** 
(x-h)* (у Е)? 
€: ai * 5? =1 


Га ГМ 


рн кн A A O ИИ a 


* Ecuación de la elipse de centro en el punto M(h; k) 
y eje focal paralelo al eje “у”, 


&-M* o- | 


С: 


ы а 


ТІ) RECTAS DIRECTRICES : 


Se denominan rectas directrices Lp, y Lp, de la elipse 
correspondiente a los focos F, y F, respectivamente, 
aquel par de rectas perpendiculares al eje focal y no 
interseca a la elipse, y si existe una constante “e” 
denominado excentricidad de la elipse tal que para todo 
punto P (x ; y) que pertenece a la elipse, se cumple: 


([AGEOMETRIA ANALITICA VECTORIAL A | 890 | 


Ч(Р,; F,) d(P,;Fy) e 
Maii Li не 1 -2- |. = 
UP; Lp) “(Р Lp,) :dondee="<1 


HIPÉRBOLA 


DEFINICIÓN : 


En el lugar geométrico de un punto que se mueve en 
un plano de tal manera que el valor absoluto de la 
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, 
ilamados focos, es siempre igual a una cantidad 
constante, positiva y menor que la distancia entre los 
focos. 


Por definición: 


WB; F)-d(P h 


Nota : Los ejes focal y normal son sus respectivos ejes 
de simetría de la hipérbola. 


FORMAS DE LA ECUACIÓN DE UNA 
HIPÉRBOLA 
D FORMA CANÓNICA : 


De eje focal coincidente con el eje “х” y centro en el 
origen de coordenadas. 


Donde: 
* Longitud del eje transverso: 2a 
* Longitud del eje conjugado: 25 


* DEMOSTRACIÓN : 
Por definición:|d(P; F,) - d(P; F,)|-2a 


Mee +y? - Дес) ey? |= 2а 
dete? mi =2а+\/(х — с) жу? 


Elevando а] cuadrado y efectuando operaciones y 


teniendo en cuenta que : c*=a*+b* 
* Luego: 
* De ее focal 


coincidente con el eje 
"у" y centro en el 
origen de coordenadas 


П) Forma ordinaria : 
El eje focal paralelo al eje “x” y centro el punto M(h;k) 


Su ecuación es : 


PACTA 


a b? хі 


О à th 
* El eje focal paralelo al eje “Y”, y centro el punto 
M(h ; №). 


Su ecuación es : 


(y-h) (x-k)? 
gorge 5i =1 


HIPÉRBOLA EQUILÁTERA 


Se caracteriza por tener sus ejes transversal y 
conjugado de igual longitud. 


* 2 
Esdecir: a=b => Eye Ze 
а“ b 


ER 


Ш) RECTAS DIRECTRICES : 


Se denominan rectas directrices Lp, y Lp, de la 
hipérbola correspondiente а los locos F, y Fp, aquel 
par de rectas perpendiculares al eje local, si existe una 
constante “е” denominada excentricidad de la 
hipérbola, tal que para todo punto Р(х ; y) que 
pertenece a dicha cónica, se cumple : 


d(E;E) ___ «(РИ 
d(P;Ly,) 


donde:e- => 1 
a 


d(P;Lp,) 


TRANSFORMACIÓN 
DE COORDENADAS 


Vamos a denominar transformación de coordenadas a 
la TRASLACIÓN y a la ROTACIÓN de los ejes 
coordenados originales xy, para los cuales el plano в 
permanece inmóvil, es decir que los puntos, rectas y 
gráficas en general, no se mueven mediante una 
traslación y/o rotación de los ejes coordenados sino lo 
que cambiaran serán sus representaciones (como pares 
ordenados, ecuaciones) con respecto, a los nuevos ejes 
coordenados. 


Una transformación es una operación por la cual una 
relación, expresión o figura se cambia en otra siguiendo 
una ley dada. 

Analíticamente, la ley que se expresa por una o más 
ecuaciones llamadas ecuaciones de transformación. 


TRASLACIÓN DE LOS EJES COORDENADOS 


Si se trasladan los ejes coordenados a un nuevo origen 
P,(h ; К) y si las coordenadas de cualquier punto “Р” 
antes y después de la traslación son (x ; y) y (x'; у”), 
respectivamente, las ecuaciones de transformación del 
sistema primitivo al nuevo sistema de coordenadas son: 


[5] 
EJEMPLO: 


Transformar la ecuación: x? -3x7-y* +3x+4y-5=0 
Trasladando los ejes coordenados al nuevo origen 


х 


(1; 2). Trazar el lugar geométrico у los dos sistemas. 
RESOLUCIÓN : 
Agrupando la ecuación dada: 

(#1 - (y- 2)#=0........... (a) 


Donde: x-14x'— x-1-x' у-2%у->у-2-у 


En (а) tenemos : x*-y?-0 = 


Graficamos ; 


ROTACIÓN DE EJES COORDENADOS 


Si los ejes coordenados giran un ángulo "ø" en torno 
de su origen como centro de rotación y las coordenadas 
de un punto cualquiera “Р” antes y después de la 
rotación son (ж; y) y (x' ; y”), respectivamente, la 
ecuación de transformación del sistema original al 
nuevo sistema de coordenadas está dada por : 


OP-xusyu. 


(х; y) -xrutyu. 


Donde : 
и=(созф;зепф) 


Р(хғу)=Р (ху) 
уй 


EJEMPLO 2: 


Transformar la ecuación: 2х2+/3ху+у?=4. Girando 
los ejes coordenados un ángulo de 30°. Trazar el lugar 
geométrico y ambos sistemas de ejes coordenadas. 


RESOLUCIÓN: 


La ecuación de transformación es: 
le 
Sustituimos en la ecuación original: 

gd еее 


Desarrollando y simplicando esta última ecuación, 
nbtenemos la ecuación transformada. 


TRASLACIÓN Y ROTACIÓN DE LOS EJES 
COOEDENADOS 

Considerando primero el caso en que una traslación 
de los ejes coordenados a un nuevo origen P,(h; k) es 
seguida por una rotación de los ejes trasladados en 
torno de P, de un ángulo $. Si P es un punto cualquiera 
del plano coordenado, sean (х;у) y (х’;у’) sus 
coordenadas referido respectivamente, a los ejes 
originales x e y, a los ejes ж” e y’ trasladados y girados. 
Be tiene: У 

(к; у)=Ру+'и+уш 
Donde: 

Po=(h;k) 
и=(совф;зепф) 


ECUACIÓN COMPLETA DE 2р0. GRADO EX 
LAS Vi ^ e "у" 


Con respecto a la ecuación general de segundo grado. 
|Ах?+Вху+Су?*+0х+Еу+Е=0.......( 8) 


Donde los coeficientes А, B у С no pueden ser igual a 
cero a la vez. Usando una rotación de ejes, se prueba 


que una ecuación de segundo grado con B +0 puede 
reducirse a otra en donde В =0, en cuyo caso sería 
fácil identificar el tipo de cónica que representa, y su 
gráfico obtenerlo de manera inmediata, 
Haciendo el cambio : 

(x; y)=xu+yu ; u=(Cosp;Seng) 

(x; y)=x (Cosg; Ѕепф)+у( — Seng; Cosé) 

122 Созф – у'5еп$ 

yox'Sené4 y Cosé 
En la ecuación ( 8) e igualando a cero el coficiente del 
término rectangular ху’ obtenemos que "ф" debe ser 
tal que: 
Tan2$- 


De esta manera, encontraremos la rotación "6" 
necesaria para eliminar el término rectangular xy. 
EJEMPLO 3: 
Encontrar la rotación "ø" que elimine el término xy 
de la ecuación : 3х° +2xy+3y? -16 =0 
RESOLUCIÓN : 
A=3 
2 2 24-90% 
Е = Tan => pee 
C=3 
* También es posible determinar el tipo de cónica que 
representa, tan sólo analizando los coeficientes de la 
ecuación general de segundo grado. 
Ax! + Bxy+Cy* +Dx+Ey+F=0 


[Relación entre coef, | Tipos de Cónicas | Caso excepcionales 
3 Dos rectas paralelas, 
В? -4АС=0 Рагађоја zd Jem 
> Un punto, ningún luagr 
B*-4AC«0 | Eli a 
Ри geométrico 
В? -4АС>0 | Hipérbola Е 


PROBUEMASIRESUELTOS 


PROBLEMA 1 

Si:0=(3;-2); Без» ;с-(-3;8)у se sabe que 
х-(б;-4)- 

Hallar el vector unitario del vector: 2a —b+e 
RESOLUCIÓN 

Dato: 2a=(6;-4).5=(15;-12) ус=(-3;8) 

Se pide: 24-фс-(6;-4)-(16;-12)%6(-8;8) 
2а-6+с=(-12;16) 


Le 2224-52 ,— (12,16) 
|ва вн] J144«256 
v 25) 
PROBLEMA 2: 


Hallar la suma de las coordenadas del punto де 
intersección de las rectas L, y Ly. 
L,:((7; 9)+t(2; 4),t e К} 
Ly: ((9; 3)+k(3; -3),k e R} 
RESOLUCIÓN: 
* Si: 1,21, ={Р} > P=(x;y) 
* Es decir: 
(7; 9) -t(2; 4) =(9; 3) -k(3;— 3) 
7+21=9+38k ^ 9+4t=3 – ЗЕ 
* Resolviendo estas ecuaciones obtenemos: 


10 
кезе 


:=-= 


* Reemplazando ahora #= -$ 6 Е-- 2 cualquiera 
deellos en las ecuaciones de la recta respectivamente. 
P-(7; ss(- 5e. 4), teR 

17 19 
rg) 
> 
PROBLEMA 3: 
Sean las rectas L, y L, definidos por: 
L,: 2x-5y+3=0 
Т,: 3x+4y+5=0 
Hallar la suma de los vectores direccionales de L, y L; 
RESOLUCIÓN : 
Sean a y b los vectores direccionales de L, y L, 
respectivamente. 
Donde: L,:2x- бу+3=0 
L,: 3х+4у+5=0 
Sus pendientes son: 


-3 
NUTS S 


* Luego: a =(5;2) y b=(4;- 3) 


Sumando: 


а +ђ=(5;2)+(4; – 3) => |a +b=(9;- 1) 


Dados los vértices de un triángulo АВС: A=(0; 4), 
В=(6;7) y C=(8;-2), se traza la altura BH , Hallar el 
módulo de НС. 


RESOLUCIÓN : 
Ж 8-46: 7) 
A=(0; 4) 
x 
с-‹ә; 2) 


Sea: "m" y “k” pendiente de la recta L y Lọ que 
pasa por AC y BH respectivamente. Del gráfico. 


3 4 
Em keg 


Luego: L: 3x + 4у-16=0 
Ly 4х - Зу-3=0 
Entonces: Ln L,=(H) 


Resolviendo el sistema obtenemos: 


2 

Por lo tanto: НС= (2-5) (Qs =>HC=7 
PROBLEMA 45; 
Sea el triángulo con vértices: А-(2;-1) ,B=(-1;2), 

=(3;3) y baricentro С Además, 0= m < GAB „calcule 
tan(0). 
А)9/5 В)5/9 
RESOLUCIÓN: 


„A+B+C 
3 


С)3/5 D)5/3 


C(3;3) 


Е)4/9 


G 


В(-1;2) 


Recordemos que: 
< Formado por 2 vectores: 0. 


Se cumple que: Созб = ше 
tenemos: 


а-АВ-в-А-а-(-1;2)-(2;-1) [a=(-3;3)] 


5b=AB=G-A> 5=(4:3)-(2;-0 СЕ) 


(-3;3)х == 2) 
=> Созд = 2 22 т S 
| 242x393 
3 
Lite Aerea 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 5: 
Hallar el área de la región paralelográmica del gráfico 
mostrado si : 

1, + Р-49; 12/4 e R} 

Ly (4; 10)+5(8; 4)/S e R} 
Ly : (а; Ьү+Ё(т; пуке Ry y 


Dato: Ly : P=(4; 10)+5(3; 4)/S e R 
lo cual también es: 


1» : 4x 8у+14=0 
Pero: L; ^ L¿=(6; 8) 


„јр | (6) 3(8)+14] 
= шел) ааа 


al 


También: q(0;Q)=/6*+8* > d(0;Q)=10 
Li Я ~ 
а ES > 


PROBLEMA 6: 


Hallar la distancia del punto P=(1;1) a la recta L, 
definida por L : ((0;4)+t(3;2), t e R} 


EDITORIAL RUBLÍOS 
213 p) 113 us а 


12411 


д) HE y MEE y ЗЕ ЈЕ 


RESOLUCIÓN : 


Dato: L : ((0;4)+t(3;2), te R)su ecuación general 
será: Ls 2x-3y-- 12-0 


ж е 
Luego: d(P,L)-d- 2(1) Hm 
11/18 
> 
PROBLEMA 7: 


Se tiene un triángulo ABC donde A=(3; -4), B=(10; 
20) y “С” se encuentra en el origen de coordenadas, 


luego se ubica un punto “Р” sobre el segmento AB 
tal que AP = РВ. Hallar el producto del punto P. 


RESOLUCIÓN : 


* Por dato: s == 
* Luego : 
3+2(10) ET 9 
х= B y = хеблуг 6 2 y 
1+5 1+5 7 


Por lo tanto: р =(5; 2) 
7 


> |хху 


PROBLEMA 8: 

Dados los vértices де un triángulo АВС: A=(0;0), 
B=(18;24) se traza la mediana BM tal que AM=BM 
y la medida del ángulo formado por AB y AC es 30°. 
Hallar la ecuación de la recta que pasa por “M” y sea 
paralelo al lado ВС. 


RESOLUCIÓN : 
Pendiente де la recta “L”; 


Luego su ecuación será: 
L: y - 12=1g143 (x - 9) 


L :y-12=-20-9) 


> 
PROBLEMA 9; 
Dadas las ecuaciones: 
L,: х+у-4=0 
Ly: x-y-2=0 
Calcular la distancia del origen de coordenadas a la 
recta que pasa por las intersecciones de dichas rectas 


con el eje de las ordenadas y el eje de las abscisas 
respectivamente. 


RESOLUCIÓN : 


La pendiente de la recta L es m=-2 
Entonces : L: 2x+y-4=0 


Luego: 
а-20%0-4 _, 
2341 5 


PROBLEMA 10: 

El vector unitario А=(х; y) tiene el mismo sentido 
que el vector no nulo B, donde B*=(m; п). Hallar 
“х-у”еп términos de m y n. 


RESOLUCIÓN : 
i: 8 


Dato: A=(x;y) y В =(т; n) => Ве(п; – 


Luego: 5 


В т) 
А=— = =(а; уј= 
Г. й 


(n;- 


PROBLEMA 11 : 
Hallar las coordenadas del punto R sobre el segmento 


PQ tal que PR=-2PG 


Si: P=(3; 5) y Q=(9;-7) 
RESOLUCIÓN: 


2----.-“4Ф 


: а= (9; -7) 
Del o 


Reg (9-72 (805) 
27 2M,(6. Ld i 
һ(%, 291) (8а) ве Es E 


PROBLEMA 18: 
Hallar las coordenadas del punto de intersección de 
las rectas Ё; y y 
Si: L; :((6;8)+t(1:2)/t e R} 
L, : ((4:3)*k(1; - Dk e R} 


RESOLUCIÓN: 


Dato: L; n L¿=P > P=(x;y) 
Entonces: 
(x; y)* (558421) ^ (x; y)=(4+k; 3-Е) 
5+? 842t 
se 2 ~ =k 


dedonde: 5++=4+Rk -“(1) 
8+2t=3-k ...(2) 


Resolviendo el sistema: x=3 ^ у-4 
[zs 

PROBLEMA 13: 
Sean las rectas L; y E definidas por: 

L; = (24+1;-31+3/t є R} 

І; ={3- 4k; 8h/k e R} 
Hallar la suma de los vectores direccionales де L, y Ly 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: 


Ly: P=(1; 3)+t(2;-3),t €R 
Та: P=(3; 0) +k(—4;8),k e R 
Luego los vectores directores son: 

а=(2; -3) y b=(-4; 8) 


Por lo tanto: a+b=(2; -8)+(-4; 8) 


а+5=(2–4; -3+8) > [a+b=(-2;5)] 
PROBLEMA 14: 
Los lados de un triángulo ABC están representados 
por los vectores AB-( — 1; 11) y ВС=(17; -4). 


Si: В=(-3; 6). Hallar la ecuación de la recta que pasa 
por las coordenadas del baricentro de la región 


triangular y sea paralela al lado АС. 
RESOLUCIÓN: 


a 
=–=е) 


А2: -5) 
Sea “С” baricentro del AABC 


Por propiedad: е (3-21, Sem. G=(3:1) 


Sea “m” у “R” las pendientes de las rectas L у L, (Ly 


pasa por AC). 
Por dato: L// АС => mk 


7 


7 
Pero: Mug mu 


Luego: L:y-17 (x-3) 


>[L:16y-7x+5=0 
PROBLEMA 15 


Calcular el área de la superficie triangular OAR 
sabiendo que la ecuación vectorial де la recta “L” es 


L : P=(21/4;0)+t(6;8), t € R 
Y R 


=(3;4) 


0 


' RESOLUCIÓN: 


Dado: L: P=(21/4;0)+t(6;8), te R. Su ecuación 
general es: L: 4x-3y-21=0 
Además, por una simple inspección L//L, 


Luego: 
de (0) - 3(0)- 21 E а-21 
4+3? 5 
En consecuencia: 


ard, 


КДЕ 21) 
M 


PROBLEMA 16 

En la figura mostrada la medida del ángulo BCA es 
30°, el punto D es punto medio de AC, ED// AB 
AE// DF y el módulo [АВ|=6. Hallar el módulo de 
AB+AE+ED+DF . 


B A 
RESOLUCIÓN : 


0 110 резул л ЗД, 


Del gráfico; cr pg. 95. y EB=3/3 


> қаты 


Además se construye el romboide BPFA. 
AB=PF=6 > AQ=6+6 > AQ-12 
Se pide: [В |= [x5] 
Pero: ==k+m+2>|R|=[R+m+n+9] 
2 
En el № рол: m - (555) +12 > [51-251 


PROBLEMA 17: 

Dados los vértices de un paralelogramo ABCD : 
A=(3; 5) , B=(5; -3) , C=(-1; 3). 

Hallar la ecuación vectorial de la recta que pasa por el 

vértice “D” y es perpendicular a la diagonal DB. 

RESOLUCIÓN : 


А4%-5) 
Hallando las coordenadas de “М”, de inmediato se 
halla las coordenadas del punto “D”. 


8: A-D-B-a-(-370)-(5;-8) 
=а=(-3-5;1+3)>а=(-8;4) 
= л=а > п=(-8;4) => n-(-4;-8) 
Luego : 

L-(( -3;1)*t(2;4),t e R} 


PROBLEMA 18: 

Los lados de un triángulo son vectores а; b y a-b. 
Si: |у=ђахђ= y [a+5|=9. 

Hallar [а] 
RESOLUCIÓN : 


Datos: [5|-3;a x 5-4 y |а+5]=9. 
(axb=4>0> 0 es agudo) 

Se pide: |a] 

Del gráfico: за ial +52 +2ја сове 


81-|al +9+6|g|eos0....(1) 


También: 
axb 
совд=——— => сов 0=-—— ... 2) 
ДЫ 3x dr 
Reemplazando (2) en (1): 
вр? ннер 4—58 


(65) Sabiendo que: 
а=(1;2) 
Halle el módulo де: #=2а – 3b*c 


$-(3;-1) с=(-2;8) 
A) 171 В) 4137 C)419] D)4181 Е) /91 
@ ¿Cuál es el módulo del vector? 

а= (зеп 17°+сов13°; сов1 7" +веп13") 
А)1 в) 2 С) уз D)2 


(E) Dado los vectores paralelos: 
а=(2; x - 1) y 6=(х+1;4) 


JE 


E) 


¿Cuál es el módulo del vector? 
с=( &+1х-1) 
A)2/10 в)й0 С)“  D)5 
ӨЗ Sabiendo que el módulo del vector: 
a=(4senx+3c08x; 3senx+4co8x) 
Es máximo, además: x e (0% 90%) 


Е) 245 


Calcule: |2) 

A) 437 В)5 С) з р) 7 Е)1 

(69 Dados los vectores: 

а=(1; 3) ; b=(-2; I) y с-(8; -1) 
Hallar el vector unitario, en la dirección de: 
x-3a-b«2c 

^m: 7) в) sus) o (mms) 
$157 157 N85 /85 21” J221 
125 8 15 

ЕС) в) (1912) 


@ Si los vectores a=(x-2;3) y b-(2;x) son 
ortogonales, calcule “ж” 


А) 0,2 в)0,4 С)0,46  D)0, Е)1 
@ Si: a=(3;5) Б-(1; -1) 

Además: а=тђ+пб“, calcule “т” 

AJA вуг буса DET в) 
(69 Si los vectores: 


a-r(cosó; sen0) 
Ђ=п (sen20; cos 20) 
0 (0°; 90°) son ortogonales, calcular el valor de: 
H=tan т мап? 


2/3 


A1 B2 Оз D- E)2(1-43) 


Q3) Halle la medida del ángulo formado por los 
vectores: a=(1; —1)Ab=(3; 4) 

А) 82° В) 74° С) 16° D) 98° Е) 172% 

© Calcule el área de la región triangular mostrada. 


A)2u* В) Зи? С)би?  D)6w Е) Ти? 
(O) Señale la ecuación de la recta que pasa рог los 
puntos: A(-1; 2) y B(3; 5) 
A) 8x&4y - 5-0 B)4x*3y-2-0 С)4х-3у%11-0 
D)3x-4y+11=0 Е) 2x-3y+8=0 
(358i los vértices de un triángulo son: 

A(-3; 1), B(-1;7) y С(3;5) 
halle la ecuación de la recta que pasando por “С” sea 
paralela al lado AB. 
A)3x-y-4=0  B)3w-2y+I=0  C)xw-3y+12=0 
D)2x-y-1-0 E) 4x -8y43-0 
@ Si los vértices de un triángulo son: 

А(-1; -3) , В(-5;1) y C(1;3) 
halle la ecuación de la recta que pasa por “В” y es 
perpendicular de AC. 
A) Зх+у+14=0 B) х+2у+3=0 
D)x*3y42-0 E) 2х+у+9=0 
(3) Halle la ecuación de la recta mediatríz del 
segmento cuyos extremos son: А(-1; 7) y B(3; -1) 
A)x-3y48-0  B)2w-y+1=0 С)х%2у-7-0 
D) x+3y-10=0 E)x-2y45-0 
(13) Si en el gráfico AB=2BC, calcualr la pendiente 
de L,. 


С) х+4у+1=0 


2 1 
DA 


(£3) Determinar el ángulo formado por las rectas: 


1 1 1 
А) 5 B) ED €) Ed 


Щщ: 3x -2y47-0 
Ла: 2x+3y-3=0 


А) 75° В)60 С) 35 [1)53 Е) 90 


* Identificar las transformaciones de coordenadas: 
rotación y traslación de ejes coordenados; y aplicarlas 
para simplificar ecuaciones de las curvas en la 
resolución de problemas. 

* Analizar la ecuación general de segundo grado para 
determinar el género de la cónica que representa. 


INTRODUCCIÓN : 


En todos los temas tratados en relación con la línea 
recta, y los que veremos con respecto a la 
circunferencia, parábola, elipse e hipérbola, se 
considerada el sistema de coordenadas rectangulares. 
Sin embargo, con tendencia a simplificar las 
ecuaciones, particularmente las curvas cónicas, se 
opta por trazar un nuevo sistema rectangular 
determinado, si cambiamos los ejes de las coordenadas 
que nos permita trabajar con las ecuaciones mas 
simples. 

Este cambio es la traslación paralela de los ejes, 
el cual es el desplazamiento de uno o ambos ejes de un 
sistema de coordenadas rectangulares, de tal manera 
que el origen quede en una nueva posición pero 
permaneciendo cada eje paralelo a los ejes originales 


ROTACIÓN Y TRASLACIÓN 
DE EJES 


Puesto que una sección cónica está contenida en un 

plano, a dicha curva se le asociará una determinada 

ecuación de dos variables x e y respecto del sistema 

ХУ ‚1а mencionada ecuación tiene como forma general: 
Ax" Вху + Cy? + Dx+Ey +F =0 

(ecuación de segundo grado) 

donde А, В, C, D, E, Е son constantes reales. 

Pero la forma que más se utiliza por su facilidad para 

ser analizada es cuando el termino Bxy no está 

presente, y se obtiene una ecuación de la forma: 


Ах? + Су? +Dx+Ey+F=0 
Para esta ecuación sus ejes principales (eje focal, eje 
mayor ) serán paralelos a los ejes XY. 
Antes de explicar en qué consiste la traslación y 
rotación de ejes debemos recordar que una posición 


referencial es la ubicación o lugar desde el cual se van 
a considerar eventos, características, situaciones 


gráficas, etc., de algunos elementos. 


Para nuestro caso en la traslación y rotación de ejes, 
algunos puntos geométricos del plano XY los 
expresamos de una forma en dicho plano, pero de otra 
diferente manera para otro plano distinto del XY, 
aunque los mencionados puntos siempre estén 
estáticos. 


EJEMPLO ; 


* En la figura 


* La circunferencia (su ecuación) puede escribirse en 
el sistema xy сото: (x-4)? +(y-4)° =r" 

* La misma circunferencia pera el sistema ж?у” tendrá 
como ecuación (x)? +(у')* 2r? 

* Las dos son correctas respecto a su sistema de 
coordenadas también se nota que la circunferencia 
siempre está ahí, у lo único que ha cambiado es su 
forma de representarla como ecuación. 


TRASLACIÓN DE EJES 


Dado el sistema de coordenadas xy, consideramos 
además el sistema x*y' con origen de coordenadas en 
el punto (ЊЕ) у con los ejes paralelos a los ejes x'e y”, 
respectivamente. 


ROTACION Y TRASLACION DE EJES ^ 


sde P con respecto loma conor 


D P 
оеп forma equivalente 
=x+h 
ARCA Је SOM ап) 
У=У+Е 


А las ecuaciones (I) y (П) se les denomina ecuaciones 
de traslación. 


ECUACIONES DE TRASLACIÓN DE EJES 
Si dos sistemas de coordenadas ху x'y' satisfacen la 
relación (1) diremos que el sistema xy ha sido 
trasladado paralelamente al punto (8;%). 
EJEMPLO 1: 

Sea la ecuación y=5x-8 al sistema х’у’ obtenido al 
trasladar paralelamente al punto (2; 2) 
RESOLUCIÓN : 
* Como (h;k)=(2;2); las ecuaciones de traslación son 
obtenidas a partir de la ecuación (11): 

ax=x +2 

у=у'+2 
* Reemplazando еп la ecuación дада, se obtendrá: 

y +2=5(1'+2)-8> у'=бх' 

* Que corresponde a una recta que pasa por el origen 
del nuevo sistema х'у”: 


[^o -veces el origen del sistema trasladado no ве 
y debe ser determinado convenientemente de 


una НИЯ ia segundo grado sin el 


término xy, el método más simple para encontrar el 
nuevo centro del sistema consiste en completar 
cuadrados. 


* La ecuación anterior puede expresarse como: А 
9(x42) +4(y-1)* =36 | 


Si trasladamos el sistema al punto (- 2;1), las 
ecuaciones de traslación de ejes son: 


х’=х+2 ; у’=у-1 
La ecuación dada se transforma еп: 


x" 
9x? +4у2=36 б A 


9 


ROTACIÓN DE EJES COORDENADOS 


Hemos visto que una traslación de ejes simplifica 
muchas veces las expresiones de ciertas ecuaciones 
permitiendo efectuar el dibujo de la gráfica con mayor 
facilidad. Sin embargo en otros casos la traslación es 
insuficiente о inaplicable para conseguir la 
simplificación deseada y necesitamos recurrir a una 
rotación de ejes. Esta última transformación nos 
permitirá también completar el estudio de la ecuación 
de segundo grado en las variables “x” e “y”. Para 
simplificar las ecuaciones por rotación de los ejes, 
consideraremos lo siguiente: 


D 


b 
NAT Y 


са 


1 р-----. 


* Del gráfico: 

х=гсоз(а+0) => x-rcosa.cosó – rsena.senó..... (I) 
y=rsen(a+0)= у=гзепд.соза+тзепа.созб.......(П) 
* Pero: 

Y =rsena ^ х'=гсоза 

* Reemplazando convenientemente este ultimo en (1) 
y (11) obtenemos: 
x=x'eo80 – узепб 
у=х'зепб+усоз ” 
PROPIEDAD Г: 

Si (х ; y) son las coordenadas de un punto antes de 
girar los ejes un ángulo “0”, y si (x; y”), son las 
coordenadas después de la rotación, las ecuaciones de 
transformación del sistema original al nuevo sistema 
de coordenadas estan dadas por: 

x = x'cosa - узепа 
у = хзепа + ycosa 

EJEMPLO 1: 

Determinar las nuevas coordenadas del punto (2;-3), 
cuando los ejes coordenados giran un ángulo de 45". 
RESOLUCIÓN : 

* Por propiedad: 


s.. Ecuación de transformación" 


x—x'cosÜ — узепд 
y-x'sen6--y'cos 
* Datos : 


P(x;y) =Р(2;-3) y 6-45" 
* Reemplazando: 


O 


2 2 
* De donde se obtiene: 
ж'- у'=2./2...... (1) 
ылга 
= 2х'=-2 
суйек acu 
2 2 
* Luego: 
"y! Ма 5/2 
id 32-82) 
PROPIEDAD П: 


De la propiedad anterior, resolviendo el sistema, se 
deduce que éste tiene solución única para х’у y”, dada 
РОГ: «'=xcosa+y sena "ecuaciones, recíprocas 

de las originales 


у'=усоза – хвепа  detransformación" 


EJEMPLO 2: 
Por medio de una rotación de los ejes coordenados, 
transforman la ecuación 4x+3y=12 en otra que no 
tenga término en y”. 
RESOLUCIÓN: 
* Reemplazando en la ecuación dada las expresiones, 

хтхсова – узепа 

у=хзепа+усова, se tiene : 

4(x'cosa - y'sena)+3(x'sena+y'cosa)=12 

> (4соза+3зепа )х' + (Зсоза – 4cosa)y'=12 
* Si se desea eliminar el término en y entonces a debe 
ser tal que: 3 

Зсоза – 4sena=0 ; б fana, 

Como este valor de a la ecuación se reduce a 
(4cosa+3sena)x'=12, y reemplazando los valores 


зар ее: 
57 5: 


* Se obtiene finalmente ; „== 


EJEMPLO 3: 

Exprese la ecuación xy =1/2 en el sistema x”y"obtenido 
al rotar los ejes xy un ángulo de 45”. 
RESOLUCIÓN : 


En este caso conocemos el ángulo de rotación , с = 45°; 
y bastará aplicar directamente las relaciones; 
reemplazando “ж” e “y” en la ecuación ху=1/2. 


EVEN 


([5ROTACION у TRASLACION DE EJES 2 | 902 [EDITORIAL RUBIVOS) 


o efectuando : x'*- y'*z1 
La gráfica corresponde a una hipérbola equilátera. 


SIMPLIFICACIÓN DE ECUACIONES POR 
TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 


Es verdad que, por una traslación o una rotación de 
los ejes coordenados, es posible transformar muchas 
ecuaciones en formas más simples. Entonces es lógico 
inferir que se puede efectuar una simplificación mayor 
aún aplicando ambas operaciones a la vez. Si una 
ecuación es transformada en una forma más simple 
poruna rotación de los ejes coordenados, o por ambas, 
el proceso se llama simplificación por transformación 
de coordenadas. 


* Si P es un punto cualquiera del plano coordenado, 

sean (ауу), (х%у? y (x”;y”) sus coordenadas referido, 

respectivamente, a los ejes originales x лу, а los-ejes 

trasladados x' ^ y”, y a los ejes girados х”лу”. 

* Por la propiedad T : 
x='+h | 


* Рог la propiedad ИП: 
x'=x"co0s0 — у'зепб | 


* Si reemplazamos (2) еп (1) tenemos: 

x=x"c080 — = узепд+ћ }- (3) 

ды "лено у cosó^ кој 
PROPIEDAD Ш: 
Si efectuamos un cambio de ejes coordenados mediante 
una traslación y una rotación, tomadas en cualquier 
orden, es decir, cuando una rotación vaya seguida de 
una traslación, y las coordenadas de cualquier punto 
Preferido. a los sistemas original y final зоп (уу) y 
(x';y"), respectivamente las ecuaciones de 
transformación del sistema de coordenadas son: 
х=>="соз0 — у зепо+ћ 
у=х'"вепдљу созб+Е 


Еп donde g es el ángulo de rotación у (h;k) son las 
coordenadas del nuevo origen referido a los ejes 


coordenados originales. 
De la propiedad И resolviendo el sistema tenemos: 


NOTA : 
* El grado de una ecuación no se altera por 
transformación de coordenadas. 


* Aunque las ecuaciones de transformación de la 
propiedad ШЕ pueden emplearse cuando se van a 
efectuar simultáneamente una translación y una 
rotación, es generalmente mas sencillo efectuar estas 
operaciones separadamente en dos pasos diferentes. 
Sin embargo, en el caso de una ecuación de segundo 
grado en la cual los términos en x*, у? y xy forman un 
cuadrado perfecto, los ejes deben girarse primero y 
trasladarse después. 

ECUACIÓN COMPLETA DE 2? GRADO 
EN LAS VARIABLES “x” e “y” 
Una ecuación completa de segundo grado en las 

variables x e y es de la forma: 


Ах? +Вху +Су! - Dx -Ey-F-0 
Donde los coeficientes А, B y С no pueden ser iguales 
а сего а la vez. 


Cuando B=0 siempre representa una cónica (o casos 
especiales), en la que sus ejes son paralelos a los ejes 
de abscisas y ordenadas, de ahí su importancia, ya que 
al carecer del término xy pueden representarse de 
forma más sencilla. 


Usando rotación de ejes probaremos que una ecuación 
de segundo grado con B+0 puede reducirse a otra en 
donde В=0, es decir, a la siguiente forma: 

A'(x') + СЧу')# + Р'х'+ E y + F'-0 
Sin termino en xy”, haciendo girar los ejes coordenados 
un ángulo positivo agudo 0 tal que: 


tg20=- Ë 


Si: А=С > 0=45° 

* Efectuando el desarrollo y simplificando se tiene: 
(Acos?04-Bsen0cos04 Csen*0)x" 
(Asen?8 – Взепдсовд+Ссов"д ју “+ 
Bícos*9 – Asen20 +Свепебјху + 
(Dcos0+Ecos0)x'+(Ecos9— Пвепбју -F-0 


* Como el coeficiente de x'y' debe ser cero, entonces 
se tiene: à 


SEA*C 


A-C 


(»rmiGOvOMETRIAo (|908) 


Bcos20 – Азеп20+Сзеп20=0 ,dedonde: 
Bcos20=Asen20 – Csen20=(A-C)sen20 
> Beos20=(A - C)sen20 

> Всов20-(А - С)веп20 


с0820 A-C 
s [7 
= B > ctg20- ^ cs g20- C 


Que es la relación para obtener el ángulo 0 de rotación. 
* Бе puede verificar también que (uso del 
discriminante): 

B'*-4A' С’=В *-4AC 
* Es decir, que esta relación entre los coeficientes А,В 
y Ces “invariante” por una rotación. 


*Si a es escogido de manera que verifique entonces la 
ecuación: 
Ax*+Bxy +Cy*+Dx+Ey +F=0 
* Se transforma en: 
A'x" Сур ЖЕУ"Е =0 
* Cumpliéndose además la relación : 
-4А°С’=В?-4АС 
Por otro lado esta penúltima ecuación representa: 
1) Una parábola (o casos excepcionales) 
Si А’=0 ó C'=0 es decir si -4А’С”=0. 
II) Una elipse (o casos excepcionales) si А” y С” tienen 
los mismos signos, es decir -4А”С”< 0. 


Ш) Una hipérbola (o casos excepcionales) si A* y C" 
tienen signos diferentes, es decir si 4A*C*>0. 

* Luego usando la igualdad -4A'C'=B*-4AC podemos 
conocer, dada una ecuación general completa de 
segundo grado, cuál es el tipo de cónica que representa. 


* En los casos en que una ecuación cuadrática 
representa un punto, una pareja de rectas paralelas, 
una pareja de rectas que se intersecan o no tiene 
gráfica; se dice que la ecuación representa una sección 
cónica degenerada. 


СТС El 


EJEMPLO 1: 


El origen de coordenadas se traslada al punto (3;2) y 
luego se hace una rotación de45”. Determine en este 
nuevo sistema las coordenadas de (10;5) dado en el 


sistema original. 


RESOLUCIÓN: 
* Según las condiciones : 
(h;k)=(3;2) 
9=45° ^ (x;y)=(10;5) 
= . 
Lus x'=10-3 > x'=7 
y=5-2 => 228] 
* Reemplazando en : 
x"=x'cos0+y'sen0 
y"=- хзепдљусовд 
* Entonces: 


x "= лева s диета" = 7 + pes 


y "e тепл6"+ Зеова"=- 7+ %--ай 


* En consecuencia las coordenadas еп el sistema nuevo 
x"y" es: (a*;y")- (542; 242) 
EJEMPLO 2: 
Dada la ecuación: 7x*-4xy+4y*=240, al eliminar el 
término mixto “жу” mediante un giro “0” (9 es un 
ángulo aproximado) se obtiene en el nuevo sistema 
^y' la ecuación: 
RESOLUCIÓN : 
* Ecuación dada : 
7x? — 4ху+4у? — 240=0.......... 

$ ++ 

де ВЕ: 
* Si “0”es el ángulo de giro, entonces se cumple: 


tg20=B => tg20- 5 =-L> 20=180"- 53° 


53° 
> 0-5 


(1) 


* Luego en la ecuación de rotación: 
1 2 


ен E) (57-5) (2) 
еее, 
* Reemplazando (2) еп (1), se obtiene: 


ал P _, 
780 * 30. 


(2) 


AROTACION Y TRASLACION DE EJES ^ 


EJEMPLO 3: 
Dada la ecuación de segundo grado: 


8x*-12xy+13y*=20 
I) Determinar el tipo de cónica que representa. 


П) Simplificar la ecuación usando una rotación de los 
ejes. 

RESOLUCIÓN: 

* Primero hallemos el ángulo 9 de rotación 


1) B*-4AC=144-416=-272<0, luego la ecuación 
corresponde a una elipse ó a un caso especial. 
П) El ángulo а que reduce la ecuación es tal que: 
acu 

B 12 


* Escogiendo 0 entre 0? y 90°; 29 estará entre 0? y 
180^, de este modo: 


со420- 


5 
cos 20= 18} У 
13, да: өзе 1+соз29 _ 3 
2 13 
2725 1-cos20 2 
зепд = = 
2 Ji 3 
x=x'c080 – узепд 
y=x'senð+y'cosð 
* Reemplazando obtenemos 
х= 2", y 2х'+Зу' 
йз `° Jis 


* Sustituyendo estos valores еп las ecuaciones de 
rotación de ejes para luego reemplazarlas en la 
ecuación dada, se tiene: 


A pao) Ен 


ЇЗ 13 ЛЗ Jis 
* Simplificando: 
2 gi 
10х%+18у2=20 => 49% ., 


2 10 


Esta expresión en comparación con la ecuación inicial 
es más sencilla de analizar ya que representa una 
forma análoga a la ecuación de una elipse, la cual no 
es tan evidente al inicio. 


РЕОВШЕМАЗДЕЕЗШЕЕТО 


PROBLEMA 1: 
Mediante una traslación de ejes eliminar los términos 
de primer grado . 
x'-4x + у’-9у? + 27у = 24 

А) («у = B) бо) у С) (х)? =1 
D)(x)«(yf-2 Е) (х)? –(ујг=2 
RESOLUCIÓN : 
* La ecuación equivale a : 

х? -4xk4 y! -3y? x 843yx 8? — 33-1 

T.C.P. -— bmomioaleubo — 

> (x-2)%+(y -3)'=1 
*Sea: x-x'42, y=y "+3 
* Reemplazando se obtiene : (x')* (y)! 21 

ЕРТА : “В” 


PROBLEMA 2: 
Por una traslación de ejes reduzca la ecuación : 
x*y -8x*+8xy – 64х+16у-129=0 

A)x'y=1 В)х?у%-1 С) y D) х'?у'=1 
RESOLUCIÓN : E 
*Agrupando convenientemente se obtiene : 

y(x* 8x16) - S(x? 8x 16)21 

= (x^ 8x+16)(y –8)=1 = (x4) (y- 8)=1 
*Sea: x 2x4 лу=у’+8 
*Reemplazando tenemos : х'2у'=1 

RPTA : “D” 

PROBLEMA 3: 


Dada la curva ©: Ax*+Bxy+0y*+x+y=0 ; donde А, 
B y C son los lados de un triángulo rectángulo de 
perímetro (3/3+3)u y de hipotenusa A. 


Si д_с- Зв , entonces la ecuación al eliminar el 
término xy es : 

A) 53x"? – ду + /3х'%у' =0 

B) 4/8х'® – /8y* (43-1) (48 – 1)y' 50 

С) 5/3x'*+/3y'2+(/3+1)x'+(/3 - у =0 

D) 3/3x"* —/3y? – 8 –у'=0 

Е) 448x [37 [3x у =0 

RESOLUCIÓN : 


Ax? e Bxy Cy! kx y 0. eere) 


* Dato : л-с- в еф (П) 
А-С_У3 
В 3 
* Como el ángulo de rotación 0 para eliminar el término 
ay es tal que: 
corzo © > corzo №8 > 


> 


* Ahora calculemos los coeficientes A, B y С. 
* Por dato: А?=В?+С? > A? -C?*=B? 
=(А+С)(А -С)=В?.................... (*) 
dato 


* Otro dato es el perímetro : 
A+B+C=3/3+3 = A+B=3/3+3 - В.....(Ш) 
* Reemplazando (ZII) en (*) : 


(34343- Bx Уз В =B? = 3/8+3- B=/3B 


UN 

1)-В 1) = 

“Еа(Ш):А%С-3/8 

*En (H) :А-С=/3 

* De donde se obtiene: |A224/3 ; C=/3 

* Reemplazando en (1) : 
2/3x*+3xy+/3y+x+y= 0 

Aplicando las fórmulas para rotación : 

Шлам узепзо“ 


238 


у=х'зеп30°+у'сов30° 
= УЗ - У 
2 
yal se 
* Al reemplazar se obtiene : 
2 

х48-у' х.8- y xy 
ыы e 


2 
* Efectuando operaciones se logra : 


5432? -/3y? e (43 1)x (4/8 - 1)y'=0 
RPTA : “С” 


/, С 2 О С (1 , 
„а (rsen 4ENS-y зу =0 


PROBLEMA 4: 


Por una traslación de ejes coordenados la ecuación : 
9х*-4у?+54х-16у+29=0, se transformó en 


A(x’) +B(y Y =1. 
Determinar : 2(4A+9B) 


A)4 В)2 
RESOLUCIÓN : 
* Formemos trinomios cuadrados perfectos : 
9x? 54x – 4y? – 16y+29 = 0 
->9(х7%6х%9-9)-4(у!%4у%4-4)%29 = 0 
> 9(x3)* -81-4(у%2)7%16%29-0 
= 9(=+3)? – 4(у+2)?= 36 


C) 0 D)-2  E)-4 


9 «433-1 (у+2)?= 
= sg ^* 9) 36772) 1 


* беа : х=>-Злугу-2= de - ioi 
* Comparando con : A(x)?--B(y')* -1 
* Tenemos que :А=1 ; в--і 
* Nos piden: 2(4А%9В)-2(1-1)-0 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 5: 
Dela figura mostrada, determine la ecuación de la real 
L еп el nuevo sistema x”y” al trasladar el origen al 
punto O'z(3 ; 7), MN=5u. 
А) бу +23 x' – 4+10/3=0 
В) 5y +43 х'+37 - 2/3=0 

С) бу - 24/3х'+27 -6/3=0 . 
D) бу+10 J3x'+17+3J/3=0 


RESOLUCIÓN : 
* Aplicando : y=mx+b 
(donde m=tan0 ) 


* La ecuación de la recta L ев: 

у-апзох 5 А 
NM 

—»Liym wb. сона (1) 8, 


* Al trasladar el origen al punto 0'(3 ;7) se tiene que 
las ecuaciones de traslación son : 

х=х'+3 ; у=у+7 
* Reemplazando еп (1) se obtiene la ecuación де L en 
el nuevo sistema : 


КЕЗ 
3 
| =>бу+42=2/32 +6/3+16 


26y -2/3x'+27 -6V3 = 0 
ВРТА : “С” 


15 y+7= (r3 


PROBLEMA 6: 


Se tiene la ecuación 4x+3y=10 , la cual después de 
realizar una rotación de ejes se elimina el término у’; 
entonces su nueva ecuación tendrá la forma : 


A)a'-1 в) == С) x'=2 D) = =5 Е) x'=3 


RESOLUCIÓN : 
* Sean las ecuaciones de rotación : 


y=x'sen0+y'cosó 
* Reemplazando en: 4x+3y=10 
> 4(x'c080 – y'sen0)+3(x'sen0+y'cos0)=10 
> (4c0s0+3sen0 Jx'+(3c080 – 4sen0) y'=10 


0 
* Por condición , el término y” se elimina : 


> 3cos0=48en0 > coto=4 > 0=37 
* Reemplazando se tiene: 
(4cos37+3sen37)x'=10 => (« х Les x ею = ва 


RPTA : “С” 
РКОВЕЕМА 7: 


Mediante una rotación de Ө-л/4,1а ecuación 
y +4y-4=0 , se transforma en el par de ecuaciones 
X-A ^ y=B. Determinar : АХВ. 


A)0 B)1 ChAT D) 2 
RESOLUCIÓN: | 4. 

* Como las ecuaciones де rotación son : 
| ф=х'совд — у'зеп@ 
sitim 


E)-2 


*yademás: 0 SE 
4 


-yP AN 
=> $3 4 3) 
> -2x'y &242(x'y') - 420 => x'y - J2x' /2у'+2=0 
=> (y -42)- 42(y -42)20 = (y - /2)8 - 8 )= 0 


* De donde : x-42 У y-32 = АВ=2 

: 4 ВРТА : “D” 
PROBLEMA 8: 
Las coordenadas del punto A(5;10) en un nuevo 
sistema cuyos ejes se trasladan a un nuevo origen 
B(h ;k) es A'(-7 ; 5). Sin embargo las nuevas 
coordenadas de А en un sistema cuyos ejes XY se rotan 
un ángulo "g' son (11 ; 2). 
h+1g0 


Luego al calcular E= k se obtiene: 

160 160 320 320 160 
A) By €) TT D Da 
RESOLUCIÓN : 


* Dato : A(5;10) = А(-7; 5) 
* Reemplacemos en las ecuaciones : 
bar 
y=y'+k 
5=-7+һ > 
is бәк = [E=5 
* Luego де una rotación las nuevas coordenadas de А 
son: А'(11; 2) 
* Siendo 0 el ángulo de rotación y А(5;10) las 
coordenadas originales de A, reemplacemos en: 
x=x'co80 – узеп0 
міс ue 
5=11c080 – 2sen0 
Бае 
* Dividiendo miembro a miembro resulta : 
1_11c080- 2sen0 


2 11sen0+2cos0 
> 11sen0+2c080=22 cos 0 – ¿send 


= I5sen0=20c080 => 


* Кеетрјасетов еп : 


h+tanó 
= 


TRATE | 
3 


PROBLEMA 9: 


Determine el ángulo de giro de los ejes coordenados 
de modo que la ecuación Gx*+4xy+3y*+8x= 0 по 
contenga el término Х' У”. 

37° 


45° 53° ө 87° 
y в) С)45' DJS Е) 30° 
RESOLUCIÓN : 
gts 4” 8 y 8x20 
А В с 


* Se sabe que el ángulo de giro y para eliminar el 
término xy cumple : 


A-C 6-3 
dE ii сты” 


= cot o=? > 20=53 > 9-57 
ЕРТА : “В” 
ROBLEMA 10: 
Transforme la ecuación: 


y +х"—бу+2х +6=0, trasladando los ejes coordenados 
al nuevo origen (-1 ; 3). 
A) (x')! - (y)! = 2 
С) (x')* + (y) = 8 
E) (х)? + (у)? = 16 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos la ecuación: у?  x'- бу + 2x + 6 = 0 
Completamos cuadrados: 
€:(x* +2х+1)+(у? -6у+9) = 6 #10 
Ф:(х+1) +(у-3) = 4 
Por condición: 
Coordenadas del nuevo origen (-1; 3) 
->(ж;у)-(-1;83)%(х;у) 


В) (х’) + (y) = 4 
D) (x'? - (у')# = 12 


ав: х=х-1 ^ у=у+3 
(х+1) = х' (y-3)=y' 
Luego la ecuación de la circunferencia en coordenadas 
жу” sera: d; (x')? + (у)? = 4 

RPTA : “В” 
PROBLEMA 11: 
Transforme la ecuación: 4x*- у? - 8x - 10y -25 = 0а 
un nuevo sistema X'Y' trasladando al origen de 
coordenadas al punto O'(1 ;-5) 
А) х" ау" =4 В) 45" + 4у 24 C)x"-y5- 1 
D)4x"-y" -4 E)x"-4y'-1 
RESOLUCIÓN: 
Completamos cuadrados: 


4(х" - 2x &1)- (y* +10у + 25)-4 


4(x-1)! -(y«8)! =4 
Por condición: 
Coordenadas del nuevo origen: O'(1 ;-5) 
> (жру) =(1:–—6)+(х у) 
Luego: x=x"+1 
Pay 6 
Reemplazando: Н =4(х')* -(y')*=4 


ВРТА : "D" 
PROBLEMA 12: 
Por una traslación de ejes la ecuación 
у -6y-8x+17=0 ; se transformó en (у' )?=4 р(х”), 
halle: p 7 


1 1 
As B. C)1 D)2 E)3 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: у? - бу- 8x + 17 = 0 
Completamos cuadrados: у? ~ 6y 9=8х-8 
así: P:(y-3) =8(х-1) 
Hacemos el cambio de: y=y-3 ^ x'-x-1 
Luego: P :(y'Y* =8(x') 
esta es idÉntica a : (у')? = 4p(x) 
por condición; 
asi: 4р=8 > p-2 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 13 : 

Mediante una rotación de ejes , con ángulo de giro 

O=x/4, se obtuvo la ecuación x" y” = 1. Halle la 

ecuación original en el sistema XY. 

А) х? -у?=1 В)у?-х?=1 

D)y!-x'-2 Е) у? – 2х? =1 

RESOLUCIÓN : 

* Siendo las fórmulas inversas de rotación : 
x'=xc080+ysend 
у=-хаепё+усовб.....| donde х) 


* Tenemos : 


С) х? – у?=2 


" л т 
я'=хоов  "узеп- 


mJ я 
— +усов — 
4 


yusa 


NE 


* Es decir : == y 


* Reemplacemos en :х'у'=1 


(SROTACION Y TRASLACION DE EJES ^  |908( &— 1 à EDITORIAL RUBISOS) 


Era 


RPTA : 

PROBLEMA 14 : 

Sea un punto P=(3 ; 4) en el sistema XY . Si el sistema 
ХУ rota 53% se origina el sistema Х”У”, si el sistema 
ХҮ” se traslada al punto (х’; у )=(0 ; 5) se origina 
æ” y”. Finalmente el sistema X”Y” rota 37° y se 
origina el sistema х””у””. Determinar las coordenadas 
del punto P en el sistema х””у””. 


А)(5;5) B)(-5;5) C)(-1:6) D)0;9 Е) (1; -7) 
RESOLUCIÓN : 


* Para hallar las nuevas coordenadas де P=(3; 4) se 
aplica las fórmulas inversas : 


(1) х"=(х — х,)сов0+ (y – Yo )веп0 
7 у" =- (x – x, )sen6--(y – y, )совд 


“р” 


* Donde 0 es el ángulo de rotación de los ejes ХУ у 
(x; Yo), el nuevo origen. 
* Delos datos observaremos que el ángulo de rotación 
total está dado por : 

0=53°+37 => [990^].................. (п) 
* Las coordenadas del nuevo origen (x, ; Yọ) en el 
sistema ЖҰ” es (x*;y')=(0; 5) . 
* Como el sistema X'Y' se ha generado por una 
rotación de 53° entonces apliquemos : 


4 
| =х'сов53° - узепб3° х,=0соѕ53° An 
Уо=х'веп53°+у'соѕз53° = =08е153°+5 x 2. 
=> (бе, ?3,)5( 7453)... eee (a) 

* Además :[Pz (x ; y) (3 ; 4)|.............. (B) 


* Reemplacemos (П) „(ад y (5) en (D): 
Pre, nao "iy" 
ФУ")=(1; - 
y"= - Tsen90* 1cos 
ЕРТА : “Е” 
PROBLEMA 15 : 
Medianteuna rotación la ecuación : х*-ху+у*-4=0 ве 
transforma еп, Ax" By" 21. 
Determinar: A+B . 
А) 12 B)1 
RESOLUCIÓN : 


C)32/3  D)3/32 Е) 14 


х?- хучу? -4=0 


=> 1х?%+( - 1)ху+1у% -4=0 - 


T T T 
A B c 
* El ángulo de rotación 0 para eliminar el término 


xy es tal que : 
A-C 1-1 
со420----- = боған = = cot20=0 > 
* Luego , aplicando las ecuaciones de rotación : 
x=x'c080 — у вепд 
т 


x- 
42 


* Reeplazando en (I) tenemos : 


Cx) EXE ER == 
42) (мека ) E 

>s xy -у?%)-4-0 
1 2,82). ,-,1 
ES +27 ier 


* Comparando соп: Ах? By -1 
* Resulta : 


їз 
20% 


8 
ғ. 2 
ж ГТА 


1 3 1 
ж А В, => ATH 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 16 : 
Si P(1;2) es un punto que pertenece al sistema XY 
, determine sus coordenadas еп un sistema X"Y* cuyos 
ejes han sido rotados 30°. 


ala аа 


22 
. 8 4342 243-1 
с) (в === DR 
RESOLUCIÓN : 


* Conocemos que : 


y = x'senó + у совб 


8 г < de rotación 
* Para el problema: 


ане ауа 2-43x' - у... (I) 
2=x'sen30"+y'cos30" |4=х'+/8у'....(П) 


* Resolviendo el sistema formado por (1) ^ (II): 


id iaa 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 17 : 


Los ejes xy al rotar un ángulo 0, se transforma la 
ecuación : dr+3y=12 . 

12 + 
Еп у=: determinar : cot 0 


А) 1:2 B) 7/5 С) 3/4 
RESOLUCIÓN : 


D)2/3  E)-3/4 


* En el sistema Х”У” la recta L. se ve como una 
función constante , o recta paralela al eje X". 


* Del gráfico : = сою--3 

RPTA : "E" 
PROBLEMA 18 : 
Determine el ángulo de giro de los ejes coordenados 
de modo que no contengan el término xy . 

dx’ +4ху+у?+2х+у=0 

А) 452 В) 532 С)45% D) 372 
RESOLUCIÓN : 
* Para eliminar el termino rectangular xy de la 
ecuación de segundo grado, se aplica un giro "9" al 
sistema xy. 


E)30* 


506 
4-1 
53 


ол 


* Donde: fan 20= 


RPTA : “B” 


PROBLEMA 19 : 


La gráfica de la ecuación x*+y*- 3xy+1=0 luego de 
una rotación de los ejes para eliminar el término xy 
corresponde a : 

А) dos rectas que se cortan В) una elipse 

C) una D) una hipérbola 

E) dos rectas paralelas 

RESOLUCIÓN : 


* Recordemos que la ecuación : 


AX*+BXY+CY*+QX+EY+F=0 
* Nos representa : 
I) una PARÁBOLA si, B*-4AC=0 
П) una ELIPSE: si B*-4AC<0 
Hi)una HIPÉRBOLA si : B*-4AC>0 


o, ві la ecuación de 2% grado ев factorizable , se 
presenta uno de los casos degenerados. 


* Para el problema: 
A=] ; ; [e] 


3 B'-4AC=(-3)*-4(1)(1)<0 
= la ecuación nos representa una elipse 

ВРТА : “В” 
PROBLEMA 20 : 
Indique la gráfica де x*+y*-2x+6y+6=0 así como 
las ecuaciones de traslación. 


Y =x'+/2 


A) У=у+2/2 созай una circunferencia 

B) = = SE HO elipse 
= =х+2 А 5 

с) y ayaga una circunferencia 

D) 5 = ríe z Lm una circunferencia 
х=х-2 

Е) y=y+1 =... 403 rectas que se cortan 

RESOLUCIÓN : 

* Completamos cuadrados : 

(x? - 241) +(9+6y+9)=4 = (3+1)"+(y+3)' =2* 

ecuacion de una circunferencia 


* Para abreviar esta ecuación hacernos que : 


* Luego la ecuación será : *+y*=2* 


ЕРТА : “р” 
PROBLEMA 21 : 

Halle la nueva ecuación de x*-y*-4x+2y+3=0 luego 
de trasladar el origen al punto A(2 ;1) 
А) х7-2уш2  B)x"-y"-4 
D)x"-y"-3 E)x"-y"-6 
RESOLUCIÓN : 

* Completamos cuadrados : 
5-44) (У -2y+1)=3+3 2-2) Ly =б.......(1) 


майс de una hipirtolo: 


C) x1 -y-4 


* Por condición trasladamos al origen de coordenadas 
al punto : А(2 ;1) 


> ЕЕ [23.1 


* La ecuación (1): a? -y?=6 


ВРТА : “E” 
PROBLEMA 22 : 
Trasforme la ecuación : 
3x*+2y*+12x+4y+8=0 

luego de trasladar los ejes al nuevo origen (-2 ;1) 
А) х"+у?=6 B)3x7-2y"-6 — C)92x"-3y"-6 
D) Зх"+2у"=6 E) 2x" - 3y* 56 
RESOLUCIÓN : 
* Agrupamos términos ; 

[z 4s ]+2[9* - 2y]- 8+14 

c зј жал ау! - 2y+1]= -8+14 

=> врења] *2[y – 1] =б...................(1) 


ecuacion de una elipse, 


* Por condición trasladamos al origen de coordenadas 
al punto: (-2 ;1) 

> ^ 
* Reemplazamos еп la ecuación (1): 

3 ру?-6 

; RPTA : "D" 
PROBLEMA 23 : 
Por una rotación de 45” de los ejes cartesianos XY , 


EDITORIAL RUBIVOS 
una cierta ecuación se trasforma en ону 12; 
Halle la ecuación original . 

A)x*-xyty'--3 B)xtxyyt=3 С) pues. 
D)r'-xy*y!-39 — Е)х?-бху+у'=8 
RESOLUCIÓN : 

* Para una rotación “0” se conoce: 


у = х зепд + у cos 


^ 


* Para: 0=45° > х= же 


EF Iz 
* Reemplazamos en Ја ecuación ini 


4 xty 


=] al =12 5 [xy] *3[y- x] =12 


У Desarrollando : x* — xy + y*=3 


RPTA : “р” 
PROBLEMA 24 : 
Indique la ecuación de x*-xy--y' =8 
luego de una ed de ejes. 
2 2 
aS. 5 ЕЯ " ro S Pu рё. 
у јава 


* Para eliminar el termino mixto xy, rotamos los ejes 
un ángulo 2 : 
B E 
TEM ga 
т с = tan deg 
> tan 20=> > 20-90" = 0=46" 
* Luego , aplicando las ecuaciones de rotación : 
х=х'с080 – y'send 
а d > 


=> 


ASA х'+у' 
eie 

* Reemplazando en la ecuación FUE , resulta : 

c. Ela Va («у 


ЕЕ) = 


ес 
>2x" – 6у?=12 > + cues 


* Para 0=45° tenemos : pd 


=1 

ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 85: 
Por una traslación de ejes al eliminar los términos 
lineales de la ecuación ху + ax + by + e = 0, se obtiene 
А) ху =c-ab В)ху =а-с C)x'y =а + бе 
D)x'y =ac-b Е) ху =ађ+с 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos: ху + ах + Бу + е= 0, 
Factorizamos: х(у + а) + by +с= 0 
хжу+ај+ђу+ађ+с-ађ=0 
Ы(у+а) 
(y+a)(x+b)=ab-e 
Hacemos el cambio de: (y+a)=y' ^ (x+b)=x" 
Luego, obtenemos: (x')(y) = ab-c 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 26 : 
Las nuevas coordenadas del punto (3 ;—4) cuando los 
ejes coordenados giran un ángulo cuya medida es 30°, 
son (х’; у’), halle: -2(x* + y"). 
А)1+\3 BS-3 0С)5+/3 0)7+/8 ES-s 
RESOLUCIÓN: 
Coord. originales: (3;— 4) 
Ángulo derotación: 8—30* 
Coord. nuevas en ху: (х;у) 
Para una rotación de ejes conocemos que: 
x = x'Cos8 - y' Seno 
у = х' Бепд + у'Созб 
6 (х;у)- жн » 
Donde: ди = (Cos ; Send) 
A. = (-Sen8; Cost) 
De: (x;y)= хуи. 


multiplicamos por A 
- = ~ = =l 
меу en ky uno 
= 1 Po 
así: x'-(x;y).u 


Analogamente: у'= (x; ya 
Sustituimos los valores: 
48 =) A БЕ 


ns КЕЛДЕН 3 


+ y'=(8;4). БЕЗДЕРІ 


Finalmente: 
-2(x'"y)- (37) > -Ax'+y)=V3+7 
ЕРТА : “р” 
PROBLEMA 27: 


Determine las nuevas coordenadas del punto 
(a ; b) cuando los ejes coordenados giran un ángulo 
cuya medida es 45” además: b = 3a. 


AJ(242a ; 42a) UTD Cia lda;-2/2a) 
D)(242a;- 42a) EM-J2a;4/2a) 


RESOLUCIÓN: 
Coord. originales: (а; b) 
Coord.en el sistema ху: (х;у) 
Ángulo de rotación: 0 = 45* 
Del problema anterior: 
lay) ^ у= (х;у) 
asi 
s ЕЛ (2 .42)_ J2 
х'=(а; ДЕР y eget» 
• у =(а; 7S 2)-2a-« a) 


Ahora, por condición; b = За 

= х'= 2/2а ^ у'= За => (ху!) = (242a; 2a) 
ЕРТА : "А" 

PROBLEMA 28: 

Sea la ecuación: 

16х" – 24ху + Әу! + 85x + 30у +175 =0 

¿Qué medida del ángulo debe girar al sistema ХУ en 

sentido antihorario para que elimine el término en xy? 

А) 16° в) 37 С) 82% D) 53° Е) 106° 

RESOLUCIÓN: 

Tenemos: 16x* - 24xy + Әу" + 85x + 30у +175 = 0 

Para eliminar el término mixto xy hacemos girar el 

sistema xy un ángulo 9. 


B 
Попа. === 
nde: Тап20 = ас 


Ademas, tenemos: 


A=16 В--24 С=9 
-24 24 
Asi Тап20- 15-97: 
= 20-180%-74% > 6-53% 
ЕРТА: “D” 


PROBLEMA 29: 
Después де una rotación de ejes la ecuación: 
5x*+dxy+2y*=3 se transforma еп: m(x")*+n(y)*=p 
Halle: (m + n+ р). 
A) 15 B) 14 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos : 5х? + 4xy+2y* - 3 

Calculo del ángulo de rotación para eliminar el término 
mixto xy. 

De: Tan20- 1 = 4 => 29-83» => 0-58 


C) 18 D)12 E) 10 


5-2 3 2 


Por una rotación el cambio es: 
х = х'Совб - у' Зепд 
у = x'Senð – у'Согб 


х+2у' 
asi: DEN: ; 
x x 


Reemplazamos en la ecuación original: 


4(%-”) ТЕЗЕ ar), Е zy 255 
5. 5 262 WX 45. 
Luego, obtenemos: 6х”? + y”? = 3 
Ahora, por condición esta ecuación es: 

тих) «n(y')! =p => m-6;n-1;p-3 
asi finalmente: m *n*p-10 

RPTA : “Е” 
PROBLEMA 30: 
Alhaceruna rotación y traslación de ejes convenientes 
de la ecuación: 
Зх? -2ху+ 39? +2./2х-6/2у+2 =0 

se obtiene una ecuación simplificada que solo contiene 
términos cuadráticos en x e y. Determine dicha 
ecuación. 
A) 2(x")* + (y”) = 2 
С) 2(x") + (у) 21 
Е) (x”)* + (y?! 22 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: 3х? — 2ху+ зу? +2/2%> 6/2у +2=0 


Calculo del ángulo de rotación 0, que nos permite 
eliminar el término mixto xy. 


В) (х") + 2(y") =1 
D) (х”)# + 2(у") == 


De: ов кй 2 
“Тап20 AE EA 30 


20 90° = 0 = 45° 
E Жога coon 
x-x'Cos0- у'Ѕепб 
у= х'беп + у'Совб 


Para una rotaci 


Para 9 = 45° obtenemos: 
ое 
Reemplazamos: 

AREA) ona) n) 
Ееее 


Completamos cuadrados: 
(== 2х'+ 1)+2(y*- 2y'+1)= 2 
(х- 1)? + (у 1 =2 
Ahora, cambiamos: (x'-1)- x" ^ (y -1)=y" 
Finalmente obtenemos; (+")? + 2( у”)? = 2 
ЕРТА : “р” 
PROBLEMA 31: 


Simplifique realizando transformaciones de eje y 
exprese en un sistema X – Y, la curva descrita por la 
ecuación: 4x* — 24xy + 11у? + 66х-58у + 95 = 0. 


А) 4x") - (y"P 21 В) 4(x"* - (y"Y = 4 
C) (x”)*- 4(y"Y = 1 D) (x")? - 4(у”Ў =4 
Е) (х)? – 2(у") 24 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos asi : 4х? – 24xy + 11y” +56x -58у+95=0 
Calculo del ángulo de rotación que permita eliminar 
el término mixto (xy) por medio de una rotación de 
ejes 0. 

Tenemos así: Tan20 = qe 

-24 24 


пл 


= 20-74% > 0=37° 
Para una rotación de ejes @ conocemos; 

х= x'Cos0 — y' Seno 

y = х' Бепб + у'Созб 


. __(4х"-Зу' _(8х'+4у' 
ahora: «= (EY J^ »- (Een ) 


4x'-3y' d 4x'- 2r) seem) (ex М 
4 5 ) -24[ 5 5 +11 MTS 


4х'-8у'\_ м») z 
+50 fec" ) Ба +95=0 


Reduciendo: 
-5х 54 20 у 4 10x'-80y'+95=0 
==? +4у?+2х'- 16у+19=0 


Completamos cuadrados 
4(у%-4уз4)-(х-2х%1)--4 
4(y'- 2)? - (x'- 1)? 5-4 pr 
> H-(x-1f-4(y-2)-4 А : 
Finalmente, cambiamos: (x'-1)- x" ^ (у-2)=у" 
Luego: Н : (x)? -4(y")? =4 di n 


ЕРТА ip 
PROBLEMA 39: - 


Por una rotación de un ángulo de medida : 45° de los 
ejes coordenados, una cierta ecuación se transformó 


en: 4(x")* -9(у”)? = 36. Determine la ecuación 


А) бх? + 5y*- 25xy + 70 =0 
В) 5x* + 5y*— 25ху + 50 = 0 
С) 5x? + 5y*- 26ху + 72 = 0 
D) 5х: + 5y* - 26xy + 90 = 0 
Е) 5x! + 5y*- 52xy + 72 =0 
RESOLUCIÓN: 
Tenemos: 4(x”)* -9(y")* = 36. 
Conocemos: x'=(x;y).4 ; КЕНЕГЕ 
pS = x'=(x;3)(Co80;Seno) 
х'= xCos0 + увепд 
• y '=(x;y)x(-Sen9;Cos0) 
y'=-xSen8 + уСозб 


х+у y-x 


57) 7-27) 
Cg] «]- 


> 5x*+5y? -26xy+72=0 3 
ЕРТАС” 
PROBLEMA 33: * 

Por medio de una rotación de ejes coordenados, 
transforme la ecuación: x + /Зу=6еп otra que no 


tenga término en у’. 

A) х'=1 В) х=2 C)x=3 Р)у=2г E)y-3 
RESOLUCIÓN: 

Tenemos: L : x + /Зу=6 

Graficamos: 


En el sistema ж'у' la recta debe de ser vertical, es 
decir de la forma: ж” = cte. 


Luego, en el sistema ж?у” la recta es vertical de 
ecuación: ж” = 3 

RPTA : “С” 
PROBLEMA 34: 
Halle la medida del ángulo de rotación necesaria para 
transformar la ecuación х + УЗу=2 еп otra cuyo 
ángulo de inclinación en el nuevo sistema mide 


= гаа. 

я я я я 7х 
АУ В) с). 2) 3 Е) то 
RESOLUCIÓN : 


Tenemos: L : x + /Зу=2 


4 deinclinación en xy: 150° 
< deinclinación en ху: 135° 


=> = 15° 


RPTA : “А” 
PROBLEMA 35: 
Halle la medida del ángulo de rotación necesario para 
transformar la ecuación х-\/Зу=4 , en otra cuya 
pendiente es 1 en el nuevo sistema. 


А) 15° В) 75° С) 105° ПР") 135° Е) 165° 
RESOLUCIÓN: 

Tenemos: L : x – /Зу=4 

Graficamos: 


ов que para que la pendiente de la recta sea 
gulo de rotación debe de ser: 0 = 15° 
RPTA : “A” 
^ 36: 

1e las nuevas coordenadas del punto (2 ; 2) 
у los ejes coordenados son trasladados al nuevo 
origen (-1 ; 1) y luego se les gira un ángulo de medida 
igual a 45°. 


4)42;-42)  B)2/2;-4/2) С)(34/2;-42) 
D)(4/2;-42) E)242;42) 
RESOLUCIÓN: 

Se tiene: (Coordenadasen ху: (x'; y) 
Coordenadas originales: (2 ; 2) 
Coord.del nuevo origen: ( – 1; 1) 
ángulo de rotación: 0 — 45* 

Conocemos: (s; у) (хо; уо) pr y И, 

(озу) 9 X иу 

Multiplicamos por д 

== 


(х-хо;у-Уо).д = x'. йй н: 
0 


>z ""(х-жо:У- Ур)и 


— 
Analogamente: у'=(х-х0;у- yo). 


ЕЕЕ | =(Созд ; Зепд) 


A. =(-Sen0;Cos0) 
Luego, sustituimos los valores: $ 
*ox'e(241;2-1).(Cos46*; Sen45*): 


• у'=(2+1; 2-1).(-5е145° ; Сов45" ) 


42 A2)... 
эу rene x Ug ES у'=-/2 
Finalmente: (=; жал, 12) 

RPTA : “В” 

PROBLEMA 37: 
¿Cuál debe ser la medida del ángulo de giro para que 
| efectuarse una rotación de ejes la ecuación 
de -9y +5 = 0, еп el nuevo sistema Х'У' по 
ва el término y"? f 
a 843) 5) ms se 


Жул i z 


Tenemos: у -4x -2y +5=0 
Al aplicarle una rotación de ejes de @ los cambios son: 
x-x'Cos0- у' бепо o 
y-x'Senü – y'Cosü x 
Reemplazamos: 


• (x'Sen8 +y'Cos0)* – 4(х'Соз — у'5епб) 
- 2(x'Sen0 + у' Созб)+5 =0 
+ x" Sen?9+ y" Сов?0 + 25еп0Созб(х'у') 
-4C080(x') + 45епб(у')- 25епб(х') 
—2С086(у')+5=0 
Agrupamos términos semejantes; 
(беп!0)(х)3 +(2Sen6Cos0)x'y'+(Cos*0 My)? 
- 2(Sen9 + 2Сов0)(х')+ 2(2Sen6 – Совб (у )+5=0 


Por condición el término y” debe eliminarse mediante 
esta rotación de ejes. 


asi que: 
2(28епд – Сов0) = 0 > 28еп = Сове 
Seno 1 1 
= === Тапд= 1 =>0= arcTan 
6 también: 0= (&) 


RPTA : “С” 


PROBLEMA 38 : 
- Dada la ecuación : х*-2ху+у'+2х-4у+3=0 


se obtiene una gráfica de la forma : 
Чи МУ 

c ~ T 

х 


RESOLUCIÓN : 
* Para eliminar el termino mixto ғу, rotamos los ejes 
un ángulo ø : 
іапб- 2 = 27 tanó=% РЕ 2. 
> tan 20=0=> 20=90° > 0=45° 
* Luego, aplicando las ecuaciones de rotación : 
x=x'c080 — y'senü А 
pace 


* Para 0-45" tenemos : seu лун 


* reemplazando en la ecuación original , resulta : 


«gegen 


gs 


х%3-о 


* Completando cuadrados , resulta la ecuación de una 
parábola : 

(7-55) -5 ЕГА 

2/2) 42 24 


2 11/2. 1 
% Cuyo vértice ев: | 24: 
УУ м ( 24 z7) 


PRIM 


ANPRACTMECANDIRIGIDA 


(6ђ Halle la nueva ecuación de la circunfecencia: | 
€: x! ey! +6х +4)у =0 5 
En caso еп que el nuevo origen sea el punto: 


Р,-(-3;-2) 
A)x?4y!-18 В)х+у?=3 А C)x*+y?=1 
D)x*«y'c4 _ Е)х?+у?=12 


(62) Transforme la ecuación dada trasladando los ejes 
coordenados a un nuevo origen ubicado en (2;3) 


y -4x-6y+17=0 
А)у'?=4х' B)y*-2x' С)у'?=х' 
D)x"z4y E)x"-2y 


Determine la ecuación de la curva representada 
por: dx’ 4" +16x-24y+27=0 
si el origen es trasladado a O'(-2;3) 
A) 4 E В)х+у?=25 C)x*+y*=4 
рух 1995 Е) +у?=15 


@Еп el gráfico mostrado, se pide hallar la ecuación 
de dicha circunferencia en el sistema ху, si realizó una 
traslación de ejes. 


А) х?+у? -2х+6у-12=0 B)x?+y?*+4x -6у+8=0 
С) х?+у? – 4х+6у-6=0 Р) х?+у2+4х-6у+2=0 
Е) x! ey? – 2х+4у-4=0 i 
(93) Hallar la ecuación де la recta: 1:х- /8у-4-0 
Después de una rotación según un ángulo de 30°. 
А)у-2-0 В) х'+2=0 C)x'-3-0 
D) y'+2=0 Е) х'+3=0 


(69 Si al efectuar una rotación de ejes según un ángulo 
өңі) "g^, la pendiente de la recta: L: 3x — y -4/2=0, 
ss Hallar el ángulo de rotación"g". 


зге) B)30* С)90% D) AreTan= E) ArcTanz 


62) Por una rotación de ejes tr Le transformar 


la ecuación: 
UM AT 


en otra que carezca de término en “ж”, 

A) у'+4=0 В)у-б-0 C)y'+3=0 
D) y'-6=0 E) y'+8=0 

ӨЗ Determine las coordenadas del punto Р(-1:-2) еп 


sistema x'y' que resulta de girar el sistema xy un 
ángulo'de 30° en sentido antihorario. 


27 11 48 1 
A) ЕЗ В) (21) С) (2-22, 48-4) 


54) E) (2-43; 1443) 
e» Si las nuevas coordenadas de un punto P(a;b) 
del sistema xy, en el nuevo sistema ху? son (5;-3) luego 
de que este último se generó por una traslación del 
origen al punto (1;2). Además los ejes giraron en un 
ángulo de 37°. 

Calcule: a+b 

50 23 
в 
(O Hallar la transformada de la ecuación dada, al girar 
los ejes coordenados de un ángulo igual a: AreTan2,6 


27 47 46 
A) Fa B) 7 с) Е) % 


(ROTACION Y TRASLACION DE EJES 2) 918 | 


L:23+5y3=0, 

A)s-2y'-/29 —B)s'-/29 — C)y'-2438 
D) 29x'-8 E) J29y'=2 

(O) La ecuación de una curva es: 


75"-13x'y-2x* -5 
después de una rotación según un ángulo: 


e-ArcTan(0,5) 
Hallar la ecuación original de la curva. 
A) y! - 8ху=1 B)x*-3xy=1  C)x!-8y-1 
D)y*-6xy=1 — E)y!-6x-1 


ФЭРог rotación de los ejes coordenadas, transformar 
la ecuación: L: 2х-у=2 En otra que carezca del término 
еп ж”, 

Ају-2/5=0 Вв)/бу-2-0 
D)V5y+2=0 | E)2y-48-0 
(3) Por una rotación de los ejes coordenados, 
transfórmese la ecuación dada en otra que carezca el 
término жу”. 9х? +3xy+9y* - 5 

4)45x7-9y*-10 B)21x" +15y*=10 C) ах“ «13y*-10 
D)&*46y'-5 — E)&x*-6y*-5 

(Э En un sistema rotado 45° la ecuación de una cónica 
es: (х’-у’)(х’+у’) 1. Halle la ecuación en el sistema 
xy. 

Ајхуг 5 B)xy=-1 С)ху-4 D)xy=-2 E)Xy-2 


С) y'+/5=0 


© Determine la rotación "ø" en sentido antihorario, 
necesario para eliminar el término rectangular de las 
ecuaciones: 

I) 8x*+4xy+5y*+/5x=1 
11)16x*+24xy+9y*+25x=0 

57 
2 
(9 Enel а с anterior, indique E tipo de cónica 
que representa cada ecuación, en el orden dado. 

A) Parábola: Hipérbola В) Elipse; Parábola 

С) Hipérbola : Elipse D) Elipse: Hipérbola 

E) Hipérbola :Parábola 

(E) Por una rotación de 45" de los ejes coordenados, 
una cierta ecuación se trasformó еп: 4x*-9y*=36 
Hállese la ecuación original. 

ЈА) 5х? — 26xy*-5y7472-0 В) 5x? - 21xy+5y*+18=0 
С) 4:2 -3xykdy! -5-0.— D) 5х? - 13ху+2у*+17=0 
E) 4х?+3ху- 2у?+13=0 


А) 7:16 В) Ta С) 53; 74 D 


E sr Esp ^ 


EDITORIAL RUBISOS 
(9 Hallar la transformada de la ecuación dada, al girar 
los ejes coordenados el ángulo в indicado: 

Bx! +Зху+у' =4 


А) 9x '? e 4y * - 36 8xy 
C) 27x 7 43y7 220 7xy 
E)2x 5435726 – 4xy 
(O) Hallar las coordenadas del punto P(2;-44/3). Si 


se rotan los ejes coordenados alrededor del origen, un 
ángulo де 120°. 


A) (-43;4) B) (-7;\/3) 
D)(-43;-5) | E)(-8;2N3) 


@@НаһПаг las nuevas coordenadas del punto (2;2), 


cuando los ejes coordenados son girados primero un 
ángulo de 46” у después son trasladados al nuevo 


B)4x? 4957-36 
D)x*+3y?=4 


€) (-6;43) 


origen (-1;1). 
A)(-242;/2) B)(-42;/2) С)(242;-/2) 
D)(42;3.2) — E)(242;42) 


»B 


00 


[92 


dela Пела 


Sentido 
de la rotación 
de) planeta 


El movimiento 
de rotación de 
la Tierra. 


OBJETIVO : 
* Conocer la estructura analítica y algebraica de los 
números complejos y sus principales 


elementos(operaciones algebraicas y vectores en un 
plano) 

* Representación de los complejos como puntos en un 
plano. Representación polar. 

* Conjugado deun complejo. Módulo, distancia, raíces 
de un complejo. 

*Operar con nümeros complejos en sus formas 
binómica y polar. 

* Resolver gráfica y analíticamente las operaciones 
con números complejos. 


INTRODUCCIÓN : 


Alo largo de la Historia , el hombre ha ido ampliando 
los tipos de números que utilizaba, según lo 
demandaban sus necesidades. Así, para contar objetos 
descubrió los números naturales. Más tarde los chinos 
comenzaron a usar números negativos y positivos. 
Cuando se tuvo que contar las partes de un todo 
aparecieron los números racionales. Ya los griegos se 
encontraron con cosas que no se podían medir con 
fracciones. Por eso crearon los números irracionales. 
No fue hasta el siglo XVI cuando la comunidad 
matemática observó la necesidad de unos números 
muy especiales, Tan especiales eran que les llamaron 


imaginarios, como indicadores de que la realidad no 
los necesitaba. El tiempo vino a darles el lugar que se 
merecen. 


La ecuación x?=-49 no tiene solución real, porque no 
hay un número real que elevado al cuadrado dé -49, 
pues el cuadrado de todo número real es un número 
no negativo. 

De manera similar se sigue que no hay raíces 
cuadradas reales de números negativos. 


Se ve entonces que para considerar raíces cuadradas 
de números negativos se debe tratar con números 
reales. Luego se procede ahora a desarrollar un 
conjunto de números que contenga el conjunto de los 
números reales z como subconjunto y también las 
raíces cuadradas de números negativos. Se denota tal 
conjunto de números por с y se llama el conjunto de 


los números completos. 


Se desea definir operaciones de adición + y 
multiplicación . en с tal que las propiedades de la 
adición y multiplicación en 2 se cumplan. 


En primer lugar, el conjunto ces tal que el número 
real -1 tiene una raíz cuadrada. Sea 1 el símbolo para 
un número еп (г cuyo cuadrado es -1, esto es, se define 
# como un número tal que: 


Como todo número real ев un elemento de c, se sigue 
que si Бє С, entonces la multiplicación еп с debe 
ser cerrada (o debe cumplir la propiedad clausurativa), 
entonces bi debe ser un elemento de с. Ademas, si 
a e R,entonces el número a +bi debe ser un elemento 
дес. Ahora entonces se tiene el conjunto с que se 
define formalmente así: 


El conjunto de todos los números de la 
forma а + bi, donde a, b e Z, ìi? = —1se 
llama el conjunto de números complejos 

y se denota por C. 


М Naturales 
Z Enteros] Enteros negativos 
Reala) ® Bacionalos 


С Complejos x MC Eds 
Irracionales 
Imaginarioa 
NÚMERO COMPLEJO 


Un número complejo Z es la pareja ordenada (a;b) de 
números reales a y b,es decir: Z=(a;b) sujeto a 
ciertas reglas y leyes donde: 


a : parte real del número complejo Z (a = Re(z)) 
b:parte imaginativa del número complejo Z (b=Im(=)) 


* La pareja (x;0) se identifica con el número realx, 
mientras que una pareja del tipo (0;у) es un número 
imaginario puro. 


* La pareja (0;1) se llama la unidad imaginaria #. 


Sea | conjunto С = (азујј = (x;y)donde x, y e R} 
cuyos elementos satisfacen las operaciones 

DZ +2 Sl y) (xg = (0 + 9,494) 

MZ Z,h Y) E EEE 07D yg Хју, + Уух) 


А cada elemento (x;y) del conjunto С se denomina 
número complejo y se denota por: 
Z=(x%; 
parte real 


* Es decir: 


E imaginaria 


x= Relz); y = Im(z) 
EJEMPLO : 
Sean: 2,=(3;5) y 2,=(2;0) 
Entonces: 
2,+2,=(3+2; 5+0)=(65; 5) 
2,2,=(3х2 -5х0;3х0-0х5)=(6;0) 
OBSERVACIÓN : 
* Como: 
(0;b)=b(0;1) 
— 
=(b;0)x(0;1) 
* Entonces: 
(a ; b) - (a ; 0)-(0 ; b) 
(a ; 0) (5 ; 0)x(0;1) 
t $ $ 
а + b x,* 
= (a; b)=a+bi 


* Vemos ahora que si Z=(a;b), entonces Z=a +bi 
EJEMPLOS: 
* (2:7)=-2+7i 


m я). 42. 
а), 


“(е тя) = 


Ў” < 


REPRESENTACIÓN 
GEOMÉTRICA DE LOS 


NÚMEROS COMPLEJOS 


Los números complejos pueden representarse por 
puntos de un plano. Un número complejo se representa 
gráficamente en un plano de números complejos 
(llamado también plano de Gauss o diagrama de 


argand), el cual usa el eje horizontal(eje real) para 
ubicar la parte real; y el eje vertical para ubicar la parte 
imaginaria (eje imaginario), de los números complejos. 
Entonces, el número complejo Z=(x;y), puede 
representarse por un punto de abscisa x y ordenada y. 


complejos 


FORMA POLAR O TRIGONOMÉTRICA DE 
UN NÚMERO COMPLEJO 


Hemos ya tratado los números complejos en la forma: 
a+bi, ahora, debes tener presente que cuando los 
números complejos están en correspondencia uno a 
uno con los puntos del plano cartesiano, (plano de 
Gauss). 
“бе сш Z=a+bi 

Eje imaginario 

(Im(z)) 

Z(a;b)=(a+bi) 


VectorW__H 


Eje real 
(Re(z)) 
* Del gráfico anterior: 
* Como: 
а=гсозд y Б-гвеп0 
a+bi=rcos0+rseni 
=r(c080+ isen8).............(I) 
* Donde: 


r-|a-bi|- Va*X8* y галд 5. 
* El número real no negativo г=\/а2 +5? se denomina 
valor absoluto(o módulo)del número complejo у se 


| 


/ 


escribe |a+bi| 


*El ángulo 9 asociado al número z=a+bi ве 
denomina argumento de z (arg(z)). 


Como consecuencia de la ecuación (I), tenemos 
(а tbi )=r(cosĝ+isen8) 


Z=r(cosO+isenó) 


A la expresión anterior se denomina: forma polar o 


) /trigonométrica del complejo z. 


OBSERVACIONES : 
* La notación: r(cosO+iseng) es frecuente expresar 
la por reis0, es decir: 
r=(cosO+isen9)=rcis0 
* Elángulo g asociado al número z noes ú nico, 
porque al sumarle 2kx(ke Z), el ángulo 0+2kx 
también será argumento де 2. 
Ante dicha eventualidad consideramos argumento 
principal de z(arg(z)) como 
0 < arg(z)<2x 
* En general: 
arglz)=arg(2)+2kx,keZ 
EJEMPLO 1: 


Determinar la forma trigonométrica de: 


1,43, 
фи + 


RESOLUCIÓN: 


tan0=-2_=-/3 => 0=120° 


* Luego : 


12-1 D i=1(c08120+isen120)> Z=cis120" 


OBSERVACIÓN : 


Para calcular el argumento de “Z” se debe observar 
en qué cuadrante se encuentra el afijo de “Z” y luego 
calculamos a partir de: 


tano 212 
а 
EJEMPLO 2: 
Determine la forma polar del siguiente número 
complejo: ¿=-2/3 –2ї 
RESOLUCIÓN: 


* De: 
z--2/8- 2i-J(- 2/3 +(- 2) =4 


* Graficando: Im(z) 


* En general: 


arg(z)- 7 +2x ‚Кє? 


* Finalmente: 2=-2/3 -2i 


* Es equivalente a: 


6x 7л Tx 
z=dcos -z tien- => Z: сів 7 


OPERACIONES CON NÚMEROS 
COMPLEJOS 
* Dados los números complejos: 
Z=|Z|(cosO+senO) 
Wz|W|(cosa-sena) 


ANUMEROS COMPLEJOS 5 [930 | EDITORIAL RUBISOS 


D ZW. Vera )+een(0ta)] (сов0 + isen0 ) "-сов( — пд) t isen( п) 
- s(Ota ; 
25 ааваа IV) RADICACIÓN : 
ES == 12 | ]еги(б+а) La raíz де un complejo es en forma general, otro 
LO: complejo y tiene tantas soluciones como lo indique el 
=3( н 7 índice de la raíz. 
W=2(cos20" + isen20") УЛ ¡[eos ES | өзге 
* Luego: 
=6[соз(25°+20°) +ізеп(25°+20°)] Рага: 
= 20 =6[соѕз45°+ізеп45°] Е=0];1;2;......;(п-1), se obtienen las “п” raíces. 
п) DIVISIÓN : EJEMPLO : 
= сом - a)+isen(0-a)] * Hallar las tres raíces de: 2/1 
RESOLUCIÓN: 
Z „|7 ciao- a) 
mum 2=1=1+фї 211 
EJEMPLO : tud 
Sm 34 очам) (==) 
Sean: р. /8(cos65°+isen65") en (еч "Ee Не Бет 
W=/2(cos35" +isen35") > #1=сов120°Е +isen120% 
* Luego: * Si: 
2 8 k=0 > primera raíz: соз0°+ізеп0°=1 
>= = E leos(os”-35)+isen(60*-35)] • Si 
ғ ж 1; 
2 =2(cos30" +isen30") Е=1 => segunda raíz : 
сов120°+івеп12 --собФейелво-- 1.38; 
Ш) POTENCIACIÓN (TEOREMA DE “ Si 
MOIVRE) = ) 
Z”=|Z|"(cosn0+isenn9) A: т 
ad сов240" +1веп2407= – сов60°—ївепб0°=— 5 – i 
ж 
EJEMPLO : * Finalmente: 1 
* Dado: | Z=2(cos20*fisen20") е LN ыу 
* Calcular: =" паз 
1 43. а 
RESOLUCIÓN: | Желе 
2°=[2(соз20°+зеп20°)]° 
=> 2°=2?[с08180°+ёвеп180°] 


= 2#=512(сов180°+1веп180°)=- 512 


EN GENERAL : 

Para un ángulo garbitrario y cualquier número entero 
п ве cumple: 1 
____ [cos9 xiseng)"=cos(n0)+iseníno) 


* En particular si n es un entero positivo, entonces: 


У нинчи” === e DA "(e 


1 
I и donde : МЗ ; W: conjugado де W 
wi 


П) La suma de las tres raíces cúbicas de la unidad es 


igual а cero. 
221-1448, 1 УЗ 
14+W+W*=1 2*5! 2 > 
> [ии =0] 


Ш) iY1-W«W?-1 


ТУ) En general “W” elevado a una potencia múltiplo 
de tres es igual a la unidad. 


FORMA EXPONENCIAL 
DE UN NÚMERO COMPLEJO 
* Sea ==а tbi, рага 2 se define: 


a+bi_,a ¿bi 


e^ ze?" nga p 


= e*=e"(cosb+isenb) 


* Si: 
a=0;e*=e (cosb+isenb) 
> e*'=cosb +isenb 

* Luego al número complejo: 


e*=cosO+isenó 


* Donde g es un número real medido en radianes, se 
denomina exponencial compleja. 
* “e” ; es el número de Euler: e = 2,718281... 


* En términos de la exponencial compleja, la forma 
polar de un número complejo: 


z-—r(cos0-risen&) 


* Se puede expresar como: 


А dicha expresión se conoce como forma exponencial 
del complejo z. 


EJEMPLO : 

Expresar: 2-1 +i; en la forma exponencial, 
RESOLUCIÓN: 

* Calculamos el módulo de 2: 


Izi- rer > |Z|=/2 


* Calculamos el argum 


келері 


principal: 


(1јеагеати) = = зей 


OBSERVACIÓN : 
* Se define del cálculo que para todo número real 
"x" se tiene la serie infinita, 

xt xt ow 

О +++... 

2! 1 4! 
* La igualdad anterior significa quelasuma de los 
n primeros términos del segundo miembro es un 
valor aproxim ado para e" y que esa aproximación se 
puede hacer como se desee, al tomar n suficientemente 
grande. 
* Desde mucho antes де EULER se сопосјап los 
desarrollos en serie де senx y cosx: 

3 5 v 


x x 
зепх=х – —+—-—+....... 
аи п“ 

2 4 6 
x x х 
мк зв: 


* El desarrollo en serie de е" pera х real sugiere de 
modo evidente la definición de la exponencial e*, donde 
Z=x+i y es un número complejo, basta escribir. 
МЕСЕ 28 
e =1+2+ Tr ТАТА 
* En el caso particular en que z=¿y esun número 
imaginario puro, tomando en cuenta los valores de las 


potencias sucesivas de і-У-1, reemplazando y 


agrupando los términos se tiene. 
33.36. dde PERA 
^E CNA Б 3+ т” 
pu seny 


5 =cosy+iseny 


NÚMEROS COMPLEJOS CONJUGADOS 
Dado el número complejo Z e С /Z=x+iy se define el 
conjugando del número complejo 2 como (x-iy) у ве 
denota Z tal que Z=x - iy. 


Nótese que |Re(Z) = Re(Z)|^ |Im(Z) = — Im(Z)| ;es 


decir dos números complejos son conjugados entre si 
cuando sus partes reales son iguales y sus partes 


imaginarias solo se diferencian en signo. Interpretando 


— ———— 


?-х-іу 


y los argumentos se diferencian en el signo, ев decir: 


Arg(Z)=-Arg(Z) 


PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS 
DE NÚMEROS COMPLEJOS : 
1)2=2 
...(El conjugado del conjugado де Z es igual 
al mismo número Z). 
2) 2,%2,-2,%2; 
3) 2,2-2,2; 


NA EZ. 
TO 


Re(Z)- pz Айт m27 


6) A R 
... (Es defir 2-х;хе Е) 
2) (Z)*-(Z") ; Vm e Z* 


ente los puntos que representa los ES 


Near simétricos con respecto al eje 
real. Los módulos de los números complejos conjugados 


son iguales, es decir: 4-2 
Im(Z) 


5) 121=1–21= (Zi 

6) |2|-2х2 

7) Ее(2)<|2|лх1т(2)<1|2| 

8) |2,%2,|<|2,%12:) 
RELACIÓN ENTRE LA FORMULA DE 
MOIVRE Y EL BINOMIO DE NEWTON 


* Sabemos que: 
(cos8--isen8 )" =созпб+ізеппб 
* También: 


(cosgrisena”= У; CA (cost) "(sena)" 
h=0 


* De estas dos expresiones, se deduce que: 


cosnx +ізеппх = (cos x+ isens)? = Y Chicos x)" isenx)* 
k=0 


созпб+ізеппб= È O} (cos8)"" (sen8)" ;n e Z* 
k-0 


Donde (cosx+isenx)" es el binomio de Newton 


además se conoce 


binomio 


n-i 


(cos х + гвепх )" = cos" x + Ср cos"! x(isenx)+ 


С? cos"? x(isenx)* + Сї (сов x)" (isenx)" 


et Ch (сов x) (isenx )"! + C» (isenx)" 


cos nx + isenx = cos" x + iC? сов"! xsenx — 


n-3 


Са сов"? xsen*x — iC3 сов"? xsen?x +... 


has + Cn (сов х) (гвепх )“ ' + Ch (isenx)” 


Por igualdad de números complejos : 


cos( nx) = cos" х – С} cos"? хеп? х + С cos" * xsen' x- С} cos" хөеп®х + 


senx( nx) = С} cos"! өеп — С} xeen" xon? x + С} cos" дееп“ жө. 


| PROPIEDADES DEL MÓDULO DE UN ин) e E CO сы LS 
os" x -С{ cos" * xeen” + С) cos! seen x — С} cos" ^ waen x +... 


NÚMERO COMPLEJO 
1) |2|» 0;si 2+0 
2) [72| =] ||] ; уге 
8) 12,2:1-|2,112:1 


PEN 
oai, amne 


Adicionalmente Dividiendo entre cos” x al numerador 
y denominador: 


Cř tanx- cg tan? x «Cz tan* x-...| 


taní. = 
RR) 1- C$ tan x4C?tan!x 


Хен | 


EJEMPLO : 
Exprese en términos de зелд y cos, el веп50 y cos50 
RESOLUCIÓN : 

Por lo anterior, tenemos: 
cos50+isen50=(cos0+iseno)" 
cos50+isen50=C¿cos*0+C*cos*0(iseno)+ 
Cjcos30(isen0)*+C5cos*Oliseno)” 

* C? cosó( isen8 )* C; (ізепд)” 


= совб+івеп50= (cos^0 – 10cos*Osen*0+5cosOsen*0) 
*i(5cos*0sen8 – 10cos*0sen* 0 sen*8) 
* Luego: 
с0850=с08°0 — 10с08*0зеп*09+5созбзеп*0 
sen&0-sen"0 – 10cos*0sen*0+5c0s 0senó 


OBSERVACIÓN : 


* Así mismo de la forma exponencial (forma de 
EULER), tenemos: 


e —cosG*isen8...........(I) 
e =е080 — isenó.......... п) 
* Luego (1) (HI): 


e+e""=20080 => |совб= 


* Tambien (1)-(): 


x: 5i as 5 


* Ahora si reemplazamos еп las relaciones anteriores 
9 por 2, en general tenemos: 


* Las otras cuatro funciones trigonométricas, 
definidas en términos de las funciones seno y coseno 


sal senZ cosZ 
tanZ= тов ‚ cotZz P. 
ES cosZ à суз senZ 


* También se puede demostrar que: 


sen2Z 
сов22 
* sen(Zj* Z, )-senZ,cosZ,*cosZ веп2, 


*fan2Z- 


* sen2Z=2senZcosZ 

$, senZrtsenZy=2sen( 222 )cos( 21-22) 

* 1+сої?2=сзс?2 

* cos(Z, – 25) =2082с082 +веп 2 јвеп 

* cos2Z=c08"Z – sen? Z 

* sen3Z=3senZ – 4sen?Z 

Vemos pues que todas las relaciones conocidas de la 
trigonometría entre las funciones trigonometrícas de 
argumento real se conservan tambien en el campo 
complejo. 

No obstante, de la fórmula anterior no podemos 
concluir que: |cosz |< 1 у |senz|< 1. 
Puesto que por lo general сов? у sen*z no son números 
reales. 


* Vemos a continuación la relación entre las funciones 
trigonométricas senz y cosz y las funciones 
hiperbólicas senhz y coshz, definidas como: 


mE mu 


2 
* Donde: 
senhz: se lee seno hiperbólico de z. 
coshz: se lee coseno hiperbólico de z. 


* Cuando z=x es real éstas funciones toman valores 
reales. 


* Ahora bien si comparamos las fórmulas pa ra 
coshz y senhz con las fórmulas para cosz y senz 
notaremos que entre las funciones trigonométricas 
e hiperbólicas existen las siguientes relaciones: 


* De aquí, deducimos: 


cosh?z – senh?z-[cos(iz)] – [ – isen(iz)]? 
= соз? (iz) *sen* (iz) 
1 


= [cosh*z –вепћ 2 =1] 


T GRÁFICO DE.REGIONES 


La parte real Re(Z), parte imaginaria Z m(Z), módulo 
|Z| y argumento Arg(Z) son números reales, donde 
Z=x+iy; entonces se pueden relacionar mediante una 
igualdad o desigualdad con otras cantidades reales 
representarlos en el plano complejo como lugares 
geométricos o regiones donde se ubican los números 


complejos. 

EJEMPLOS : 

(93) Ubique todos los números complejos cuya parte 
real es igual a 2. 

RESOLUCIÓN: 

* Los puntos pertenecientes a la recta vertical х=2 
es el lugar geométrico donde se ubican todos los 
nümeros complejos cuya parte real es igual a 2. 


Re(Z) 


“ Еп esta recta, se ubican 
todos los números com- 
plejos Z=x+yi, que satis- 
facen Re(Z)=2 ух =2 


6Э Gráfica: |2|-4 

RESOLUCIÓN: 

En esta circunferencia, se, ubican todos los números 
complejos z cuyo módulo es [241 =4 


* Todos los núm хо implejos que se ubiquen en la 
región interna чак nferencia de radio г tienen el 


módulo menor quer. 


SUPER TS 
Obsorwmación : re 
* Todos los números complejos que se ubiquen en la 


región interna dela circunferencia de radio г беў 
el módulo menor que г. 


Im(Z) 


* En la región sombreada se ubican todos los números 
complejos Z que cumplen. 

|2|<ғ ó х?+у?<г? 
* Todos los números complejos 2, ubicados еп 1а 
parte externa de una circunferencia de radio r, 


incluyendo la misma, tienen el módulo mayor o igual 
ar. 


* En la región sombreada se ubica todos los números 
complejos Z que verifican 


|Zizr 6 х?+у?>г? 


(63) Represente todos los números complejos, tal que 
su parte real sea mayor que 1. zi 
RESOLUCIÓN: EXE 
* La región sombreada vista de la figura арын 
conjunto de todos los números e ica Я 
parte real es mayor quel. 0 00-0 $ 


VARIABLE COMPLEJA 


O ANÁLISIS COMPLEJO 


Al estudio de las funciones de variable compleja se lo conoce 
como el Análisis complejo. Tiene una gran cantidad de usos 
como herramienta de matemáticas aplicadas así como en otras 
ramas de las matemáticas. El análisis complejo provee algunas 
importantes herramientas para la demostración de teoremas 
incluso en teoría de números; mientras que las funciones reales 
de variable real, necesitan de un plano cartesiano para ser 
representadas; las funciones de variable compleja necesitan 
un espacio de cuatro dimensiones, lo que las hace 
especialmente difíciles de representar. Se suelen utilizar 
ilustraciones coloreadas en un espacio de tres dimensiones 
para sugerir la cuarta coordenada o animaciones en 3D para 
representar las cuatro dimensiones. 


ESBOZO HISTÓRICO : 
La primera referencia conocida a raíces cuadradas de números 
negativos proviene del trabajo de los matemáticos griegos, 
como Herón de Alejandría en el siglo 1 antes de Cristo, como 
resultado de una imposible sección de una pirámide. Los 
se hicieron más patentes en el Siglo XVI, cuando la 
búsqueda de fórmulas que dieran las raíces exactas de los 
polinomios de grados 2 y 3 fueron encontradas por 
mal como Aunque sólo 
estaban interesados en las raíces reales de este tipo de 
ecuaciones, se encontraban con la necesidad de lidiar con raíces 
de números negativos. El término imaginario para estas 
cantidades fue acuñado por Descartes en el Siglo XVII y está 
en desuso. La existencia de números complejos no fue 
completamente aceptada hasta la más abajo mencionada 
interpretación geométrica que fue descrita por Wessel en 1799, 
redescubierta algunos años después y popularizada por Gauss. 
La implementación más formal, con pares de números reales 
fue dada en el Siglo XIX. 


APLICACIONES : 

Los números complejos se usan en ingeniería electrónica y en 
otros campos para una ipción adecuada de las señales 
periódicas variables (ver Análisis de Fourier). En una expresión 


del Про z = ге? podemos pensar еп г como la amplitud y en 
% como la fase de una onda sinusoidal de una frecuencia dada. 
Cuando representamos una corriente o un voltaje de corriente 
alterna (y por tanto con comportamiento sinusoidal) como la 
parte real de una función de variable compleja de la 
forma: f(t) = те! donde w representa la frecuencia 
angular y el número complejo z nos da la fase y la amplitud, el 
tratamiento de todas las fórmulas que rigen las resistencias, 
capacidades e inductores pueden ser unificadas introduciendo 
resistencias imaginarias para las dos últimas (ver redes 
eléctricas). Ingenieros eléctricos y físicos usan la letra / para 
la unidad imaginaria en vez de i que está típicamente destinada 
a la intensidad de corriente. 

El campo complejo es igualmente importante en mecánica 
cuántica cuya matemática subyacente utiliza Espacios de 
Hilbert de dimensión infinita sobre C . 

En la relatividad especial y la relatividad general, algunas 
fórmulas para la métrica del espacio-tiempo son mucho más 
simples si tomamos el tiempo como una variable imaginaria. 
En ecuaciones diferenciales, es habitual encontrar primero 
las raíces complejas r de la ecuación característica de la 
ecuación diferencial de primer grado y luego intentar resolver 
el sistema en términos de las funciones base de la forma : 
fu e". 

Los fractales son diseños artísticos de infinita complejidad. 
En su versión original, se los define a través de cálculos con 
nümeros complejos en el plano. 


zesen(xey) 


zesen(xjseniy) 


(Syemenos comPLESOS^ [936 &— 1 035 31131 13 Enrronrar нїлїїїө®) 


PROBYUEMASIRESUELTOS: 


PROBLEMA 1: 
Calcular: Zz (cos10? — гзеп 10°)? 
RESOLUCIÓN: 

Z=[cos( — 10°) +isen( — 10%]? 

= Z-cos12( – 10") + isen12( — 10%) 

= Z-cos( – 120") + isen( - 120°) 

= 2=с08120° –гвеп1210 > 2---- 
PROBLEMA 2: 

6 

Calcularel equivalente de: 243+) ,siendo:¿=/=1 
RESOLUCIÓN: 


1 4 
2 


* Expresando a su forma trigonométrica. 
z- (8. ny > Z=(cos30”+isen30")" 


> Z=c08(30")(6) +ізеп(30°)(6) 


== “era enfe > Z=-1 


PROBLEMA 3: 
Hallar: Im 5,7) 
RESOLUCIÓN: 

Уе бабы с 


EX ге "4 сов 469 isen45") 
т Ж. 23 
=> „Фе 4-і-і- Im( ҙ,%)-- 1 
PROBLEMA 45 © `' 
Calcular a su forma exponencial: 


Zea 3i) +4 (cos епт) 
RESOLUCIÓN: 
x xr 
* Le iet (cos risen ener > 


* cos еп =сов 2 епт) е 5! 


ud 


PROBLEMA 5: 
Reducir: 
y [3 (cosST* &isen31*) I? [95 (cos12"+isen129)]% 
115 (сов11°+ївет11°)]° 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando a la forma exponencial: 
e" =c0s0+iseno 
2-48) [(coss1"+isens10)l (95) [(cos12*+isen12)Y' 
(915): (сов11%кізеп 117) 


Ble)? x 5(e!?! )* 16x89 хе — y 
эш 15” 7 Es 15x 3% 


1,43 


> 2=е!2% =с08120°+івеп120° > Z=- Peru 


2 
PROBLEMA 6: 


Reducir: E= [4(сов7°+ізеп7)] [2(сов8°+1веп8°)]? 
[4(cos9 +isen9)]” [2(cos2*-isen27)]* 
RESOLUCIÓN: 
_ 4°(сов56°+1веп56°)2° (сов72°+1зеп 72°) 
4!°(сов90°+1веп90°)2*(сов8°+1зеп8°) 
dos 45 2" [с0з(56°+72°) +isen(56*+72%)] 
4!^ 2* [сов(90°+8°) +1веп(90°+8°)] 
_ (22) x 2" [сов198°+веп128° 
(y х 2" [с0898"+1веп 987] 


=> Е; 


> Би соз – 98°) +isen(128” – 98°)] 
> Hn 
= Е] > E=3+i 

2 [2 


PROBLEMA 7: 
Hallar las tres raíces cúbicas де: Z=8i 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando: У, "Az (222) n 3) 


*Si:Z=81> |4-8,0-аға(2)-% 


* Para k=0: 


ж x 
наа [con 21210 in 0 | 
3 3 


> W,=Y8 [ов +isen #231) қан 
* Para k =1: 


я, [in] мева) 
3 3 


Ws ое $E +isen z] КОСЕ + зн 


6 
* Рага k =2: 
x x 
ы өзен ы чак 
3 3 
= W,=Y8 B| 0697 isen A 
6 6 
Зл Зя 
\,=2 = =- 2i 
> Wa [cos 2 *isen 2 a. 
* Finalmente: [34 ; – /34; —2i 
PROBLEMA 8: 
Hallar las 6 raices $/-1 
RESOLUCIÓN: 
Z=-1 


Z=1[cosr+isenx] 
lr) 


* Como: я =180°{2=с0830° (2441) *isen30" (2-1) 


* Para: һ=0сов30°+ївеп3о"= 9-11 


* Para: А =1 соз90°+ізеп90°=1 
* Para: k=2 

сов150°+ізеп 150 = – cos30”+isen30”=- 3.1, 
* Para: ћ=8 


сов2 107+1веп 210= – соз30°+1веп30°= – —— – —і 


* Para: k=4 соз270°+ізеп270° = -i 
* Para: h=5 T 

cos330" +isenS30'=cos30" —isens0r= 2 = ži 
* Ordenando: 

Yi= фы d жыш PERR РЯ EL) 
2 2 
PROBLEMA 9: 
El cociente de dos números complejos conjugados entre 
si, tiene argumento 60° y el conjugado del cuadrado 
de su producto tiene módulo 16. Hallar ambos número 
complejos. 
RESOLUCIÓN: 
* Sea: Z=r(cosO+isenO) => Z=r(cos0 – гзепд) 
> Z= r[cos( — 0)+івеп( – 6)] 


* Calculando: 


2 _ r(cosO+iseno) 


AAA TEN лл 


* Dato: argumento=60" — 20=60° => 0=30° 
* Además: (22)°|=[2)|=\2\* =г*=16=г=|2|=2 


* Luego: Z,=Z=2(cos30"+isen80)=/3+1 
Z,-Z-43 -1 

PROBLEMA 10: 

Calcular: W559.- w?73 py w 942 4 Ww 15.4. r9 


Siendo: 1;W y W^, las tres raíces de la unidad. 
RESOLUCIÓN: 

* Sabemos que: W*"=1 

* También todo número es múltiplo de 3 si la suma de 
sus cifras es múltiplo de 3. 


* Luego: gr - w 3*2 4 wh 4 y 3 .үүЗй +2 ы py +1 teer 
—H-W*xW'e1 TW ху xW + Ww xw 
w*=1 


H=W*+24+W*%+W+W 
> H=2(W*+W+1) => H-0 
0 


* Reemplazando: 


ANUMEROS COMPLEJOS 4 
PROBLEMA 11: 
Si; 1, W, W' son las tres raíces cúbicas de la unidad. 
Calcular el valor de: 
R-(14W-W')(1-W-W*)(1-W*-W5) 
(14 W* -W'*)...6n factores 
RESOLUCIÓN : 


Reduciendo las potencias, considerando que:-W?" =1, 
tendremos: 
R-(14W-W*)4W? -W)(1-W -W° ).... 
6n factores 


Observamos que los factores se repiten en forma 
alternada, ordenando: 


R=(1+W -W° )......(14 W? -W)...... 
3n factores Зп factores 
> R=(14W -W?)"(14+W? - wy" 
* Recordando: 
1+W=-W? 


HW+W*=0 
1+W°=-W 


* Reemplazando valores: 
( -W? -W* "( -w -wy^-(- 2? )% (297% 
»[r-2w3)(-2w)]" =(4W*)" = R24 
PROBLEMA 12: 


S:A-(ZeC|Z*4Z -1) > B={Z €C | |Z|=1) 


Determinar: "А В" 
RESOLUCIÓN: 
* En B, si: 


12|=1, asumimos => Z=c0s0+isen9 => Z=c080 —isenó 
* De4: 22+2'=1 
* Reemplazando: Z y Z 


(cos0--isenB )* + (сов0 — гвепд):=1 
=> cos20+isen20+c0820 — isen20—1 


PROBLEMA 13: ; 
Graficar:R=(y É сте + так 1:0 < Arg 59) 
RESOLUCIÓN: 

* Dado el complejo: 2-азы-» ArgiZ)=Aretan 8) 
*Como: 0 < Argz zx 

* “b” y “a” son positivos. Piden graficar: la|--|b| s 1 


* Resultando: 


Parte imaginaria 


Parte real 


PROBLEMA 14: 
Utilizando la formula de DeMoivre, calcule: 


E 
D (24/2+2./21)5 ид: x 2 


-1+і 


RESOLUCIÓN: 
1) (2/2+2/25)* 
* La representación polar de 24/2--2./2i, es: 
эн) [сое im) 
22 4 4 
* Utilizando la fórmula de DeMoivre, tenemos: 


(2/2+2/24)* (оен je [2.8 ) 


(ei nti 
.N-40 
E = са 


-1ti 
Las representaciones polares son: 


- 3 12 * 


* Utilizando la formula де DeMoivre, tenemos: 


3 о (s Lr Ия | 
3 


мне), 3 cos ШЕ вет 1) 


s] a" een en 18) 
PROBLEMA 15 
Calcule m= (27 20(- 48 - 30) 


( 
RESOLUCIÓN: 


Expresamos cada número complejo en forma polar y 
luego en exponencial. Es 


* -/3- -25=2/2(000% isen 27 ША ыза 


'2+-/61) 


isr 


*-3- Vie 248 [cos 42 visen 47 3 x jezdse 7 Ж 


із: 


УВ 2 cos а 29) вве 1 3 
* Reemplazando en M tenemos: 
"nu ea ҮС Зе 


[73 
2e 3 1 


PETI = ее] 


12 
М = 258 (5 SE шеп б) 


= М-6(У3- Қ е 
PROBLEMA 16: 
Determine la parte real e imaginarja así como también 
el módulo de cosZ. 
RESOLUCIÓN: 
* Sea: 2 = х + iy, entonces: соз Z = cos (x + iy) 
=> cosZ = cos x cos iy - sen x seniy 
Codi, = 
(ећу) fishy) 
> cosZ = cosx chy - iseny shy 
“Пе donde: Re(cosZ) = cosx chy => Im(cosZ) = -sen shy 
* Para el módulo de cosz, tenemos: 


|cosZ| =\[совх chy)? +(-вепх shy)? 

> |eosZ|=/cos*xch*y + зеп? xsh* y 

> |сов2 | = /(1– senx)*ch* y + sen*xsh? y 
=>јеов2 | = Jen?y-sen?x 

=> |eosz| = Јећ y- sen 


Iz de = 
eet 403 3 


* En forma análoga, para senZ se tiene: 
Re(senz) = senx chy 
Шт(зеп=) = cosx shy 
—|senZ | -/sh? y sen". 
PROBLEMA 17: 


Graficar cada una de las siguientes curvas en el plano 
completo. 


1) |Z+1+i|=2 
п) |z|«2 


Ш) Es arg ( + 2-947 
IV) 1<|2|<2 

V) |Re(Z)|-|fm(Z)|s1 
VI) =< argiz) 5 35 
VID E<arg(Z+2-1) x 
VIII) |senRe(Z)|+ Im(Z) < 1 
RESOLUCIÓN: 


DIZI -9]=2 
2, =(-11).___Септо лт=2 


m |7|<1 


«argíZ) 58а уП)а6 <arg(Z+2-i) < 3л 
4 5 


Im(Z) 


PROBLEMA 18: 
Sean los números complejos Z,=3+i y 2,=і+2 
exprese Z,- Z, en su forma polar. 


A)6 Scis (2) В) /5 сів (=) 
D)/Zcis (52) rA (2) 
RESOLUCIÓN: 


* Se pide: 
2-2, =(8 +i) +2)=>5,2,=5 + 5i 


а (је ве 5/2 s 
->2/2,- 5/2 хоз 


смс 84 ) 


- ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 19: 
Calcular: М = (144143) 
A) B? С, E)i.2* 


RESOLUCIÓN: ^ 
М = (14/39 i 
1 b Е 
445148) 
272 
= M = [2(с0860° + isen60")]% 
жі 
=> М-/2херіЗ 1% 
= М = 29 x ебі 
= M= 2% x (cos20x + isen20x ) 
= Маге + жа” 
SM 
RPTA : "D" 


PROBLEMA 20: 
Hallar la parte real de: Е = (Мање x(— UE 
Gri I 
1 1 КЕЗ вм 
АЈ B. O7 D)-3 E 
RESOLUCIÓN: 


+ suia ( 2 ECA +isen t) 


я 
= V3+i=e0 
E si Jen (oos Bx 3 
EN EU. , 
«(+= z(2 ны) 
(1+i) (q J2 oos іп“ 
жі 
> таи Фе! 
uy suy 
* Reemplazamos: ва (ве) (г). 


(aes) 


öx 35x ) 
—+—-=- и |i 
й: 476 


РТА: “А” 
PROBLEMA 81: 


еа EAT 


4)2% Вен  C):2 ргв E)Z 
* Escribimos casa complejo en forma exponencial 
8 = x1. e). s (sos 5 einen) 
> 3i - 2,77 


E 1-уй=[1 УШ) 2/008(-2)visen[ 2 


= 1-V3i=20 "0 
* Reemplazamos; 


ATRIGONOMETRIA 6 __ [әзі ҒА ENCICLOPEDIA 2012) 


E х үе E 165, RESOLUCIÓN: 
sae | {+ 3 | ова — * Transformando а la forma polar: 
4 4 ЖЕУ. EXTA. 
cos3x+isen3x+1 
сов 107 асы ӨРТТІ 
8 3 3 3 а У 
э Е= 218 
2сов1б® 20081 + 2sen % cos) 
Trium E AAN LAA Ds Y 
= Е= 28 = 2 2сов?х+1(2вепхсовх) 
3х 
RPTA: “р” 2008 % (con SE +isen >) 

PROBLEMAS 22: E Ыы. 

cos 3x 3xi 

Si e**1B=¡4+/3 ; halle el valor de p=% ¿8 "ap 3x 

Ln2 я = = соз м 
= zi 

AJ ва сов Юва ЕШ ZR x po Ze „2 хе? 

RESOLUCIÓN: 3x 

> сов 
* Пе: езі; /ҙ s Z= (өзі +isen 2) 
= e° хе%=ї+/3 
~ Sx x 

> e" (cosb *isenb) - /3 +i соз —,-XC08-. 
б : ) 3 *Lueg: ре(2)- — 2 . 2 

= е“совђ+ге“ x senb=/3+i к cosx 
24 í RPTA: “B” 

* Igualando partes reales e imaginarias: %. Г PROBLEMA 24: 

* Tenemos: a Halle la parte imaginaria del número complejo 
TIIA а y -2+c093x +isen8x 
Gs T+cosx+isen3x 

* Dividimos (II) y (1): A)sen2x-cos2x В) веп2х-совх С) cos2x-cosx-l 

а ; D)senx-sen2x Е) sen2x-senx 
e"senb _ 1 ta КЕЗ _я 
auo. 6 RESOLUCIÓN: 
* Reemplazamos en (1): W= 1+с083 x+isen3x 
е" xcos 5=/8 => a=Ln2 1+созх +ізепЗх 
* Luego, se pide la expresión: 
Зо? aa) СНО 
p= @ ,95., pL Dn2 6(ж), Зи. 8 2272) e Ringen 
= —Ln2 xN6) Эи? х х хх x 
2 2ет om, Ls cos Нат, 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 23: ов = ав ав 
d ES — Le =э#=— (ease iex) 
ізх zo = = 
Hallar la parte real de: д =_® +1 Lor Li оз 
e? x1 3x 
cos E cos E cos З * Luego: Im(w)- р ЕЕ 
— 2 созе B) — 000% С) — 2 сов ео = 
cosx 2 senx 2 606 зе 
3x cos — .senx 
зепӛк — x rim Im(w)- = 
D) —— cos 3 E) sen, cos = 


pi eom ege [2 cos - Поля 
> Im(w)= à 

5 А 

=> Im(W)=sen2x – senx 


RPTA: “E” 
PROBLEMA 85: 
Determine la parte real del complejo: 
1*ictgo Y^ .— 
1 s) ;si: = 
А) /5+1 В)Б-1 СЫЗЫ 
RESOLUCIÓN: 
2 
Іні 206. 
ж 11980 
send 
2 
я т 
ре) 2-е) 


я т 
сов 27% ЕК) 


т 12 
ШЕ -e) 
-2-4 = 


cis| -Я +9 
2 


pE- 
15 
D) 42-1 


2 = 


E) /3+2 


>Z=4 AN 


send – ¡cos 0 


>Z= 


2Z = 4[cis(x - 20)]" > Z=4cis(12x – 240) 
=> 2 = 4[(cos(12x — 240) +isen(12x – 240)] 
= 2 = 4(соз240 - isen240 ) 
* Reemplazamos: 
л 
9=— 
15 


ar. 


= 44го А 


disen 35 
* Luego: ^ 2 
Re(Z)=4008 7E =4сов 57 > Re(Z)=4 ЕЕ 1 


ЕРТА: “В” 


Prantamiado 


Si 2-сізд; SZ <0 <-2r , calcule w- 1-2 
: + 
А)! 98 B)-1g0 C)ctgo D)-cigó E)- “(4 


RESOLUCIÓN: 


| p= 15 (c099 — iseng)* 

27 I+(cosQ+isenoJ? 
1-(cos20—isen?0) _ y _ (1-cos20)+isen20 
) (1+соз20) +1веп 20 


[933 > ерттонеле RUBISOS) 


0+(2sen0cos0 Ji 2 cos (cos 0 +isen9) 
a (вепд+1с080) 
= И: Bon > j 
* Finalmente 
т0+ісозб ltan 6|.1зеп0+: 
оне уу), ап 6|. icosó] 
1 
—|Wizitané| ; peroen бе ГУС —|W|-- tane 
RPTA: “В” 
PROBLEMA 27 : 


Si: оовд оч) | oce si Boer D) (eon inem?) 
Entonces , el valor de св + =) ев. 


A)-1 a2 сі” 0)3  EW5 
RESOLUCIÓN: 


* Al ordenar la expresión dada se tiene: 
ік 
з | 2(сов0+ізепб )+ї 

e? [ = узгон аветн) 


ae de 


> AA созф+і(Звепф+1) 


> 2oos(0-2) ооо) 2 toot 
* Igualando: 
* la parte real. зеов( – я -зеовв - Е: 
• соп la parte imaginaria. 
ze(o- 1) temen 


* Las igualdades (1) y (II) elevando al cuadrado , 


sumamos miembro a miembro: 
J3 2 1 2 
(rem 1) (reme) 
* Finalmente al efectuar , tenemos resulta: 
VB cos tens = 2 => зен („+ |-2 


ем ($+=)-1 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 98: 


зо _ 
Para la siguiente expresión W = tei , ве pide 


hallar Re(W) 


1 


([STRIGONOMETRIAS:> _________| 983 ] 


RESOLUCIÓN: 


тит = 21 
e 1 =D (e. 1) 


1 1 


5 25841 cosS0+isenso +1 
7 A A y 


Sa n ее 
РЕЈ $9 
2соз 3 ЕО 2 506 | 


_ cos30 /2 - isen 30 /2 


39 
2 o 
cos 2 


>И: 


ZO 30 1 
W=a=-|£ EA Wj-— 
We. (255i Rel > 


PROBLEMA 29 : 


Determine la parte real del патего complejo Ws 


СЕ zi 
e" -] 
A) imme B) 1 , cos(na) [7] 1, cos(na) 
sena 2 cos( 5 2 МЕ 
2 2 
1 sen(na) 1 cos(2a) 
D) —х E) —х 
2 sen[ 2. 2 cos(a) 
RESOLUCIÓN: 


еті Li-cosa*isen(na) - 1 
>e" – 1=-(1- cosna) “івеп(па) 


епі — 1 9веп? (meme) 


- ——— MM — Á— — 'Á'/————— RR — | 


RPTA: SE” 


LA ENCICLOPEDIA 


ai 
* Análogamente: gal _ 1=2isen S xe? 


* Reemplazamos en W: 
Y па "8 па 
2х 09) — 
Е (у) рр) 
Asno веп[&. 


ВРТА: "D" 
PROBLEMA 30: 

Si (JA —/B)xcis(6) - 2-43 +i Calcule: AxBx0 
Аја | В)2л С)3я  D)4x э E)5x 
RESOLUCIÓN: 


Condición :( ЈА – /B јегаб = (2 — 43) +i Recordemos: 


ты 


Finalmente: (/4- VE cia 2 ES 42) ка) 


As:A-6 В-2 в-5* = АхВхө=бя 
ЕРТА : “E” 


PROBLEMA 31: 
Simplifique : 
тч, [1- сов(8) + isen( 2559 


E= [ren(6) « icos(8)][I* cos(0)+isento) 


е e(t) о mea) өлең 


"CHA 


((1-Cos0)+iSen0)x Cos? 


ES бепо + 10029) (C+ Coso, 220) Bend] 


(2sen* 2 +i(25en 2 со 2 
(Seno +iCos0)|2 2Сов 5 + 125en 9 300.7) 


0 
Cos — 
ES 


(ТЕ 
25en P (sen 2 «icon ] 
ИСоно - Seno)» 2Cos [ Сов +iSen 0 | 
2 2 2 


E- 


2 «[ -i*Se €. 2 
Sen 3x беп 5%1С08-5 


E= 


i(cia(-8))x cis 


ЕРТА: “В” 


PROBLEMA 39: 


ре) = 


Ahora, por condición; 3r «0 «4x = Зося 
Como: (Фепс > Cot? «0 = |4--соғ% 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 33 : 
Si: 
cos(4a + B)-isen(da+ В), cos(4a B) «isen(4a- В) 
cos(2a) - isen( 2a.) cos( 2a) + isen( 2a) 
Calcule: А + B. con Bao Ala 
А)2 B3 04 D)6 E)8 
RESOLUCIÓN: | 
w- Сов(да+ B)-iSen(4a B) , Cos(4a + B) iSen(4a В) 
Cos2a -iSen2a Cos2a + iSen2a 
e 1245) e 44* 8) 
"же T вл 
е е 


W= ей-4а-0%2а) ар e ta+p-2a) 
W= e !?2*8) 4 el 2*8) 


у/ =(Сов(2а + 8) -iSen( га + В) + (Срв(22:+ B) «iSen( 2a B)) 
= W=200(2a+B) 
Por condición : АСоз(Ва + В) = 2Cos(2a + В) Asi: 
A=2 л В=2> А+В=4 

ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 34 : 


Si: (1 i/3)(1* i)[cos(0)  isen(0)] = 242e" Halle 


la medida 2. 
я я 
A) B) €" D 


RESOLUCIÓN: 

Condición: 

(1+ V3i)(1+1)(Cos0 + iSenQ) = 242 хе”... (а) 
уз 


#(1+43:) = -4(4 С 2) 


я я 


бх 
BIS 
212 


> (14/31) - 2ci8 2 


vere] oett) 


>= Scis? S 


Аћота еп (а) : 
(= үзе» dece cto + 55 


(т) ая») 0-2 


RPTA : “E” 


PROBLEMA 35 : 
SiZ=Sen(8) +¡Cos(8”),calcule:1 = 215 + gs + cot 15° 
А)2 B)2«43 cjo D)4 Е)4/8 
RESOLUCIÓN: 

Z = Ѕеп8° + #Совд“ = Cos82* + iSen82» También: 

27 - Cos82* — iSen82* Asi: 


15 = (Coa82* +iSen82")* 
27% = Cos1230" + iSen1230^ .............. 41) 
Analogamente: 
2718 = Cos1230* – iSen1230* ............(II) 


Sumamos (1) ^ (11) 
219 +216 = 2С081230° >Z" + 215 =-/3 
2Cos150* 
2(-Cos30*) 
Finalmente: y = 215 + 2-15 + Cof 15* 


W «-434(2443)2W = 2 


ВРТА : “A” 
PROBLEMA 36 : 
Si se cumple que : 
1-icot(0) _ 1-itan(0) vel z) 
1+icot(0) 1*itan(8) Èi 
entonces el valor de: E=sec(9)+esc(0), es: 


AJ-2/2 B)-J2  c)/2- 0)2/2  E)sJ2 

RESOLUCIÓN: 

Condiciones: 

A] 5 ве (0; =) 

1+ Со I+iTanó 2 

2: Tan0-i 
Tang | 1-іТалд | _ 4 -iTano 

iy i 1+ Тапб ^ Тапб+і "E у Тапд 
Tano  Tanó | 

RI iit Tana) = (Tanà - ij =-(i+ Тапа)” 


Тап?9- 21Талд +1? =-i* –Тат"д – 2iTan0 => 2Тап*0=2 


Como:0.e (0,5) > Тап@=1 > 9-7 


Asi: E = Sec? + Cac = E-2/2 


ВРТА : “р” 


PROBLEMA 37 : 

Hallar el complejo equivalente а: 1- т 
1+2? 

A)-itg0 B)2ictgO C)ictgO D)isen9 Е) ісозб 

RESOLUCIÓN: 

* Z=e*=cos0+isend 

Z=e "=c080 —isenó 
* Reemplazamos en W: W= 


; si 2=е“ 


1- (созд —iseno)? 


1+(созб – isend)* 
Б 1– (соз20 – ізеп20) эн (1—сов20)+ізеп20 
1+(с0820 — isen20) (1+сов20) – ізеп20 
> Wwe 0ti(2sen20c080) |” Рзепб(вепд+1с080) 
2208" — (гвепдсов 0) Эсовб(совб — ізепб) 
* Multiplicamos por (-4): 


tan | (—isen0+cos0) 


EE IL ео in 


--itgü 
RPTA: “A” 
PROBLEMA 38 : 

cu p (14i) paran ут c y puede representarse 


д)?! "(== tan e) в2? (m E нон E 
3 6 
Sa, D2* (= + ==) 
m m m m 
E2* (= iom —— — 
з з 
RESOLUCIÓN : 
nm 
+ A E TE 
Piden: representar(1 +i) en su forma 
trigonométrica. 
*Luego LC 


Z=(1+1) 3 =Z= (а ] =2=(/2) 3 EE ту 


*Entonces: 2-2 ети") 


12 
ВРТА : "C" 
PROBLEMA 39 : 
Sea el патего complejo : 
yy [608279 sen 17) [V8 (cost8") +isen (8) 5 
[cos(6* )+isen(6)]” [sen(80*)+icos(80*)] 
La forma polar de w ев: 


arslzes вутв/ге 4 016/30 рузојве“ вере? 


RESOLUCIÓN E 
етут 
| *Luegodelo dado, зе obtiene : 
yy (608 48* + isen48*) x VTZ" (cos 88" +1веп88°) 
[cos 667 + isen66"] x (cos 10° + {веп10°) 
Aw - У? xs [cos 186" + isen186"1 


[cos 76°] 
> = 2* /2 (сов 60° + isen60*) 
= 
талы A [к-зы] 
ЕРТА : “E” 
PROBLEMA 40 : 


* Si: B-((arg Z ;Z) e c? /i2=5) Luego el elemento 
que no pertenece al conjunto B será 

ж | (-2Ln5). х 121л5 Зл i2Ln5 
af sl x )) в(5; Зя ) о( 2' 7% ) 


ЕЗ ЕЭ) D tant) 


RESOLUCIÓN: 


* Tenemos que: » 


ize? > i-e 
[en forma general] 


xi 
(hey 


x 
E iia амын =5 
Р 
*Aplicamos natural: ne “02475 =н) 


* < : Z=- ex] В 7 
Despejando: |2: xS. i;keZ 

* Le damos valores a “Ё”: | 

* Si: ke 2 ze ИВ argz =- 3E 


WX. 
Au 


* Si к-г ge ES argZ => 


* Si: k=0> a 


lis argz Es también; 
m 

Ет 

* Luego, el único par ordenado que no tiene la forma: 


(arg; 2) ега] ЗЕ и | 


2575 


ЕРТА: “р” 


PROBLEMA 41: у 
Si: А-ге C [enge t) Luego, [2| see 
AJO B) су? D3  E4 
RESOLUCIÓN: 
* Recordemos que: 

> соз Z= 


* Obtenemos que: 21 =1 у Zi=-1> Z=+i>|Z|=1 


RPTA: “В” 
PROBLEMA 42 : 
Determinar la gráfica de 


Н={2 e C/|Re(Z) -Im(Z)| 2 ^0 < arg(Z ) s x/2) 


A) ДУ FT b AY DAY DAY 

¡Es R5. 
3 x 2 X x b. 2 x 

RESOLUCIÓN: 

* Bea: Z-x-yi => |х+у|< 2... 

* De aquí: -2<x +y<2 

* Pero como: < arg(Z) < х/2 = "x" e "y" son negativos 

*Esdecr: x20^y20 

* Entonces: 9c x4y «9 


(Dato) 


*Dedonde: у<2-х 


* La gráfica de H será la región (incluido el contorno) 
determina por las rectas: х=0, у=0, у=2-х. 


yarr 


ЕРТА; “A” 
PROBLEMA 43: 
Si A esun conjunto definido por A={Z+2i/|Z- 25 2}, 
entonces la figura que mejor representa la gráfica del 
conjunto B={W/W с A}, es: . a 


99-035 


RESOLUCIÓN: _ 
A=(Z+2i/|Z -2|< 2) 
B=(W/W e A) 

* Como: 


We A>W=Z+2i > W-Z42i-Z42i-Z - 2i 
=> B-1Z - 2i/|z - 2| < 2) 
* Para: 
=(жује С; хусЕ: 
В={(х;у-2) /|(x-2:y)| s 2) 
6 В={(х;у+2-2)/|(х-2;у+2)|< 2} 
> B-((xy)l(x - 2)’ +y +2) < 22} 


* У ви ртабса вегё: 


RPTA: "D" 
PROBLEMA 44 : 
Calcule: p ІЗ” ,[13- Si" 
> 16 
4/24 B)2* С)-2% Г)-2* E)2* 
RESOLUCIÓN : 
* transformando así : 


E 2 
? Уза 


ұн несе ер 


*Aplicando la fórmula де Moivre : 
+ isen — E 49% (cos 


* Observemos que : 
) 
8, 


=> 
3 


PROBLEMA 45: 
Determinar el número complejo : ww=c08(0)-+isen(0) , 


= 


С . 5. ж 
Aje! Вјен Се.  D)e* Eje? 
RESOLUCIÓN : 
w = с080 +isenó ...... (I) 


tal que: сала (И) ска w‘ 


* Elevemos a la cuarta y luego apliquemos la fórmula 
de De Moivre : 


w* = (сов + гвепд)“ => w* = сов40 +isen40 ...... (II) 


* De (I): 
“4 = (совб + isen8) * = w* = cos( 40) + isen(-40) 


5 твое isend0 ...... (II) 


* Reemplacemós (Й) y (Ш) en: 
ho | #=ншема- V3 = penati 8 
* Por dato : 
Я с arg(w!) «x => 540« л => зепад > 0 
¡cad а 
40c-wer( II) 
* Luego , queda : 
3sen40 = J3 => sento = У“ => 497 39,98 
2 3 6 
" Жалы 
= = cos s risen ne t 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 46: 
Si arg(Z) - 5, además: 2 = 52140) 1006 (40) yan 


la medida д: sen(48) * icos(40)' 

я x я я 
4)-»4 8)-50 Ch D)-3 E 
RESOLUCIÓN: 

g = Sen40 - iCos40 
Sen40 + iCos40 
> T Sen40 = Cosa 
Sea: 40%а-% > penal va 
Ahora tendremos que : 
_ Сова - iSena _ uu 


42а _ же 
Cor Ваве —р Z-e""-Cos2a-iSen2a 


Ahora, como: 80+ 2a = x 
= 2 - (-Cos8a)- iSen8a = e"!.e*?! = 2 = er?) 


-(Cos86 « iSen80) 


Donde: arg z = x 4 89 2 


Pero por condición : 
EIS E END, 
E eng 3 75160 >0= 16 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 47: 
Si: z 52730) - icos( 38) calculearg(-Z? ) 


sen(30) + icos(30)" 
А) +120 B)x+120 С)я+вә р); +60 Е)х-129 
RESOLUCIÓN: 


2 Sen30 — iCos38 


7 Sen36 +iCos30 
Multiplicamos por: (Sen38 — iCos38) 
(Sen38 - iCos38)* 
(Ѕ5еп30 + #Сог30)(Беп30 — iCos30) 
Sen?30-i?Cos? 30 
5еп?30+Соз?30 
1 
= Z=(Sen30-iCos30) 
Z= Sen” 30 - 2iSen30Cos30 + i*Cos* 30 
-Cos* 39 
– 2 = (Cos? 38 — Sen? ЗӨ) + И 25еп39 «Сов30) 
— 2 = Созбб + iSen60 >- Z =cis60 => 7? = cis120 
Multiplicamos рог: (-1) 
(-D)x(Z?)= (-1) x cis120 
eI 
сізл 
> -Z?-cis(x +120) > arg(-Z*)=x+120 


2= 


ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 48: 
Siz =i 1595, entonces larg(Z) es: 
А) 2+5: keZ. В)гва «^ keZ 
У, 
C)k e T Sk D)2kx 477 ; keZ 


E)2kx + ES БЕСЕ 
RESOLUCIÓN: 


[238 | 


EDITORIAL RUBISOS 


Analogamente: (1- /3i) = 2сіз (- z) 
También: i= cisz Luego: 


Asi el argumento de Z sera: argZ - 20 


ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 49: 
#20 
д, Всов(20) + Ссов(40) Calcule: 
B-C 
A 
А)1 В)? С)з D)4 Е) 6 
RESOLUCIÓN: 
NOTA: 2Cosü-e? ve 215еп0 - e? кесі 
Tenemos: (Fe? y = А+ BCos20 + C.Cos. 
: = zx * + С.Соз40 
(e? (e? ke?) _ е*#.(2С080)* _ 
езгі 4 E E 


2*Cos*0 = А + BCos20 + C.Cos46 

4(2Cos*0)* = 4(14- Соз20)? = 4--8Cos20 + 4208" 20 = 
4-- 8Cos20  2( 2Cos? 20) = 1 + Соз46 

=>6 + 8. Сов20 + 200840 = А + BCos20 + C.Cos40 
Asi: А-6 В-8 с-:-(8:-4).; 


ВРТА : “A” 
PROBLEMA 50: 


14 e 35) 


Calcule la parte real del complejo 2 = PET 


1 1 1 
B 2 4 
RESOLUCIÓN: 


1 
Er E)-1 


Зх 1 
MRE 


e 
2=> žico = 


asi: Re(Z)= 5 

RPTA : “A” 
PROBLEMA 51: 
Halle el número complejo Z = е”, tal que: 


т 5 ате(2°)< х nz" -z?|- /# 


Аје'5 В)е% c) р)е% Бей 


RESOLUCIÓN: 
Se pide: Z = e*' Condiciones: 
1) = сати(27)<х 


x Li я 
в 530Е2 5я > 25%Е%5- 


п) [2° -27|- 42 = е9 — е-5°4) Ja 


2iSen30 
asi: |2i||Sen30| = /2 > 2|Sen30| = 


Ahora, como: Я. Ж Ж 
65°53235895*= 


x Зя 
= вепза >0 => Senso = У2 меро М Жу, 


ж EL: ЕЖ. я 
0-2 v = Como: ge|7;2] = 9-7 
Finalmente: Z = e 

КРТА : “С” 
PROBLEMA 52: 


" 
Siz= Di -x < 0 < 0 halle |Z]. 


RESOLUCIÓN: 
(e — Di, 
2 d 9 


2 0 0 e 
Luego: |Z| = Де, 
e =; а 
1 
ahora :- <9 0 => [2] - 2 También: 


-2<2<0 эт -- sen $ 
on е-е 


RPTA : "B" 
PROBLEMA 53: 


SES -i20 
Simplifique: g = |1 Е] „бе (=: x) 
-e 


A) sen(0) B)sen(20) C)oos(0) D) csc(0) Е)сөс(20) 
RESOLUCIÓN: 


е“(1+е38) eye 20080 
== ARA IA Г? 20080 22-10010 


Reemplazamos еп E: 
E- eoe = VI+ Соте = Свет => Е =|Свсб| 


Ahora como: де (ж) = Сзед > 0 — E = Csc 
ВРТА : “р” 


PROBLEMA 54 : 
Simplificar : м _ Nu accu 
*+y=1;x>0;y>0 


А) x*-y* В) ху C) i(x*- у?) D) 2xy E) 2xy + i(y*-x*) 
RESOLUCIÓN : 


* Sea: a} 
O=aretan(2) 5 tano => #3 У 


x 
* Luego , N equivale: М = ye” — {хе = e'^( y — ix) 


= М = (cos + isenB)( y ix) => N-(£e)o-m 


= ху -і ву -Pyx o N = 2xyi( y! – 28) 
3 5 ВРТА : “E” 
PROBLEMA 55 : 


Determinar la parte real de todos los números 
complejos 2=х+уі que satisfacen la ecuación : 

e* —(2+1)е* +1+1=0; keZ 
4)0; Ln42 


B) 0; Ln2 C) 2kx; 5 


RESOLUCIÓN : 
е?“ -(2+i)e* +(1+i)=0 
= (e -1)(e' -1-i)202 e 21ve =1+i 
* Tenemos dos nümeros complejos : 
ђе =1+i>|e"|=|1+i] 
|е | = =јеге“ | = /2 
eleze -42 => x=Ln/2 


1 
II) e* =1> |е=|=|1| > [e*+1|=1 
= је ||.  |-1— e* 21 х=0 
ї 
= 1=LnJ2 у х=0 


ВРТА ; “A” 
PROBLEMA 56 : 
- #080 – зепд - 11” к 
беа : =) »^ € ZIndique : 
Re(Z). 
A)cos(nz—2n8)  B)cos(2n8) С)зеп(пл-п0) 
D) зеп(пб) E) cos(n8) 
RESOLUCIÓN: | м 
* Z equivale: d` x 
ds жа 
"(meret M 100 5-0) rise 5-0) 
ны L+c0s| 5-0) велі 5-6 
*Sea: > -0=2а 
* Luego : 
zen > g =| 2208: а +i2senacosa 
1+cosZa —isenla 2008" а — i2senacosa 


EDITORIAL, RUBESOS 


UZ -8)2n 


э2=[е*“]| о оре 2 : 
=>2 = ent?) — Z = сов( пл — 2n0)+isen(nx—2n0) 
* Como: Re|Z| = Вег2) 


* Entonces: Не| -сов(пл -2n0) 


ВРТА: “A” 
PROBLEMA 57 : 


вија! lee. 7 <0 55% У == 2cos(0)* вет (30), 
entonces la forma polar del número complejo Z, VkeZ, 
es: 
‚(Зл . (2л. . (5a 

увы 36 +2) B) «зе skr) о зақ (чан) 
RESOLUCIÓN : : 

* De la? +|= = 6 ве obtiene : 

> ја + |гј-6=0 = (| | + 3)(||-2)=0 

> || =- 3 у |2] = 2 

* Sólo ве cumple : [|= 2 

=)|20080 +еветзај — 2 — 2:086 -isen34" =2* 

(20807 --(sen30)* —4 — sen" 30=4(1-cos*0) 

(send 2002251)" = deer => perf 0 20082041) - deró 


* Tenemos dos posibilidades: 


I) sen*0- 0^7 «0 < > send = 0 


=> No hay 6 que cumpla con 1. 


II) [2c020- 1] - 4^2 <0<®= 


> 2с0820 -1-—2 v 2с0820+1=2 
=> cos20 =- v сов26-1 
л бл 


Y 
* Sólo es posible: NES >. 


= 20-97. => 0-5] cumple con 11. . 


* Luego : 
2790080 *isen30 > 22000 7 tisena 


J3).. УЗ |. 1 
sm + х15 == 2 ба 


> 2200957 isen бт) => «=н ава] 


КРТА : “С” 
PROBLEMA 58 : 
Dado el número complejo: wz(243i) he eZ. 
Determinar |u]. 
А)% В)9 C) 13* D) 5* Е) 25 
RESOLUCIÓN : 
* El número complejo ш equivale а: 


ы е 


* Luego : 10 = [VTE (cos +iseno)]”" 
* Aplicamos la fórmula de De Moivre tenemos: 
w=/13* [cos(2k0)+isen(2h0)] 
> |ш|=13* |соз(2А0)+івеп(2№0)| => |w| = 13* 
> ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 59 : А 
gu —1 
Si пд =2xk , keZ evaluar: Еш-- 
e? +1 
А)1 В)І С)-: D)i E)0 
RESOLUCIÓN : 


*Sesabeque: e?—cosa-isena 


* Luego , siendo n0=21k, tenemos : 


0 
ече 
e"? +1 


ее! = сов(2лв) +#веп(2лћ) = е””-1 
ү 


* Reemplazando еп: Ё= = Е=0 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 60 : 
Determinar todos los números complejos Z=x+iy que 
satisfacen : e =] , 0<|Z|<3 y grafíquelos en el plano 
complejo . 


А) [ллі В) +1257 O +N27+V/2n 
Dsí2-/2 Бан 


RESOLUCIÓN : 
* Siendo Z=x+iy se obtiene : Z=x*.y* +!2у 


* Por otra parte se sabe дие: J=82*" 
* Reemplazando en el dato : e” =1;0<|Z|<3 


*iBaobligne: e =y? а лу — едзігіт 
* De donde se logra un sistema de ecuaciones: 
5 - у?=0 de у х=-у 
2xy=2kx (жу-Ел 


* Teniendo en cuenta la condición : 0 < |Z| < 3 
о<\х?+у? «3 


* Hacemos k=1 TELA 
ху=л eeeeese(E) 


* Analicemos dos casos: 
I) Ях=у, en (1): 


уг=л=>у= ту у=-үт 


* Luego , hay dos soluciones : 
УЕ ; хаў анионы HE) 
* Si х=-у , en (1): 
-y => 3 solución 
* En conclusión, hay dos números complejos . 


* De (II): 
2-Ул%/ті , Z-- n -vri 


RPTA : "А" 
* Representemos estos рше en el plano complejo: 


[SYUMEROS COMPLEJOS 5 jor] 


BRORLEMA 61: 
Determinar un número complejo , еп forma 
exponencial, que al multiplicarle a (Узі +1), de otro 


número complejo tal su módulo sea 8 y su argumento 
270%. 


1541-5-14 10015 
X В) ге 4 с) iem 24 12 
A) 25 Л г. ) 8° р) at E)e 
RESOLUCIÓN : 
* Sea 2 el número pedido . 


* Рог dato : z( Уз) =8 (cos 270°+4веп270°).....(1) 


* Observemos que : V3i+1=2 Е ы $) 


T 
> /3i+1: es ise) гез A ED) 


1-4 
—z-—e 
8 


E 20.25) 
> 2 =23е 2 >2=23е\? 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 62: 


Sea z un número complejo . Determine el argumento 


> E я . Е= іт(іг): 
del número complejo definido рог: iRe(z) 
А)-л в с)о р) 5 Е) л 
RESOLUCIÓN : 
% беа: ==х+їу ......... (1) 


* Luego: iz-i( енуін; у=й=-унх петљи (0) 
* De (I) y (II) : Re(z)2x , Im(iz)=x 
Im(iz) x 1: 


ртр паа 


% Reemplacemos en Ё к 


* El cual equivale а : 
я я е л 
Еее 5 in (7) > arg( E) = 2 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 63: 
Calcule el área de la región limitada por el polígono 
triángular cuyos vértices son las raíces cúbicas del 


húmero complejo : Z=7+iJ6 


EDITORIAL RUBIÑOS 


А) 2уз B)4/3 С) зуз  D)5JS Е)6/8 
RESOLUCIÓN : | 
* Бе sabe que las raices cúbicas de un número complejo 
Z forman un triángulo equilátero inscrito en una 


circunferencia cuyo radio es igual al módulo de Jz: 


* Donde : R= |3/z]= |] 


* Además Сото: Z=7+iV/1I5 


= Izj=/72+J15* >|Z|=8 > 
* Luego : |[L=2/3| 
* Finalmente : 
Ал2,2,2, >” ZE ORPA = Ал2,2,2, =3/3 
RPTA : “С” 


PROBLEMA 64 : 


Si [zi]=8, ата(=(1+))= < Z. , Determinar el número 


complejo z, dar en su RES НЕ 


ж E: de ix 
A)4e?  B)8e 5  C)8e ^ D)4e 12 Е) 8еї? 
RESOLUCIÓN : 


* Aplicando |2,2,|=[2,||2,| tenemos en el dato: 
z =8= |z il| i |=8 > |4=8 
ТЕП 

* Dado que z-|z|e"—8e" ...... (1) 


* Además siendo: 1+i=/2 (Gu +) 24 


oin өзім ж әтнә! әзете А 


|. 


(STHICONOMETAIAS BI ENCICEOPEDIA 3018) 


= 
HoE) 


* Haciendo (I) x (П) : г(1зі)-8./2е 


= arg (2(1+i))= 0 277 > 9-15 


я 


Lt 
“Еп(): 2=8е В 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 65 : 
Si: 2=зепа -icosa ,si a € (0; 1/2), Determinar: 
arg(z+1). 


я а л а а л 
Аја Bet. с) 2*4 D) 3 E) ж 
RESOLUCIÓN : 


* Se deduce que : 2+1=1+вепа -i cosa 


55 =ы=њон|5- a)-isen[5- a) 


* Tenemos : 


seges (2-2) има 5 = јен 2) 


2 i4 2 4 2 
ла ла т а 
= 5.2 5.6). ат 
E DIS. 20007 2) БЕ 5) E 3l 
este factores el indulo, pues se 
prat que pai ya que Oca 


* Además , observaremos que : 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 66: 
Determinar la parte imaginaria del número complejo: 
_1+cos15x+isenlóx 
—I+cosbx+isenbx 


B) вепбх %совбх 
D) веп10х-вепбх 


А) senl0x+senbx 
С) веп10х-веп4х 


RESOLUCIÓN : 
_1+cos15x+ isenlóx 


w= 1 Fienie i .-.(1) 


° Sea: ==] совӨ+іѕзепб 
е е ө 0 буу 
> 2-2cos! ¿+ 2sen¿cos > anto [con чеп) 


18 
>2=20002 € 2; 
2 


a 
УЗ 
«Не дост: 1+совбнізепб=200в се 2 


* Aplicando al numerador y denominador de (1): 


15x E 16х 
2cos—— e ? = 
ш= 2 z >w 2 pix 
2 ӛх ES tos 2% 
cos, e 2 
15х 
>w= ё. (соз 5х+ізеп5 х) 
"8s 
* Notemos que : 
cos 155 cos 15* 
т) = 2. вепбх => Im(W) - 2. 20en 5 
5x 2 2 
> T 
fe 15х _ 5х 
Im(W)= 2. cg "ту > Im(W= nlx- вепбх 


RPTA : “р” 
PROBLEMA 67 : 
Dado el número complejo : 


Z=c080+ isenó, € (o; =) ‚ Determinar el módulo de; 


_1Ї2+1, 12-1 


12-1 #21 


А) 80  B)etgü С) 2460 Р) 2000  E)-tgó 
RESOLUCIÓN : 


(iz-1)* (iz 1)? 


* Se deduce que : w= (iz - I) (iz1) 


бајт | ata]. [1-2 
AA кет 


* Aplicamos la fórmula де Moivre tenemos : 
22 cosOtisen0)” => 27 =е08 20+isen20 ......(П) 
* (II) en (1): 


NUMEROS COMPLEJOS ^ 


28538 e === 


im ater мно. ош ) > јаје агалој 222 [sen0—icoso| У su gráfica es como sigue: 


[cosO+iseno | 


* COMO: 9€ (4) >tan9 » 0 = w|-2tan8 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 68 : 


Resolver : senZ=3;si Z e С 


Aj-in(3:2[2i В -ün3s2; О -ünjs-2/3i 


RESOLUCIÓN : 


AK Е ЕНІ 


=> 2senG=e" - e” > 2x 


=> 6=e* 22. > e™ — Gig — 1-0 
e 
* Completando cuadrados : 
e? -eii «(si -1«(sij* (e -3i)'=-8 
2e! - gis: N 2i S e =3i t 22i => Ine" Ln(si 2/21) 
=> а=ш(3:+2/28) >=-In(3+2/2)i 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 69: 
Si A es un conjunto definido por; 


a-(z ЕС (AGIS daraz] < 5) 


SAT la балта que * representa la gráfica de 


[92x ] 


RESOLUCIÓN: 
2<|7|<4л27={(х;у)є С= 2? <х2+у? <4° 


* La intersección (л) de éstas regiones genera la 
región definida por A. 

RPTA: “E” 
PROBLEMA 70: 
Si A un conjunto definido por 

Az(ZeC/|Z*1|s 4-]Z - 1|), 

entonces la figura que mejor representa la gráfica del 
conjunto А es: 


A) im b: B) tm №4 Dy T 46. 
RESOLUCIÓN: 
*Si:Z-(xy)eC,xyeR 
* Reemplazando en la condición: 
le +1; у)[є 4-|(®-1; у)| 
= (Ге) њу < 4-е 1) +у? 
2 (c1 < 16-8 [5-15 *(x- Dey 
= ве 1) њу < 16—4х => 2| - 174! 4-х 
> 4(x— I) 449? «(4- x)? 
> 4х? – Bx eddy! < 16-Bx+x? 


xt 
> 37+4у" <12 => E + 9751 


* Por otro lado, nótese que:4-|Z - |>0-|4-Д<4 


* Graficando 


* Observe que la región limitada por la Elipse cae 
dentro del disco de radio 4 y centro (1;0), por lo que 
la intersección es la primera región. 

RPTA: “D” 
PROBLEMA 71: 
La siguiente expresión : 
^" ви parte real es igual a : 


Е=е?*+ ей plora, e 


sennxcos(n- 1)x 


A) в) Soenssen(n-- D): q, sennx sen(n+1)z 
senx совх senx 


руга онај Ејвеппх cos(n+1)x 
совх 


RESOLUCIÓN : 


Como e*=cos0+iseng la parte real de 


Ese? en 
está expresada por la suma de las partes reales de c/u 
de sus sumandos , es decir : 


Re(E)=c082x+c084x+c086x+... + cos2nx 


Aplicando la fórmula para la suma de cosenos cuyos 
ángulos estan en progresión aritmética (teniendo en 
cuenta que # de términos = n , razón = 2x) resulta : 


Re(E)= Re(E) - 7" св (602) 
senx 


2 


n2x 
NUTS. (==) 
сов! =. 


2 
веппхсов(п+1)х 
senx 


Re(E) 
ВРТА: “А” 
PROBLEMA 78: 


Se tiene los números complejos z, , z, y z, , mostrados 
en la figura adjunta . Si se sabe que |ғ,|=|г,| y que el 


pu : 2,231 
módulo де z, es mínimo .Determine : Е-- 77 


RESOLUCIÓN : 
Para que el módulo de z, sea mínimo : 0 = 45° 
Luego Por dato: |; = |=; 


Observamos que: || = птеп 527 Además se ve que : 


агЕ(21)=45° ; arg(z,)- 25 
argí(z,)- 180% 
Apliquemos : z = ze" = |z| e ^*^ 
ы Н 
z = јаје“ — z, али ЗЕН y 


ж sx 
а-ы ее > 2, = твеп ев жеген (11) 


E Zy - |z, |e "ЖР — zy = re” OR (Ш) 
2.3 
Reemplacemos (1), (0) y (ІП! E 
HP" 
E- 2 -E-— sap е 4 
2-42 2-42 2 
2 
— PB) (е) 1,8 
rud е 2E-Jgle 
Como r/3-3 => г=3// = gus 
RPTA: “р” 


PROBLEMA 73: 
Dado el complejo : z=(1+senGricos9)* y su módulo 


ilem (sos saen 2)" , determinar m. 


Fusce] 
А) МЕ DE SEE D)?/2 E42 
RESOLUCIÓN : 
1 1 
МЕРТТ"” ЖІГІ ^ . (л ALLE. 
У 5 1008[ 5-0) visen[ 5-0) 


Aplicando : 1+cosx=2c08* *. ^ senx-2sen = cos E 
2 2.—9 
= 1 
ох ат 6 ле л 6 
зей tm e) 
1 це т Е 
РО 25.0) 
42 


42 


Observemos que : 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 74: 
: Re(z) 
Si ze(1 cosi eiseng)" ^ nen Calcule т 0 
Ај сцт@ В) рп сеш" руа"? в (ce) 


RESOLUCIÓN : 
En el problema 68 hemos demostrado que : 


А ө 15 
ci 006 МҰҒ 


Luego : T 
z=(1+c080+isen9)" 7 :) 


né 
52-27 cos" бе? nc (сове 75 еп) 


2 2 
г 
Observemos que : 
rc Olla) = ron” _ Reta) 
Re(z)=r008. 2 ти) = rsen 2 E) 
ЕРТА : 


no 
2 
«c» 


PROBLEMA 75: 


Si: 2cos* 50 Асов? Ge Bos 4 Ceo D shalle : 
A+B+C+D 

А)-2 В)-1 С)-3  D)3 Е)2 

RESOLUCIÓN : 

Del dato se obtiene : 1+c0150=Acos*0+Bcos*0+Ccos0+D 


совбе= Acor! PY Bcos? 4 Ссовд+ D -1.............а) 


[246 | — EDITORIAL нгвпов) 


Aplicando la fórmula de De Moivri: 
cosbO*isen50-(cos 0+івепд f cos" cos D(isen) cos "0 зет)“ 
+cos*0(isen0)*+cos0(isen0)*+(iseno)* 
cosbG-isen56- cos" Өзі cos двепд- сов?0(1- сов"0)- ісов? зеп? 
+с080(1- cos*0)* - isen*8 
совбб+івеп5б= сов 0- cos! (cos 0 cosó(1- 2cos* 9 cos 8) КІМ 


созБб+ізеп50= cos" 0-3cos? 0+с080+1/ 
Identificando las partes reales ; 
cos 60 = Зоов?0 - Зов" 0+с080. (11) 
Haciendo la comprovación de (I) con (II) se obtiene : 
A=3,B=3,C=1 y D-1=0 „ D-1 
Nos piden: А+В+С+0=2 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 76 : 


Simplificar : peret indicando la parte 

real de E entre la parte imaginaria de E . 

ај tg 

RESOLUCIÓN : 

Eren 
етее" 
енінен sets + ей] 


Е= - 
ей [не e зе) 
Их i2x 
-1 || е*-1 
>Е=а#|* — Е 
E e*-1 ) 


(езе) (ep) 
(ее) (өза) 


5х бх бк 5х 
m 3 Брен 22 
в) ит СД Dj:cig^,- Ejwec^, 


E 


>E=e* 


Е-е ts (lte) р. ei (1+совх+івепх) 
(чей) (1 +сов4х *isendx ) 


(2 
*Hemos demostrado que : 1+cos0+isenó=2000 2 e 2 


Luego : х 


Dode Se 3 сове T 
Kaet С s cos2x 
2cos d e? т 
= Бг oon „55 3] 


ВРТА: “D” 


NOTA : 


Otra forma de resolver es aplicar e“=cos0+isenó a c/u 
de los sumandos en (1) y luego agrupar las partes reales 
e imaginarias en el numerador y denominador para 
aplicar las fórmulas de suma de senos y cosenos cuyos 
ángulos están en progresión aritmética . Como ejercicio 
, continue siguiente este procedimiento . 
PROBLEMA 78 : 


120 i40 ¡60 
ИЕ 2% == 
A)sen(40).tan(0) В)веп(40).со (8) C)sen(30).tan(20) 


D)cos(30).cot(20) E)sen(40).csc(8) 
RESOLUCIÓN: 
14020 
Z=- uo 
e Ж 
Factorizamos el numerador: 


РЕ езі y (g 39i 4, en) 
3 MAZA) 
52 еб х((е е0). (ей +е “)) 
е-е 
2-е?# у пе сеш). ==) 
2iSeng ¡Seno 


Z - 2 Cos20xCot0(Cos20 +i Sen20) 


2 - 2 Cos! 20x Cot0 + 2Sen20Cos20xCot0 


2 = -2iCos? 20x Cot  Sen40 x Cot 
asi: Re(Z) = Sen40 х Сог0 

RPTA : “В” 
PROBLEMA 79: 


Para el número complejo Z = re" , г =|2], 9 = arg(Z) 


2 
se cumple: (748 71A0«arg(-iZ) «*.. 


zy (zy iz. Sh 
Además: (2) 4%) =1 A 0«arg(-ix) « 3 


(е?®% )2 + (e f =1 


ef! +е “Я = 1=>Сов40 = 2—1 3) 
2Cos40 
De: 0 « arg(-iZ) « 3 


: я 
0arg( A) cargZ <= 
3 


я Зл л Зл 
[LLL > 3. 


De (3): Сомө-1 


svor ТА 114 
40 = i 373! тәсі ) 


==; бля 75. Ия, } 


— d). 


19 19 1 ЊЕ 
x 23 =: 
2'4 
PROBLEMA 80: 

Dado el número complejo 2 = r[cos(0)-- isen(0)] y 


Dado que : де (5 


RPTA : “B” 


2 
8e (0;2). Dar como respuesta la diferencia de las 
medidas del mayor y el menor ángulo. 


2 2 
además: (5) +(2) =>. Halle todos los valores de 


я л т я я 
4% В) 12 os D) 2 Е) ? 
RESOLUCIÓN: 


Condición : Z=r(Cos0 + iSen0) 
= Z=r(Cos9-iSen0) 
así E. r(Cosó«iSen)) ей _ Z_ 


Halle el valor de 0 que pertenece al intervalo dado. Además: 
lix 7x 2л 23x бл 
Ag. Op Зы за ОШ (e? )# (Ri ей uh =, 
RESOLUCIÓN: : 1 
Condiciones: Z|- r ^ ағд2-0 SiSen40 i => Бепад = = 
Е —— E 4 


así: m бл 18% 17% 
ICI D Med 


o (е: бт. 13x. 17x } 
54: 24 07 347 


Como: 0 € (0; 2-2-(%; > == 
Luego AA в. =. 
RPTA : “Е” 
T 


(63) Cuántos complejos están puestos en forma polar 
o trigonométrica: 


I) Z,=43 [cos80*--isen60*] 
II) Z,—-3[cos30*-- isen30*] 
Ш) 2,=42 [cosx+isenx] 
IV) 2,=43 X еп > ] 
) Z, 58 | cos неп 
AJLILII В)ПУШ  C)yIV D) Sólo ТУ E)NA. 
@ Expresar: Z =1+/3 en forma polar. 


я л л т 
—+isen—= B)4 = +івеп — 
А) 2c08| сов +isen 2| ) [es нает 
2[ сов * + z] D 4 Lm а 
С) [бов вет ) сов ет’, 
E) 4[cos120”+isen120"] 
(93) Expresar: Z -3%-/8і, en forma polar. 


A) 248 [cos 52 +isen GE B) 43 [cosx+isenx] 


бл бл 5х 
€) [оз einen “| D) 18) [cos 2% einen] 


(93) Sean los complejos: 
Z-3 LAC z] 2:4 £u =] 
1 [coss +isen |> z ен 
Hallar: (2,2,) 
4[cos + =] [ z -£] 
A) [eo +иеп^ B)12 cos, Жігеп 2 
С) З(совл-кізеплі Е) М.А. 
(93) Sean los complejos: 


= Z већ. = Z еп А 
едм g tien. ze tete +isen z] 


D) 12[cosx+isenx] 


(^wuwEROS COMPLEJOS 2  |98( 7 FEDTORIAL RUBIOS) 


Hallar: 2/2, 
4 жі 4 т ж 
А) $ eos ыма B) eos нае -5 | 
> АИ: 
С) q|[cosr+isena] D) 5 [он gtisen z] 


09 Sea el complejo: 2=(1+5/34) 
Hallar “27” en forma polar. 
128| cos =. z] 2] ха 4 
А) (ве напя В) сов +1веп — 
Tx Tx бл бл 

С) 128 cM — "| D)64 —. 2: 

) [sos 3 +isen Я ) [cos 3 +isen Ч 
Е) М.А. 4 
62) Hallar e indicar una de las tres raíces cúbicas de 
la unidad: 

1,41 1,43 1,46 


E iB- 21 O- 1D)- FA ЕЮ 3+ 


1 EH 


09 Hallar la forma polar del complejo: 2 ;2A8i 


A zu =] [ я zl 
y 2| cos неет B)3 eos tieng 

Жы жс xc dp 
C) в| соз 5 неп? | D) 4[ cos +isen*| 


Е) М.А. 
(99) Hallar la forma polar del complejo: Z=- 2 – 2/3; 


4л 4л 4л 
А) 2cis — B) 2cis — C) 6cis — 
) 2сіз $ ) 2cis 3 ) 3 
р) = cos% E) N.A. 
49 Hallar la forma polar de: 2,--1-і 
А) V2cisZ В) =V2cisZ C) J2cis P. 
D) cis $ E) cis * 
(O) Expresar en forma exponencial el complejo: 
2=1+/8 
m я fi за 
А) ез B) О) (28е р)/3% E)NA 
(42) Señale una raíz ipo de la unidad: 
. 2л x x 
А)-1 EH) ciez C) cis p Dos Eds 
zm 
(3) Reducir: КЕСЕТІН 
zo 0-5 
4-44 
А)1 B)-1 С)і D)-i Eje 


ін 
@ Calcular “a” en la igualdad: i йч 


А) Зе В) 2е С)е D)i E)i-2 
(13) Reducir: WS 4 W?73 уве 4 yy 9614 руі 4 ye 
siendo: 1, W, W° las tres raíces cúbicas de la unidad. 
А)1 B)2 C)4 D)2 Е)0 
(£9) Calcular el área que genera el complejo “Z” si se 
cumple: 2 <|2|< 5 


А) 22ли? В) 21л C)I9x 10)18я Е)Зл 


@) Calcular: po; Tower owe] 


Siendo “W” una raíz cúbica de la unidad. 
AJO В)1 С)2 р) з Е) 4 


Si: 1, W, W° son las raíces cúbicas de la unidad, 


calcular:Rz(1--W-W*) (1--W*-W*)(1--W*-W*)..*18n" 
factores 


А)? В) 2 С)4” р)4“ Е) 4" 
(19) Hallar: 2= 

E; -#{ x X L 
А)е? Bje? C)e? D)e? Eje‘ 
Ф ФЕхргеваг el complejo: Z- 1+1  enforma 

2 

exponencial. 

Es z EN eri 2 
Aje? B)e* С)е? D)e * E) ef 


@ Si: Z4 2 -2co96; donde: 2 € C . Hallar: z+ 


A) 2sen9 B)2sen(m8) C)2cos0 D)2cos(m8) E)4" 


@ Hallar una raíz de la ecuación: 27-24 


A) 14 B)-1-i C)-1+i D)1+2i Ей 
Q3) Reducir: Z- (143i) + (1– 3i)” 
A) 230 B) 231 C) 232 р) 233 Е) 240 


ПИ АИ ИРА 


(DSiendo 2,,2,еС, además x es el ángulo 
comprendido entre los módulos de z, y 2,. grafique 


¡Re(Z,Z,)+ E m( ZZ.) 
ZAJ 


fíx)= 


ed oeste 


A) B) 
Y Y 
e JR 
С) D) 
Y Y 
be dz 
E) 


Y 


х 
@5іепіо2 e C halle el equivalente de fíz) =arccosz 


ли (13) ви»(1+=) OLn(z4 2 +1) 


1-iz 


D)Ln(; + 42-1) E)tiLn(z + +1) 


63) Halle la parte real del número complejo 


С) 


ANUMEHOS COMPLEJOS A [980 — — — кютгонгак RUBISOS) 


ӨЭЛІ resolver la siguiente ecuación trigonométrica, 
indique un conjunto solución 

(cos x + isenx) (cos 2x + isen2x) 

(cos Зх + isen3x)...(cos nx + isennx)-1 
siendo Е-...-1;0;1;2 


4k ЗЕл 1 п(п+1) п(п+1 „ 
Anni Bn = D) 2k E) 2h 
© Мейіапіе la ecuación х?"+ х"+1=0 , reduzca 

жоғ Жа. dm < (8n- 2)x 
ver irm "ша Lets 

1 УЗ 1 43 УЗ 
А)" В) өзі С) т D) Е) тт 
Sabiendo que : 

z= тее =х+їу;т; == 

Señale la proposición correcta 
Dsenz,=1 Шсовгу-0 Шт(е )=е“ У sen2xy 


ТУ) г|-е? V)Re(z,)-e"seny 

AJIyII B) 1,11 уш C)LILIV y V 
D) LU yV E) todas son correctas 
ФЭСтабаше el conjunto de números complejos que 
verifican el conjuntin R si; 


Е = (2 = х+у агџ(е“““ )>0) 
E 


6 Determine: los valores de Lnz si z=w+iy ; que 


A)- TERE вит» EA) OiEn(2' -1)60 


а аты Ааа 


Identifique la gráfica de la siguiente expresión 


R= ze Ситі) Ré (s) 204459 «jarg(s e) а] 
Además ke Ж” 


(O)Determine los valores que toma la expresión : 


=2 sen (cos (xi)) - cos? (cos (xi)) , si 
xe(-1:In10) y i-4-1 
А4027 В)|-2;2] С)[-1;1] 


@ Sean los números complejos = л w/z-e" у 
wzlzz! +z” +z +. +z". 


D)i-4:4] Е/0;41 


в. — 
Halle el equivalente de M=}, (10+10) 


nal 


Ajcsc*0((n + вепд – вепп B) s sen"G(csc n8 - (п-+1)евод) 


C) csc Alsen0-nsen0) [һ)2евсб(пвепд- senn8) 


E)csc? Don emn mom 
(Э Resuelva la siguiente ecuación si ze € 

1%-2е 
siendo e base de los logaritmos neperianos ; mke Z 
А) [ertet т) B)- Epa 12); c) fint t La2 еі), 


kre 2kx 2kxe 
-(2nx -1) 1-Ln2- 2nx 
Lr EN Ee ле) 
(£3) Grafique : 
KE f есіке[2-2+) <0лЕт(є)> кез) 


ОСА 
De 


Sabiendo que z e С, halle el equivalente де : 
f(2)=Lnz;k=(...—130;1...)52+ 0 


A)Ln|z|*i(arg z4kz) B)Ln|z|+i OLnlz|+iarg 5 
D)Ln|s*i(2argz)  E)Ln|zl+i(argz+2kx) 
[1] Calcule el valor de : 


F=sen* (iLnd-i ) + sen? (ИЕ) cos? (3iLnMi ) 


3 7 5 1 9 
A3 Bl © 2-4 Ез 


77 
@ El valor de la expresión: (СС es: 


A)1 B) -1 C) -і Di Е) 15i 


(3) Hallar el módulo del complejo: 4*1 izkldz-l 
iz- EIA 1241 


Donde: z-cosQ-isenü y бє (627) 
A)Tan9 B)Cotó С) 2Тапб Р) 2Соіб 
@ Si: 1-4, Arg[=(1+i]=5 


E) 4Tan0 
Entonces el número complejo 2 еп su forma polar es: 
A) (совет | в) s (C os T risen A 
Ж л ai. л 
с) (cos Базе ) D)- (e ов Яве | 


Е)- “(с оз Frisen z) 


д Hallar la parte imaginaria del número complejo: 
_J1+Cos(nx)+iSen(nx) 
7 1*Cosx*iSenx 
pl) eire 
<> $) 9/5) 
nx жіп-1) 
сі Co zx ) D) Goo (^ sen ЕРЕН 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


Ar =Cis7 
Halle la parte imaginaria de w, si: 
ISR 
wez? 1 2 
2 2 1 
А) /2 в) 2+1 C)-42-1 D)-49 E) 2385, 
@ Hallar: Cosi 
-1 1 -1 
e-e ete e -е 
А) 2 B) 2 с) 2 
» 27 
-е -е е -е 
D) E) zi 


ЕЭ Halle el número complejo: z=e” ; Arg(z)=0, tal 
que: Fara? sza- (2 |-/2 


A) Cos еп E = 


AN л 
4 В) Cos Pe 7 


7л 


D) Cos UE бемо. 31 


т 
С) Сов de ¡Sent 94 


6 
Eus л 
E) Сов—+15$еп — 

MC ы 
(ЕЭ Dados los números complejos: 

11 б; 
А шеу z=cis( 55) 

En el cual 2,, 2» Zy «... son vértices de un polígono de 
“n” lados. Halle “п” 
А) 12 В) 14 C) 16 D) 18 E) 24 
ЕЗА partir del desarrollo de (1-i)"; i=/ZIn e Z* 
Бећаје el equivalente de: S=CF СЕС Сб... 


A) 2" Сов" B) J2Cos "= C) 2" Sen” 
D) V2" Cos "7 E) V2Sen "E 


@@) Sea la ecuación: ax? +ba +x=0Si: 7e" ^ ж-е? 

son raíces de la ecuación halle: Соз20 
= 2 - 

А) b-2ac B) 5" – гас 


гас гас 


OBJETIVOS : 


* Identificar los elementos la representación en 
coordanadas polares: polo, eje polar, ángulo, radio 
vector. 

* Representar puntos con coordenadas polares. 


* Determinar la gráfica y la ecuación de la cardioide 
en coordenadas polares. 


*Representar curvas usando coordendas polares. 


INTRODUCCIÓN : 


Los conceptos de ángulo y radio ya se usaban en el primer 
milenio antes de Cristo. El astrónomo Hiparco (190-120 aC) 
creó una tabla trigonométrica que daba la longitud de una 
cuerda en función del ángulo, y existen referencias del uso de 
coordenadas polares para establecer la posición de las estrellas. 
En Sobre las espirales, Arquímedes describe la espiral de 
Arquímedes, una función cuyo radio depende del ángulo. Sin 
embargo, el trabajo del griego no fue extendido a un sistema 
de coordenadas completo. 


Existen varias versiones sobre la introducción de las 
coordenadas polares como sistema de coordenadas formal. 
Grégoire de Saint-Vincent y Bonaventura Cavalieri 
introdujeron de forma independiente el concepto a mediados 
del siglo XVII. Saint-Vincent escribió sobre este tema en 1625 
y publicó sus trabajos en 1647, mientras que Cavalieri publicó 
sus escritos en 1635 y una versión corregida en 1653. Cavalieri 
utilizó en primer lugar las coordenadas polares para resolver 
un problema relacionado con el área dentro de una espiral de 
Arquímedes. Blaise Pascal utilizó posteriormente las 
coordenadas polares para calcular la longitud de arcos 
parabólicos. 

En el Método de las fluxiones, escrito en 1671 y publicado en 
1736, Sir Isaac Newton estudió la conversión entre el sistema 
de coordenadas polares y otros nueve sistemas de coordenadas. 
En el periódico Acta. Eruditorum (1691), Jacob Bernoulli 
utilizó un sistema con un punto en una línea, llamándolos 
polo y eje polar respectivamente. Las coordenadas se 
determinaban mediante la distancia al polo y el ángulo 
respecto al eje polar. El trabajo de Bernoulli sirvió de base 
para encontrar el radio de curvatura de curvas expresadas en 
este sistema de coordenadas, 


El término actual de coordenadas polares se atribuye a 
Gregorio Fontana, y fue utilizado por los escritores italianos 
del siglo XVIII. El término aparece por primera vez en inglés 
en la traducción de 1816 efectuada por George Peacock del 
Tratado del cálculo diferencial y del cálculo integral de 
Sylvestre Francois Lacroix. Alexis Clairault fue el primero 
que pensó en ampliar las coordenadas polares a tres 


dimensiones, y Leonhard Euler fue el primero en desarrollarlas 
realmente 


COORDENADAS POLARES 


Hasta ahora hemos estudiado el sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares para localizar 
un punto en el plano. En este capítulo estudiaremos 
otro sistema denominado sistema de coordenadas 
polares el cual ofrece otras ventajas con respectos a la 
coordenadas cartesianas. En un sistema de 
coordenadas polares un punto P del plano se le 
representa рог un par de números (г;0) donde “г” es 
la distancia del polo al punto dado y donde 9 es el 
ángulo de inclinación del radio vector OP con respecto 
al semi-eje positivo llamado eje polar. 


polo 0 
* Р») > coordenadas polares de P. 
* (r;0) >coordenadas polares de “P”; para cada punto 
P del plano existe un conjunto de coordenadas polares. 
* Siel «хоР=@ sedesplaza en sentido antihorario а 
partir del eje polar, es positivo y negativo en sentido 
contrario, 
* La semirrecta ОР que forma con el eje polar un 
ángulo 8 se llama eje 0. 
* Al polo le corresponde (0;0) donde 8 es cualquier 
real. 
* Si ғ>0у0<0<2л, la correspondencia entre 
puntos del plano y las coordenadas polares es biunívoco. 
Es decir uno a uno. 
* Si P(r; 0) entonces r>0 si P está еп el eje 9 y r<0 
si está en la prolongación del eje. 


POSICK ÓN DE UN PUNTO EN 
COORDENADAS POLARES 


En un sistema de coordenadas polares un punto P del 
plano se representa por un par de números (ғ;0), donde 
r es la distancia del origen (llamado polo) al punto 
dado: 


P(r;0) 


8 Eje polar 

0 Xx 
y donde ø es el ángulo de inclinación del radio vector 
OP con respecto al eje “х” (parte positiva) llamado el 
eje polar. La medida de 9 se expresará en radianes. 
EJEMPLO 1: 
En coordenadas polares, el punto P=(3; x/6) es 
ubicado dibujando primero un rayo que parte del polo 
(origen) que haga un ángulo 9=x/6 rad. Con el semieje 
x (EJE POLAR); luego, sobre dicho rayo y desde el 
origen, ве mide r=3 unidades. 


х (Eje polar) 
EJEMPLO 2: 
Localizar los puntos dados en coordenadas polares. 


А(2;5) в\-3 =) ока) (2:7) в(-2;-52) 


RESOLUCIÓN: 5 


* Observar que: É(-2;- = )- É(2;-5) 
de donde se deduce que: (r;0)=(—r; 0+x) у en 


general (r;0)=(—r;0+(2n+1)x); ne Z 


RELACIÓN ENTRE LAS COORDENADAS 
RECTANGULARES Y LAS POLARES 
Sea O el polo y OM el eje polar de un sistema de 
coordenadas polares y al mismo tiempo sean el origen 
y el eje de las х de un sistema de coordenadas 

rectangulares. 

Sea P (ver fig) un punto cualquiera del plano, (х;у) 
sus coordenadas rectangulares, y (ғ;0) sus coordenadas 
polares. 


erint Py Pay, 
* Del gráfico: 
|у=гзепд! 


1 
1 
H 
H 
, 
H 
1 
Н 
i 
1 
1 
H 

ж 


X 


* Además: 


ri-x4y! v ret m 
У У 
tgo У EA 
0-5 ó 0=artg2 
* Vemos que: [(r;0)=/rc080; гзепд) =(х;у) 
EJEMPLO 1: 


Tx 
Trazar el punto (2 7) y encontrar sus coordenadas 
cartesianas. 
RESOLUCIÓN: 


* Como x-rcosó , y=rsen9 entonces: 
=- bcos E = 348 
у= вает? -3/8 
* Luego: (x;y)=(- 842; 3/2) 


(coonpENADAS POLARES ^» [954 кпртонілі нпигко5) 


EJEMPLO 2: EJEMPLO 5: 
Hallar las coordenadas cartesianas de P si sus Transformar la ecuación 1*4+y*=4x a coordenadas 
coordenadas polares son (8:55) polares, 
3 RESOLUCIÓN: 
RESOLUCIÓN: : 
s 4 i Y * Sabemos que : жу! =r?; х = rcosg 
( рақ (зоон вел 27)-(- 3,548) * Reemplazando: 
eris r?-4rcos0 <> ғ=4созе ecuación de la circunferencia 
2, 3 ) con centro en (20), ya que (x-2)*--y*-2*. 
* Graficando: 
* Entonces: 2 Е 
AE 
EJEMPLO 3: 
Halle un conjunto de coordenadas polares para P; si 
sus coordenadas cartesianas son (2; -2) а, 
RESOLUCIÓN 
rra ey! or) +2)? >r=4 2/2 “ЖЕР, 
Ж 25-1; 0247. da dende: 
2 4 
7л 5 Зл 
@®-2)= | 2/2; -= | 6 (2:;- 2)2| -242; Y DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN 
4 4 PUNTOS EN COORDENADAS POLARES 


* Graficando: 
6— Зл 
7л 
4, 
= 7л 
PN 4 
EJEMPLO 4: * Por ley de cosenos en el л,ОР,Р, 
Transformando la ecuación г?сов20-9 a coordenadas d?=r? +r - 2ryrscos(6, — в) 
2 2 
RESOLUCIÓN: # > [dori +72 — 2гитусов (в, d 
г? [cos*0 — зеп?0] 59 > (rcos6)* – (raeng)?=9 distancia entre P, y Р, 
> x? — y! 95, (ве trata de una hipérbola) EJEMPLO: 
ы Ph Y Calcule la distancia del punto в(5;=) al punto 
Р, (2:25) 
2 , 8 . 
RESOLUCIÓN: 


neS та рой; 0% 


X 
=а=, | += - 2(6)(2)cos E z =) > а= 19 


Otra forma seria pasando a coordenadas cartesianas 


( е (2000 ZE жет 5 )=(- 143) 


рее) 


3 3) (272 
De donde в (5,5) 
* Entonces: 
EEE 
2 2 


*Observar que el más conveniente pasar a coordenadas 
cartesianas cuando el ángulo (8, —6,) no es conocido. 


TRAZADO DE CURVAS EN COORDENADAS 
POLARES 


La gráfica ó lugar geométrico de una ecuación 
expresada en coordenadas polares es: 


G=1(r; 0) e Rx Rir-f(0)) 
ECUACIÓN DE LA RECTA 
DLA RECTA 7 NO PASA POR EL ORIGEN (POLO): 


Ed 


Sea d la distancia de N a P por Pitágoras: 
p*+d*=r* del triángulo ONP tenemos: 

а?=г?+р? – 2rpcos(0-w) 

г? - р?=г?+р? – 2rpcos(0-m) 
ecuación de la recta que pasa por el punto N (punto de 
paso). 
EJEMPLO: 
Hallar la ecuación de la recta sabiendo que pasa por el 
punto (s =) y forma un ángulo de Econ el eje polar. 
RESOLUCIÓN: 


p=rcos(9-w)=> 2/8-reos(o- =) 


П) CUANDO LA RECTA $ PASA POR EL ORIGEN 
(POLO) 


0-a , donde a es constante; æ e R 


g 
М~д=а 
а 
eje polar х 
EJEMPLO: 
x g 
Es 


[r [-2 [- [o [ 1 [2 [--| Variable | 


ВЕННЕНННЕ 2 


OBSERVACIONES: 
1) Si £es perpendicular al eje polar su 


ecuación es: 
ip»o 


donde el signo (--) si pesta a la derecha del polo y (-) 
si esta a la izquierda del polo. 


2) Si a es paralela al eje polar su ecuación es: 
тзепд= + р 


donde el signo (+) si está sobre el eje polar у (-) si está 
por debajo del eje polar. 
EJEMPLO: 


Бі p=2 entonces гсовб=2 


— гсовб-2 


х 
* En coordenadas cartesianas la ecuación de la recta 
Sf será x=2 recta vertical. 


rsen0--2 


ge 
* En coordenadas cartesianas la ecuación de la recta 
Z será у =-2 que es una recta horizontal. 


ECUACIÓN DE UNA CIRCUNFERENCIA 


La ecuación polar de una circunferencia con centro en 
C(p;a) y radio a>0 es 


* Esta fórmula sale aplicando la ley de cosenos en el 


EJEMPLO: 

Halle la ecuación polar de la circunferencia de centro 
я : 

(s: =) y radio 8. 

RESOLUCIÓN: 


a=8;p=3 ; а=® 


5 reemplazando еп la fórmula 
tenemos: 


r° orcos (0-2)=55 


ECUACIÓN DE UNA CIRCUNFERENCIA 
QUE PASA POR EL POLO 


EJEMPLO: 
Grafique r=5 
RESOLUCIÓN: 


OBSERVACIÓN : 


г-?асовӨ representa la ecuación polar de u; 
circunferencia de radio |а | tangente al eje 3 
supongamos que a>0 


r=2acos0 


A ГЕ 
ОВБЕКУАСТОМ : 
r=2bsen9 representa la ecuación polar de una 
circunferencia de centro |b| tangente al eje polar. 
Supongamos que b>0 


—-2bsen8 


EJEMPLO : 
Grafique r=8c080 
RESOLUCIÓN: 


DISCUCIÓN DE UNA ECUACIÓN POLAR 


Para facilitar el trazado de la gráfica de una ecuación 
en coordenadas polares es conveniente establecer el 
siguiente análisis. 

I) SIMETRÍA : 

А) La curva es simétrica con respecto al eje polar si se 
obtiene una ecuación equivalente cuando se sustituye 
(ғ; 8) рот (ғ;- 8),6 (г; 0) рог(-т; x - 8). 


B) La curva será simétrica 


con respecto al eje z/2 si se 


obtiene una ecuación equivalente cuando se sustituye 
(ғ; 0) por (ғ; x —0),6 (г; 8) рог(-ғ;-0). 


C)La curva será simétrica con respecto al polo si se 
obtiene una ecuación equivalente cuando se sustituye 
(ғ; 0) por (—r; 0),6 (ғ; 0) por (r;x+0). 


11) INTERCEPTOS CON LOS EJES PRINCIPALES 
А) Con el eje polar se hece 0=n/x; пе Z y se 
resuelve para г. 

B) Con el eje 5 se hace 9-5 
рага г. 

С) Con el polo se hace г=0; y se resuelve para 0 de 
aquí salen las rectas tangentes al polo. 

Ш) EXTENSIÓN 

Бі K»0/|r| s К, Vr ;0 la curva se encuentra encerrada 
dentro de una circunferencia de radio K. 

IV) TABULACIÓN 

Se determina los valores de rcorrespondientes a 


algunos valores asignados а 0. Luego se localizan los 
puntos obtenidos y se traza la curva. 


RECTAS TANGENTES EN EL POLO 
Son rectas que pasan por el origen, cuya forma general 
es 0=0, constantes las que se hallan haciendo r=0 en 
la ecuación polar, como veremos mas adelante, y 
resolviendo para 0. Por ejemplo,en la gráfica de 
r=2c080 > r*=2rc080 <> x* «y! 22x > (х – 1)#+у?=1 
* La dirección de las rectas tangentes se obtienen 
haciendo r=0 en la ecuación y resolviendo luego para 
8: 


+nx; пе 2 y se resuelve 


COORDENADAS POLARES ^ 


д=>=/2 
0-3z/2 

* Estas dos últimas ecuaciones para 9 representa а 
la misma recta: el eje normal “y”. 


0=20080 еэ сово-0 «s 


EJEMPLO 1: 

Graficar el siguiente cardioide: -=1+с089 
RESOLUCIÓN: 

* SIMETRÍAS : 


Se verifica fácilmente que la gráfica solamente es 
simétrica respecto al eje polar “x”, pues la ecuación 
r=1+c080 no varia al reemplazar 0 por – 0. por lo 
tanto será suficiente considerar los valores de 0 que 
cubran puntos de la gráfica en el semiplano 
superior; el resto lo concluiremos por simetría. 
* УТЕКСЕРТО$ : 

0-0->ғ-2; 9- э r=1 


=z > г=0; в= > т=1 
* Existen 4 puntos de intersección con los ejes 
principales: 
(ғ;0)-(2; 0),(0; ж),(1;ж/2), y (1;8х/2) 
* RECTAS TANGENTES EN EL POLO: 
* Haciendo r=0 en la ecuación: =1+с089, obtenemos 
0=1+c080 > созб= – 1 > 0=x 


* Por lo tanto, la recta:9= es la única recta que pasa 
por el origen (ошай ре tangente a la gráfica en el 


. EXTENSIÓN E 
La extensión esta dada por: 
115 1+|cos0|s 1+1=2> rs 2 


E TABULACIÓN : 
A r=1+c080 


[То] =e [5131572] 24/3 |72476 =] 
"[5|1«(/8/2)| 3/2 1-(12)|1-(4312) 
-186 |=1,5 =0,5 0,13 


aumenta de 0 a я, с080 disminuye de 1a 


EDITORIAL RUBIÑOS 
-l;yr-1-cos8 disminuye desde 2 hasta 0, 

* Con todos estos datos procedemos a construir la 
gráfica: 


EJEMPLO 2: 
Grafique: г=1- 2сов0 
RESOLUCIÓN: 


* Como la ecuación no se altera al reemplazar (r; 0) 
por (т; – 0). la curva es simétrica con respecto al eje 
polar. 

* Si aplicamos los criterios de simetría vamos 
comprobar que la gráfica no es simétrica con respecto 


al polo ni al eje 5. 


* Veamos los interceptos con los ejes principales si 
1 


r=0> согб= > 


* Entonces 9-5 es una recta tangente al polo, 


; ө-5 :0<0<я 


* Si б=пя tenemos que: 
n-0 ; 6-0”; 
пті; бел; 
“Бі дечак tenemos que 
п-0; 8-5 ;r-l 


r=-1 
r=3 


n=l; а-а ;r-1 
* Veamos la extensión: 


Como -1< соз $1-»|cos0| < 3 lacurvaseencuentra 
dentro de una circunferencia de radio 3. 


* Ahora tabularemos: 


Bosquejar la gráfica de la ecuación polar 
r=2 sen80...(rosa de 3 hojas) 
RESOLUCIÓN: 
* EXTENSIÓN: 1ғ\=|28еп30|< 2 
* INTERCEPTOS: (ғ;0)-(0;0); (—2;x/2)=(2;3x/3) 
* SIMETRÍA: Solo existe con respecto al eje normal y , 
pues la ecuación r=2sen30 no varia al reemplazar 0 
por -8 угрог-г. 
* RECTAS TANGENTES EN EL POLO: 
Hacemos r=0 en r-2sen30: 
0=2зеп30 > sen39=0 
= 30=0 , n , 27 , 3x , dz, 5x 


=> е=0;6=5; az, бел; 6-49; 0-5 
r=2c0830 


A gy 3 3 

ж ја | а |5 |» | | 42 |ж 

э |6| 9 |15|3|18| 9 |2 
гјо| 1 | уз | 2 | 3 | 1 [0] -1 | -У3 |-2 


Cuando gaumenta де 0 a 2/6, г aumenta de hasta 2; 
Cuando g aumenta 1/6 az/3,r disminuye de 2 hasta 
0, y Cuando aumenta de л/З а x/2, ғ diminuye de 0 


* TABLA: 


те 


OBSERVACIÓN : 

La gráfica polar de la ecuaciones: 

гта + 6с080 6 г=а + 6вепд; a>0 ^b»0 se les Паша 
limazón; palabra francesa que proviene del latín 
Limax que significa caracol. 

TIPOS DE CARACOLES: 

De la ecuación r=a + bcos0 ; а>0 ; 5>0 6 г=а + send 


(6) si 0 << 1 caracol con un lazo. 


69 Si а=1 cardiode (forma de corazón) 


O 


@% Si 1 << 2 (caracol con hendidura) 


= 


69 Si 2 > 2 (caracol convexo) 

SIMETRÍA Y DIRECCIÓN DE UN CARACOL 
Sia»0 ^ b»0 
1) Si г=а+совб (simetría con respecto al eje polar 
apunta hacia la derecha). 
2) Si г=а – bcos0 (simetría con respecto al eje polar 
apunta hacia la izquierda). 
3) Si г=а+бвепд (simetría con respecto al eje 
apunta hacia arriba). 
4) Si г=а - bsen0 (simetría con respecto al eje 
apunta abajo). 
OBSERVACIÓN : 


Las gráficas de las ecuaciones de la forma r=acosn9 
б г=азеппд es una rosa que tiene n hojas si л es 
impar y 2n hojas si n es par. Si n=1 sale una 
circunferencia por eso a la se le considera como una 
flor de una sola hoja. 


ыж ыз 


ACOORDENADAS POLABES ^ 
EJEMPLO : 
La gráfica де: г=2с08(20) 


Gráficar la ecuación polar siguiente r?=c0820... 
(lemniscata). 
RESOLUCIÓN : 
* La gráfica es simétrica respecto al eje polar "x", al 
eje normal “у”, y respecto al origen(polo). 
* Los interceptos con los ejes principales son: 
(1;0), ( — 150) = (1;x) y (0;x/4) 
* Para las rectas tangentes en el polo hacemos r=0 
en la ecuación dada: ғ?-сов20, es decir: 
сов20-0 <> 20=x/2, Зл/2, 5x/2, 7х/2 
y así, estas rectas son: 
0=x/4, 0=3x/4, б-бл/4, 0—7x|4 
Nótese que de la forma de la ecuación r*=c0820 se 


tiene que los únicos valores posibles para 8 son tales 
que: cos282 0 


я Зя бл 7х 
ES Е: 24 


я Зл 5x 7х 
rol] 
* Esto indica que еп la región del plano 
correspondiente a los valores de 0 entre x/4 y3x/4 así 
como entre бя /4 y 2x14 noexiste gráfica para 
esta ecuación. ~ £ 


A La construcción de la gráfica se hace a continuación: 


|960) 


EDITORIAL RUBISOS 


IVTERSECCIÓN DE GRÁFICAS 
EN COORDENADAS POLARES 


Cuando tenfamos dos gráficas determinadas por 
ecuaciones cartesianas en las variables x, y , para hallar 
todos los puntos de intersección de sus gráficas 
simplemente resolvíamos ambas ecuaciones 
simultáneamente. Sin embargo, cuando se trata de 
dos gráficas descritas por ecuaciones en coordenadas 
polares r, 9, esta técnica no proporciona 
necesariamente todos los puntos de intersección de 
ambas gráficas. 


Los siguientes dos ejemplos ilustrarán este hecho. 
EJEMPLO 1: 

Hallar los puntos de intersección de r=2sen9 y 
r=2c080, para 0 < 0< 27. 

RESOLUCIÓN: 

* Resolviendo ambas ecuaciones simultáneamente: 
r=2wsen0...(1) 
r=2c080... (11) 

> 2sen0=2c080 

> ѓапб=1 

> O=x/4, рата r=/2(A) 


* Obteniendo así el punto de intersección (42; x/4) . 
La otra solución рага 0; 0—5z/4 genera este mismo 
punto. Sin embargo, como vemos en la figura, existe 
otro punto de intersección: el polo (origen); pero, no 
existe ningún par de coordenadas del polo que satisfaga 
ambas ecuaciones simultáneamente. 
* Recordemos que (0;0) representan el polo, para 
cualquier valor de 0. por tanto, el polo será un punto 
de intersección de ambas gráficas si haciendo r=0 en 
ambas ecuaciones logramos encontrar al menos un 
valor 6, para la ecuación (I) y al menos un valor 0, 
que satisfaga la ecuación polar (II); donde 0, y 6, 
pueden ser diferentes en general. 
* Es decir, haciendo r=0 en: 
r=2sen0 => зепд=0 > 0,=0...(es suficiente) 
r=2c080 => cos0=0 => 6, =л/2.. (ез suficiente) 


* De este modo, el polo (0, ж) se encuentra еп ambas 
gráficas; en la primera con coordenadas polares (0;0) 
уеп ја segunda con coordenadas (0; x/2). Рог lo 
tanto, los dos únicos puntos de intersección son (2; 7/4) 
y el polo. Ф 


(NTEIGONUMETMIA2 981] x ЕМСС 
+ Pendiente: m=tga 


NOTA: Todo punto de coordenadas (ғ, 0) coincide con 
el de coordenadas (-ғ; 0+x). De esto se sigue que si 
la ecuación de una curva está dada en coordenadas 


polares de la forma 
+ Entonces la misma curva tiene la ecuación de la 
forma general: ( — 1)^r—f(9--nx), n cualquier entero. 


ых 


* Poresta razón es que la circunferencia dada por 
r=1, también esta dada por la ecuación: 


DERIVADAS Y RECTAS TANGENTES ЕМ 
COORDENADAS POLARES 


Consideremos la ecuación de una curva dada por: 
Cir=f(0) 


Sabemos que las coordenadas cartesianas y polares 
están relacionados por: 
х=7тсов0 , у=гзепд 


Luego al reemplazar (I) en (П) еп la ecuación де la 
curva lo escribiremos en la forma. 


* Que son las ecuaciones paramétricas de la curva con 

parámetro 8. 
х-((Ө)сов0 
y=f(0)seno 


dx > $ 
Ag" f (0)cos0 - f(8)senà 


> =f"(0)sen9+f(0)c0s0 


* Luego calculamos 2 es decir 
dy 
dy dg _ f'(6)senO*f(8)cosü _ f'(0)tg0+(0) 
dx dx f'(0)cosó-f(8)senü f'(0)-f(0)g0 
dà 


dr 
dy _ f(0Mgosfro) 80 5*7 


dr 
dg" 89 


ах f'(8)-f(O)gO | 


EJEMPLO I: 
Determinar el valor de la pendiente en: 
г = a(1— cosü) ; 8-5, а>0 


RESOLUCIÓN: 
=a(1- HE LS 
r=a(1 LS A > 


r-a(1- соз д) parag- > г=5(2-48) 


APLICACIONES DE LAS INTEGRALES EN 
COORDENADAS POLARES 


ÁREA DE UNA REGIÓN EN COORDENADAS POLARES 

Si ғ-/(0) es una función continua y no negativa sobre 
а<0<р, el área “А” de la región encerrada por la 
gráfica де la ecuación polar r=f(0) y los rayos д=а y 
=£, se obtendrá, así: 


* Donde 


ЧА > diferencial de área 
40 > diferencial de argumento 
* Calculemos el área dA como si fuera de un sector 


circular de radio 40. 


COORDENADAS POLARES 2 (|962) 


* Entonces аА=лг^ад; r=f(0) de donde el área que 
corresponde a la región limitada por r=f(0) y los rayos 
ау B Será: 
AE 
> [5а 2740 > 


6 =] лө? 40-5 |? г"ад 


Donde ау 8 varían еп el dominio [0; 27) 6 en el 
dominio [-л;я) , según más conveniente. 
OBSERVACIÓN: 

Antes de pasar a las aplicaciones aconsejamos al 
estudiante revisar los criterios para gráficar e 
intersecar curvas polares, como interceptos, simetrías, 
rectas tangentes en el polo. 

EJEMPLO 1: 


Determinar el área de la región limitada por: 


r=a(1+c080) 
RESOLUCIÓN: 


UE 2, TI = 
A=5 [7 0, pero: г = {(0) = а(1+совӨ) 
_о|1{[„° 2 
24-22 [ a^ (1+с080) ад 


= A=a? [| (1+2е088 + cos*0)d0 


2 
>A=a? (то - ze E 
29 em 
Consideremos dos funciones f, g:/a;f8] > R tales que 


0<g(0)<f(0), VO є [a,B] y sea g el sector limitado 
por los gráficos r=8(0), r=f(0) y las rectas Ө-а y 0-5 
entonces el área de la g es expresado por la fórmula: 


[w= [73(8)– КОТ 


M" 
EJEMPLO 2: 

Hallar el área de la figura limitada рог la curva: 
38 que está fuera del círculo г=а. 


RESOLUCIÓN : NY 


x 2 
"sen*0—a* јад > А = F2 
VOLUMEN DE UN SÓLIDO DE REVOLUCIÓN 
EN COORDENADAS POLARES 
El volumen V del sólido obtenido por la rotación 
alrededor del eje polar de la región g limitada рог la 
curva г=]70) y las rectas 9=а y 9=Р es dado por la 


fórmula; 
V-2* |? P (6)sengdo 
3 а 
EJEMPLO : 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 

curva r=acos*9 alrededor del eje polar. 

RESOLUCIÓN: 

* La variación de la integral es desde 9-0 hasta => 
Y 


д E 23 азсог двепдад 
daz з 
71 “ 
LONGITUD DE ARCO DE COORDENADAS 
POLARES 
Si f es una función continua en el intervalo cerrado 
Га;В] , entonces la longitud de la curva г=(0), desde 


‚ Р(ту; a) hasta Р,(ғу; В) está expresado por: 


L-[^ torio ao] 6 Т [^ Jor" «tr ao] 


>У=—— 


Hallar la longitud total de la cardioide 


r=a(1+c080) 
RESOLUCIÓN : 


2 dr. 
г =а(1+с089) > d9- азепб 


МАҚТА (град 
* Como la gráfica es simétrica. 
L=2|; Ja*(1+c080*+a*sen*9d0 


1:= |; J2a+2a cos 0d0=2/2a |; JI+cos 040 


рава], JZcos( $ јад-ваен (5) 


о 


APLICACIONES 


Las coordenadas polares son bidimensionales, por lo 
que solamente se pueden usar donde las posiciones de 
los puntos se sitúen en un plano bidimensional. Son 
las más adecuadas en cualquier contexto donde el 
fenómeno a considerar esté directamente ligado con 
la dirección y longitud de un punto central, como en 
las figuras de revolución, en los movimientos giratorios, 
en las observaciones estelares, ete. Los ejemplos vistos 
anteriormente muestran la facilidad con la que las 
coordenadas polares definen curvas como la espiral de 
Arquímedes, cuya ecuación en coordenadas cartesianas 
sería mucho más intrincada, Además muchos sistemas 
físicos, tales como los relacionados con cuerpos que se 
mueven alrededor de un punto central, o los fenómenos 
originados desde un punto central, son más simples y 
más intuitivos de modelar usando coordenadas polares. 
La motivación inicial de la introducción del sistema 
polar fue el estudio del movimiento circular y el 
movimiento orbital. 

POSICIÓN Y NAVEGACIÓN : 

Las coordenadas polares se usan a menudo en 
navegación, ya que el destino o la dirección del trayecto 
pueden venir dados por un ángulo y una distancia al 
objeto considerado. Las aeronaves, por ejemplo, utilizan 
un sistema de coordenadas polares ligeramente 


ы: = --- -— _— 


modificado para la navegación. 

MODELADO : 

Los sistemas que presentan simetría radial poseen 
unas características adecuadas para el sistema de 
coordenadas polares, con el punto central actuando 
como polo. Un primer ejemplo de este uso es la ecuación 
del flujo de las aguas subterráneas cuando se aplica a 
pozos radialmente simétricos. De la misma manera, 
los sistemas influenciados por una fuerza central son 
también buenos candidatos para el uso de las 
coordenadas polares. Citemos por ejemplo las antenas 
radioeléctricas, o los campos gravitatorios, que 
obedecen a la ley de la inversa del cuadrado (véase el 
problema de los dos cuerpos). 

Los sistemas radialmente asimétricos también pueden 
modelarse con coordenadas polares. Por ejemplo la 
directividad de un micrófono, que caracteriza la 
sensibilidad del micrófono en función de la dirección 
del sonido recibido, puede representarse por curvas 
polares. La curva de un micrófono cardioide estándar, 
el más común de los micrófonos, tiene por ecuación 


Г =0,5 + 0,5 зепд 


PROBLEMA 1: 
Gráfique los puntos cuyas coordenadas son: 


a (2: 2) meo) e(t 


RESOLUCIÓN: 


A) (2:16) B) 2 Еје роїаг 
{16 NI -л/4 
Eje polar (4;-л/4) 
С) 
us Eje polar 
(-3;3л14) 


PROBLEMA 2: 


Convierta Р(1;-1) de coordenadas rectangulares а 
coordenadas polares. 


RESOLUCIÓN: 
Como х=1 , у=-1, tenemos г=+ J(1)*( 1)! 2 4/9 
* Además: 1 1 
созд= . зепбд=— 
Jg E 


* Si consideramos r—/2 , puesto P е IVC, entonces: 


(COORDENADAS POLARES ^ [964] 


Ж ez а, eh 
* Así, vemos que las representaciones para P son: 
7х Зя 
(ж 2) (52: ©) 


PROBLEMA 3: 
Determine las coordenadas rectangulares del punto р 
,cuyas coordenadas polares son (s ==). 


AM 422) B)( -242;242) ONZ) 
р)(0;24/2) E)(42;24/2) 
RESOLUCIÓN: x 


Del gráfico: Coordenadas rectangulares de P 


P(-242; 242) Coordenadas polares: P (4; зя, 
ВРТА : “В” 

PROBLEMA 4: 

Determine la ecuación polar del lugar geométrico cuya 

ecuación rectangular es: (x – 2)*+(у-2)*= 4 

A)r*—4reen(9)+2=0 ^ B)r'-4rsen(0)*4-0 


Cir? —4rcos(8)+4=0 ру” -4l2reem[0+7)+.2=0 
Ej! -4/2rs0n[0+7)+4=0 


RESOLUCIÓN: | 

Tenemos :C:(+-2)*+(y=2)*=4 (ecuación rectangular) 
Cambiamos: жетбозб ^ y=rsen0 
C:(rcos0-2)*+(reen9-2)'=4 

€ : r* соз? 0 – dr cos 0-4 r* sen*0 – 4reenó+4=4 


en 
С гг? – 4r (сов 6+веп0)+4=0 
A) 


EDITORIAL RUBIÑOS 


Luego: 
С:г? -4/2sen(0+7)+4=0 (ecuación Polar ) 


Otro método. P(r,0) : punto genérico 


Aplicamos la ley de cosenos, еп el /1sombreado. 
2'er* «(2 /2)* -3r( 2 /2)cos(0 7) 


4=г?+8 - 4 dar cos? 6) 


САД 
=C :1*-4/2rsen(7+0)+4=0(Ecuación Polar) 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 5 : 
Determine la ecuación polar del lugar geométrico cuya 
ecuación rectangular es: x*- y! -4. 
Ajr-4tan(20) ^ B)r*-4sec(28) 


D)r'-4esc(20) Е)г?=4сов(29) 
RESOLUCIÓN: 


Ecuación rectangular de la hipérbola Н: x*-y?=4 
Cambiamos: x = r сов A y = гзепд 


C)r?-4sen(28) 


= Н :(rcos0)? - (твепде )-=4 
4 e 4 
сов? 0 -зеп?0 сов20 


= Ecuación polar de la hipérbola: Н : г? = 4зес20 
RPTA : “В” 


Н :г? = 


PROBLEMA 6: 


Encontrar una ecuación polar de la gráfica cuya 
ecuación cartesiana es dada por: 


ж y! =a? 

RESOLUCIÓN: 

*Seconoceque: (,-,соө  [х?=г?соз%. 
а an 


rr? 


([STRIGONOMETRIA2 [966 | 


*Com 2 


Я “ya? =>" =а? = г=а 
Рог lo tanto la ecuación polar es: 


PROBLEMA 7: 


Encontrar una ecuación polar de la gráfica cuya 
ecuación cartesiana ев: 


y =4(x+1). 
RESOLUCIÓN: 
* Se conoce que: 
х=гсозб , y-rsenü. Luego reemplazando en la 
ecuación y*=4(x+1) entonces r*sen*9=4(reos0+1) 
de donde r?sen*9 – 4rcosó – 450 


* Entonces: 
2(совб + 1) А 2 де 
т= 2 , dedonde: r = 1-92 г= Tu 


PROBLEMA 8: 
Determine las coordenadas rectangulares del punto P, 


cuyas coordenadas polares son (4 $ 8), 


A)-42;/2) _ B)-242;242) | C)(0;42) 
D)(0;242) E)(42; 242) 
RESOLUCIÓN: Y 


Coordenadas rectangulares de P. 
P(-2/2;242) 
ВРТА : “В” 
РКОВЉЕМА 9 : 


Determine la ecuación polar del lugar geométrico cuya 
ecuación rectangular es: (x - 2)! 4 (y - 2)! =4 


ПУСТО F 


A)r?’ +2=4гзеп(0) B)r?+4=4rsen(0) 


С)г? «4 = árcos(0) D)r! +2 = ен (259 


Е)?" +4= 4/2rsen[0+2) 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos: g-(x-2)'«(y-2) =4 
Ec.cartesiana de la circunferencia 

Haremos el cambio: х = гСог0 y=rSen9 

Reemplazamos: 

$ :(rCos-2*)+(rSen—2)* =4 

$ :(r?Cos*0 – 4rCos0 + 4)+(r*Sen*o – 4rSend + 4)- 4 


=== ый 


5 


€ : r° -4r(Sen9+Cos0)+4=0 
Чало) 
5%? -4085еп[0+5) 4-0 


Eo. polar dela circunferencia. 

ВРТА: “E” 
PROBLEMA 10 : 
Dada la ecuación rectangular del lugar geométrico 
x? = Фу exprese la misma en forma polar. 
Ајг = 4sen(0)cos(8) B)r = 4 зеп(0) зес(0) 
C)r=4tan(0)sec(0) D)r=2sen(0)sec(0) 
E)r = 2tan(0)sec(0) 
RESOLUCIÓN: 


Tenemos: Р: х?=4у 
Es. rectangular dela parabola. 
Hacemos los cambios: x = rCos0 ; у=гбепд 
Reemplazamos: Р; г?Соз?0 = 4rSen8 
Senü 1 
Р: r-4— —x SS 
P: r-4Tan0Sec8 
———— 


pilar deta pardbelac 
sv RPTÀ : “С” 


PROBLEMA 11 : 
Determine Ја ecuación polar del lugar geométrico cuya 


ecuación cartesiana es: x* — у? = 2. 
z 2 
2 E -4 2 E -2 
A)tan*(0) I B)tan*(0) cr 
г?-2 2+2 


C)tan*(9)= D)tan*(9)- 17. 


2 
Бес? (9) 13. 


Tenemos: Н: х2-у?-2 
$ AA 
Ec,cartesiana dela hipérbola. 
Hacemos el cambio: х=гСозб у=гЅепб 
Reemplazamos: H : r*Cos*0 – r*Sen*8 = 2 
Н : r*(Cos*0 - Sen?) = 2 


H:r'Cos20-2 
1-Тап?0 1-Tan'ü 2 
H:r? 2-2 ut 
9 l+Tanto г? 
2 
-2 
: . H: Тапзр=" 
Por proporciones: ті, 
Ec polar dela hipérbola 
RPTA : “B” 


PROBLEMA 12: 
La ecuación polar de la parábola es :г= 


calcule la longitud del lado recto. vers(0) 
A)1 B) 2 о“ 08 Е) 16 
RESOLUCIÓN: 

А 2 
Se tiene: P: r- —— — 

lene: P: г 45 000 


Pasamos esta ecuación polar a la rectangular o 
cartesiana. 
P:r-rCos0-2 
РЕ +y -х=2 > Р: ју + у? =х+2 
Elevamos al cuadrado. 
Р:х?+у?=х?%+4х+4 = Р: у? = 4(х +1) 
vértice:(-1;0) 
Зема њи р=1 
Ahora; longitud del lado recto (L.R) 
L.R=4p > L.R=4 
А. ВРТА : “С” 
PROBLEMA 18: | 
Бі (А,В) воп јав nuevas coordenadas del punto 
(-48 ; — V3), después de trasladar los ejes a (/3 ; /3), 
entonces А - B es: 
A)-2/3 — B)-43 
RESOLUCIÓN: 
Coordenadas primitivas: (—/3; ^3) 
Tenemos: | Coordenadas en el plano ху: (A; B) 
Coordenadas del nuevo origen : (43 ; 43 ) 
Conocemos: (s; y) = (Has 3o) (x 19) 


STA 48) ~ (3:48) + (A; B) 
5 (Ar B)» (2248 ;- 248) 


C)-1 D)o  E)248 


EDITORIAL RUBIÑOS 


АЕА-В=о : 
RPTA : “р” 
PROBLEMA 14: я 


Transformar la ecuación r*cos20=4,a coordenadas 
Cartesianas e identificar su gráfica en el plano. 


RESOLUCIÓN: 

* Recordando que соз20=сов?0 – sen*6 : 
т?сов?0=4 => г? (сов? — sen*0)-4 
<> (rcos0)* – (rsen)? 24 => х? – у?=4 


* Ecuación cartesiana 
que corresponde a una 
hipérbola equilátera con 
centro en el origen, eje 
focal en el eje "x", y con 
semiejes a=b=2 


PROBLEMA 15: 
Construir las gráficas de las siguientes ecuaciones: 


I) r=1+2c080 :Limazón 


П) r-e? : Espiral logarítmica 
RESOLUCIÓN: 
1) r=1+2c080 
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PROBLEMA 16: 
Hallar los puntos de intersección де las curvas. 
r=2c080 y r=2sen0 
RESOLUCIÓN: 
Calculando las ecuaciones distintas de las dos curvas 
para el cual aplicamos. 
(-D"=f(0+nx), n eZ se tiene: 


—r-2cos(0-x ) € 


* Para п=1, 
iw ota r=2sen0 


Como se obtiene las mismas ecuaciones es suficiente 
resolver el sistema de ecuación iniciales. 


Los т 
Бас => вепб-сов0 > г:0=1 => e 
r=2008 1-2 эг=/2 


* Luego el punto de intersección de las curvas es : 
P 7 =) 
С 
PROBLEMA 17: 


Hallar las coordenadas polares de los puntos de 
intersección de las gráficas de las ecuaciones: 


r=[cos* 2 — sen? “ә г [1+3зеп?0]=4с030 
RESOLUCIÓN: 


Utilizando utilidades trigonométricas, multiplicando 
por “r” ambos miembros de cada ecuación y las 
fórmulas de transformación, tenemos que: 


r= (ее А - sen? 4 <> г = dcosó....(circunf.) 
r(1+3sen?0)=4co00 са ВР „ y 71... (elipse) 


Además, intersectando ambas ecuaciones: 


г(1+3веп?0) = r <> г = 0 ..........(el origen) 
yló 1+ Ззеп?0 = 1 ( c» send = 0 <0=0;я) 


* Obteniéndose así los siguientes puntos: 


А El polo (0), B(450) y 

C(-4;x), pero que ya 
4:0) no se considera por ser 
equivalente al punto 
B(4;0). 


1 


DIA 


PROBLEMA 18; 
Hallar la pendiente de la recta tangente a la gráfica 


de: 

r=1+c080 „еп {1+(\/3 /2;=16}- 
RESOLUCIÓN: Е 
* Como: 


=- senm |6=– 1/2 
tar =tan/6=1//3 


* Entonces por la fórmula : 


зеље. BA 
(tan8) — + E 78 2 + ETE 
dr 1 J3 
— -г(апд) (A a ( 
do 2 (+ 2 2) 
т--1-> $=3x/4....(ángulo de inclinación). 
PROBLEMA 19: 
Hallar el área “A” de un lazo де la gráfica de la ecuación 
polar r=4sen20. 
RESOLUCIÓN: 
* Tangentes en el polo: r=0 


=-1 


4sen20=0 => sen20=0 


>00, = Аж: ау 


же Ла, 


* Entonces la gráfica corta al origen en estos rayos. 
Un lazo (primer cuadrante) corresponde а 0 e [0; л/2]. 
Por lo tanto : 
1012 а 2-1 m2 2 
A=5 D id 40=> |; 16sen*20d0 


= A=4 [7"[1 – сов40]40=2х 


¡ACOOBDENADAS POLARES 2 
PROBLEMA 20 : 
Hallar el área de la región encerrada por la curva 
г=азеп20 
RESOLUCIÓN: у 


* Como la gráfica es simétrica con respecto а los dos 
ejes entonces. 


А484, r'ae]- = 7" a*sen* 20х40 


Aca! "a — cos40)d8-a* (o - sento) 


PROBLEMA 21 : 

Calcular el área de la region limitada por la lemniscata 
ró=9c0820 

RESOLUCIÓN: 


* Por simetría con respecto al eje polar se tiene: 
E. 


МР 
ap 
=9 


LJ 


Эсоз20.10=9зеп20 


PROBLEMA 22: 
Hallar el área А де la región que se encuentre fuera 


de la cardioide r=2(1+c080) y dentro de la 
circunferencia r=6c080. 


RESOLUCIÓN: 

En estos casos primero se deben hallar necesariamente 
los rayos correspondientes а los puntos de intersección 
deambas gráficas: 

1 2(14+c080)=6c080 => cos0=1/2 => 0=+ 118 


* Y como ambas gráficas son simétricas respecto al 
eje polar "x", Si A, representa el área de la parte 
correspondiente al primer cuadrante, entonces el área 
“A” está dada por la siguiente expresión: 


HT 
a=24,=2( 21; [сово -(2+20080)*]d0)=x 
PROBLEMA 23: 


Dada la curva r-1/cos? (0/3) , calcular el área del bucle 
(lazo) de su gráfica. 
RESOLUCIÓN: 


пи са си 


PROBLEMA 24: 


Hallar el área A de la región que se encuentra entre 
los lazos de la limazón r—1-2sen8. 


RESOLUCIÓN: 
* Tangentes en el polo: 

r=0 

1+2sen0=0 : зепд= + 
Lx 


pea 


* Denotado por А, a la parte correspondiente al primer 
cuadrante, y como la gráfica es simétrica respecto al 


—— > 
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eje normal y entonces : 


3112 


ж 4, я/2 2 
Ни „(1+2вепд) 40 - |, ^ 


= А=л+3/3 


PROBLEMA 25: 
Calcular el volumen de un sólido obtenido рог rotación 
de la región acotada por la curva r=acos*0 alrededor 
del eje polar. 

RESOLUCIÓN: 


< 


PROBLEMA 26: 
Hallar la longitud del bucle (lazo) де la curva polar 


сезі) 


RESOLUCIÓN: 


* Por simetría se tiene: 


Lej. аў 
ИВ 
> L=2f7 [sec ое (“и 
> La sect (О 


PROBLEMA 27: 

Calcular el volumen del sólido obtenido al hacer girar 
la cardioide r=a(1+c080),a>0 alrededor del eje “Ж”. 
RESOLUCIÓN: 

* Ubicando la región se tiene: 


* Del gráfico se observa que el sólido de revolución se 
obtiene de hacer girar alrededor del eje “х” la región 
de la parte superior de la сага оде, 


vz E [у a*(1-cos 0) 'senodo= 


pw a*|* _ уза из 
0 
PRIMERANBRACTICARDIRIGIDA 

@D Relacionar: 
А)у--4 I) r=4c080 – ?веп0 
В) ху=1 П) r?sen*0-1- 4ғсов0 
C)x?+y?-6x=0 Ш) r-6cos0 
D)x?«y?!-4x42y ТУ) r?sen20=2 
E) у?=1-4х rss 

send 


(93 Hallar la distancia entre dos puntos Р,(-3;76% y 


Р,(б;45%) 
А) 3 B) 6 C7 р)8 E)9 
63) Indicar el número de puntos de intersección de 
las siguientes curvas: 

г=4(1+вепд) ; r(1—sen8)-3 
A)1 B)2 C)3 D)4 E)8 
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(93) Indicar cual de las siguientes alternativas no es 
punto de intersección de : 
г= 2015 y r=1,donde0<0<4x 

Ja (1; я) 


a(r в (1 Do (s 2, (s E 
(03) Hallar los puntos de intersección de las gráficas 
де: г=2соз20 y г=1 е indicar ¿Cuántos son? 

4) 4 В)2 C) 1 D) 3 E) 6 
(99 Calcular el área de la región limitada por: r=sen9 


л л л 
А) я В) E с) % D)1 E) m 
62) Calcular el área de la región limitada por: г=соз30 
л л 

А) 7 В) л С) 2х D) E)4 
(6% Calcular el área de la región limitada 
por:r=2sen30 

Ајк B)2x С)4х D)! Е)% 
0) Calcular el área de la región limitada 
por:r*=9sen20 

А) 8 В)9х С) 7х D)7 E) 9 


Determinar el área limitada por r=4(1-cos0) 
po: 


А) 20x В)24я C)l2x D)8 Е) 12 
(O) Hallar la longitud del arco де la curva 

r=asen' (2) ‚а>0. 

пу зат В) Зак С) Баж D)2a Е)а 


(3) Hallar el volumen del sólido formado por rotación 
alrededor del eje polar de la curva:r=3sen20 

4; 503% 
e 7 85 7 


m 


A) 719. B)2x 


@ Calcular la longitud del arco de la curva 
r=sen* (2) comprendida entre 0 $0 s = 
B) x -V3 

Е) я 


A) £s - 348) с) - 


1 
D) qe -1) 
63) Calcular la longitud del arco de la curva 


FE т 
r-acos (9). өше 05055. 


А) G(21+343) B) x С) 20-9 D)a E) 2a 
(13) Hallar el volumen del sólido obtenido por la 
rotación alrededor del eje polar de la acotada por la 
cardioide r=4+4c080 y las rectas 9-0 у gs. 


2 
А)8л В)32х С)4л D)180x  E)160x 


(Halle la ecuación polar de una circunferencia de 
radio n y centro (n;a). 

Ајг = 2ncos(0— а) B)r = 4ncos(0-- 22) C)r = псоз(б+а) 
D)r = п? cos(0+a) E)r = 2nsen(a +0) 

(42) Halle la ecuación polar para la siguiente ecuación 
cartesiana (x? + у? )* = y? _ 2, 

A)r*-sen20 | Bjr*--sen20 C)r*=-sen20 
D)r*--cos20 E)r*=c0s20 

(8 Se tiene las ecuaciones polares ғ, = а со y 


=b ѕзепӨ luego en el punto de intersección de sus 
gráficas el ángulo que forman sus rectas tangentes es 
А) 90° В) 60° с) 30° D) 45° Е) 37 


(13) La gráfica que corresponde a la ecuación polar es 
г = евс @— 2 „ве llama concoide y ев: 


д) Dada la ecuación en coordenadas polares 


4 свео. 
PEER 
2 2 
indique qué gráfica es. 
A) Una elipse 


В) Una parábola С) Una circunferencia 
D) Una hipérbola Е) Dos rectas que se cortan 


LA ENCICLOPEDIA 2013 


OBJETIVOS : 

* La definición de las funciones hiperbólicas. 
* Relaciones entre las funciones hiperbólicas y “Зи gráfica ев: 
circulares, Y 
INTRODUCCIÓN : 

A las funciones trigonométricas a veces se llaman 
funciones circulares debido a la relación estrecha que 
tiene con el círculo х*+у?=1. 

En la misma forma ciertas combinaciones de las 
exponenciales e* , е se relacionan con la hipérbola 
que son : 

Seno hiperbólico , coseno hiperbólico , tangente 
huperbólico , cotangente hiperbólica , secante 
hiperbólica y cosecante hiperbólica y que denotaremos 
рог : senh , cosh , tgh ,ctgh , sech , cosech ; 
respectivamente . 


Рот; = (—со;со) ^ Ranf = (—оо;оо) 


COSENO HIPERBÓLICO 
Se define así : 


БЕ Еве 


AT 


f:R R:|f(x)—coshx 


*donde : 
Domf = (—со;со) ^ Ranf -(-соҙоо) 


*Su gráfica es : 
FUNCIONES HIPERBÓLICAS Y 


Se llaman funciones hiperbólicas, porque de alguna 

manera tienen propiedades similares a las funciones 

trigonométricas y se relacionan con la hipérbola en la f(x) =еовћх 
forma en la que las funciones circulares (funciones 

trigonométricas) se relacionan con el círculo. 


SENO HIPERBÓLICO 1 
Se define así : X 


R> R:|f(x)—senhx = 


e 


APUNCIONES HIPERBOLICAS A [922 | EDITORIAL RUBIVOS 


* = 
А la gráfica del coseno hiperbólico ве le llama 
«CATERIANA» , la cual adopta la forma de un cable 
flexible y uniforme que cuelga de dos puntos fijos . 


PROPIEDADES : 


а ане т 
тестер 


* [e* e cosh x — зепћх | 


TANGENTE HIPERBÓLICO 
Se define así : 


ЕЕ SECANTE HIPERBÓLICO 
coshx ёле 
Бе дећпе ав! : 


*donde : 


coshx е’+е® 


"би gráfica ев: *donde : 
Domf = (—оо;оо) ^ Ranf =< 0;1] 


*Su gráfica es : 


0 X 


; COSECANTE HIPERBÓLICO 
COTANGENTE HIPERBÓLICO — assa 


Se define así : 
1 2 
f:R— R:|f(x)- совесћх = - 
А 3 coshx ех +е* senhx ех ех 
f:R—R: AA а E 
*donde : 
*donde : Ht и] " 22, > В 
О ошбу сос доныне се шша) 
*Би gráfica ев: 


"Su gráfica ев: 


NOTA : 


Se observa que, en el campo real, las funciones 
hiperbólicas son funciones dependientes de la función 
trascendente elemental e*. 


Esto no ocurre en las funciones circulares que son 
funciones trascendentes elementales, independientes 
de la función exponencial, en el campo real. 


Sin embargo, como se obtiene por las fórmulas de Euler, 
en el campo complejo no ocurre así, siendo todas las 
funciones, circulares e hiperbólicas, dependientes de 
la función exponencial compleja е“. 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
HIPERBÓLICAS 


1—tgh? x = sec hx 


1 
ra 


14) |(senhx + cosh x)" = senhnx + coshnx 


16) |cos h3x = 4cos hx — 3cosh x 


15) 


Las funciones hiperbólicas зепћх , ighx , ctghx у 
cosechx son inyectivas en todo su dominio рог lo tanto 
tienen inversa , y las funciones coshx y sechx no son 
inyectivas , pero si restringimos su dominio en el 
intervalo [0 ;1 > еп este intervalo las funciones coshx 
„весћх son inyectivas por lo tanto se puede determinar 
su inyersa . 


INVERSA DEL SENO HIPERBÓLICO 
notación : aresenhx ó senh” 


у =arcsenhx <> x = senhy 


зепћ (агсвепћх) = х 
de donde : 


arcsenh (senhy) — y 


*зи gráfica es 


Е A ы - 


notación : arecoshx б cosh? 


L TEF) 
Dom = [1;+с0 >; Ran = [0; коо > 
cosh(arccoshx) = x;x > 1 


de donde : 
arccosh(coshy) = y; у > 0 


*gu gráfica ев: 
Y. 
y-arccosi 
0 1 > 
INVERSA DE LA TANGENTE INVERSA DE LA SECANTE 
HIPERBÓLICO HIPERBÓLICO : 
notación : arctghx ó tgh” notación :aresechx б sech” 
Dom =(—1;1);Кап= R Dom =< 0;1]; Кап = [0;+со > 
"ви gráfica ев: 
*su gráfica ев: 


ы 
EI НОВА 


INVERSA DE LA COSECANTE 


INVERSA DE LA COTANGENTE HIPERBÓLICO 
HIPERBÓLICO notación : areccosechx б cosech” 

paración iareetgh 6 оци 

arccighx + s = ctghy И eo з 


| Рот =(=00;1)U(1:+00); Ran = R — (0) uie а 


э: f(x) -aretghe =f (s) — sine] 


Sl сел 
4]sisftx)-arectghs f (æ= yenit] 


1 
5)ві : f(x) = aresec hx => f (х)=——==== 0 сх <1 
PER 
1 
6)si : f(x) = агссовесћх >f '(x)— ;х=0 
а? 


PROPIEDADES : 


i =0 |;*|Limcos hx —1 
IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS ~" 


HIPERBÓLICAS INVERSAS 


2) larccos hx = та + la? +1) ¡Ve >1 
з) ЖЕТЕ ШЕГЕ ы: f вепһхйх = cos hz +e 
2)si: | coshxdx = зепћх + С 
4) arcetghs = Ела: = Йкі>1 : Г 
| 3Jsi: f ићхах = Сов | 
DERIVADAS DE LAS 
FUNCIONES MIPERBÓLICAS 4)|si : ] ctghxdx = Ln |senhx|+ с 


Desi : f(x) = senhx => f'(x) = cos hx B)|si : Ј sec ћхах = 2arctge* + с 
2]si : f(x) = cos hx => f(x) — senhx 


6)si : f совесћхах = О tc 
3)si : f(x) — tghx => f'(x) = sec h*x 2 
Ды: f(x) = ctghx => f (x) = —osech?x Касае 
2 — 
5): f(x) = sec hs =>f!(x)=—sechxtghx | Determinar: E=Tgh(Lnx)— ES 
6)si : f(x) = cosec hx => f'(x) = —cossechxctghx | RESOLUCIÓN : 
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES “Como: 
HIPERBÓLICAS INVERSAS ең > Lg ins 
Tghx — v > Tgh(Lnx) — pL TL 


e* 
1 523% 
1)ві : f(x) = aresenhx => Р (х)- E EE жс 
EET! mie rr pol 2+1 
1 
= ^ = n 
2)|si : f(x) = агссовћх => f due is ver ДЕЛ : а E poflc Ca cem 
E ПГ 17 2941 


6» Halle айн АЕ 
F = cosh(x)cosh (у) + senh(x)senh(y) 

А)еоз(х+у) B)cosh (x-y) C)senh (x *y) 

D ]senh(s-y) E) Cosh(x +y) 

(Obtenga la gráfica de f definida con regla de 


correspondencia {(х) = cosh х (зеп hx + coshx) 
B) 


x 


(Determine el rango de la función f definida con 
regla de correspondencia 
fix) = cos [xcosh x] – sen [xcosh x]si Domf e [0 : Ln 2] 
AJC2:42) Bf [-/2;1] c) (-1;42) D[-Ln2; Ln /2) ЕД-, 
@Determine el conjunto de números complejos z tal 
que se verifica ke 2 ; 

1-cosh(2iz) = i(sen2z-- 2senz) 


Аа Bike + Ln2 O^ ата) D) + тад. Е)2һя Іл? 


((3)Determine el argumento del número complejo 
z—x-iy si se verifica 


coshx+isen xi=2  senyi+icoshy=2i 


Mar B)2hx karcsen |1) 225 

D)2kx+ d А 

(68) Determinar : ке === 

405  B- Оо D)4 E)-2 

f ; t 1—Coshx 

(O Determinar : PEE 

405 вод со рм Е) 2 
. 1—Coshx 

Өз Determinar: > 

405 — Bj-05. С0 рм Е) 2 


A) -2 B)-1 СО D)-4 E) 8 
А ‚ x—Senh4x 
Q9 Determinar : Быз х-+5епйбх 
A)-2 B)-1 С)0 D)-1,5 E) -0,5 
(O) Resover: — Tghx(Lnx)=-4 
А) В)-10 со D)-1,2 E) noexiste 
(3) Demostrar : 
(C osh x + Бепћх)“ = C oshnx + Senhnx |пе Z 
Senh2x 
(3)Demostrar : ТЕМ сара 
(3)Sabiendo que; вепһх-0,8 
Determinar : 


coshx ;tghx ; сівһх ;sechx y cosecha 


(3 Derivar: Пеовћбх II)tgh2x Шувесӛх 
49 Derivar : 

AJsenh" (2x) В) cosh (secx) 

C)ectgh” (secx) D) arccosec(cos2x) 

(12) Demostrar 


E A 
senh (7)=cosk (2) = Еһ (5) 


Qeterminar: cosh(Ln1)- 5 senh(Ln2) 
Ад Graficar: р(х) = жићх“! 
€) Evaluar: 
de 
оја Stats] na Ml жи 
EDDeterminar : “ен += 
АЛ B)2 С)е E) 7 
© Determinar : 
(Cosh x + Senhx (Senhx — C osh x) 

A)1 B) -1 Се DJO E) 5 
E) Determinar : 

(2SenhxC osh x — Senh2x)|C osh (Log x)] 
ал Во Се 0D) E) 4 


Con base еп los conocimientos de geometría 
analítica del plano previamente desarrollados , 
se introduce una ampliación que permite tratar 
con figuras mas generales : planos y rectas en el 
espacio , superficies y sólidos . 

Aunque en geometría analítica del espacio tam- 
bién se emplean varios sistemas de coordena- 
das , se inicia su estudio con el sistema de coor- 
denadas 5 
‚ ОУ, OZ tres rectas mutuamente 
perpendiculares . Éstas forman el eje X , el eje 
Y y el eje Z de un sistema de coordenadas rec- 
tangulares tridimensional y cada par de ejes 
determina un plano , a saber ; el plano XY , el 
plano XZ y el plano YZ , también perpendicula- 
res dos a dos y se denominan planos coordenados 
; a la vez , los planos coordenados dividen el es- 
pacio en ocho triedros trirrectangulares deno- 
minados octantes . 


ZA 


Ji 
Sea P un punto del espacio en el cual se ha cons- 
truido un sistema de coordenadas rectangula- 
res tridimensional ; por el punto P se trazan 
planos perpendiculares a cada uno de los ejes , y 
cada uno de estos planos corta al correspondien- 
te eje en un único punto . Sean А el punto de 
corte del plano perpendicular al eje X con ese 
eje, B el punto de corte del plano perpendicular 
al eje Y con este eje y C el punto de corte del 
plano perpendicular al eje Z con el eje Z; dado 
que estos puntos están sobre una recta en la 
cual se ha establecido un sistema de coordena- 
das unidimensional , a cada uno de ellos corres- 
ponde un único número real : х la coordenada 
de А , у la coordenada de В у = la coordenada 


LOCALIZACION DE UN PUNTO EN 
EL ESPACIO 


УД 


2. ONE RÍA ANALÍTICA DEL ESPACIO. 


de С. De esta manera , al punto P se ha aso- 
ciado una ünica terna de nümeros reales (x ; y 
; z) que son precisamente las coordenadas de 
В Es frecuente escribir Р(х ;у ;z) para indicar 
el punto de coordenadas x , y , z. 

También dada una terna de números reales 

(x ; y ; z) se asocia a esta un único punto del 
espacio , el punto determinado por la intersec- 
ción de tres planos , uno perpendicular al eje X 
por el punto (x ; 0 ; 0), otro perpendicular al eje 
Y por el punto (0; y ; 0) y otro perpendicular al 
eje Z por el punto (0 ; 0 ; z). 


Acada punto del espacio se le puede asociar una 
tripla de nümeros (x ; y ; z) reales. 

Asi, se establece una correspondencia uno a uno 
entre el conjunto de ternas ordenadas de nú- 
meros reales y el conjunto de puntos del espa- 
cio tridimensional . 


W(0;0;2,) 


P(x yz) 
х 


U(x,;0;0) 
Ё у(0;у,:0) 
y z 


P,(4;-8;5) 


Р(-а;8;5) 
Р,(4;3;5) 


y ROSEA) 


- Enla figura se muestra la localizacion de al- 


gunos puntos en un sistema coordenado 

.Lospuntos P(4;3;5) y 
P'(-4; 3; 5) son simétricos respecto al plano 
XZ; en general , dos puntos P y Q son simétri- 
cos respecto a un plano , si el plano es bisector 
del segmento PQ y perpendicular al segmento 
PQ. 


Los puntos (x ; y ; z) y (-x ; у; 2) son simétricos 
respecto al plano YZ , los puntos (а; b; c) y 
(а; b; с) son simétricos respecto al plano XY y 
los puntos (8; £; w) y (8; -t ; ш) son simétricos 
respecto al plano XZ. 

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 


Sean los puntos 


P (x1 51721) 
y Pel 33/3/25) para determinar la distancia 
entre ellos se construye un paralelepípedo rec- 
to rectángulo con planos paralelos a los planos 
coordenados , y de manera que Р, y P, sean vér- 
tices opuestos . 


Polx3 Y9: 29) 


9 (x3. у, 21) 
| 


R(x,; ys72,) 
Los lados del paralelepípedo son : 
[2.9] г lxs x x| 
195 A [уз 25 xil 
|ЕРД- р-а] 
e la longitud de la diagonal де 
recto rectángulo es igual a 


y recordando 6 
un paralelepíp: 


la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados 
de las longitudes de sus tres lados , se tiene : 


[В.Р]. = (no - а)? + (у; - у)“ + (s - 21) 
EJEMPLO : 
. Determinar la distancia entre los puntos 
Р(8;5;7) y Q5;2;5). 
> RESOLUCIÓN : 


978 реј = 


(8-57 + (6-2) (7- 5)? 
-> |PQ| =/4+9+4 = J17 52 


DIVISION DE UN SEGMENTO ЕМ UNA 
RAZÓN DADA 

El procedimiento para dividir un segmento en 

una razón dada es una ampliación del proceso 

empleado en el plano. 

Si Р(х; y ,52,) y Py, 5 y, 5 2,) son los 

extremos de un segmento y Р(х; y ; z) es un 


BP _ 
punto en el segmento Р,Р,, tal que : | РР, ST 


es posible determinar las coordenadas del pun- 
to В (Figura 96) 
y 


= 
Sean Р,’, P’ y P, las respectivas proyeccio- 
nes de P, , P y P, sobre el piano XY , y A,, Ау 
A, las respectivas proyecciones de P,, Р, y P, 
sobre el eje X. 
Como las rectas РР”; P,P,’ y P,P.'son para- 
lelas al igual que las rectas P,'A, , P'A y 
P,' A,, se tiene : 


PP РР] _ LAM. 
|РР,| |рр,| АА» 
Expo. 


"де donde: xp- x 


х1+ гх 
*osen: |x= 22 
ltr 


Siguiendo el mismo procedimiento se encuen- 
tran las coordenadas y ,z del punto P . 


En particular, si P es el punto medio del seg- 
mento PP, , entonces r es 1 y , por consiguien- 


te , las coordenadas del punto medio del вер-979 


mento son : 
EJEMPLO 1: 


Determinar las coordenadas del punto medio 
del segmento AB si À(1; 3; 5) y B(3;-7;9). 
RESOLUCIÓN : 
*Las coordenadas del punto medio del segmen- 
to se hallan aplicando directamente la fórmula 
(semisuma de extremos) : 
-3 + (-7) 
2 mL 
Así,el punto medio del segmento AB es el pun- 
to P(2; -2; 7). 
EJEMPLO 2: 
Determinar la ecuación de la superficie esfé- 
rica de centro (1; 2; 3) y radio 5. 
RESOLUCIÓN : 
*Dado que una superficie esférica de radio a es 
el conjunto de puntos del espacio , tales que su 
distancia a un punto fijo (centro) es constante e 
igual al radio , entonces un punto Р(х;у;2 


5+9 
2=—=7 
2 


x2——-2; 


está sobre la superficie esférica si su distancia. 


al centro es igual al radio ; nuc tanto, aplican- 
do la fórmula de distancia se tiene +^, 


Мег - 1)7+ (у - 2)#+ (2 - 3) = 
de donde : х2+ у?+ 27. 2x - Фу - 62-11 
*Luego , la superficie esférica es el conjunto de 
puntos que satisfacen la ecuación : 

27+ y+ 22. 2х - Фу - 62-11 


) 


x 
En general , la ecuación : 


Је -h) (у - Е)? + (z - 1? = r? 


representa una superficie esférica de centro 
C(h;k;l)yradior. 
EJEMPLO 3: - 
Determinar el centro y el radio de la superfi- 
cie esférica dada por la ecuación : 
x? y? 22+ 8х - 1022 -5 

RESOLUCIÓN : 
*Se lleva la ecuación a la forma general , com- 
pletando cuadrados en х; у: 2: 
x^ 8x16 у?+ 27- 1024252 - 516425 

> (x + 4) +(у - 0 +(2 - 5)2= 86 
Así , la superficie esférica tiene centro en el 
punto C(- 4; 0; 5) y radio 6. 
ÁNGULOS Я ‚ COSENOS DI- 
RECTORES Y OS DIRECTORES 


Si dos rectas dirigidas , es decir , se les ha asig- 
nado un sentido como positivo , se intersecan 
en un punto P , el ángulo entre ellas es el ángu- 
lo formado por las semirrectas positivas . 


z 


Cuando dos segmentos de recta no se 
intersecan , el ángulo entre los segmentos se 
obtiene trazando rectas respectivamente para- 
lelas a los segmentos y que pasen por el origen ; 
el ángulo entre estas rectas es tornado como el 
ángulo entre los segmentos . 

Si L es una recta dirigida que pasa por el origen 
de un sistema de coordenadas , entonces ella for- 
ma ángulos æ; y y con la parte positiva de 
los ejes X , Y у Z , respectivamente , y estos 
ángulos se llaman ángulos directores de L y 
los correspondientes cosenos , о sea , сова, 


— m — — 


cos В, y cos y son los cosenos directores de gggen donde d es la distancia entre los dos 


ENT 


y 

Las rectas que son paralelas y tienen la misma 
dirección también tienen los mismos ángulos y 
cosenos directores . Si L, y L, son rectas para- 
lelas pero de sentido contrario y а, В y y son 
los ángulos directores de L, los ángulos direc- 
tores de L, son m-a, m-f y л- y, respectiva- 
mente ; por tanto , los cosenos directores de L, 
son los opuestos de los cosenos directores de L,. 
El ángulo entre dos rectas no dirigidas es el me- 
nor ángulo entre ellas . 

Dado un punto Р(а ; b ; c) sobre una recta L 
que pasa por el origen , y cuya distancia al ori- 
gen es d , los cosenos directores de L son; 


en donde : d?^za? - 5? +e? 
Ahora , si los cosenos directores se elevan al 
cuadrado y se suman , se obtiene : 


A2 2 2 
a b c 
“ORORO 
a? b? +e? 
а? a? b? ec? 
у, рог tanto : cos a+ cos? В+ cos?y-1 
Prae lasuma de los cuadrados de los cosenos 


directores de cualquier recta es 1. 
А Cuando se conocen dos puntos Рү(хү; у; т 


puntos : 
d-(x,- =. 2+ (ys- y1)? + (22- E 


z 
2002.02 +22) 


| A ¡Pa 


Өк»... 21) 


EJEMPLO 4: 

Determinar los cosenos directores de la recta 
que pasa por los puntos A(2; 3; 7) y 
В(5;6;2). 


RESOLUCIÓN : 
d-|(2-5)*«(3- 6)? «(7-2)! = (949425) = 443 
*ahora : 


2 5-2. 3 | NACENE М 2-7 -5 
з Ja VI a Мз 
*Cualquier conjunto de tres números reales pro- 


porcionales a los cosenos directores de L se de- 
nomina conjunto de números directores de L 


* Es decir si a;8 y y son los ángulos directores 
de L у l, т y n son tres números reales , tales 


que: 
entonces 1, m, n son los números directores 
deL. 

Es importante observar que si los números di- 
rectores se elevan al cuadrado y se suman , la 
suma es k*: 


12+ т?+ n?= k?cos?a k*cos? В+ k*cos?y 
= k? (соз?а+ cos? В+ cos? y) 
= k? 


*de donde : k= + /]? m? n? 


*Luego , cuando se conocen dos puntos que per- 
tenecen a una recta L , Абу а ју 
н 4 O 


B(x;; Уә; гә) » dado que : 


(әм- Her Ел ЖЕЛ 


*entonces: x,-x,— dcos a 
Ya" y,7 dcos В 
Zo- 2і- dcos y 
y,portanto, Xs- Xj, У;- У; Y 22- 2; son núme- 
ros directores de L . 
EJEMPLO 5 : 
Determinar los cosenos directores de la recta 
L , que tiene como números directores a -3 ; 
4;2. 
RESOLUCIÓN : 
Entonces: #*=9+16+4=29 
*Luego : 


V29 ЕРІ) 729 


Téngase presente que una recta L tiene muchas 
ternas de números directores , cada conjunto 
de tres números proporcionales a los cosenos 
directores . 

ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS 
Dadas dos rectas L, у Г, que pasan рог е! ori- 
gen y con ángulos directores а), ВУ 71y аҙ 
Bs У у, respectivamente , el ángulo. entre 
L, y L, , se obtiene seleccionando dos puntos P, 
y P,, uno en cada recta , y tales que [OP,|=1 y 


сову= 2-1. 


|ОР,|=1, y aplicando el teorema del coseno еп 
el triángulo ОР,Р,. 
z 


” |P,P;[ =1+1-2 x 1x согд 


*de donde : :eos-1- 2| РРА 


*pero las coordenadas de P, son : 
(сова; ; совр, ; cosy, ) 

y las de P,: (cosas; cosp; сову; ) 

“рог ann: 

соғб-1-(соваҙ- cosa, + (совр,- совр, + (сову, - сову, |“ 

= сова; сова, + совр; совр + cosy, сову, 

teniendo en cuenta que el ángulo 8 entre L, y 

L, “es el menor de los dos que se forman , se es- 

cribe : 

совб-сов а, сов а„+ COS а, COS а; +сова сова; 

Esta ecuación se combina con la que define los 

números directores y se obtiene : 


[совр 1, +т ут, +тута | 
EN mj ni | +тї+пї 
Si ју L, son perpendiculares @ es iguala л/2 
у сов 0 =0 , por tanto : si L, y L, son perpendi- 
culares: 11,+ m,m¿+n,n¿= 0 
EJEMPLO 6: 
Si4 ;3y1 son números directores de L, y 
3 ;- 2; 0 números directores de L,, hallar el 
coseno del ángulo entre L, y L,. 
RESOLUCIÓN : 
*Se determinan los cosenos directores de las rec- 


зі E 


coran т ET | 
*y se aplica la fórmula obtenida : 


TENE 


18 
EJEMPLO 7: 
Determinar un conjunto de nümeros directo- 
res para una recta que sea a la vez perpendicu- 
lar a las dos rectas del ejemplo anterior . 
RESOLUCIÓN : 


*Dado que si dos rectas son perpendiculares , la 


> созд= 


у — e 


- meros directores es cero , entonces si los nú- 

meros directores de la recta buscada son x , y 

» 2, ве tiene : 4х+3у+== 0 

y “рог ser perpendicular a L, , y : Зх - 2у+0= 0 
A «рог ser perpendicülar a L,, y resolviendo : a.m 

_ *despejando еп la segunda ecuación y reempla- 


zando : 42 +3y+2=0 


"де aquí : z=- Ur 
*Entonces , un conjunto de патегоз directores 
2y 17у 


8/058. 

en particular, si y = 3 se obtiene: 2;8;-17 
este es un conjunto de números directores para 
una recta perpendicular simultaneamente a L, 


3.17 
y L,. Tambien : АЈ АЕ а 


PLANO 


Ahora , se trata de resolver el problema де en- 
contrar una relación en un sistema de coorde- 
nadas tridimensional cuya grafica es un plano. 
Para ello , es necesario recordar algunos con- 
ceptos de geometría elemental : 


I) Dado un punto P sobre una recta L , existe 
uno y sólo un plano perpendicular а L que pasa 
porP. 

II) Si un plano es perpendicular а una recta , 
toda recta del plano es perpendicular a la recta 


para la recta es: 


абера silos números directores dean una rec- 
ta L son a,b,.c y un plano es perpendicular a L 
en el punto Р(х, ту: 2,), se tiene que para cual- 
quier punto Q(x; у; 2) del plano , la recta PQ 
es perpendicular a L y debe satisfacer la ecua- 
ción: а(х - x,)+b(y - у) +2(2 - 2 )=0 


suma de los productos ordenados de sus п@-95291 una recta L con números directores а, b y 


c es normal al plano M en el punto (x, ; Sura) 
la ecuación cartesiana del plano M está dada 
por: i 


a(x- xy)*b(y - уј)+ с(2-2,)- 0 


Si se efectuán los productos indicados se tiene: 
ах + Бу +с2 фа =0 
en donde : d= - (ах, + бу +с2,) 
esto es , la ecuación de un plano es una ecua- 
ción de primer grado en x , y , 2. 
EJEMPLO 8: 
Determinar la ecuación del plano que pasa por 
el punto (5 ; 3 ; - 6) que es paralelo al plano de 
ecuación : 2х+5у - 32+2= 0. 
RESOLUCIÓN : 
"Сото el plano pedido es paralelo con el plano 
dado , una normal а uno de ellos también lo es 
al otro y , por tanto , los números directores de 
la normal al plano pedido son 2 , бу - 3. La 
ecuación del plano es : 
2(x - 5) %5(у - 3) - 3(2 + 6) = 0 
> 2х+5у - 3z - 43 = 0 
EJEMPLO 9: 
Determinar las intersecciones del plano cuya 
ecuación es 2x + 3y + 4z = 12, con los ejes 
coordenados . 
RESOLUCIÓN : 
*Un punto situado sobre el eje X tiene por coor- 
denadas (x ; 0; 0) sobre el eje Y(0 ; у; 0) y 
sobre el eje 2(0; 0 ; =). Por consiguiente, para 
hallar la intersección del plano con los ejes se 
hacen sucesivamente x , y iguales а cero; x , z 
iguales a cero; e у, 2 iguales а cero . 


Six; у son cero, entonces -42=12,0seaz=-3 
Si у; 2 son cero, entonces 2х- 12 o sea x = 6 


Si у ; 2 son cero, entonces +3y = 12, o sea 

у =+4 

*Por tanto , el plano corta al eje X en 6, al eje Y 
en 4 y al eje Z en 3. 


*El ángulo entre dos planos se define como 
el ángulo entre sus normales . Asi , dos pla- 
nos son paralelos , si sus normales son pa- 
ralelas , o sea, si sus números directores son 
proporcionales , y son. perpendiculares , si 
sus normales lo son ; es decir , la suma de 
los productos ordenados de sus números di- 


Si M ев el plano de la ecuación : 
a,x+by+0c,2+d,=0 

y M, es el plano de ecuación : 
ах +бу+са+а,=0, 


b, c 
М, es paralelo a М, si : |g b. = 


M, es perpendicular a M, si : 


аа; + bib) +6163 - 0 


EJEMPLO 10: 

Determinar el coseno del ángulo formado por 
los planos cuyas ecuaciones son : 2x - у +2 =9 
зх +у +22 = 6 ay 
RESOLUCIÓN : ~ % 
*Un conjunto de números directores.de la nor- 
mal al primer plano es 2; -1; 1 y dela normal 
al segundo plano es 1; 1;2.; por tanto , el 
coseno del ángulo formado por las normales es : 


_|Ё#х1+(1)х1+142]_8_1 
6 x46 6 2 


En consecuencia , el coseno del ángulo formado 
por los planos dados es 1/2 , lo cual significa que 
el ángulo formado por los planos es de 60°. 


RECTAS EN EL ESPACIO 


Dado que la intersección de dos planos es una 
recta , se pueden utilizar los resultados obteni- 
dos antes sobre planos en el espacio para defi- 
nir una recta y expresar una relación que per- 
mita su identificación . 

Sea L la recta intersección de dos planos dife- 
rentes cualesquiera , cuyas ecuaciones son : 


a,x*bytc;z4d, = 0 
азх+ Бру+ сәг% d= 0 


Cualquier punto, cuyas coordenadas satisfagan 
a la vez las dos ecuaciones anteriores pertenece 
a los dos planos y , por consiguiente también 
pertenece a su intersección , es decir , pertene- 
cea L . Del mismo modo si un punto pertenece 
aL, pertenece а cada uno de los planos y , por 
tanto , satisface cada una de las ecuaciones de 
los planos . Por esta razón , representación 
dos planos de la recta L es el sistema formado 
por las ecuaciones de los dos planos cuya inter- 
pud 

EJEMPLO 11: 

¿"Determinar la representación dos planos de 


à la recta que pasa por el punto P(2 ; 4 ;3), que 


es perpendicular a la recta cuyos números di- 
rectores son 3 ; 2 ; 4 y perpendicular а la recta 
cuyos números directores son -3 ; 1 ; 5. 
RESOLUCIÓN : 


*Dado que L es perpendicular a la recta cuyos 
números directores son 3 ; 2 ; 4 ; L pertenece al 
plano cuya ecuación es : 
3(x - 2)+2(у - 4)4(z - 3)=0 
> dx + Әу + 42=26 
Y como L es perpendicular a la recta cuyos nü- 
meros directores son -3 ; 1; б; L pertenece al 
plano cuya ecuación es : 
-З(х - 2)-1(y - 4)+5(2 - 3)=0 
> - 8х фу + 52=13 
“Рог tanto , la representación de la recta está 
dada por el sistema : 
3x+2y+42=26 
-Зх+у+бг=13 
REPRESENTACIÓN PARAMÉTRICA 
Y SIMÉTRICA DE LA RECTA 


Un conjunto de números directores y un pun- 
to determinan una y sólo una recta , Se consi- 


dera una recta que pasa por el punto P,(x,, у, 984rectores y un punto y , por tanto , resulta sim- 


__,®,) y cuyos números directores son а, by c. 

Un punto P(x ; y ; z) diferente de P, pertenece 
_ a E si los números directores de la recta PP, 
_ вод proporcionales а los números directores 
- de L, esto ев, si existe £ número real , tal que 


x-xj=ta; y- y;7tb; y z-z,-tc 


ома: 

- los puntos де L se obtienen asignando valores a 
Ё, y esta representación de la recta se denomi- 
na REPRESENTACIÓN PARAMÉTRICA . 
EJEMPLO 12: 

Determinar la representación paramétrica de 

la recta que pasa por el punto P(3; 6 ; 4), y que 

tiene como números directores 3;-2;5. 

RESOLUCIÓN : 

*Empleando el resultado anterior, se tiene : 

х=3+3Ё; y=6 - 2t; z=4+5t 

$1{=0 , se obtiene el punto (3; 6; 4); sit=1, se 

obtiene el punto (6 ; 4 ; 9) , y así pueden 

obtenerse todos los puntos que se quieran de la 

recta dada . 

*De la representación paramétrica de la recta : 
xa=x,+ta; y=y;+tb; 2=2/+ іс. 

si а#0;Ь=#0;с # 0, puede despejarse # en 

cada ecuación : | 


esta es otra representación de la recta que pasa 
por P,(x,;y, › 2) „у cuyos números directores 
Паша t FORMA SIMÉTRICA de 


Si algino de. lostnümeros directores es сего, 
por ejemplo а entonces ве escribe : 


У-У .2-21 

ъ c 
ecuaciones que representan una recta perpen- 
dicular al eje X . 
- De forma similar se escriben las ecuaciones de 
_ las rectas perpendiculares a los ejes Y y Z , res- 
- pectivamen! 


x-x, 


ivamente. 
E 'se conocen dos puntos de una recta L , 
ІК ( moce un conjunto de números di- 


ple escribir la ecuación paramétrica Г’; 
Sea L la recta que pasa por los puntos 
P,(x,; у; 2) y Руж; Уә: 22), entonces un 
conjunto de números directores para L es : 

X, 34,5, У 2,72, 
y como la recta pasa por P, y por P, , puede em- 
plearse cualquiera de los puntos y la ecuación 
de la recta es : 


XX; У 
X2-X; Ya" Yi 
Esta representación es la forma dos puntos 
de la ecuación de la recta . 
EJEMPLO 13: 
Determinar la ecuación de la recta que pasa 
por A (4;-5;7) y B(2;-4;8) . 
RESOLUCIÓN + 


*Se determina primero un conjunto de núme- 
ros directores : 

4-2 ; -5-(-4) y 7 - 8, estoes:2;-1; 
pleando la forma simétrica se tiene : 


2-21 
28-41 


-1 y em- 


SUPERFICIES CILÍNDRICAS 


Se considera una curva С situada en un plano 
N, y J el conjunto de todas las rectas que 
intersecan а C y son perpendiculares а М. El 
conjunto de puntos de todas las rectas de J es la 
SUPERFICIE CILÍNDRICA RECTA 0 simplemente сі- 
LINDRO RECTO . 

La curva C es la directríz y cualquier recta 
de J es el elemento del cilindro ; cualquier 
plano paralelo а N es una sección normal del 
cilindro y cada sección normal es congruente 
con la directriz . 

Los cilindros normalmente se nombran según 
la directríz ; así , por ejemplo , si la directríz 
es una circunferencia se llama cilindro cir- 
cular, si es una parábola , entonces , es cilin- 
dro parabólico . 

Un sistema de coordenadas puede elegirse de 
tal manera que el plano N que contiene la cur- 
va directríz coincida con uno de los planos 
coordenados y , entonces , las rectas de J son 
paralelas a ипо де los ejes coordenados.. || 
Si se supone que la directríz C pertenece al pla- 
no XY y es la curva de ecuación : i 


F(x; у)= 0 
entonces , el conjunto de puntos (x ; y ; 2) tales 
Е (x;y)=0, es el cilindro recto de directríz C 
y'elementos paralelos con el eje 2. 


Por ejemplo, si С es la circunferencia de ecua- 
ción : 

xt+(y-2)* =4 
situada en el piano XY entonces el conjunto de 
puntos (x ; у; 2) en el espacio , tales que : 


x'-(y-2?-4 
es un cilindro circular recto S , con elementos 
paralelos al eje Z . 


Obsérvese que si (а; b) e C, entonces (а; Б; t) 
eS рага cada número real f. 


Así, el conjunto de puntos (x ; у; 2), tales ques, 


z-sen х 


es un cilindro sinusoidal con elementos pri» 


los al eje Y . „л, 

El conjunto де puntos (x ; y ; 2), tales que: 
x-4y* 

es un cilindro parabólico con elementos parale- 

los al eje 2. 


985 SUPERFICIES DE REVOLUCIÓN 
Superficie de revolución es la que se gene- 
ra por la rotación de una curva plana alrede- 
dor de una recta fija situada en el mismo pla- 
no de la curva . 

La curva fija se denomina generatríz y la rec- 
ta fija de rotación . La superficie esférica , el 
cilindro circular y el cono circular son ejem- 
plos de superficies de revolución . 
Para determinar la ecuación de una superficie 
de revolución se puede , sin perder generalidad, 
tomar la generatríz en uno de los planos 
coordenados y como eje de rotación uno de los 
ejes coordenados . Procediendo así , supóngase 
que la generatríz J es una curva en el plano 
ХУ. cuya ecuación es : 

J(x;y)-0 ; г-0 
y sea el eje X el eje de rotación . Si P(x; y ; z) es 
un punto cualquiera de la superficie , un plano 
perpen 'al eje X que pase por P corta a la 
superficie en una circunferencia de centro en 
el eje. X que corta a la curva J en el punto 
P*(a*, у’, 0) entonces, como P y P’ están sobre 
la. misma circunferencia , se tiene : 


| |РС|=|Р'С| 


о-ва? л |Р уі 
"entonces : +\/у2+ 22 = у" 


*pero como Ру Р' están en un mismo plano 


х=х": ¡des Гун) 0; == 


es la ecuación de la superficie de revolución . 
En general , si К es la superficie de revolución 
generada por la rotación de la curva С conteni- 
da en un plano coordenado 0, alrededor de un 
eje coordenado E contenido en 0, que se obtie- 
ne sustituyendo en la ecuación de C la variable 
diferente al eje de rotación por la raíz cuadrada 
de la suma de los cuadrados de las dos variables 
diferentes al eje . 
EJEMPLO 14: 
Hacer la ecuación de la superficie de revolu- 
ción generada por la rotación de la elipse : 
ay 
“? ты 
alrededor del eje X . 
RESOLUCIÓN : 


ју "рето : 


; 2-0 


Luego , еп la ecuación de la elipse ве _sustitu- „2. дџе corresponde a una circunferencia en el pla- 


ye y , que no es eje de rotación por la raíz cua- 
_ drada de la suma de los cuadrados de z , y de y 
“que son las variables diferentes del eje de ro- 
. tación . 


x? у 2+ 22 


a? b? 


La superficie generada , recibe el nombre de 
elipsoide de revolución . 


EJEMPLO 15: E 

Mostrar que el gráfico de la ecuación : 
RAT M +6x=0 

es una superfici "revolución con eje de rota- 
ción el eje X... “ 

RESO. 

*Un plano dicular al eje X en un punto 
(k ; 0; 0) tiene como ecuación x = № ; la inter- 
sección de este plano con la superficie es la so- 


A s dy ede 6x=0 y x=k 
de donde: 

4 +” Gh 0 

| офу Haz? — 6-Е? 


DUE s: Blech 
еган 


Таз ecuaciones: 


no x= k si 6k - k*»0 ; por tanto , la superficie 
dada es una superficie. dë revolución con ве de 
rotación igual al eje X . 


CURVAS EN EL ESPACIO 


Una curva en el espacio se define como la inter- 
sección de dos superficies y , por tanto , la rela- 
ción que define algebraicamente la curva está 
dada por el sistema de ecuaciones formado con 
las ecuaciones de las superficies que definen la 
curva. 

Se debe tener en cuenta que para que un par de 
ecuaciones que representan superficies en el 
espacio definan una curva , es necesario que las 
superficies tengan intersección no vacío , ya que 
por ejemplo , las superficies : 


x^ y^ 27-16 
a 92+ 27-25 
no representan una curva por cuanto estas 


ecuaciones corresponden a dos superficies esfé- 
ricas concéntricas . 


EJEMPLO 16: 


z-4-x* 
ytz =5 
definen una curva , que es la parábola formada al 
cortar la superficie cilíndrica con el plano 
у+2=65. = 


z=4-x2 y+z=5 


х 
Para mayor facilidad y un manejo más eficiente 
en la solución de problemas de cálculo diferen- 
cial e integral , las curvas en el espacio al igual 
que las curvas planas se representan emplean- 
do también ecuaciones paramétricas. 

Las ecuaciones paramétricas de una curva en el 
espacio son de la forma : | 
х= f(t); y= g(t) 


А 
% 


ААС 254 


en donde para cada valor asignado al paramétrd'97 "рог tanto , las ecuaciones : 


# se determina un punto . Asi por ejemplo las 
ecuaciones : 

х=асов ;y=aseng ;2=20 
definen una curva que gira sobre un cilindro 
circular recto de radio a y de ecuación : 
x? + у* = а; z = z ; y la cual a la vez que va 
girando sobre el cilindro avanza еп la dirección 
del mismo modo que la distancia que recorre 
paralelamente al eje del cilindro es igual al do- 
ble del ángulo que describe alrededor de dicho 
eje , esta curva se llama hélice circular . 


>ч 


~ hélice circular 


Р(х. ут. жұ) 7 


У 


OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS EN 


ELESPACIO | Е 
COORDENADAS ESFERICAS : 
Para facilitar la representación de algünas šu- 
perficies en el espacio se acostumbra emplear 
un sistema de coordenadas estrechamente rela- 
cionado con la superficie esférica: | 
Sea P(x ; у; 2) un punto cualquiera de la su- 
perficie esférica de centro O y radio r. Enton- 
, como el punto pertenece a la superficie sa- 
tisface la ecuación : хуя = г? 

Si P' es la proyección de P sobre el eje X , la 
recta OP' forma con la parte positiva del eje X 
un ángulo 0 y la recta OP forma con el eje 2 un 
ángulo $. Ahora, sea А la proyección de P” so- 
bre el eje X , B la proyección de P” sobre el eje Y 
y С la proyección de P sobre el eje 2. Si la dis- 


tancia |P'O|se designa por s y la distancia |РОЈ 
porr,setiene : 

8 = rsen $ 

x = scos 0 = rsen Өсов 0 

y = ssen 0 = rsen Өзеп 0 

= = гсов ф 


definen para cada terna de valores de ғ, ф 
y 6 un punto sobre la superficie esférica . 
En la superficie de la Tierra estas coorde- 
nadas corresponden a la distancia al centro 
de la Tierra (ғ), longitud (0) y latitud ($) 
, que determinan la distancia al centro de 
la Tierra , el meridiano y el paralelo corres- 
pondientes al punto . 

Cada terna de valores de ғ, фу 0 determi- 
nan un punto en el espacio y , viceversa , cada 
punto del espacio determina una terna ғ, ф 
y 0 de coordenadas . 


EJEMPLO 17: 

Dada la superficie esférica : x*--y*--z*—16 , 

expresar esta ecuación en coordenadas esfé- 

ricas . А 

RESOLUCIÓN : 

*Sustitiryendo los valores de x , y у z dados 

por as ecuaciones de transformación , se tie- 

пе: 

(rsen $ cos 0)" + (rsen фвеп 0)* -(rcos $)* «16 

y desarrollando los cuadrados y simplicando 

,8e tiene : 

r?sen dcos" 0 + г2веп goen? 0-- г2оов 4-16 

— r^sen^((cos* 0+ sen*0) + r^ cos ^ $16 

— r?sen?$^- r^cos 0-16 
— r^ (веп?ф+сов?ф)=16 


—r'-l6 
que es la ecuación de la superficie esférica 
dada en coordenadas esféricas ; como puede 
observarse , esta representación es bastante 
más simple que la representación rectangu- 
lar. 


EJEMPLO 18: 
Transformar la ecuación rectangular : 
x*-- y*- 2° = 0 a coordenadas esféricas . 
RESOLUCIÓN : 
*Reemplazando las ecuaciones de transfor- 
mación , se tiene : 
(гзепф сове) + (гзепф зепд *- (reosó)* 0 

> гёзеп?ф - г? сов “феб > г? (sentó 2 cos*4)=0 


> веп2ф=совф > tan*j-1 аа 


superficie correspondiente а ип. cono ci a 


cuyo eje coincide con el eje Z y con vértice en 
cel ОО 5 
COORDENADAS 
CILINDRICAS 
Las coordenadas cilindricas son simplemente 
una extensión de las coordenadas polares al es- 
pacio. 
Sea P un punto sobre la superficie de un cilin- 
dro circular recto de radio r , y cuyo eje es el eje 
Z . La ecuación del cilindro es : 
хізуішті 
Sea P’ la proyección de P en el plano XY , en- 
tonces, |ОР'|= ғ y sig es el ángulo formado por 
OP” y la parte positiva del eje X , se tiene : 


х = гсов 9 
у = гзеп 0 
z-z 


es decir , las coordenadas cilíndricas son sim- 
plemente las coordenadas polares de la proyec- 
ción de cada punto en el plano XY . 
Conocidos los valores de r , 9 у 2 se identifica un 
punto en el espacio , (r ; 0; 2) son las coordena- 
das cilindricas del punto . 
Para que cada punto quede representando en 
coordenadas cilíndricas por una ünica terna de 
valores , se restringen los valores der , y да: 
r>0 y 0<0<2л 
= es cualquier numero real . 
EJEMPLO 20: 
Transformar la siguiente ecuación rectangular 
a coordenadas cilíndricas . 
ay? 2y= 0 
RESOLUCIÓN : : 
*Sustituyendo en UT ecuación de la superficie las 
ecuaciones де! transformación se tiene: 


(reos 9)? й 2(rsen 0)= 0 


> r?-2rsen 0= 0 r=2sen 0 
_ eeuación que re- 

presenta un cilin- 
dro circular recto , 
-euyo eje es una 
recta paralela al 
_ ве Z que corta al 
ді а ЖҮ! en el 


rsen 0)?- 


CUÁDRICAS 


DEFINICIÓN : 

Una cuádrica es el lugar geométrico de los pun- 
tos del espacio (x ; у; 2) que verifican una ecua- 
ción de segundo grado del tipo : 

Br? + Сур DS + Ery + Его + Gyz Hr Ly + М: + N =0 
La ecuación de una cuádrica se puede escribir 
en forma matricial como : 


Чод бој Aoz aos 1 
TNT бој ап an dy e ems 
do dí 4% 423 y 
Gos djs dos азз 2 
donde : 
ара = №, an = В, ар = С, азз= Р. 
ао = Н/2. ао = 1/2, аз = МР 
ар = Еј2, аз = F/2, аз = G/2 


з 
Denotaremos рогА = (ау) 4-0 la matríz que 


define la cuádrica y por A,, la matríz adjunta 
del elemento а, en А. 


CLASIFICACIÓN : 

Las cuádricas se clasifican de acuerdo a su sig- 
natura o, es decir, el módulo de la diferencia 
entre el número de autovalores positivos y ne- 
gativos де A,,- Sin embargo, para calcular la sig- 
natura de la cuádrica no es necesario 
diagonalizar la matríz, debido a la existencia 
de unas cantidades invariantes asociadas 
а Аб, que permiten determinar s sin necesidad 
de calcular explícitamente sus autovalores. Veá- 
110510: 

los autovalores son las raíces del polinomio са- 
racterístico , es decir , las soluciones de la ecua- 


ción :det (AI – Ар) = 0 
Ahora bien ‚ con : det(41 – Ар) = 4 - 143 + ЈА-К 


ttt escena 
3) К’ = 0— par de planos imagina- 
rios secantes қ 

рада ШЕН ШЕ "i H)J«0 

4) 4% ба 05 lg 03 1) К’ * 0— cilindro hiperbólico 

2)K'=0 — par de planos reales 
secantes 

EU AN Ш)Ј =0у1 0 


Cuando los tres autovalores де А» son no 
nulos ев decir, det А, 0, si escribimos la 
sucesión К, J , Г, 1 y denotamos por P y V el 
nümero de permanencias y variaciones de sig- 
no que hay en ella, respectivamente, entonces 
| P-V| = c. Los valores I, J, К se conocen como 
INVARIANTES DE LA CUÁDRICA. De esta forma se 
tiene: 
080=3: 

1) det A > 0 — elipsoide real 

2) det A < 0 — elipsoide imagina- 

rio (no existen puntos reales que ve- - 

rifican la ecuación) 

3)det А = 0-› cono imaginario 
msio=1: 


bólico (de una hoja) 
2) det А < 0 > hiperboloide elípti- 
co (de dos hojas) " 


3) det А = 0 — cono real. ER 


*Si alguno de los autovalores es nulo 
(det А,,- 0) pero el determinante de А es dis- 
tinto de cero, entonces; 

1)8i J » 0 — paraboloide elípti- 


co 
2 )51 J < 0— paraboloide hiper- 


bólico 2% 


Si det A= det A,,= 0, hay que introducir. 


NUEVOS INVARIANTES para completar la clasifica- | 


ción : 


еш MIL IL s) 
4) % ân dy lg 05 


+ 


K'= del А, + det Ay + det Ay 
donde A, representa la matríz adjunta del ele- 
mento а, en А para #=1;2;3. 
Con estos nuevos invariantes se tiene 
D) J»0 

1) K'*0 y signo K’ = signo 1— 


det 
1) det A > 0 > hiperboloide hiper- 


f 
E 


cilindro elíptico imaginario E 


1) K'* 0— cilindro parabólico 
2) К’=О у Ј'>0— par de pla- 
nos imaginarios paralelos distintos 
3)K*=0 y J'« 0— par de pla- 
nos reales paralelos distintos 
4)K'=0 у Ј' = 0— par de pla- 
nos coincidentes 

En la tabla siguiente se resume la clasificación 

anterior: 


"CENTRO : 
= E PLANO POLAR : Dado un punto 


Раб; ¿Yo 5%p) e Е? se define el plano po- 
lar de P respecto а la cuádrica de matríz А 
como el plano de ecuación : 
У 1 


х 
(1, xo, Yo, 20) A > -О- 


= 
Si P pertenece a la cuádrica, entonces el plano 
polar de P coincide con el plano tangente a di- 
cha superficie en P. 
No todos los puntos poseen plano polar . La con- 
dición para que un punto (ж; у; z) по lo tenga 
es que verifique el sistema de ecuaciones : 


а + ах + 41У + аза2=0 
др + di;X-- 432 y + аа2 = 0 
аз + ах + аду + аз2=0 


que geométricamente ве interpreta como Ја in- 
tersección de tres planos. 
Si det A,, * 0, entonces el sistema es compati- 


ble y tiene solución única . El punto solución se. 


conoce como centro de la cuádrica. 
Si det A,, = 0 pueden ocurrir tres cosas ; 

si det A=0 y los rangos de ambas matrices 
son iguales a 2 el sistema posee una recta de 
soluciones , entonces se dice que a а tie- 
ne una recta de centros . 
Por otro lado , si det A=0 y an de ambas 
matrices es Знай а 1 existe un plano де solucio- 
nes, y se dice que la cuádrica tiene un plano de 


rangos difieren o det A*0 
ne solución , en tal caso la 
' centro , recta o plano de cen- 


ASÍS se tiene 
ие CON CENTRO : elipsoides 
_ , hiperboloides y conos. 
` *CUÁDRICAS CON EJE DE CENTROS : 
cilindros. elípticos e hiperbólicos y pares 


_ de planos secantes. 

| *CUÁDRICAS CON PLANO DE CEN- 
_ TROS pared ae planos paralelos o cain- 
E 'EL RESTO DE LAS. `СОАРЕТСАЗ NO 


С99ФОЅЕЕ CENTRO (о tiene. en-el infinito): 


paraboloides y cilindros parabólicos. 
El centro es un punto de simetría de la 
cuádrica, el eje y el plano de centros son a su 
vez eje y plano de simetría. 

EJEMPLO: 

Consideremos la cuádrica de ecuación :. 


2 
44/7: 2 
=+ =1 
х 2 


Esta cuádrica es un elipsoide (véase la tabla de 
clasificación). El plano polar por el punto 
(2; 1; 3) es el plano de ecuación : 


y 
2x+%+4+82=1 
+2 +82 


que corta a la superficie (nótese que (2; 1 ; 3) 
es exterior a la superficie como se ve en la figu- 
ra siguiente). 


El centro de la cuádrica es la solución del siste- 


ma de ecuaciones. X = 0л%- Onz=0 


que en este caso resulta ser а origen de coorde- 
nadas. 

En las figuras siguientes vemos los planos pola- 
resen los puntos (0; 1; 1/2) у (0;2;0): 


En el primer caso el punto es interior a la su- 
perficie y el plano polar es exterior a la misma, 
mientras que en el segundo caso el punto está 
sobre el elipsoide y el plano polar coincide con | 
el plano tangente a la superficie en dicho pun- 


+ * 


ECUACIÓN REDUCIDA : 


La ECUACIÓN REDUCIDA de una cuádrica es aque- 


lla ecuación simplificada que representa la su- 
perficie con su centro (si lo tiene) situado en el 
origen de coordenadas mientras que 105 ejes 
coordenados tienen relaciones particulares con 
la cuádrica. қ 

Partiendo de la ecuación general де una cuádrica 
se puede llegar a su, ecuación reducida 
aplicandole consecutivamente un giro y una 
translación de forma adecuada aunque en algu- 
nos casos especiales es necesario aplicar después 
de esta última un giro plano. 

A continuación recogemos los tipos de 
ecuaciones reducidas y que cuádricas represen- 
tan, así como la forma de obtenerlas a partir de 
los invariantes. 

Denotemos рог а,,;а› y азз las raíces de 


13—14? +444- К = 0, entonces: 
*ELIPSOIDES, HIPERBOLOIDES У CONOS: 


аш tax. tag y? tanz = 0 


x а“ ru MAL 2-0; „Съз 
donde: “об аё д, 


PARABOLOIDES : 


р TEJ 13672 
24932 + ах” + ару = 0 


5 — det А 
donde :Лоз = = ЕЯ 


paraboloide elíptico paraboloide hiperbólico 


CILINDRO ELÍPTICO E HIPERBÓLICO Y 
PARES DE PLANOS SECANTES : 
або + aj x? фару“ = О 


donde : 


cilindro 
elíptico 


CILINDRO PARABÓLICO : 
2dy+ ax? = 0 


par de planos 


cilindro hiperbólico dios 


donde: aj; = Г, 


cilindro parabólico 
PARES DE PLANOS PARALELOS : 


адо + а: x^ = О 
y 
donde: а, = I, аб Е: 


insoi Hiperboloide Hiperboloide 
Elipsoide ооо lipti 


Paraboloide | Paraboloide 
lip biperbóli 


$ 
>” 
SOS 


M 
29А 


2 \ 
SIS US 
ЗАЛА ЕЕ 


“> 


La cuádrica tiene signatura 1 y los autovalores 
de la m atriz Aj, son dos positivos y uno negati- 
vo. 

Los cortes del hiperboloide por planos paralelos 
a los coordenados son curvas cónicas (en lo si- 
guiente se supone que el hiperboloide esta cen- 
trado en el origen de coordenadas y tiene la 
pimera de las ecuaciones reducidas dadas arri- 
ba): 

CORTES POR PLANOS : z-a 

Si а < c La curva de corte es una elipse de ecua- 


2 
ме ВУ er уйш» шы 
2732 SAO 
ción : 8 a в 
e 
donde; 72 = =а—= 


“Бі а > с no hay intersección real. 
*Si а = с la intersección se reduce a un punto , 
siendo el plano tangente a la superficie elíptica. 


CORTES POR PLANOS у-ау х=а: 
El resultado es análogo al anterior 


intercambiando el papel де las variables de Годсфөҙуа Cuádrica tiene signatura 1 y los 
ma adecuada. =. futovalores de Ја matríz A, son dos positivos 


y uno negativo. 

Los cortes del hiperboloide por planos paralelos 
a los coordenados son curvas cónicas (en lo si- 
guiente se supone que el hiperboloide esta cen- 
trado en el origen de coordenadas y tiene la 
pimera de las ecuaciones reducidas dadas arri- 
ba): 

*CORTES POR PLANOS z—a: 


Jot porn uU vea еа аА) Elcorte esla elipse de ecuación : 
z? y? 25 2% 
Bat рађа — 1 ;допде :В =1+5>0 


(а>0) 


(а = 0, elipse de garganta ) 
*CORTES POR PLANOS х=а: 
El corte es la hipérbola de ecuación: 


ECUACIÓN REDUCIDA : 


*CORTES POR PLANOS у=а: 


El corte es una hipérbola como la del caso ante- 394; las figuras anteriores а = b = с) 


rior donde los papeles de x e y se han 
intercambiado. 
El hiperboloide hiperbólico puede ser visto tam- 
bién como una superficie de revolución engen- 
drada al girar una hiperbola alrededor del eje 
de la cuádrica (en el caso de la ecuación reduci- 
da que estamos utilizando, el eje z) describien- 
do una elipse. 
Además el hiperboloide hiperbólico es una su- 
perficie doblemente reglada puesto que contie- 
ne alas dos familias de rectas. Veámoslo, la ecua- 
ción del hiperboloide se puede escribir como : 

1+7 

ђ 


1 2 
Жы са Мы, А 2 ep 
2-с My а cha с b 


Entonces cualquier punto que satisface la ecua- 
ción del hiperboloide satisface el siguiente con- 
junto de ecuaciones para algun valor del 


parámetro. 

2-22 (1-2) 5,2. 21-2) 
а с b ANTE 

AL y X VE у 
ЕЛА л Баррас 
ato (=>) a c 71324 


Cada una de las ecuaciones anteriores represen- 
ta un plano luego finalmente tenemos un par 
de rectas contenidas en el hiperboloide. 


La cuádrica tiene signatura 1 y los 
autovalores de la matriz А „воп dos negativos 
y uno positivo. 

Los cortes del hiperboloide por planos paralelos 
a los coordenados son curvas cónicas (El desa- 
rrollo que sigue se ha hecho utilizando la pri- 
mera de las ecuaciones reducidas)* 

* CORTES POR PLANOS z-a: 


la intersección es una hipérbola de ecuación 


2 2 =? 


1 ; допде : 8%-із-- 


х YEAR 
pa ET = 


* CORTES POR PLANOS y-a: 


el resultado es análogo al 
intercambiando los papeles de y y z 


anterior 


* CORTES POR PLANOS х=а: 
si |a| > a , entonces la curva intersección re- 
sulta ser una elipse de ecuación : 


2 5 = 
sé 2 £z PUT а _ x3 ¿corte por plano y = а > 0) 
pro” pie a 


х-а>а xaaa 


*si |а| < а no hay intersección real . 

*si |a| = a, entonces la intersección se reduce 
a un punto y el plano en cuestión es tangente a 
la superficie. 


(а=0) 
A continuación incluimos otros dibujos еп los 
cuales el hiperboloide tiene la segunda ecuación 
reducida y los parámetros a , b y e son distintos 
*(corte por plano 2 = а > c) 


Los cortes del paraboloide por planos parale- 
los а los coordenados son curvas cónicas, (е5-996> 
lo siguiente se supone que el paraboloide tiene 
Ла ecuación reducida que se da arriba): 

* Cortes por planos 2 = а: 

ві а> 0 , entonces la curva intersección resulta 
ser una elipse de semiejes a y b con ecuación 


x? y? 
аларта. 
2 b? 


=Q 


Ed (corte por plano x = a »0 ) 

las curvas intersección son las parábolas : 
\ 2 y 2 2 
а а 9 
EPT 


(a>0) 
si а < 0, entonces no existe intersección. 
si а = 0 la intersección se reduce а un punto, 
siendo la superficie cuádrica tangente al plano 
en dicho punto . 


позх = а: 


En lo que sigue utilizaremos la рш де las. 
ecuaciones reducidas. ` 


(corte por plano y с=0) El parabololde hiperbólico esuna superticie T 


blemente reglada por las familias de rectas :( 997) 


есе. СЕ CONS Á EM Cortes por planos y = «opor pla- 
a b a b nosx = а 
Lis ЖАРЫ WEE E ЖЕ 
а 2 A ab xL las curvas intersección son las parábolas 
Los cortes del paraboloide por planos parale- æ? а? у? a? є 
los а los coordenados son curvas cónicas: E келісі ARPA: 


*Cortes por planos = = а 
si а “0, entonces la curva intersección es una 


dz 


hipérbola de ecuación a P 


(у=а=0) 


(а > 0) 


(а < 0) 
(х= а= 0) 


rectas que se cortan еп el origen де coordena- A continuación presentamos figuras donde se 
das ha cortado el paraboloide hiperbólico por plano 


si а = 0 , entonces la intersección es un par de 


oblicuos no paralelos a los coordenados : 
У 


2 > 3i 


2522 
а 5 


јео 


x d 
Paraboloide elíptico 


= + = = cz. 
EJERCICIOS 


*Determinar la ecuación que representa cada 
una de las siguientes gráficas : 


2221 е мае С 
№ 
| 
fs 


z=4-x2 


uyutz-5 


OBJETIVOS: 


* Introducir al estudiante en las nociones básicas 
relativas a los triángulos esféricos rectángulos y 
oblicuángulos. 


* Que el estudiante conozca y aplique las fórmulas 
relativas a los triángulos esféricos rectángulos y 
oblicuángulos en la resolución de estos triángulos. 


* Que el alumno conozca la definición de exceso 
esférico , la distancia más corta entre dos puntos 
situados sobre la superficie de una esfera. 


INTRODUCCIÓN : 


El triángulo navegatorio , o triángulo astronómico , 
que constituye la parte más importante de la 
navegación astronómica , es un triángulo esférico , 
donde sus tres vértices representan la posición del 
observador, la posición geográfica de los cuerpos 
celestes , y el polo de la Tierra que está más cerca del 
observador . La solución de este triángulo proporciona 
las bases para derivar una línea astronómica de 
posición . La trigonometría esférica se empleó en el 
pasado para resolver tal problema , pero hoy puede 
resolverse de forma sencilla al usar el almanaque 
náutico en conjunción con uno de los diversos métodos 
tabulares , que incluyen soluciones precalculadas del 
triángulo astronómico para situar cualquier posición 
del observador y de cualquier cuerpo astronómico 
observado. En los métodos más modernos de la 
navegación astronómica , se usan el círculo de igual 
altitud y la línea de posición astronómica en conjunción 
con la solución del triángulo navegatorio. El círeulo 
de igual altitud es un círculo en la superficie de la 
Tierra, por lo que en cada uno de sus puntos la altitud 
de un cuerpo astronómico dado es el mismo en ese 
Instante. 


COORDENADAS POLARES ESPACIALES 


De la misma manera que en el sistema de coordenadas 
cartesianas se fija la posicion de un punto P cualquiera 
en el espacio mediante las tres proyecciones X, Y, Z, 
de dicho punto sobre tres ejes OX, OY y OZ 
perpendiculares entre sí . 


El sistema de coordenadas polares la posición de un 
punto Реп el espacio se fija , una vez elegido un origen 
O de coordenadas y dos semirrectas perpendiculares 
entre si OY y OZ , por las tres coordenadas siguientes 
+ El ángulo о (omega)que forman el semiplano 
constituido por las se-mirrectas OY y OZ y el 
semiplano OZP que contiene el punto dado. 


* La distancia p , desde el origen de coordenadas O 
hasta el punto P ( p = OP). 


* Elángulo ø que forman el sector OP y la semirrecta 
02. 


VARIACIÓN DE LAS COORDENADAS 
POLARES 


Como puede apreciarse en la figura , el ángulo а debe 
estar comprendido entre 0? y 21 radianes. 


А ви vez , la distancia р puede variar entre 0 е со y 


finalmente el ángulo ө oscila entre 0 y E cuando P 
esta por encima del semiplano OXY ; y valores 


comprendidos entre 5 у х cuando Р esta situado рог 
debajo de dicho semiplano. 


Las fórmulas que permiten pasar de coordenadas 
polares a coordenadas cartesianas y viceversa se 
deducen fácilmente de la figura : 


x = ОА = ОР ' seno = ОРзепд seno 


> ЕЕ psenó seno] 
y = ОВ = OP ' coso = 
> [y =osend соға) 
z=PP'= ОР созб= р coso 
* Es decir: 


ОРзепд coso 


x=p sen бзепо 


у=рвзепдсово 


2=рсоѕб 


y para pasar de coordenadas cartesianas a polares, se 
tienen las siguientes fórmulas: 


р=(ОР')? +(Р'Р)?=(х? + y?) 27 


> р=х?+ y 2°|л 


COORDENADAS ESFÉRICAS 
El sistema de coordenadas esféricas coincide en todo 
con el sistema de coordenadas polares, con la unica 
diferencia de que en vez de tomarse el ángulo 0 como 
coordenada se toma el ángulo a ф (fi) complementario 
del 8. 2 


Teniendo en cuenta las relaciones existentes entre los 
valores de las razones trigonométricas de dos ángulos 
complementario 0 y ф en este caso , las fórmulas que 
permitan pasar de coordenadas esféricas a cartesianas 
y viceversa son las siguientes: 

вепфвепа) 

|у=рзепфсово) 

iz =рсовф 


= 
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y para pasar de coordenadas cartesianas a polares, se 
tienen las siguientes fórmulas: 


ps( OP)? -(P'P- (x? + 


эр: 


a-arc tag = 
У. 


TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA 


Es la parte de la trigonometría que estudia la 
resolución de triángulos esféricos , es decir , figuras 
formadas por arcos de circunferencias máximas 
contenidos en la superficie de una esfera. El triángulo 
esférico, al igual que el triángulo plano, tiene seis 
elementos: los tres lados а, b, с, y los tres ángulos A, В 
y C. Sin embargo, los lados de un triángulo esférico son 
magnitudes angulares en vez de lineales, y dado que son 
arcos de circunferencias máximas de una esfera, su medida 
viene dada por el ángulo central correspondiente. Un 
triángulo esférico queda definido dando tres elementos 
cualesquiera de los seis, pues, al igual que en la geometría 
plana, hay fórmulas que relacionan las distintas partes 
de un triángulo, que se pueden utilizar para calcular los 
elementos desconocidos. 


2) а: 


Por ejemplo, el teorema del seno adopta la siguiente 
forma para triángulos esféricos: 


sena senb senc 
зеп А senB senC 


La trigonometría esférica es de gran importancia para la 
teoría de la proyección estereográfica y en geodesia. Es 
también el fundamento de los cálculos astronómicos. Por 
ejemplo, la solución del llamado triángulo astronómico se 
utiliza para encontrar la latitud y longitud de un punto, 
la hora del día, la posición de una estrella y otras 
magnitudes. 


CIRCUNFERENCIA MÁXIMA : 


Es aquella circunferencia que se forma al ser cortada 
una superficie esférica por un plano , tal que pase por 
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el centro de la misma. 
CIRCUNFERENCIA MÍNIMA : 


Se genera cuando el plano que intersecta a la superficie 
esférica no pasa por el centro de ésta. 


POLOS : 


Son los extremos del diámetro perpendicular al plano 
que contiene a una circunferencia máxima. En la figura 
Р у Р' son los polos de la circunferencia máxima . 
Distancia polar es el arco de circunferencia máxima 
de todo los lugares que distan 90” de los polos. 


ÁNGULOS DIEDROS : 


Cuando dos planos se intersectan (tienen una recta 
común), entonces determinan ángulos diedros. 


ÁNGULO ESFÉRICO : 


El ángulo formado en una esfera por dos arcos secantes 
de circunferencias máximas se denomina ángulo 
esférico. En la figura anterior se muestra un ángulo 
esférico cuya medida es 0. 


La medida de un ángulo esférico viene dada por el 
ángulo diedro formado por los planos de las 
circunferencias máximas cuyos arcos constituyen los 
lados del ángulo esférico. 


TRIÁNGULO ESFÉRICO 


Es la porción de superficie esférica limitada por los 
arcos de tres circunferencias máximas secantes entre 
sí. 


Los arcos son los lados del triángulo esférico y los 
puntos de intersección de dichos arcos los vértices del 
triángulo. Denominamos circunferencia máxima a la 
correspondiente a un círculo que pasa por el centro 
de la esfera . 


CIRCUNFERENCIA 


CIRCUNFERENCIA 
MÁXIMA 


En la figura siguiente se dan tres circunferencias 
máximas. 

$ » € y ©, y se muestran los puntos de corte entre 
ellas: A, B, C 

Luego tendremos el triéngulo esférico ABC 


Denominaremos : 
А,В,С: ángulos del triángulo esférico ABC 


a,b,c: lados del triángulo esférico ABC(se miden 
en unidades angulares) 

TRLÍNGULO EULERIANO : 

Son triángulos esféricos cuyos elementos (un lado o 
un ángulo) son siempre menores que 180? , en caso 


contrario se les llama triángulos no eulerianos. 
B 


Observación : 

Una de las principales diferencias entre la 
trigonometría plana y la trigonometría esférica es que 
en la primera los lados de los triángulos están 
expresados en unidades lineales, mientras que en la 
última todos los elementos se expresan generalmente 
en unidades angulares, esto es, en grados 
sexagesimales (por ejemplo). 


PROPIEDADES DE LOS TRIANGULOS 
ESFERICOS 


Se tiene el ángulo triedro (figura geométrica formada 
por tres regiones angulares y mismo vértice) O-ASC, 
entonces de cualquier propiedad de los ángulos diedros 
se puede inferir una propiedad análoga а los triángulos 
esféricos y viceversa. А 


1) La suma de dos lados cualquiera es mayor que el 
tercer lado . 
а<ђ+е ; b<a+e ; сса+ђ 


11) La suma де los tres lados es menor que 360". 
a+b+ с<360° 
Ш) Si dos lados son iguales , los ángulos opuestos son 
iguales y viceversa . 
a=b>A=B 
A=B>a=b 
ТУ) Si dos lados son desiguales , los ángulos opuestos 
son desiguales , y al lado mayor se opone el ángulo 
mayor y viceversa . 
a>b>A>B 
A>B>a>b 


У) La suma de los tres ángulos es mayor que 180° y 
menor que 640" 


180° <А + B + С < 540° 


EXCESO ESFERICO (Е): 


Se denomina así al valor angular que resulta de la 
diferencia entre la suma de los ángulos del triángulo 
esférico y 180%. 


Así: Е=А+В+С- 180° 
Por ejemplo еп un triángulo cuyos ángulos son: 
А= 55°; В = 80°; С = 120 
El exceso (E) será : 
Е = 55° + 80° + 120”-180"=76" 
FÓRMULA DE L'HUILIER Y SERRET : 


El exceso también se puede expresarse en función de 
los lados : 


* Cuando un triángulo esérico tiene un ángulo recto 
sedenomina RECTÁNGULO . 


* Si tiene dos ángulos rectos , se llamará 
BIRRECT, 


* Si tiene los tres ángulos rectos , se llamará 
TRIRRECT. 


* Triángulo esférico RECTILATERO , es aquel que 
tiene un lado igual a 90°. 


RECTÁNGULO  BIRRECTÁNGULO 
С=90° 


А =C = 90° 
а =<= 90° 


ÁREA DEL TRIANGULO ESFERICO : (5) 


El área de un triángulo esférico , perteneciente a una 
esfera de radio R , esta dado рог: 


zR* 


S xE 


PE: sféri 
180 Е: Exceso Esférico 
El área de un triángulo esférico es el área de la 
superficie de la esfera, el cual se obtiene al multiplicar 
el cuadrado del radio con el exceso esférico. 
DEMOSTRACIÓN : 


Para calcular el área(S) , es necesario considerar que 
elárea де un huso esférico , siendo а ángulo expresado 


ATRIGONOMETRIA ESFERICA 5 
Dadas tres circunferencias máximas, se determina 
sobre la esfera triángulos esféricos simétricos (ABC y 
A'B'C'; A'BC y АВ'С', etc) los cuales tienen igual área 
respectivamente. 

S: área de TE. ABC 


5, :área del ТЕ. A'BC 

5»: área del ТЕ. AB'C 
5+5, = 2AR*... (D) 
5+5, = 2BR*.... (П) 


Además como el TE.A'BC essimétrico con el TE. 
AB'C' luego estos triángulos tendrán igual área, es 
decir S, —área del TE. АВ'С' 


Luego: S, +8,=2( n- MR” ................ (III) 
Si hacemos I--IH-IIH : 
S=(A+B+C-mR'> S-ER? 


E: exceso esférico expresado en radianes 


-S-ER?v 


EJEMPLO : 


Un triángulo esférico birrectángulo esta inscrito en 
una esfera de radio 6 unidades . Calcular su área , si 
вм tercer ángulo es de 60°. 


RESOLUCION : 

* Triángulo esférico ABC : 

Birrectángulo 2 A = B = 90° 

* Tercer ángulo: С = 60° 

* Luego el exceso será : Е=90°+90°+ 60%-180%- 60% 


2 
E xE 


* sabemos :S—1 ¿7 


Збл 


EUR х60 => бер“ 12x unidades” 


180° 


TRIANGULO POLAR Ó SUPLEMENTARIO 
Se dice que un triángulo esférico A'B'C' es el polar o 
suplementario de otro esférico ABC cuando los lados 
del primero son los suplementos de los ángulos 
correspondientes del otro , y viceversa . 


<> 8 


28S 


1004 
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Se cumple : 
[В'+Ь=180] [C'+ с=180° 
EJEMPLO : 


Determinar el perímetro del triángulo polar del 
triángulo esferico cuyos ángulos sean 40°, 100^ , 1107. 


RESOLUCIÓN : 
* Sea el triángulo esférico ABC , sus ángulos 
А= 40°; В = 100°; С = 110° 
* Si A' В' C' es su triángulo polar , entonces : 
а'+А=180° ; а'+ 40-=180" ; а'= 140° 
b'+B=180" ; 6'+100°=180° ; 5'= 80° 
с'+С=180° ; с'+110°=180° ; с= 70% 


* Luego: a'+b'+ с’= 140°+80°+70° 
> Perímetro . A! В С=290 
Observaciones : 
I) Si A! В' C’ ев el triángulo polar de АВС, entonces 
ABC es el triángulo polar de A'B'C". 


II) El triángulo esférico ABC y su polar A'B'C' están 
contenidos en la misma esfera. 


Ш) VARIACIÓN DEL EXCESO ESFÉRICO: 
Е=А+В+С- 180° 


Sabemos: 
180° <А+В+С < 540°, Restando 180”: 
0° <A + В + С- 180° < 360% 


* Luego tenemos : |(7< E < 360° 


ТУ) Variación del área de un triángulo esférico : 


2 
sE 


Sabemos : 
0°< Е < 360^, Multiplicando por x R*: | 


0°< RE < х В? 360° , Dividiendo +180° 


2 
> 0< 8 22R? 


* Luego :0 < S < 94R? _ 
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Y) RELACIÓN ENTRE LOS EXCESOS Y LOS *Nose cumple: 


PERÍMETROS DE TRIÁNGULOS POLARES : 
Sea un triángulo esférico ABC , cuyo perímetro es : 
Р=а+ђ+с 

* Su polar А” B?’ С”, cuyo exceso : 
E'-A'- В’ + C'- 180^ 
Sumando las dos expresiones 

convenientemente : 

P + E' = (a+ А) + (b+ В) + (с + C')- 180° 

= Р + Е' = (180) + (180°) + (1807) – 180% 


y ordenando 


* Luego: P + Е' = 360^ > E'= 360° - P. 


Análogamente se demuestra : |E = 360^ — P" 


VI) La medida cualquier lado o ángulo de un triángulo 
esférico se considera menor que 180°. 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 
ESFÉRICOS RECTÁNGULOS 


Se llama triángulo esférico rectángulo a un triángulo 
esférico en el cuál uno de sus ángulos mida 90°. 


Así por ejemplo en la figura se muestra un triángulo 
esférico ABC con C = 90°. 


= >: 
А А 


| ELEMENTOS : Son seis y se denominan : 
lados “a” y “b”: Catetos 
lado “е” : Hipotenusa 
“A”y“B” : Ángulos Oblicuos 
Ар”, : Ángulo Recto (С = 90°) 
OBSERVACIONES : 
| “Еп un triángulo esférico rectángulo АВС, 
| С =90° 
| *No ве cumple : 
| а?+Ь?= с*. 


(Teorema de Pitagoras) 


А + B = 90"...... (Angulos Complementarios) 


* Para resolver un triángulo esférico rectángulo se 
necesitan aparte del ángulo recto , otros dos elementos 
como mínimo , de los otros cinco restantes . 


* Para que el triángulo rectángulo a resolver quede 
definido , aparte de las condiciones básicas los casos 
de resolución se pueden presentar dados : 


* Los dos catetos 

* Оп cateto y la Hipotenusa 

* Hipotenusa y un ángulo oblicuo 

* Un cateto y el ángulo oblicuo opuesto 

* Пп cateto y el ángulo oblicuo adyacente 
* Los dos ángulos oblicuos . 


PENTÁGONO DE NEPER 


Las relaciones que vamos a estudiar más adelante 
referente a triángulos esférico rectángulos , se 
recuerdan fácilmente mediante el denominado 
Pentágono de Neper . 


La regla mnemotécnica de Neper dice lo siguiente: 
“Радо un triángulo esférico cualquiera АВС, 
rectángulo en А , si se sitúan еп los vertices de un 
pentágono y por este orden los elementos 


90”-b,C,a,B у 90°-с , resulta que : 

“El coseno de cada elemento del pentágono 
es igual al producto de los senos de los 
elementos opuestos , o bien al producto de las 
cotangentes de los dos elementos contiguos” 


B a 
с 
с B 
a 
A 
b 
с 905 90*c 
EJEMPLO 


cos (90° – b) = sen a sen В 
* pero : cos (90° – b) = sen b 


> [sen 5 = sen а sen В] 


* recordando que un triángulo esférico es rectilátero 
cuando uno de sus lados es recto. 


га АВС un triángulo esférico rectilátero en а ; es 
deir: — — 


А = 90° — cosa = 0;зепа = 1;cotaga = 0 


Con estas consideraciones, tendremos las siguientes 
fórmulas : 


зеп А зеп В зеп С 
da origen а las dos expresiones que siguen: 


sen В = sen А sen b 


PENTAGONO DE NEPER : Como regla 
mnemotécnica para recordar las 10 expresiones 
anteriores relativas a la resolucion de triángulos 
rectiláteros se emplea un nuevo pentágono de Neper , 
en cuyos vértices figuran los elementos: 90-B ; С; 
180°- А ; b ; 90°- C, respectivamente. 


có 


coseno de cada elemento del pentágono es 
tal al producto de los senos de los elementos 
'bien al producto de las cotangentes 


contigu os" 
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EJEMPLO : же 
cos (90° – b) = sen (180"— A) sen b. ; 
* рего: сов (90°- В) = веп В E 
у зеп (180° `А) = зеп А 


* Luego: sen В = sen А sen b 


REGLAS DE NEPER PARA TRIÁNGULOS 


ESFÉRICOS RECTÁNGULOS 


John Neper (1550 – 1617), inventor de los logaritmos 
neperianos , crea una regla mnemotécnica que permite 
deducir y recordar fácilmente las relaciones entre los 
elementos de un triángulo esférico rectángulo . 


Para esto sigamos los siguientes pasos : 
Sea el triángulo esférico ABC , con С = 90° 


1то) Representemos gráficamente el triángulo: 
B 


b 
A 
2do) Dibujemos un triángulo de referencia , para lo 
cual : 
* Nose escribe el vértice del ángulo recto 


* Loslados catetos se mantienen 
* Los elementos restantes se cambian por 


sus complementos . 
со-в 


СО - e, 


CO-A 


OBSERVACION : -i 
*La nomenclatura CO -A (por ejemplo) signi 
complemento де А , es decir: CO – A= 90 


3ro) Se habran formado entonces cinco 


° 
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triángulo de referencia : 
a,b,CO-A,CO-c,CO-B 

40) Escoja cualesquiera de las partes (señalemos con 

una circunferencia) 


Denominaremos partes adyacentes a los que se 
encuentran a ambos lados de la parte señalada , 
denominaremos partes opuestas a los que se 
encuentran frente a la parte señalada . 


Así por Ejemplo : 

EJEMPLO 1: 

Sea : “CO – с" la parte señalada . 

* Luego : 
Partes Adyacentes : CO- A y CO- B 
Partes Opuestas: a y b 


CR 


CO-A 
EJEMPLO 2: 


Sea : “b” la parte señalada. 
* Luego : 
Partes Adyacentes : СО-А y а | 
Partes Opuestas : CO-C y CO-B 
CO-B 


СО - e, 


A 


CO-A 


EJEMPLO 3: 

Sea : "СО – В” la parte señalada . 
Luego: 

Partes Adyacentes : CO- c y a 
Partes Opuestas: СО-А y Б 
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CO-e 


5 
СО-А 


610) Según sea el caso aplíquese cualquiera de las 
siguientes reglas : 

IRA REGLA DE NEPER : 

El seno de la parte señalada es igual al 
producto de las tangentes de las partes 
adyacentes. 


2DA REGLA DE XEPER : 

El seno de la parte señalada es igual al 
producto de los cosenos de las partes opuestas. 
EJEMPLO ILUSTRATIVO : 

Sea el triángulo esférico ABC, С = 90°. 


Su triángulo de referencia 


B > CO-B 
a 
© с СО-с, 
А 4 b 
CO-A 


I) Escojamos а “CO – A” como la parte señalada , 
luego : 
PARTES ADYACENTES : by CO- C 
Aplicando la 1га. Regla de Neper : 
sen(CO – A) = tanbtan(CO - c) 
веп(90%- A) = tanb tan(90^ – c) 
co-B 


: cO -c 
F2 
сэс 
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*Por reduccion : 

П) Escojamos a “СО – A” como la parte señalada , 
luego: > 

PARTES OPUESTAS : а y CO -B 
Aplicando la 24а . Regla de Neper : 

sen(CO – A) = cosa cos(CO - B) 

sen(90^ – A) = cosa соз(90° - B) 


CO-B 


*Por reducción : [созА = CosaSenB 
LEY DE LOS CUADRANTES 


De acuerdo a las condiciones básicas , la medida de un 
lado o un ángulo de un triángulo esférico es menor 
que 180”, lo cual implica que puede estar en el primer 
osegundo cuadrante : 

Para determinar el cuadrante al cual pertenece un 
elemento en forma precisa se dan las siguientes leyes: 


I) En un triángulo esférico rectángulo : Un ángulo 
oblicuo y su lado opuesto son ambos menores ó ambos 
mayores que 90°. 
i) ЗА < 90° — а<90° 
E) SiA»90 => а> 90 
| di) Si < 90° => b < 90" 
iv) Si B > 90° => b»90 


„dos lados que forman el ángulo recto de un 
esférico rectángulo воп ambos menores o 
' 90° la hipotenusa es menor que 90° ; Pero 
es menor y el otro mayor de 90°, la 
mayor que 90°. - - 


i) ба < 90° Ab<90>c<900 
ii) Sia > 90° ^ b > 90 => с< 90" 
iii)Sia < 90 ^ b > 90- c» 90 в, 
iv)Si а > 90" ^ b < 90° =>c>90 


CASO II : 


CO-A 
i) Sehalemos los elementos de: 
tanb = tanBsena 


ii) Tomando como parte већајада a “а”, luego partes 
adyacentes : "СО -В" y “b” 


iil] Aplicando la 1” Regla de Neper : 


“El seno de la parte señalada es igual al producto de 
las tangentes de las partes adyacentes” 


sena=tan(CO - B)tanb ; sena = ctgB tanb 


sena — xtanb 


= [tanbz tanB sena|........... (correcto) 
CASO III : 


ATRIGONOMETRIAS 
i) Señalemos los elementos de : 
созА = senBcosa 
й) Tomando como parte señalada а “CO – A”, luego 
partes opuestas : “CO – B" y “а” 
iii) Aplicando 2% Regla : 
sen(CO – A) = cos(CO – В)соза 
[созА = sen Bcosa]... 
CASO IV: 


.. (correcto) 


i) Señalemos los elementos de : 
cose = ctgActgB 


й) Tomando como parte señalada a “CO - с”, luego 
Partes Adyacentes : “CO – A” y “CO-B” 


iii) Aplicando 1% Regla : 
sen(CO – c) = tan(CO – A)tan(CO - В) 
[cose = ctgA x ctgB]... эө (correcto) ` 
CASO V : ) 


i) Senalemos los elementos de : 
tanA = cosBtanc 
ii) Notamos que corresponde al mismo caso ante rior ; 


luego : cose = ctgActgB 
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NOTA: 


En la resolución de triángulo esférico isósceles Se 
realiza en forma análoga a la de un triángulo isósceles 
plano, es decir dividiéndolo en dos triángulos esféricos 
rectángulos iguales por un arco de circunferencia 
máxima, trazado desde el vértice, perpendicular a la 
base, 


RESOLUCION DE TRIANGULOS 
ESFERICOS OBLICUANGULOS 
Se llama triángulo esférico oblicuángulo a un triángulo 

esférico que no es rectángulo. 

Así por ejemplo : 

Elementos : 
A,B,C: Angulos del triángulo esférico 
a,b,c: Lados -: triángulo esférico 


B 
Un triángulo esférico oblicuangulo queda determinado 
cuando se conocen tres de sus elementos , según los 
siguientes casos : 


I) Conocidos los tres lados . 

II) Conocidos los tres ángulos . 

Ш) Conocidos dos lados y el ángulo comprendido . 
ТУ) Conocidos dos ángulos y el lado comprendido. 


V) Conocidos dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos | Caso 
VI) Conocidos dos ángulos y el lado opuesto a uno de ellos 
PRINCIPALES LEYES 


LEY DE SENOS : 


En todo triángulo esférico , los senos de los lados son 
proporcionales a los senos de los ángulos opuestos. 


ambiguo 


-LEY DE COSENOS 


PARA 105 LADOS 


En todo triángulo esférico el coseno de un lado es igual 
al producto de los cosenos de los otros dos lados , más 
el producto de los senos de esos dos mismos lados por 
el coseno del ángulo opuesto al primero . 


А 
|cosb = совасовс + senasenccosB) 
[сове = совасовь + вепавепЬсовС] 


B с 


LEY DE COSENOS 


PARA LOS ANGULOS 


En todo triángulo esférico el coseno de un ángulo es 
igual a menos el producto de los cosenos de los otros 
dos ángulos , más el producto de los senos de esos dos 
mismos ángulos por el coseno del lado opuesto al 


primero , A 
[созА = - cosBcosC + senBsenCcosa] , b 
[cos B = - cosAcosC + senBsenCcosb| 
[08 = - совАсовВ + senAsenBcosb] = 
в с 
APLICACIONES DE LA 


TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA EN 
ASTRONOMIA Y NAVEGACIÓN 


El trabajo de ип navegante consiste, 
fundamentalmente, en llevar una embarcación de un 
lugar a otro соп seguridad para las personas y las 
mercancías que transporta. Esta tarea se ha realizado 
desde muy antiguo trazando la trayectoria a seguir 
sobre una carta de navegación (mapa) que represente 
la zona donde se navega, determinando cada cierto 
tiempo la posición de la embarcación y representándola 
en dicha carta, de manera que se puedan hacer las 
correcciones oportunas para seguir la trayectoria 
previamente decidida. De esto'se deduce que hay dos 
aspectos fundamentales a tener en cuenta; las técnicas 


los rudimentos del uso de la Astronomía: para 
determinar la posición en el mar. 


Un ejemplo interesante del uso de la astronomía en la 
navegación es el método utilizado para la 
determinación де la LATITUD por medio де la altura 
de la estrella Polar. Como sabemos la Tierra gira 
alrededor de un eje de rotación que está orientado, 
aproximadamente, hacia la estrella Polar, la cual está 
tan lejos de nosotros que podemos considerar que todas 
las visuales trazadas desde cualquier punto de la Tierra 
hasta ella son paralelas, lo que nos permite deducir, 
como se ve en la siguiente figura, que el ángulo de 
latitud coincide con el ángulo de elevación (altura) de 
la Polar sobre el horizonte: 


ALTURA DEL POLO SOBRE EL 
LATITUD ~ 45° 


que alado da la Tena es ura. 

“despreciable” en, 
Comparación con la tancia erre 
«сетио de la Tiama Polo 
Colle ¡Acrommacamerte 
Ема Polar) 


LA TIERRA 


Alanalizar a la Tierra , es decir, al hacer cáleulos de 
distancia entre puntos sobre la Tierra consideramos 
a ésta como una esfera de 6370 km de radio. 
Básicamente tenemos que recordar que el movimiento 
rotacional de nuestro planeta, tiene como ejes de 
rotación al diámetro que pasa por los polos Norte(N) y 
Sur(S), además da una vuelta completa en 24 horas. 
Esto es, tarda 24 horas en girar 360" (cada hora gira 
15"), Debemos recordar que el tiempo de 24 horas para 
que la Tierra dé una vuelta completa es una 
aproximación, ya que lo real es que dicho giro serealiza 
en 23 horas, 56 minutos y 4 segundos . 
ECUADOR : 


Círculo máximo en la superficie de un cuerpo, definido 
por la intersección de la superficie con el at del 


ecuador ье 


Pola sur 
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MERIDIANO : 


El meridiano de un lugar (A) es la semi circunferencia 
de la Tierra que pasa por los polos Norte y Sur. 


Eje polar 


Meridianos 


RUMBO : 

Cuando un navío o aeroplano recorre un arco de 
circunferencia máxima entre dos puntos, su rumbo es 
el ángulo que el recorrido forma con el meridiano del 
navío o del aeroplano (El rumbo se mide a partir del 
norte y con el sentido horario). 


SISTEMA DE COORDENADAS 
GEOGRÁFICAS 


ElSistema de Coordenadas geográficas determina 
todas las posiciones de la superficie terrestre , mediante 
las coordenadas latitud (5) y longitud ( X.). 


LATITUD (5) 


Es la distancia esférica (medida en su meridiano) que 
hay desde la línea ecuatorial hasta el círculo paralelo 
que contiene al lugar en observación, varía de 0° а 90° 
y hacia el norte o el sur. 

LOXGITUD (A) 


Es la distancia esférica que hay desde el meridiano de 


Greenwich (Inglaterra) hasta el meridiano que pasa 
por el lugar de observación, varía de 0° a 180° y hacia 
el este u oeste. 


NOTA : 


La distancia (4) más corta entre dos puntos situados 
sobre la superficie de una esfera es el menor arco (0° a 
180°) de circunferencia máxima. Para dicho cálculo se 
puede utilizar el triángulo esférico . 

ғы R 


PROBLEMA 1: 


Determinar en cuántos de los siguientes casos existen 
un triángulo esférico cuyas partes sean: 


1) А=60° ; B-70 ;С-90% 
П) А=60° ; В= 115° ; С = 145 
IDA=60 ; В=20° ; С= 90 
RESOLUCIÓN : 


* Recordar las condiciones de existencia : 
180°<А+В+С < 540 0°+а+Ь+с< 360° 


* Además debemos asegurarnos a<b+e 
de la existencia del triángulo y b<a+e 
de su polar . e<a+b 


»CASOI: A=60" ; B-70 ; С= 90 
> А + В + С = 220"........... Cumple 
* Би Polar: а” = 120°; Б' = 110°; с’ = 90° 
>а” + b’ + е” = 320............ Cumple 
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lemás : 120^ < 110° + 90°, 
А 110° < 120° + 90° 
_ 90° < 120° + 110° .............Cumple 
• САБО ПТ: А-60%; В= 115; С = 145° 
b^ >A+ B+C = 320°. Cumple 
*SuPolar: а'= 120°; Б'= 65°; с’ = 85° 
> а'+ Ь'+с' = 320............. Cumple 
* Pero: 120° > 65°+ 3б.................... No Cumple 
• САБО Ш: А = 60°; В=20°; С = 90° 
> А +В + C = 1170.............Мо Cumple 
> sólo existe en el CASO I 
PROBLEMA 2: 


Elexceso esférico de un triángulo trirrectángulo es 
E. Calcular : 


Кезеп Ё xtan Ё esc Ex sec Е 


RESOLUCIÓN : 
* Sea ABCel triángulo esférico ,como es trirrectángulo: 
А=В=С= 90, 
* luego el exceso : 
Е = 90° + 90° + 90" – 180° > E = 90° 
*Nos Piden : 


2(90°) 


xtan +свс90° x вес 


К = sen 

= К = Sen30^Tan45"* Csc60^ 
1 5 

>К= (Цезчө-5 


PROBLEMA 8: 


En un triángulo esférico ABC de lados а, b y c. 
Determinar el valor de: 


= сов(а+Ь+с)совЕ 
cos(A+B+C) совЕ' 
donde E y E” son los excesos esféricos del triángulo 
ABC y su polar respectivamente . 
RESOLUCION: 
* Sabemos: E = А + B + С- 180° Р 


А+ В+ С = 180+ E 
* Tomando ““cosenos” : 
` cos(A+B+C)= cos(180%+ E) 
“cos(A+B+C)=- CosE 
* Para el triángulo Polar : Е'= А’+В’+С*-180° 
“Е”-(180%- a) + (180 – b) + (180" – с) -180° 


=> а+б+с= 360°-Е* даља 
* Tomando “cosenos” : 
сов(а + b+ с)= cos(360? — Е') 
=> с08(а+ b+ с)= cosE' 
*En “М”: м= (cosE') cosE 
~ e ( — cosE)cosE' 
EJERCICIO : 
Se tiene el triángulo esférico ABC , tal que а =30", 
b=42", c=48". 


Determinar “т” en la relación : n баво= S 


* Donde : 
Sp = Área del triángulo polar de ABC 
5 = Área де la esfera que contiene a АВС 
RESOLUCION : 
Triángulo АВС: а =30";b = 42°; с = 48° 
> Perímetro: P = 30°+ 42°+ 48°= 120% 
* Sabemos : Е’ = 360" — Р.... (Exceso del Polar) 
* Reemplazando : Е'= 360" – 120°= 240° 


* área del Polar : 


AR? 


2 
Supc- Egg Mc баве 


180% 8 
* área de la Esfera S = 4xR? 
* Рог dato: пЅ4рс= S => ња. 4x R* => п=3 


PROBLEMA 4: 


Los lados de un triángulo Polar А’В’С” están en 

progresión aritmética . Si el lado intermedio mide 100". 

Hallar el área apróximada del triángulo ABC , si el 

radio de la esfera mide /42m 

RESOLUCIÓN : 

* Triángulo A'B'C' : lados en Progresión Aritmética 

а’, b’, с’ 

" Pen а' = 100° – razón 
Por dato : Б imla у, Ыр 


* Sumando :a'+ b'+ с'= 300° > Р' = 300° 


"Бађетов : E = 360° - Р' > Е = 360 – 3007 _ 
= Е = GO encino. Exceso de ABC: 


2 
r Зас- 28. Е ; В=/49т 


х/т)? х60° 
180° - 


= 84вс= 
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tomando «=> tenemos Е 


2 
Б tmt 


PROBLEMA 5: 


El perímetro de un triángulo esférico es 335°. Hallar 
el máximo valor entero que puede tomar la relación 
entre su área y la de su triángulo polar . 


RESOLUCIÓN : 
* Sea ABC el triángulo esférico y А’В’С’ su polar, 
piden el valor máximo de : 


* Simplificando : в-Е 25 


* Perímetro АВС:Р = 335° 
= Е= 360 - P > Е' = 360° – 335° > Е'= 25° 
Е 
* Reemplazand: 1): К---- 
р оеп (1): К: 2» 
* Sabemos 0" < Е < 360* 


0 Е 360 
> 2 xp :70<Е<14,4 


* Luego el máximo valor entero de “К”: K-—14' 
PROBLEMA 6: d 


Enun triángulo esférico ABC de exceso E y perímetro 
P , cuyo triángulo polar A'B'C" tiene exceso E”. 
Reducir: у 

M= cos(E'+P)+sen(A+B+C - 90°) 


1- sen? — 
зар 


RESOLUCIÓN : 
* Sabemos : Е” = 360 - Р 
>E'+P = 360° 
* Tomando “совепоз” : соз(Е'+ P) -cos360^ 
>cos(E'+ P) = 1 «eee (П) 
* Además: E = A + В + C- 180° 
* Luego: A + B + C- 90°= 90^ E 
* Tomando “senos” : 
sen(A + В + C- 90°) = зеп(90°+ E) 
* por reducción : 
sen(A + B + C- 90°) = cosE ......... (II) 


* (I) A(II) en “М”: 


E 

кола 2cos* — 
Ma = -— $ = 

1- зеп > сов? y 


PROBLEMA 7: 


Siendo : а, b , e medida de los lados del triángulo 
esférico ABC . A”, В’, C' medida de los ángulos del 
triángulo suplementario de ABC . Reducir : 


K- Sena х сов А! + senb x совВ'+вепс x созС' 
cosa х зепА'+созЬ x senB'+cosc x зепС" 


RESOLUCIÓN : 
* De los datos del problema : 
ABC y A'B'C' : Suplementarios 
entonces : a+ А'=180° 
Я зепА' = зеп(180° – а) = sena 
vum 100 кін = cos(180^ – а) = – cosa 
* Por analogía : 
SenB' = вепђ ;senC'= senc 
cosB' = - cosb ; созС'= cosC 
* Reemplazando : 
K= зепа( - cosa) +senb( — cosb) +зепс( - сове) 
cosa (sena)-cosb(senb) +созс(зепс) 
—(sena cosa + senbcosb +зепссовс) 
senacosa + senbcosb + senccosc 
PROBLEMA 8 : 


Hallar el área máxima de un triángulo esférico ABC , 
en el cual su exceso varía según : Е=90°(1 - 2x) ; 


R: Radio de la esfera 
RESOLUCION : 


aR? 
180° 


Е = 90°х (1- 2x) 
* Reemplazando: 5 = 


2K- >K=1 


* Sabemos S= 


хЕ en el problema : 


* Para que «S» sea máxima , dado que 4%” es constante 
, entonces : (x — 2x*) tiene que ser máximo . 
* llamando А =х- 2x* , completando cuadrados : 
xt 2291,14 
A- (е ale 
"luego 
1 


1 ту 1 вая 
А. ¿-2(=-3) = Амах id E 
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*Reemplazando en (1) : 


aR? 

etr 
PROBLEMA 9 : 

Se tiene dos triángulos esféricos pertenecientes a la 


misma esfera , si su relación de áreas es de1a3. 
Calcular: Соз (3P'- Pj) 
Siendo : р'ур,'; los perímetros de los triángulos 


polaresa los triángulos esféricos citados anteriormente 
, respectivamente . 


RESOLUCION : 
*Sean S y S, las áreas de los triángulos esféricos : 


zR'E 
*Luego: 5.1.) 180 .1. E 1 
S; TA 37% 8 
180° ' 
*como: [Е = 360 - P 
tendremos : -360 LE Len espa 
360° -P; 8 


=> 1080: - 3 Р' = 360° - P, >3P'-P',= 720° 
*Tomando “cosenos” : 
cos(3 P'— Р)- с08720° = cos(3P'- 


PROBLEMA 10 : 


Enun triángulo rectángulo АВС, (C = 90°) Indicar 
lo incorrecto : 


i) sena = зепА senc 
ii) tanb = 
iii) cosA 
iv) cose = 
v) fanA = 
RESOLUCIÓN : 
*Analizando cada caso en el triángulo de referencia de 
ABC ,con С = 90°: CO-B 
CASO I: 


P')=1 


tanB sena 
senB cosa 
сірА ctgB 


cosB tanc 


i) Senalemos los tres elementos que intervienen en 
la proposición a analizar : 


sena = зепА senc E 
ii) Tomando como parte señalada а “a”, luego: Partes 
Opuestas : “CO – A” у "СО – e" 
iii) Aplicando la 24“ Regla de Neper : 


“El seno de la parte señalada es igual al producto de 
los cosenos de las partes opuestas” 


sena = cos(CO – А) cos(CO - c) 


¡sena = senAsenc|........ (correcto) 
PROBLEMA 11 : 


En un triángulo esférico АВС, В = 90°; se conocen 
los catetos “a” y “С”. Hallar la hipotenusa “Б”. 


RESOLUCIÓN : 
*Graficando el triángulo de Referencia : 
co-c 


e 


со-А O 
*Senalando los elementos datos e incognita , ytomando 
como parte “CO — b” 
2% Regla : sen(CO - b) = cosacosc 
* De donde : 


“En un triángulo esférico rectángulo , el coseno del 
lado hipotenusa es igual al producto de los cosenos de 
los lados catetos”. 


PROBLEMA 12: 


Enun triángulo esférico rectángulo ABC , rectoen B 
, la expresión 


tan(* 5 8) вап (==) es equivalente а: 


RESOLUCION : 
*Sabemos que : 


= ө 


R= 505 - cos b 
cos с + cos b 


* DATO : ^gspggjco АВС: В = 90° 


Por Propiedad : 
*Luego : 


[non] 


PROBLEMA 13: 


En un triángulo esférico rectángulo ABC , recto en 
B, reducir la expresion : 


Е = cosbtana escA - cosb tanactgA 
NOTA : a , b y c son los lados del triángulo esférico . 
RESOLUCION : 


DATO: уузрешс АВС: В= 90° 
со-с 
© 
Co), 
вето ¿e 


Señalando los elementos de “E” 

* Tomando como parte “с” 

1га Regla : senc = tana гап( СО — A) 
sene = tanacigA | 

* Tomando como parte “а 


24а Regla : sena = cos(CO - b )cos(CO – А) 
зепс = tanb senA 


*Además, рог Propiedad : cosb=coca cose 
*Nos Piden : 


E= cosb 2522 свед -cosb tanactgA 

*Reemplazando : 

Ec (совасове) PERDERA сис — cosb(senc) 

*Simplificando : E = senbcosc - cosb senc 
Е = sen(b - с) 


Reducir enun triángulo esférico rectángulo ABC . 
(С = 90°) 


зеп(с + a)sen(c — а) 
pie соз? Азеп С 
RESOLUCION : 
DATO : С = 90”, luego del problema : 
мете + а)зеп(с - a) 
cos? A веп 90% 
"Рог propiedad : 
зеп?с – senta 
cos? A 
DATO : A psrerco АВС: С = 90° 


Señalando los elementos de (*) y tomando como parte 
“a” 


2da Regla : 
sena = cos(CO - с)соз(СО – А) 
sena = sencsenA 
sena = sen*csen'A 


М= ———— 


(•) 


со-в 


PROBLEMA 15: 


En un triángulo esférico ABC , recto еп С, el lado b 
mide 60”. Reducir : 
вес?Ь - sen? A 

cac?c 


= 


RESOLUCION : 

Señalando los elementos del Problema y tomando como 
parte a “СО-А” 

lera Regla : 


TRIG | ESFERICA 2 
go: tanb tan(CO - c) 
55 созА = tanbetge emm. (I) 


IET REA 


| со-в 
с; с 
ies 
C») 
AE d 
*Del Problema : 
geb — sen'A _ tan*b + 1- sen*A 
esc?c csc?c 
tan?b - cos’ A 
=== 3 
esc*c 
*Reemplazando (1) : 


Z= ѓап?Ь + tan*betg?o 
esc?c 


*Factorizando y por identidad en el denominador : 


_tan?b(1+ ctg*c) 
1+еід?с 


*Reduciendo Z= tan*b 


Dato : Z= tan*60'=/3*= 3 
PROBLEMA 16: 


En un triángulo esférico rectángulo АВС. (B=90"). 
Indicar el equivalente de : 


G= ctg'b tan*c-- cos*C secte 
RESOLUCION: 
DATO : лаве esférico, В = 90°, dibujando su 
triángulo de referencia ; 


со-С 


A) =tan(CO - b) tanc 


=> созА = ctgbtans E 
> etg" btan*e = cos” А camaras (1) 
ii) Tomando como parte a “CO - C” y aplicando 24а 
Regla : > 
=> зеп(СО – С) – Cos(CO – А)сос < 
=> совС = зепАсовс 
=> соз?С = Sen? Acos? e 


селен (П) 


*Reemplazando (1) y (П) еп “G” : 
G = cos^A + зел?А сов?с весіс 
1 
=> С = cos A + sen’ A 
>G=1 
PROBLEMA 17: 
ABC es un triángulo esférico de hipotenusa “е”, 
Reducir : 3 
K=(cos*B + sen*a зеп?В) (ctg?A + свег C) 
RESOLUCION: 
DATO : “с” Hipotenusa > С = 90° 
luego: сзсС = ese 90° = 1 
*En el Problema : 
K=(cos*B + sen*a sen? B) (ctg?A + 1) 
=> К=(сов?В + зеп*азеп? В)свс?А se (I) 
DATO: ^ веркксо АВ-С = 90" 
*Señalando los elementos de (1) y tomando como parte 
“CO-A” 
2% Regla : 
веп(СО- А) = cosa cos(CO – B) 
созА = cosa senB elevando al cuadrado : 
=> соз? A = соз*а зеп В 
=> cos?A = (1— sen?a) sen?B 
=> сов?А = sen*B - веп?а sen*B 
> зеп?а sen?B = sen?B — cos? A 


CO-B 


CO-c 
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*Reemplazando en (1) : 
K= (cos? B + sen*B — сов? А)сас?А 


> K= (1 - сов? А)сзс?А = sen" Acsc? A 
>K=1 
PROBLEMA 18: 


En un triángulo esférico rectángulo ABC , recto en 
“С”. Reducir : 

E = (1 – cos2A) (1+ cos2b) (1+ tan*B) 
RESOLUCION : 
* Dela trigonometría Plana : 


1 — cos20 = 2sen*9 
1+ сов20 = 2sen*0 
* Aplicando : 


Е = (2sen? A) (2cos?b) (sec? В) 
= E = 4(senAcosbsecB)2 .............. ^ (1) 
* Graficando el triángulo de referencia de ABC, con 
Cuag со-в 


СО-с 


со-А E 


*Señalando los elementos de (1) y tomando como parte 
а “СО – В” y aplicando 

Ira Regla de Neper: 

зеп(СО - В) = cos(CO – A) cosb 

cosB = senA cosb 

*Reemplazar en (1) : E = 4(cosBsecB)* 

* Por la identidad : E = 4 


PROBLEMA 19 : 

En un triángulo esférico cuadrantal e isósceles tiene 
sus lados “b” y “e” iguales a 60°. Calcular el ángulo 
«p, 

RESOLUCIÓN : 


* Graficando : кз) =e 


==90' (cuadrantal) 


* De la ley de cosenos : 

cosb=cosacosc + senasencsenB 
* Reemplazondo datos : 
cos60^—cos60^cos90^-- sen60^sen90^ соз В 


1-1 48 1 
ә =3*0+- S XIxcosB-» cos B Y 


PROBLEMA 20 : 

En un triángulo esférico ABC ‚ se tiene : 

А = 60°, Ь = 30°, В = 45° 
Hallar la medida de lado “а”. 
RESOLUCIÓN : 


sena _ senb 


* De la ley de Senos : 


* Reemplazando Datos : 


ім 


зепа ¿Senso? sena -2 -У6 
зепбо“ | зеп4 ^ E T эса 4 


T 


* Luego : 


armaresen $ > Н] 
a,-180 - are sen. > ја,=142"14 20" 


(Dos Soluciones) 

OBSERVACIÓN : 
Dados los datos A, B, b y la incognita а 
isi b < 90°, А < 90° у A > В => 2 soluciones para “a”. 
#08: b > 90°, А > 90” y А < B> 2 soluciones para “а”, 
PROBLEMA 21 : 
Sabiendo que а +b + с = 170° 

а- = 30° 

а-с = 40° 


Hallar una expresión que nos de el valor del ángulo 
“A”, de un triángulo esférico АВС. 


RESOLUCIÓN : 

Dato : 

а+Ь+е= 17@.......... n (I) 
а – b = 30..............(П) 
а — с = 40°...............(Ш) 


* En (П) : 80° - b = 30° => = 50° 


Sumando: За = 240 
= а == 
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= 40° => с = 40° 


EEn (111) : 80%-Ь 


=> cos80" = сов50"сов 40" + зепб0°веп40°созА 
* Multiplicando por 2 : 
2сов80°= 2008507008407 + 2веп50'веп40° созА 
2sen10^—(cos90*--cos10^) + (соз10° — cos90^).cosA 


* қ 
2зеп10° = соз 10" + сов10%совА 
=> 2веп10° = с0810° (1 + cosA) 
=> 2{ап10° = 1 + cosA 


“Пе donde :СозА = 2tan10^ — 1 
= |А=аге соз(2їап10° – 1) 
PROBLEMA 22 : 


En un triángulo esférico ABC , de lados 
b-237,c-53. 


Hallar el valor de: M=cosasec* а 


RESOLUCION : 


* Nótese que la expresión “M” esta en función del 
lado “a” y el ángulo “A”. 


* De la ley de cosenos : 
cosa = cosb cosc + senbsenccosA 
*Dato: b = 37 ; с = 53° 
соза = соз37соз53°+ зеп3 7 зепбо 3 созА 


Ri 8.4 
созат жұ она 
* Luego : 
= (1+совдА) > сова = 18. = х2соз? 4 
* Despejando : 
cosa 24 А 
са ЭБ => cosasec* = 0,96 
2 
PROBLEMA 23; 


En un triángulo esférico АВС se cumple : 


с-2а; b- -e = агесов 5 . 


Hallar el perímetro de dicho triángulo- 
RESOLUCIÓN : 
* Piden: 


P=a+b+c >Р = а+2а => Р = да А. 
Dato 


* De la ley de cosenos : 2 

cosa = cosbcosc + senb вепссозА 
*multiplicando por 2 : 

2соза = 2совЬ cosc+2senbsenccosA 
*Transformando de producto a suma 6 diferencia : 


2cosa = (cos(b + c) + cos(b — с))+ (cos(b - с)- 
cos(b--c))cosA 


*Reemplazando datos : 


eU = абат 1] 
2cosa = (зена - |Қ 1- (2costa - 1) 
3 3 2 


=> 2соза=2соз?а -244 - соз?а > 2cosa-cos a 


= соза(соза - 2)- 0 
i) соза =0 > а = 90° 
ii) cosa = 2 = по cumple 


* Reemplazando : 
Р = 3(90*) > Р=270° 
PROBLEMA 24 : 
En un triángulo esférico ABC , se tiene: 
a =b = с = 8 ; Hallar el valor de: 
_ езе?0 - геге 
cígOcoscó 
RESOLUCION : 
*De los datos : 
Ley de cosenos : 
совђ = совасовс + senasene cosB 
сов = совдсовб + вепбвепбсовВ 


сов = сов20 + sen"cosB ................... (I) _ 
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* Nos piden 
1 
esc?g —versB _ sen? = (1 - сояВ) 
стид cscü соз 1. 
ве зе 


1-sen?0 + зеп?0х cosB 
Ра ЕЕ 
ас 10080 
sento 
cos*0) + sen*9cosB 
соз 
cos*9 + веп?0созВ 
созд 


> р-1-01- 


* Luego : Р= 


*De (D : Р= 2-1 


PROBLEMA 25: 
Reducir en un triángulo esférico ABC : 
сов(А+Ь)- cos(a+B) _ 
cos(A — b) — cos(a - В) 
RESOLUCION : 
* Piden : 
- cos(A+b) — cos(a+B) 
cos(A - b) - cos(a - В) 
* Desarrollando : 
cosAcosb — senAsenb — (cosa cosB - senasenB) 


Ms cosA cosb+senAsenb — (cosacosB+ senasenB) 


* Agrupando convenientemente : 


(совА cosb — совасовВ)- (senasenB = senAsenb) 
(cosAcosb — cosacosB) - (senasenB+ senAsenb) “” 


* Dela ley de Senos : 


М= a 


=== => senasenB=senAsenb 


Mz (cosAcosb - cosacosB) — (senAsenb - senAsenb) 
(cosAcosb — совасовВ)- (senAsenb — senAsenb) 


* Luego : 


_ совАсовђ — cosacosB _ 
совАсовђ — cosacosB 

PROBLEMA 96: 

En un triángulo esférico АВС, a que es igual : 

к_5082асов2В - соз2асов2А 

cos2b cos2A —cos2bcos2B 

RESOLUCION : 

* Recordar: cos2x = 1- 2sen*x 


M: 1 


* En el problema : 
gu (1 2sena)J(1— 22en B) -(1— вет?) + (1-2sen* A) 
(1- 2senb)(1— 2sen? A) -(1— 2sen*b) + (1 2sen? B) 
R= 1- 2sen*a – 2sen* B+4sen*asen* В – 142sen*a-&1— 2sen* A 
~ 1- 3sen?b — Zen? А + 4веп been" A —1+28е1 5+1 Әкті 
* Luego : 
в-1= 2sen*A - 2sen*B + 4(sena вепВ)* 
1 — 2sen*A — 2sen?B + 4(senbsenA)? 
* Sabemos de la ley de Senos : 


————— => senasenB=senbsenA 
* En “Е”: 
1 2sen* A – 2sen*B + 4(senbsenA)* 
1— 2sen* A – 2sen? B + 4(senbsenA)* 
* Simplificando : R=1 
PROBLEMA 27: 


Enun triángulo esférico ABC , el ángulo А mide 1207. 
Reducir Зоо 500810 259 

соза 
RESOLUCION : 


* Desarrollando los compuestos , y en el denominador 
3 
por ley de cosenos : are senf 


* Efectuando , tenemos : (Dato : A = 120°) 
4cosbcosc – 2senbsenc 


* Factorizando “4” en el numerador : 


4| cosbcosc — genbeenc) 
ime ju] 


cosbcosc — > senbsenc 
* Simplificando : К=4 
PROBLEMA 28 : 
En un triángulo esférico АВС . de lados а, b y e . 
Hallar la medida relativa al lado АВ. 
RESOLUCIÓN : с 


ATRIGONOMETRIA ESFERICA А 
Ке 

* Del triángulo АВС: 

22-2 сова = cosbcosc + senc senccosA 
* Despejando : 

совА 2992 — cosbcosc 


* Del triángulo sombreado : 
cosm¿= cosbcos 5 + senbsen с сов А 

* De (I): 

cosm¿= cosb cos + senbsen (| 


ин (1) 


cosa — pere) 
senbsenc 


¡=cosb € | sen © | cosa ее 
2 2 sen, cos, 


*Simplificando y dando M.C . M.: 
cosb( 2eos* 8) неона — созЬ созс 


с 2cos © 
2 
_ сов5 (1 +с08) cosa — cosbcosc 
с 


* Efectuando : 


En un triángulo esférico isosceles ABC, (AC=BC) 


secumple: Cosc- 4соз(а + b) = 3 
Hallar el valor де la mediana relativa al lado 
АВ (тс < 90°). 
RESOLUCIÓN : 
* Del problema anterior : (Жеки... 
2сов©. 
2 
с 
b а 
* Dato: 
2cosa 
a=b > созт = 2 
20085 A К 
2; соза 
Кен reor eli сз 
Е 2 


pure — 4cos(a + 5)=8 > сове – 4cos2a -3 
а= 2” 


24; 


* Рог ángulo doble : (2 5)- 4(2сов?а -1)=3" 


=> 2cos* 2 – 8с08?а+3=3 


* Ре допде : сов? 5 = 4eos*a > cos у = 2cosa 


> cosmp=+2 


* En (I) :cosmy=% 2 


а 
%2сова 


* Como: тс< 90° => совтс=112 => тс-60% 


(PRIMERA 


ДЕРДІЕІСДЕГІНІСІРД 


@ El de un triángulo trirrectángulo es “Е”, 
Determinar : Ав EK 

К= зей: Mee 2786 
АЛ В)2+/3 C)2-43 D)/3«1 Еј8-1 
63) El triángulo esférico ABC , tiene exceso esférico 
igual a “E”. 
Determinar : cos(A+B+C)secE 
АЈІ B) -1 с)0 D) F.D. E) N.A. 
63) Determinar el perfmetro del triángulo polar del 
triángulo esférico ABC , si : 


A-6719 ; B=4829 ; С-7717 
А) 84640 В) 34545 С) 34655 
D) 34055 E) 347°55' 


63) Qué parte del área de una esfera de radio 10 esta 
limitada por el triángulo esférico cuyos ángulos son : 
A-150* ; В=138° г; С=132°? 
А)1/2 В) 13 C) 1/4 D)1/5 E) 1/6 
63) Los lados de un triángulo esférico ABC , miden a 
= 45°, b = 60°, с = 45°. Hallar el área del triángulo 
polar correspondiente, si el radio esférico mide 6 (Dar 
la respuesta aproximada) 
А) 100  B)112 С) 132 D) 142 Е)152 
00 Si el perímetro de un triángulo esférico es 300°. 
Calcular la suma de todos los valores enteros que puede 
tomar la relación entre su área y la de su Дун 
polar. 
A) 18 B) 15 С) 20 D) 25 7 14 
62) Sean ABC delados a ,b,c y A' B'C' дебла се 
А’, В’, С” dos triángulos suplementarios . 
Reducir : 
M=tanacigA!+tanbctgB'+tancotgO” | 
ал B2 Оз D)-3 [5 -2 
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(69 Sea el triángulo esférico АВС , de área S y 
perímetro P, у А’В’С” su polar correspondiente de 
área S* y perímetro P”. 
Entonces 5/5” es equivalente А: 
860% - P 360° + Р 360° – Р' 
АЈ 360; р" В) pr C) 360 -P 
360° + P' Р 
D) 560 + Р E 


(69) Reducir: E = cosB' cosC'tanBtanC 
Si A'B'C' es el Polar de ABC, А = 90°. 


А) сова В) зепа С) іва РВ) 1 Е) апа 
@ De un triángulo ABC , su Polar es A'B'C'. Reducir 
senA'+senB' 
Е ( зепА+зепВ Juno 
A)senC' В)1 С) свсС D) escC E) senC 


O En un triángulo esférico rectángulo АВС , recto 
еп C , el equivalente де : К = cosBescAsecb es 
А)2 B)3 C)1 D)-1 E) 1/2 
(З De un triángulo esférico , rectángulo еп С , reducir: 
K= senB tanbsenc 

senbtanc 
С) ѓапА D)cosA Е) па 
@ En un triángulo esférico rectángulo isósceles , 
cuyos cetetos miden 45”. Hallar el valor aproximado 
de: «ctgx + esex», siendo “х” la mediana relativa a 
la Hipotenusa , 


A) х/2 B)2 Сл D)3x/2 Ејл-1 

(3) Reducir en un triángulo esférico АВС. 

P= (зепасзсА – senbesceB)(senbescB – sencescC) 
А)1 В)-1 с)0 D) sena E) зепс 
(42) En un triángulo esférico АВС, Reducir : 


А)зепа В) сова 


Б= (cos2A +c082b) – (cos2a+c0s2B) 
соз? Асоз?Ь) – соз?асов? В 


А) 1 В) -1 С) 2 D)-2 Е) З 
(Q) Reducir en un triángulo esférico АВС. 
к= зеп*а+зеп* + sente ( све"а 
соз2А+сов2В+соз2С -3 J| свс?А 
A)-1 B) -1/2 C)2 D) 1/2 Е)-2 


(42) Reducir еп un triángulo esférico АВС. 


F= 1% cos2a — cosAsen2bsen2c 
7 @+сова)(1+с082е)+(1- cos2b)(1— cos2c)cos? A 


A2 B) 1/2 C)4 D) 1/4 Е) 8 
69 Hallar el área de un triángulo esférico cuyos lados 
miden 90°, 90" y 60°, sabiendo que el volumen de la 
esfera que lo contiene es36 ғ unid? 
А)2 хита“ В)З хита? 
2)6 хита? E)9xunid” 
(19) En un triángulo esférico ABC , se tiene que su 
semiperímetro es “р”. Transformar : 


C)4 runid? 


K- sen (p — b)sen(p – с) 


8804 
А) зепа D) senbsenc C) 2senbsenc 
D) 2sena E) cosa 


(ЕдЕп trigonometría esférica es muy usada la función 
semisenoverso, que se define : заод= 2 (1 — 0080) 
Usando lo anterior , reducir de un triángulo esférico 


ABC: 


Е = ssv(b — c) +senbsencssvA 


А) ssv(b+c) В)звоа 
D) 2ssv(b4c) E)ssv(b4c-a) 


C) 2ssva 


€EDDe un triángulo esférico ABC , recto еп A; reducir: 


M=J2 cosbcosc 

ава 

A)senA В) зепА/2 C) senA/4 D) cosA Е) cos АМ 
ЕЗ En un triángulo esférico ABC : а=120° ; 
b = 120 ; с = 60° Hallar el arco altura , relativo al 


lado “a” 

2 1 1 
Ajare sen [5 B)are sen |1 Care sen fÉ 
D)arc sen é Ејагс sen E 


(ЕЗ ¿Qué parte representa el área del triángulo esférico 
ABC bicuadrantal del área de la superficie de dicha 
esfera? . Además el lado desigual es 60°? 

A) 1/8 В) 115 С) 2/9 D) 1/12 E)3/11 


e» En un triángulo rectángulo esférico ABC recto 
еп С,ві Az60^, В=45° , obtenga el lado а” de su 
respectivo triángulo polar А’В”С”. 


А) 100° В) 120° с) 80° 0) 45° Е) 150° 


zo Ln) MU. % ut = E 
pc EB c Gus ON 


В 
В)В|гэ)в 20) В] 
gm 


0 0.00000 
1 0.01745 
2 0.03490 
3 0,05234 
4 0.06976 
5 0,087 16 
6 
7 
8 
9 


0.10453 
0.12187 
0.13917 
0.15643 


10 0.17365 
и 0.19081 
12 0.20791 

13 0.22495 
14 0.24192 
15 0.25882 
16 0,27564 
7 0,29237 
18 0.30902 
19 0,32557 


20 0,34202 
21 0,35837 
0.37461 
0,39073 
0.40674 
0.42262 
0.43837 
0.45397 
0,46947 
0.48481 


0.50000 
0,51504 
0.52992 
0.54464 
0.55919 
0.57358 
0.58779 
0.60182 
0.61566 
0.62932 


0.64279 
0.65606 
0.66913 
0.68200 
0.69466 
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0.00291 
0.02036 
0.03781 
0.05524 
0.07266 
0.09005 
0.10742 
0.12476 
0.14205 
0.15931 


0.17651 
0,19366 
0.21076 
0.22778 
0.24474 
0.26163 
0.27843 
0.29515 
0.31178 
0.32832 


0.34475 
0,36108 
0,37730 
0.39341 
0.40939 
0.42525 
0,44098 
0,45658 
0,47204 
0.48735 


0.50252 
0,51753 
0.53238 
0.54708 


7 0.56160 


0,57596 
0.59014 
0.60414 
0.61795 
0.63158 


0.64501 
0.65825 
0.67129 
0.68412 
0.69675 


0.00552 
0.02327 
0.04071 
0.05814 
0.07556 
0.09295 
0.11031 
0.12764 
0.14493 
0.16218 


0.17937 
0,19652 
0.21360 


0.34784 
0.363789 
0.37999 
0.39608 
0.41204 
0.42788 
0.44359 
0.45917 
0.47460 
0.45989 


0.50503 
0.52002 
0.53484 
0.54951 
0,56401 
0,57833 
0.59248 
0:60645 
0.62024 
0.63383 


0,64723 
9.66044 
0.67344 
0.68624 
0.69883 


40’ 


0.00873 
0,02618 
0.04362 
0.06105 
0.07846 
0.09585 
0.11320 
0.13053 
0.14781 
0.16505 


0,18224 
0.19937 
0,26044 


0.30071 
0.31730 
0.33381 


0,35021 
0.36650 
0.38268 
0,39875 
0,41469 
0.43051 
0.44620 
0.46175 
0.47716 
0.49242 


0,50754 
0,52250 
0,53730 
0.55194 
0.56641 
0.58070 
0.59452 
0.60876 
0.62251 
0.63608 


0,64945 
0.66262 
0.67559 
0,68835 
0.70091 


30 


0.01164 
0.02908 
0,04653 
0.06395 
0,08136 
0.09874 
0.11609 
0.13341 
0.15069 
0.16792 


0,18509 
0.20222 
0.21928 
9.23627 
0.25320 
0,27004 
0,28680 
0.30348 
0.32006 
0.33655 


0.35293 
0.36921 
0,38537 
0.40141 
0.41734 
0.43313 
0.44880 
0.46433 
0,47971 
0.49495 


0.51004 
0.52498 
0.53975 
0.55436 
0.56880 
0.58307 
0.59716 
0.61107 
0.62479 
0,63832 


0.65166 
0.66480 
0.67773 
0.69046 
0.70298 


20 


0.01454 
0.03199 
0.04943 
0.06685 
0.08426 
0, 10164 
0.11898 
0.13629 
0.15356 
0.17078 


0.18795 
0,20507 
0,22212 
0,23910 
0.25601 

0.27284 
0,28958 
0,30625 
0.32282 
0,33929 


0,35565 
0,37191 
0.38805 
0.40408 
0.41998 
0.43575 
0.45140 
0.46690 
0,48226 
0.49748 


0,51254 
0,52745 
0.54220 
0.55678 
0,57119 
0.58543 
0.59949 
0.61337 
0.62706 
0,64056 


0,65386 
0,66897 
0.67987 
0.69258 
0.70505 


10 


0.01745 
0.03490 
0.05234 
0.06975 
0.08716 
0.10453 
0.12187 
0.13917 
0.15643 
0.17365 


0.19081 
0.20791 
0.22495 
0,24192 
0.25882 
0.27564 
0.29237 
9.30902 
0.32557 
0.34202 


0,35837 
0,37461 
0,39073 
0,40674 


0.70711 


——— 55€ 


Grados “ 10' 20 30’ 0 50' 60 
0 1,00000 0,99999 0.99998 0.99996 0,99993 0,99989 0,99985 89 4 
+ 1 0.99985 0.99979 0.99973 0,99966 0.99958 0,99949 0.99939 88 
| 2 0.99939 0.99929 0.99917 0.99905 0.99892 0,99878 — 0.99863 87 
а 0.99863 0.99847 0,99831 0.99813 0,99795 0.99776 0.99756 86 
4 0.99756 0.99736 0.99714 0.99692 0.99668 0,99644 0.99619 85 
5 0.99619 0.99594 0.99567 0,99540 0,99511 0.99482 0.99452 83 
6 0.99452 0.99421 0,99390 0.99357 0.99324 0,99290 0.99255 83 
7 0.99255 0.99219 0.99182 0.99144 0.99106 0.99067 0.99027 82 
8 0.99027 0.98986 0.98944 0,98902 0,98858  0,98814 0,98769 81 
9 0.98769 0.98723 0,98676 0.98629 0.98580 0.98531 0.98481 80 
10 0.98481 0.98430 0.98378 0,98325 0,98272 0.98215 0.98163 79 
n 0.98163 0,98107 0.98050 0,97992 0,97934 0,97875 0,97815 78 
12 0.97815 0.97754 0,97692 0,97630 0,97566 0,97502 0.97437 77 
13 0.97437 0,97371 0.97304 0,97237 0,9719 0.97100 0,97030 76 
14 0.97030 0.96959 0.96887 0,96815 0,96742 0,96667 0,96593 75 
15 0.96593 0.96517 0,9644) 0.986363 0.96285 0.96206 — 0.96126 та 
16 0.96126 0.96046 0.95964 0.958820 0,95799 0.95715 0.95630 73 
17 0.95630 0,95545 0.95459 0,95372 0.95284 0.95195 0.95106 72 
18 0.95106 0,95015 0.94924 094832 0.94740 0.94646 0.94552 71 
19 0.94552 0.94457 0.94361 0.94264 0.94167 0,94068 0,93969 70 
20 0.93969 0.93569 0.93769 0,93667 0.93565 0.93462 0.93358 69 
21 0.93358 0.93253 0.93148 0.93042 0,92935 0.92827 0.92718 68 
22 0.92718 0.92609 0.92499 0.92388 0.92276 0.92164 0.92050 67 
23 0.92050 0.91936 0.918224 0.91706 0.91590 0.91472 0.91355 66 
24 0.91355 0,9126 0,91116- 0,90996 0,90875 0.90753 0.90631 65 
25 0.90631 0.90507 0,90383 0,90239 0.90133 0.90007 0.89879 64 
26 0.89879 0.89752 0.89623 0,89493 -0.89363 0,89232 0.89101 63 
27 0.89101 0.88968 0.88835 0,88701 0,88566 0.88431 0.88295 62 
28 0.88295 0,88158 0.88020 0,87882 0,87743 0.87603 0.87462 61 
29 0.87462 0,87321 0.87178 0,87036 0.868927 0,86748 0.86603 60 
E 0.86603 0.86457 0.86310 0.86163 0.86015 0.85866 0.85717 59 
31 0.85717 0.85567 0.85416 0.85264 0,8512 0,84959 0,84805 58 
32 0,84805 — 0.84650 0,84495 0.84339 0,84182 0,84025 0.83867 57 
33 0.83867 0.83708 0,83549 0.83389 0,83228 0,83066 0.82904 56 
34 0.52904 0.82741 0.82577 0.82414 0.82248 0.82082 0,81915 55 
35 0.81915 0.81748 0.81580 0.81412 — 0.81242 0,8107: 0.80902 54 
36 0.80902 0.80730 0,80558 0.80386 '0,80212 0,80038 0.79864 53 
37 0,79864 — 0.79688 0,79512 0,79335 0,79158 0.78980 0.78801 52 
38 0.78801 0.78622 0,7842. 0.78261 0.78079 0.77897 0.77715 51 
39 9.77715 0.77531 0,7737 0.77162 0,76977 0,76791 0.76604 50 
40 0.76604 0.76417 0.76229 0.76041 0.75851 0.75661 0.75471 49 
41 0.75471 0,75280 0.75088 0.74896 0.74703 0,74509 0,74314 48 
42 0,74314 0,7420 0.73924 0.73728 0,73531 0,73333 0.73135 4 
43 0.73135 0.72937  0,72737  0,72537 0.72337 0.72136 0.71934 46 
44 0.71934 0.71732 0,71529 0.71325 071121 0.70916 0.70711 45 
60 se 40 30' 20 10 о Grados 


Tangente 


10 30’ 40 50' 60 


о 0.00000 0,00291 0.00582 0.00875 0.01164 0,01455 0.01746 89 
1 0.01746 0.02036 0.02328 0.02619 0,02910 0.03201 0,03492 88 
2 0,03492 0,03783  0,04075 0,04366 0,04658 0.04949 0.05241 87 
3 0.05241 0.05533 0,05824 0,06116 0,06408 0.06700 0,06993 86 
4 0.06993 0,07285 0.07578 0,07870 0,08163 0.08456 0,08749 85 
5 0.08749 0,09042 0,09335 0,06629 0,09923 0.10216 0,10510 84 
6 83 
7 82 
8 81 
9 80 

79 


0.10510 0.10805 0,11099 0,11394  0,11688 0,11983 0,12278 
0,12278 0,12574 0,12869 0,13165 0,13461 0,13758 0,14054 
0.14054 0,14351 0,14648 0,14945 0.15243 0,15540 0.15838 
0.15838 0,16136 0,16435 0,16734 0,17033 0.17333 0,17633 


10 0.17633 0,1793 0.18233 0,18534 0.18835 0.19136 0.19438 

п 0.19438 — 0.19740 0,20042 0,20345 0,20648 0,20952 0,21256 78 
12 0,21256 0.21560 0,21864 0,22169 0,22475 0,22781 - 0,23087 77 
13 0,23087 0,23393 . 0,23700 0,24008 0,24316 0,24624 0.24933 76 
14 0,24933 0,25242 0,2555: 0,25862 0,26172 0,26483 ` 0,26795 75 
15 0,26795 0,27107 -0,27419 0,27732 0,28046 0,28360 0,28675 74 
16 0.28675 0,28990 0,29305 0,29621 0,29038 . 0,30255 0,30573 73 
17 0.30573 0,30891 0.31210 0,31530 0,31850 0,32171 0,32492 72 
18 0.32492 0,32814 0,33136 — 0,33460 0,33783 0,34108 0,34433 71 
19 0.34433 0,34755 0,35085 0,35412 0,35740 0,36068 0.36397 


20 0,36397 0.36727 0,37057 . 0.37388 0,37720 0,38053 0,38386 
21 0.38386 0,38721 0,39055 0,39391 0,39727 0.40065 0,40403 
0,40403 0.40741 0,41081 0,41421 0,41763 0,42105 0,42447 
0.42447 0,4279] 0,4316 0.43481 0.43828 0.44175 0,44523 
0,44523 0,44872 0,45222 0,45573 0,45924 0,46277 0.46631 
0.46631 0.46985 0,47341 0,47698 0,48055 0.48414 0,48773 
0.48773 0,49134 0,49945 0.49858 = 0,50222 0.50587 0.50953 
0,50953 0,51319 0,51688- 0.52057 0,52427 0,52798 0.53171 
0.53171 0,53545 0,53920 0,54296 0.54673 0.55051 0,55431 
0.55431 0,55812 0,56194 0,56577 0,5692 0,57348 0,57735 


70 
69 
68 
67 
66 
65 
64 
63 
2 
61 
60 
0.57735 0.58124 0.58513 — 0,58905 — 0,59297 0,5969] 0.60086 59 
0.60086 0,60483 0.60881 0.61280 0,6168! 0.62083 0.62487 58 
0.62487 0,62892 0,63299 0,63707 0,64117 0,64528 0.64941 57 
56 
55 
54 
53 
52 
51 
50 
49 
48 
47 
46 
45 


0,6494! — 0,65355 0,65771 0,66189 0,66608 0,67028 0,67451 
0,6745! 0,67875 0.68301 0,68728 0,69157 0,69588 0,70021 
0.70021 0,70455 0.70891 0,71329  0,71769 0,7221! 0,72654 
0.72654... 0.73100 — 0,73547 0.73996 0.74447 0.74900 0.75355 
0,75355. 0,75812 0,7627: 0,76733 0.77196 0,7761 0,78129 
0.78129 0,78598 0,79070 - 0,79544 0,80020 0,80498 0,80978 
0,80978 0.8146) 0,81946 0,82434 0,82923 0.83415 0,83910 


0,83910 0,84407 0,84906 0,85408 0,85912 0.86419 0,86929 
0,86929 0.87441 0,87955 0,88473 0,88992 0,89515 0,90040 
0,90040 0,90569 0,91099 0,91633 0,92170 0,92709 0,93252 
0,93252 0,93797 0,94345 0.94896 0,95451 0,96008 0,96569 
0,96569 0.97133 0,97700 0,98270 0,98843 0,99420 1.00000 
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© 
57,28 
28.63625 
19,08114 
14,30067 
11,43005 
9.51436 
8.14435 
7,11537 
6.31375 


5.67128 
5.14455 
4.70463 
4.33148 
4,01078 
3.73205 
3,48741 
3.27085 
3.07768 
2,90421 


2.74748 
2.60509 
2.47509 
2,35585 
2,24604 
2,14451 
2,05030 
1.96261 
1.88073 
1.80405 


1.73205 
1,66428 
1.60033 
1,53986 
1,48256 
1,42815 
1,37638 
1.32704 
1.27994 
1.23490 


1,19175 
1.15037 
1.11061 
1,07237 
1,03553 


343.77369 
49.10388 
26.43160 
18.07498 
13,72674 
11,05943 
9.25530 
95302 
6.96823 
6.19703 


5.57638 
5.06584 
4.63825 
4.27471 
3.96165 
3.58909 
3,44951 
3,23714 
3.04749 
2.87700 


2,72281 
2.58261 
2.45451 
2.33693 
2,22857 
2.12832 
2.03526 


1.65337 
1.59002 
1.53010 
1,47330 
1,41934 
1.36800 
1,31904 
1.27230 
1,22758 


1, 18474 
1,14363 
1,10414 
1.06613 
1,02952 


so 


171,88540 
42,96408 
24,54176 
17.16934 
13,19688 
10,71191 
9.00983 
7.77035 
6,82694 
6,08444 


5.48451 
4,98940 
4.57363 
4.21933 
3,91364 
3.64705 
3.41236 
3,20406 
3.01783 
2,85023 


2.69853 
2.56046 
2.43422 
2,31826 
2,21132 
2.11233 
2,02039 
1,93470 
1.95462 
1.77955 


1.70901 
1,64256 
1.57981 
1.52043 
1.46411 
1,41061 
1.35968 
1,31110 
1.26471 
1,22031 


1.17777 
1,13694 
1,09770 
1,05994 
1.02355 


114,58865 
38.18846 
22.90377 
16.34986 
12,70620 
10,38540 
8.77689 
7,59575 
6.69116 
5.97576 


5.39552 
4,91516 
4.51071 
4.16530 
3.86671 
3.60588 
3.37594 
3.17159. 
2,98868 
2,82391 


2.67462 
2.53865 
2.41421 
2.29984 
2,19430 
2.09654 
2.00569 
1.92098 
1,84177 
1,76749 


1,69766 
1.63185 
1.56969 
1,51084 
1.45501 
1,40195 
1,35142 
1.30323 
1.25717 
1,21310 


1,17085 
1,13029 
1,09131 
1,05378 
1,01761 


85.93979 
34,36777 
21,4700 
15.60478 
12,25051 
10.07803 
8.55555 
7.42871 
6,56055 
5.87080 


5,30928 
4,84300 
4,44942 
4,11256 
3.82083 
3.56557 
3.34023 
3.13972 
2,96004 
2.79802 


2,65109 
2.51715 
2,39449 
2,28167 
2,17749 
2.08094 
1.99116 
1,90741 
1.82906 
1,75556 


1,68643 
1.62125 
1,55966 
1.50133 
1,44598 
1,39336 
1,34323 
1,29541 
1,24969 
1,20593 


1,16398 
1,12369 
1,08496 
1,04766 
1,01170 


68.75009 
31,24158 
20.20555 
14,92442 
11.82617 
9.78817 
8.34496 
7.26873 
6.43484 
5.76937 


5,22566 
4.77286 
4.38969 
4.06107 
3.77595 
3.52609 
3,30521 
3.10842 
2.93189 
2.77254 


2.62791 
2.49597 
2.37504 
2,26374 
2.16090 
2.06553 
1.97681 
1,89400 
1,81649 
1.74375 


1,67530 
1.61077 
1.54972 
1.49190 
1.43703 
1.38484 
1,33511 
1.28764 
1.24227 
1,19882 


1.15715 
1,11713 
1,07864 
1,04158 
1,00583 


57.28996 
28,63625 
19.08 114 
14.30067 
11,43005 
9,51436 
8.14435 
7.11537 
6,31375 
5,67128 


5,14455 
4.70463 
4,33148 
4,01078 
3,73205 
3.48741 
3.27085 
3.07768 
2,90421 
2.74748 


2,60509 
2.47509 
2.35585 
2,24604 
2,14451 
2,05030 
1,96261 
1.88073 
1.80405 
1.73205 


1.66428 
1,60033 
1.53986 
1,48256 
1.42815 
1.37638 
1,32704 
1,27994 
1.23490 
1,19175 


1,15037 
1,11061 
1,07237 
1.03553 
1.00000 


69 
68 
67 
66 
65 
64 
63 
62 
61 
60 
59 
58 
57 
56 
55 
54 
53 
52 
51 
50 
49 
48 
47 
46 
45 
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TABLAS TRIGONOMETRICAS 


Las tablas matemáticas o tablas que muestran los 
valores que permanecen constantes para argumentos 
específicos , constituyen un cuerpo de conocimientos 
que cada vez se hace más importante. La trigonometría 
proporciona una excelente introducción para el uso de 
las tablas. 


Puesto que las funciones trigonométricas de un ángulo 
dado son constantes, pueden ser calculadas , formando 
con ellas una tabla. Los valores se expresan 
generalmente en forma decimal con un nümero 
determinado de cifras exactas. Existen muchas de 
estas tablas; aquí utilizaremos una tabla abreviada de 
cuatro cifras decimales. 


Antes de pasar a las tablas , consideraremos la manera 
deexpresar un nümero con un cierto nümero de cifras 
decimales exactas. Puesto que en general se trata de 
números decimales que tienen un número infinito de 
cifras , debemos «redondear» para quedar con cuatro 
cifras. Esto se consigue despreciando todos los dígitos 
а la derecha de la cuarta cifra decimal. Si la quinta 
cifra es: 

I) mayor que media unidad del cuarto lugar , se 
aumenta el dígito del cuarto lugar en 1. 

П) menor que media unidad del cuarto lugar, se deja 
el dígito del cuarto lugar sin alteración ; 


Ш) exactamente igual a media unidad del cuarto 
lugar, 

Ш-а) si el dígito del cuarto lugar es impar, se aumenta 
enuna unidad. 


Ш-Ь) si el dígito del cuarto lugar es par, se deja sin 
alteración. 


EJEMPLOS: 
Expresar los siguientes números con cuatro cifras 


1) 64,347 Respuesta = 64,35 
2) 13,342 =13,34 
3) 7,2345 = 7,234 
4) 7,2375 = 7,238 


(Observar tablas) , es una tabla de las funciones 
trigonométricas de los ángulos agudos de 10 en 10 
minutos, con cuatro cifras decimales . Los ángulos de 
0° a 45% están relacionados en la columna de la 
izquierda y los de 45° а 90° en la columna de la 
extrema derecha. Las funciones trigonométricas 
correspondientes figuran en el encabezado y en los pies 
de las columnas de la tabla. Para los ángulos de la 
columna de la izquierda se leerán los títulos de las 
columnas en la cabeza de las páginas. Para los de la 
columna de la extrema derecha se leerán los títulos 


A 


de las columnas en los pies de las páginas. 
Consideramos las siguientes operaciones 

A) Dado un ángulo, encontrarla función 
trigonométrica. 

EJEMPLO 1: 


Encontrar Tan 13° 40' 


RESOLUCIÓN : 


Se busca 13° en la columna extrema de la izquierda. 
Se busca 40” debajo de 13°, y en esta línea en la columna 
encabezada por “tan” en la parte superior de la 
página, se lee 0,2432. ASÍ, tan 13°40’=0,2432. 


EJEMPLO 8: 
Encontrar cos 79° 20* 


RESOLUCIÓN : 

Se busca 79” en la columna extrema de la derecha ,se 
busca 20” sobre 79°, y en esta línea en la columna que 
tiene por pie “сов” en la parte inferior de la página, se 
lee 0,1851. Así , cos 79°20’=0,1851. 


B) Dada la función trigonométrica, 
encontrar el ángulo 


EJEMPLO 1: 
Dado Sen 0—0,3283, encontrar 0 


RESOLUCIÓN : 


En la columna encabezada por “веп” se busca 0,3283. 
Este valor encuentra en una columna que está 
encabezada, en la parte superior de la página por 
sen"; por lo tanto se mira hacia la columna de la 
extrema izquierda y ве lee 19? 10". Así д = 19°10' 


EJEMPLO 2 : 

Dada cot 0 = 0,4950, encontrar 0. 
RESOLUCIÓN : 

En las columnas que están encabezadas o que tienen 
pies de “сой” se busca la cifra 0,4950. Esta cifra ве 
encuentra en una columna que tiene por pie “соё”, 
en la parte inferior de una página; por lo tanto se mira 
hacia la derecha y en la línea en la columna de la 
extrema derecha , se encuentra el ángulo de 63 * 40' . 


NOTA: En las columnas de la izquierda de la Tabla, 
los ángulos aumentan cuando se va leyendo hacia 
Abk en Un далала пи Ver REDE 
se lee hacia arriba. 
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€) INTERPOLACIÓN: 

Si se desea obtener una función trigonométrica de un 
ángulo dado que esté aproximado hasta minutos, se 
hace necesario efectuar la operación de la interpolación. 
Esto se hace por interpolación proporcional o bien 
empleando tablas de partes proporcionales. 
Expondremos la interpolación proporcional, que es 
suficiente para nuestro trabajo. La diferencia entre dos 
valores sucesivos de la Tabla se denomina diferencia 
tabular. La interpolación se verifica tomando las 
apropiadas partes de esta diferencia. 


EJEMPLO 1: 
Encontrar tan 49*33'. 


RESOLUCIÓN : 


Puesto que la tan 49°33' se encuentra comprendida 
entre la tan 49930 y la tan 49°40', obtendremos 
estos valores y restaremos el uno del otro. 
tan 49 40'= 1,1778 
tan 49 30' = 1,1708 
diferencia tabular = 0,0070 
La diferencia tabular de la función se multiplica ahora 
por la diferencia entre el ángulo dado y el más pequeño 
de los dos escogidos y se divide por la diferencia que 
existe entre los ángulos en la Tabla. Así, 
(0,0070)(83 - 30) 
10 
Esta cantidad se suma ahora a la tangente del ángulo 
más pequeño (49°30') y se redondea a cuatro cifras 
decimales; así fan 49°33' = 1,1729 
El trabajo puede ser dispuesto como sigue: ` 
tan 49°30' = 1,1708 
tan 49° 33' = 1,1729 
La diferencia entre los ángulos en esta tabla es 
constante de 10'; la división por 10 solamente requiere 
variar la colocación del punto decimal. 
EJEMPLO 8: 
Encontrar cos 32" 47, 


= (0,0070)(0,3) =0,0021 


|рьооғо(0,з) - 0,0021 


RESOLUCIÓN : 
сов 32*40' = 0,8418 
соз 32° 47'= 0,8408 ОО 
сов 32° 50'= 0,8403 


EJEMPLO 3: 
Dada іап0- 0,8312, encontrar 0. 
RESOLUCIÓN : 


Se busca en la tabla en las columnas encabezadas por 
“tan” el valor más próximo а 0,8312. Encontramos: 

tan 39°40'= 0,8292 

1ап0 = 0,8312 20 (10)= 4 

tan 39°50'= 0,8342 
Se resta el valor de la función trigonométrica del ángulo 
menor de la del ángulo mayor y también de la del ángulo 
dado. Se encuentra la fracción de estas diferencias y 
se multiplica por 10 (la diferencia angular). El resultado 
redondeado al entero más próximo es el número de 
minutos que deben ser sumados al menor ángulo. Así, 


0 = 3940 + 4' = 39°44' 


EJERCICIOS 


Calcular el valor numérico de las siguientes 
expresiones : 


a) sen 42:21 30! солане pta: 0,67376 


b) sen 3120625" ... «Еріп: 0,51664 


с) сов 21927. 457 esee ра: 0,93066 
d) cos 65°15'30' .......... e pta: 0,41852 


е) tan 75 1840 слали реа: 3,81480 


D ctg 181820 '............. „ненин Rpta: 3,02270 


g)sen 151015". 


0,02043 
h) tan 05215"... ВРФа: 0,01520 
i)Sen24^12' 15"4- Sen36"42' 25" ........Rpta : 1,0077 
J)CosGT 34' 42"4- Cos53^32' 34" ........Rpta : 1,0702 
k)Cos23^16' 36"-- Sen25748' 46" ........Rpta : 1,3540 


L t +Сов24°48'12".........................Ёр{а : 1,6185 


sen 42^12 — sen 18:24 
Ш ое 4032 + 008 1954 70:00804 


mjtan 3618 + tan 5342 .................Hpta : 1,3540 


GRADOS A RADIANES 1 grado=0,01745 32925 19943 


0,0000000 1,04719 76 2,09439 51 
0,01745 33 1,06468 08 2,1118484 
0821041 2,12930 17 
„09955 74 2,14675 50 3 
1,1170107 2,16420 83 |] 41 |0.0011636 


1.13446 40 2,18166 16 6 0,00145 44 
0,10471 98 1,15191 73 2,19911 49 0.0017453 
0,12217 30 1,16937 06 2,21656 82 0,00203 62 
0,13962 63 1,18682 39 2,23402 14 || 0.00232 71 
0,15707 96 1,20427 72 2,25147 47 0,0026180 


0,17453 29 1,22173 05 2,26892 80 (3 0,00290 89 
0,19198 62 1,23918 38 2,28638 33 71 0.00319 98 
0,20943 95 1,25663 71 2,30383 46 Zl 0,00349 07 
0,22689 28 1,27409 04 2,3212879 | 0.00378 15 
0,24434 61 1,29154 16 2,33874 12 0,00407 24 


0,26179 94 1,30899 69 2,35619 45 0,00436 33 
0,27925 27 1,32645 02 2,3736478 5 0,00465 42 
0,29670 60 1,34390 35 2,8911011 0,00494 51 
0,31415 93 1,36135 68 2,40855 44 0,00523 60 
0,33161 26 1,37881 01 2,4260077 || 0,00552 69 
0,34906 59 1,39626 34 2,4434610 3:21 0,0058178 
0,36651 91 1,4137167 2,4609142 10,00610 17 
0,38397 24 1,43117 00 2,4783675 0,00639 95 
0,40142 51 1,44862 33 2,49582 08 0,00669 04 
0,41887 90 1,46607 66 2,51327 41 б | 0,00698 13 


0,43633 23 1,48352 99 2,5307274 
0,45378 56 1,50098 32 2,5481807 
0,47123 89 1,51843 64 2,56563 40 
0,48869 22 1,53588 97 2,58308 73 


0,50614 55 1,55334 30 2,60054 06 


0,52359 88 1,57079 63 2,61799 39 
0,541065 21 1,58824 96 
0,856850 54 1,60570 29 
0,57595 87 1,62315 62 
0,5934119 1,64060 95 


0,61086 52 1,65806 28 

0,6283185 1,6755161 

0,64577 18 1.69296 94 

0,66322 51 1,71042 27 2 

0,68067 84 | 1,72787 60 10.0113445 


0,69813 13 1,74532 93 4 0,01163 55 
0.71558 50 "| 1,76278 25 0,01192 64 
0,73303 83 "| 1,78023 58 4 0,0122182 
0,75049 1G 1,79768 91 |43” | 0,01250 82 
0,76794 49 | 1,8151424 ЕР 0,01279 91 


0,78539 82 10,01309 ОО 
0,80285 15 4 0,01338 09 
0,82030 47 0,01367 17 
0,83775 80 2,98215 31 1 0,01396 26 
0,8552113 1,90240 89 2,94960 64 0,01425 35 
0,87266 46 1,91986 22 2,9670597 [85 0,01454 44 
0,89011 79 1,9373155 2,9845130 5 0,01483 53 
0,90757 12 1,95476 88 3,00196 63 5 0,01512 62 
0,92502 45 1,97222 21 0,0154171 
0,94247 78 1,98967 53 б: 0,01570 80 

2,00712 86 5i 0,01599 89 

2,02458 19 5 

2,04203 52 

2,05948 85 
1,02974 43 2,07694 18 


1,04719 76 2,09439 51 3,1415927 [6 0,01745 33 
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FUNCIONES мы 54 Сре стом ы 54 Ко < IWCAUCHTEEZAG NS 


0,1305 


0,9914 


7,5958 


Sen Соз Tan | "cot. 
0.0000 | 1.0000 | 0.0000 
0.0029 | 1,0000 | 0,0029 | 343,774 
0.0058 | 1,0000 | 0,0058 | 171,885 
0,0087 | 1,0000 |0,0087 | 114,589 
0.0116 |0.9999 [0,0116 | 85.9398 | 89% 20" 
0,0145 | 0,9999 [0,0145 | 68,7501 | 89° 10" 
0,0175 [0.9998 |0,0175 | 57.2900 | 89° O' 
0.0204 [0,9998 |0.0204 | 49.1039 | 88% БО! 
0.0233 |0.9997 |0.0233 | 42.9641 | 88° 40' 
0,0262 |0,9997 |0.0262 | 38,1885 | 88? зо 
0,0291 |0.9996 |0.0291 | 34,3678 | 88% 20' 
0.0320 |0.9995 |0.0320 | 31.2416 | 88% 10' 
0,0349 [0,9994 |0,0349 | 25.6363 | 88^ о 
0.0378 |0.9993 |0.0378 | 26.4316 | 872 БО 
0.0407 |0.9992 |0.0407 | 24,5418 | 87% 40' 
0,0436 |0,9990 |0,0437 | 22,9038 | 87 ЗО! 
0.0465 |0.9989 |0.0466 | Р1,4704 | 877 20 
0,0494 |0,9988 |0,0295 | 20.2056 | 87% 10' 
0,0523 |0,9986 |0,0522 | 19,0811 | 87^ О 
0.0552 |0,9985 |0.0553 | 18.0750 | 86% БО! 
0.0581 |0.9983 |0.0582 | 17,1693 | 86^ 40' 
0.0610 |0,9981 |0,0612 | 26.3499 | 86% 30' 
0.0640 |0.9980 |0.0641 | 15,6048 | 86% 20! 
0.0669 |0.9978 |0.0670 | 14.9244 | 86% 10' 
0.0698 |0,9976 |0.0699 | 14.3007 | 86% O' 
0.0727 |0.9974 |0.0729 |13.7267 | 85° БО" 
0.0756 |0.9971 |0,0758 | 13.1969 | 85% 40' 
0.0785 |0,9969 |0,0787 | 12,7062 | 85° 30' 
0.0814 |0.9967 |0.0816 | 12,2505 | 85^ БО" 
0.0843 |0.9964 |0.0846 | 11.8262 | 85-10" 
0,0872 |0,9962 |0,0875 | 21.4301 | 85% о 
0.0901 |0.9959 |0.0904 | 11,0594 | 842 БО! 
0.0929 |0.9957 |0.0934 | 10.7119 | 84% 40' 
0,0958 [0,9954 |0,0963 | 20.3854 | 34? 30' 
0.0987 [0,9951 |0.0992 | 10,0780 | 842 20' 
0.1016 |0.9948 [0,1022 | 9.7882 | 84% 10' 
0,1045 |0.9945 [0.1051 | 9.5144 | 84° O 
0,1074 |0.9942 [0,1080 | 9,2553 | 83°50' 
0.1103 |0,9939 [0,1110 | 9.0098 | 33” 40' 
0,1132 [0,9936 |0.1139 | 8,7769 | 383° 30' 
0.1161 |0.9932 |0,1169 | 8,5555 | 83° 20' 
0,1190 |0,9929 |0,1198 | 8,3450 | 83° 10' 
0,1219 |0,9925 |0,1228 | 8,1443 | 83° о 
0.1245 |0,9922 |0.1257 | 7.9530 | 82° 50' 
0,1276 |0,9918 |0,1287 | 7.7704 | 82° 40' 


82° 30 


ATABLAS TRIGONOMETRICAS 2 EDITORIAL RUBISOS 


о; 1368 0,9907 0.1376 7.2687 


0,1392 |0,9903 |0,1405 |7,1154 
0,1421 0,9899 | 0,1435 |6,9682 
0,1449 |0,9894 | 0,1465 |6,8269 


0,1478 |0,9890 0,1495 |6,6912 | 8130 
0,1507 |0,9886 0,1524 |6,5606 | 81 20' 
0,1536 |0,9881 0,1554 |6,4348 | 81 10" 


0,1564 | О,9877 | 0,1584 |6,3138 | 81% о 
0,1593 |0,9872 0,1614 |6,1970 | 80°50' 
0,1622 | 0,9868 0,1644 |6,0544 | 35040" 


0,1650 | 0,9863 0,1673 80° 30' 
0.1679 | 0,9858 0,1703 80° 20' 
0,1708 | 0,9853 0,1733 80° 10' 


0,1736 |0,9848 0,1763 80° о 
0,1765 |о,оваз 0,1793 79° 50' 
0,1794 | 0,9838 0,1823 79?40' 


0,1822 |0,9888 0,1853 79230 
0,1851 0,9827 | 0.1883 79° 20' 
0,1880 |0,9822 0,1914 5,2257 тө°10' 


0,1908 | 0,9816 | 0,1944 | 5,1226 | 79^ O 
0,1937 |0,9811 0,1974 | 5,0658 | 78% 50' 
0,1965 | 0,9805 | 0,2004 |4,9894 78240 


11° 30' | 0,1994 0,9799 0,2035 |4,9152 | 78230" 
11240 | 0,2022 | О,979З 0,2065 |4,9430 | 78% 20" 
11° 50' | 0,2051 0,9787 | 0,2095 |4,7729 73°10' 


12 О" | 0,2079 | 0,9781 0,2126 |4,7046 | 758^ O 
12210" |0,2108 |0,9775 | 0,2156 |4,6382 
12° 20' | 0,2136 | 0,9769 0,2186 |4,5736 


12° ЗО" | О 2164 0,9763 0,2217 |4,5107 
12° 40'|0,21793 |0,9757 |0,2247 | 4,4494 
12° 50' | 0,2221 0,9750 0,2278 4,3897 


13^ 0'|0,2250 |0,9744 0,2309 
13° 10' |0,2278 |0,9737 | 0,2339 
13° 20' |0,2306 |0,9730 | 0,2370 


13° Зо |0,2334 |0,9724 0,2401 
0,2363 | 0,9717 | 0,2432 
0,2391 0,9710 | 0,2462 4,0611 


0,2419 |0,9703 | 0,2493 | 4,0108 
0,2447 |0,9696 | 0,2524 | 3,9617 
0,2476 |0,9689 | 0,2555 | 3,9136 


0,2504 | О,9681 |0,2586 | 3,8667 
0.2532 | О,9674 |0,2617 | 3.8208 
0,2560 |0,9667 | 0,2648 | 3.7760 


0,2588 |0,9659 0,2679 |3,7321 
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0,2588 
0,2616 
0,2644 


[0,2672 
| 0,2700 
0,2728 


0,2756 
0,2784 
0,2812 


0,2840 
0,2868 
0,2896 
0,2924 


0,2952 
0,2979 


0,5007. 
|0, 3035 
0,3062 


0,3228 


0,3256 
0,3283 
0,3311 


0,3338 


| 0,3557 


0,3584 
0,3611 
0,3638 
0,3665 
0,3692 
0,3719 
0.3746 
210.3773 
10,3800 


0,3827 


0.9652 
0,9652 
0,9644 


0,9636 
0,9628 
0,9621 


0,9613 
0,9605 
0,9596 


0,9588 
0,9580 
0,9572 


0,9563 
0,9555 
0,9546 


0,9537 
0,9528 
0,9520 


0,9511 
0,9502 
0,9492 


0,9483 
0,9474 
0,9465 


0,9455 
0,9446 
0,9436 


0,9426 
0,9417 
0,9407 


0,9397 
0,9387 
0,9377 


0,9367 
0,9356 
0,9346 


0,9336 
0,9325 
0,9315 


0,9304 
0,9223 
0,9283 


0,9272 
0,9261 
0,9250 


0,9239 


0,2679 
0,2711 
0,2742 


0,2773 
0,2805 
0,2836 


0,2867 
0,2899 
0,2931 


0,2962 
0,2994 
0,3026 


0,3057 
0,3089 
0,3121 


0,3153 
0,3185 
0,3217 


0,5249 
0,3251 
0,335314 


0,3346 
0,3378 
0,3411 


0,3443 
0,3476 
0,3508 


0,3641 
0,3574 
0,3607 


0,3640 
0,3673 
0,3706 


0,3732 
0,3772 
0,358505 


0,3539 
0,5872 
0,3906 


0,3939 
0,3973 
0,4006 


0,4040 


0,1072 
0,4108 


0,1142 


3,6470 


3,6059 
3,5656 
3,5261 


3,4874 
3,4495 
3,4124 


3,3759 
3,3402 
3,3052 


3,2709 
3,2371 
3,2041 


3,1716 
3,1397 
3,1084 


3,0777 
3,0475 
3,0178 


2,9887 
2,9600 
2,9319 


2,9042 
2,8770 
2,5502 


2,8239 
2,7980 
2,7725 


2,7475 
2,7228 
2,6985 


2,6746 
2,651 1 
2,6279 


2,6051 
2,6826 
2,5605 


2,5386 
2,5172 
2,4960 


2,4751 
2,4545 
2,4342 


LAS TRIGONOMETRICAS ^ 


0,3827 |0,9239 | 0,4142 | 2,4142 
0,3854 |0.9228 |0,4176 | 2,3945 
0,3881 0,9216 |0,4210 | 2,3750 


0,3907 |0,9205 | 0,4245 | 2,3559 
0,3934 | 0,9194 |0,2279 | 2,3369 
0,3961 0,9182 | 0,4314 | 2,3183 


0,3987 |0,9171 |0,4348 | 2,2998 
0,1014 |0,9159 2,2817 
0,4041 0,9147 A 2,2637 


0,4067 | 0,9135 z 2,2460 
0,1094 | 0,9124 2,2286 
0,4120 |0,9112 2,2113 


0,4147 |0,9100 2,1943 
0,4173 | 0,9088 2,1775 
0,4200 |0,9075 2,1609 


0,4226 |0,9063 |0,4663 | 2,1445 
0,4253 | 0,9051 0,4699 | 2,1283 
0,4279 | 0,9038 |0,4734 | 2,1123 


0,9026 |0,4770 | 2,0965 
0.9013 |0,4806 | 2,0809 
0,4358 |0,9001 0,4541 2,0655 


0,4384 |0,8988 |0,4877 | 2,0503 
0,4410 |0,8975 |0,4913 | 2,0353 
0,4436 |0,8962 |0,4950 | 2,0204 


0,4462 |0,8949 | 0,4986 
0,4488 |0,8986 | 0,5022 
0,4514 0,8923 |0,5059 


| 0,4540 |0,8910 |0,5095 
| 0,4566 |0,8897 |0,5132 | 1,9486 
0,4592 | О,8884 |0,5169 | 1,9347 


0,4G17 |0,8870 |0,5206 |1, 9210 
0,4643 | 0,8857 | 0,5243 |1.9074 
0,4669 |0,8843 |0,5280 |1,8940 


0,4695 |0,8829 |0,5317 | 1,8807 
0,4720 | 0,8816 |0,5354 | 1,8676 
0,4746 |0о,8802 |0,5392 | 1,8346 


0,4772 | О,8788 |0,5430 | 1,8418 
0,4797 | 0,8774 | 0,5467 | 1,8291 
0,4823 | 0,8760 |0,5505 | 1,8165 


0,4848 | О,8746 | 0,5543 | 1,8040 
0,4874 |0,8732 | 0,5581 1,7917 
0,4899 | 0,8718 |0,5619 | 1,7196 
0,1924 | 0,8704 | О,5658 | 1.7675 
0,4950 | 0,8689 |0,5696 | 1,7556 
0,4975 | 0,8675 |0,5735 | 1,7437 


0,5000 0,8660 | 0,5774 1,7321 
cof tan 
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ES 0.5000 |0,8660 | 0,5774 | 1,7321 
0,5025 |0,8646 |0,5812 | 1,7205 
0,5050 |0,8631 | 0,5851 | 1,7090 


0,5075 |0,8616 | 0,5890 
| 0,5100 |0,8601 |0,5930 
0,5125 |0,8587 |0,5969 2: 6753 


0,8572 |0,6009 |1,6643 
0,8557 |0,6048 |1,6534 
0,8542 |0,6088 |1,6426 


0,8526 |0,6128 |1,6319 
0,3511 0,6168 |1,6212 
0,3496 |0,6208 |1,6107 


0,8480 |0,6249 |1,6003 
0,8465 |0,6289 |1,5900 
0,8450 |0,6330 |1,5798 


0,8434 |0,6371 |1,5697 
0,8418 |0,6412 | 1,5597 
0,8403 | О,645З | 1,5497 
0,8387 |0,6494 |1,5399 
0,8371 0,6536 |1,5301 
0,5495 |0,8855 |0,6577 |1,5204 


0,5519 | 0,8339 |0,6619 
| 0,5544 | 0,8323 |0,6661 


| 0,5568 |0,8807 [0,6703 


| 0,5592 0,6745 
| 0,5516 0,6787 
0,5640 0,6830 


0,5664 a 0,6873 
0,5688 0,6916 
0,5712 0,6952 |1,4370 


0,5736 0,7002 |1,4281 
0,5760 "BL 0,7046 |1,4193 
0,5783 > 0,7089 |1,4106 


0,5807 0,.7188 |1,4019 
0,5831 0,7177 |1,3934 
0,5854 |0,8107 |0,7221 1,3848 


0,5878 |0,8090 |0,7265 |1,3764 
0,5901 |0,8073 |0,7310 |1,3680 
0,5925 |0,8056 |0,7355 | 1,3597 


0,5948 0,7400 
0,5972 0,7445 
0,5995 0,7490 


0,6018 0,7536 
0,6041 0,7581 
0,6065 |0,7951 |0,7627 


0,6088 | 0,7934 0,7673 


0000 


1, 


0000 


1, 


~ 
~ 
о 
¿e 


0, 


0,7071 
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la medida de un ángulo en los 
sistemas sexagesimal y centesimal 
están representadas por dos 
números pares consecutivos. Halle 
la medida de dicho ángulo en 
radianes. 


т Pi 

RESOLUCIÓN: 

* Sea: a ángulo representado 

* Datos: 
Очи T ЭРЕР (1) 
a-(2n42)* 

* Luego por relación numérica , se 


A) 


я 
с) в D) 


tiene: 29. 2п+2_ л=9 
9 10 


* Reemplazamos en (1) resulta: 


* ч хгай\_х 

Por lo tanto:a=18x( = ныға 

ЕРТА: “В” 

PROBLEMA 2: 
Та suma де las inversas de los 
números que representan a dos 
ángulos suplementarios en grados 
sexagesimales es 10 veces: la 
diferencia de las inversas de los 
números que representan a dichos 
ángulos en el sistema centesimal. 
Halle el mayor de ellos en el sistema 
sexagesimal. 
A) 100^ В) 105° С) 110° 
Р) 115° Е) 120° 
RESOLUCIÓN: 
* Asumiendo que: «+ 2=180".. 
* Luego se cumple que: 
№ de grados sexagesimales а;0 
№ de grados centesimales к= 
* Por condiciones: 


„ 0) 


1 1 
poz ви 
& 9 9 


ficando se tiene: 


Bad AA (п) 
* Resolviendo (1) y (11) obtenemos: 
E spore 


=>=107 (Medida del ángulo mayor) 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 8: 

Halle la medida en el sistema 

sexagesimal de un ángulo mayor de 

una vuelta , si en la siguiente 

ecuación R representa el número de 


radianes que mide dicho ángulo. 
ЧЕ [ож _ 
E ^5 
A) 390* B) 405% С) 555° 
0) 625° Е) 810° 
RESOLUCIÓN: 


* Por condición del problema: 


R я 
„је нај СТ СИИ (T) 


* ћасјепдо: 


* Expresando en (1) tenemos: 
2x+3/x=5> 2х? –5х +3=0 => 
ә(8х-3/%-)-0-з-Зулеі 

*Reemplazando en (11), se obtiene: 
к= (cumple) у R=xfno cumple) 

* Entonces , el ángulo mayor que 


una vuelta se da con: RA <= 407 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 4 : 
Calcule la longitud del radio de una 
circunferencia en la que un ángulo 
central , que comprende un arco 


que mide бія п ‚ tiene una medida 


50 

en grados centesimales 
representada por un número entero 
y en grados sexagesimales 
representaba en la forma хх”, 


А)3т B)4m C)2m 0)2,5т Е) 3,5m 


RESOLUCIÓN: 
* De acuerdo al enunciado, se tiene: 


L= бут 


н (1) >. 


* Бе sabe: 062, ^ x«60—x-54 
* Además: 9=61 
et = or (zrat) URBI 


* Sabemos que: L=0r 
* Entonces, reemplazando del dato, 


se obtiene: Sm = (2), >r=4m 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 5: 


En la figura ОА =6m , АВ es arco 
de circunferencia con centro en T, 
entonces , la longitud del arco AB 
en metros es : 


T 
4) z Bx С) = 
RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico OA = 6т 
АТО (notable de 30? y 60°) 
*Entonces AT=3m 


APROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 2 EDITORIAL RUDINOS 


EEn el sector circular АТВ como: 


E CLAVE :“В” 
PROBLEMA 6 : 
En el gráfico mostrado , ABCD es 
un cuadrado de lado a unidades. Si 
х0 y BD son arcos de circunferencia 
de radio a ; брата qué valor de m , 


el perímetro de la región sombreada 
mide m(3+x) unidades? 

а ра А B 
As ia 

a a 
с) 2 D) 3 

a 
D b 
RESOLUCIÓN: 


* Be observa que el perímetro de la 
región sombreada es: 


2p =a+2L=a+ ш а=а+ 34 


* Por lo tanto : a (552) мз m=3 
ВРТА : “D” 
PROBLEMA 7 : 
Se tienen dos circunferencias 
tangentes de radio R. Una tercera 
circunferencia de radio R rueda 
alrededor de las otras dos . 
Determine la longitud , del circuito 
que recorre el centro de esta tercera 


circunferencia. 
АМЕН pR ojan p ER рвав 


RESOLUCIÓN: 


* Se observa del gráfico : 


Los triángulo ABC y ACD son 
equiláteros. Los arcos SPD У Бор 
subtienden ángulos centrales que 
miden <> rad ‚ entonces: 


La 8R dr 878 
E hus ML M а 
* La longitud del circuito es : 
I6xR 
(рв g 

RPTA : “р” 
PROBLEMA 8 : 
La distancia entre los centros de dos 
circunferencias de radio R es R. 
Entonces , la longitud del menor 
arco que se forma con la 
intersección de las dos 
circunferencias es. 

2x x x x x 

AGRA BRE о Drm DE 
RESOLUCIÓN: 
* Según el enunciado del problema 
se deduce que cada circunferencia 
tiene su centro en un punto de la 
otra (la distancia entre centros es 
R) y por tanto se determinan los 
triángulos equiláteros ORCyOLC : 


* Nos piden: £ 
* Luego se aprecia que en el sector 
circular AOB, se cumple: 
ters te ER 

ВРТА : "A" 
PROBLEMA 9: 
De la figura AOB,COD у EOF son 
sectores circulares. Si £AB-36 u y 
el área de la región EOF es S, de 
COD es 3S y de АОВ es 6S, calcule 

E 


A2 B)242 C3 D)2/3 E)J6 
RESOLUCIÓN: E 


TEL 
* Piden ta completando datos en 
el gráfico: A 


* Del gráfico : 
Tt ez 
сай... Pi 
20 79 ^ 20 
РМ 
> £»-. s 
E: 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 10: 


Un molinete de riego tiene un 
alcance de 12 т y un ángulo de giro 
de 135°. Calcule el área (en т") del 
sector circular mojado por el 
molinete. Usar r=3,14. 

А) 161,56 В) 163, 56 С) 165, 56 
D) 167,56 Е) 169, 56 
RESOLUCIÓN: 

*La siguiente figura muestra el 
sector circular del terreno que es 
mojado por el molinete de riego que 
con un alcance de 12m tiene un 
ángulo de giro 185% 


12m 
* Luego el área de un sector circular 
,con ángulo central ө y radio г es: 
s=¿0r 


*Entonces reemplazando datos 
obtenemos: 


S- 132 (12m? 5 S-54? 


> 8=54(8,14)т => S=169,56m* 
ЕРТА : “E” 
РЕОВГЕМА 11: ; 
En la figura, AOB y COD son 
sectores circulares. Si el área del 
sector circular COD es 9em* y ја 
longitud delarco AB es 10 cm, halle 
el área de la región sombreada 


D) 20 ст“ f 
ЕЈ 21 ст" 

RESOLUCIÓN: 
En el gráfico A gaos -A oco, 


Enel <con tenemos 9-3 2-8 


Se observa que осор, ФАОВ 


Hi. = 16 ст“ 
ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 12: 


¿Para cuál valor del radio , se hace 
máximo el área de un sector circular 
de perímetro 2p ? 

А)р/5 B)p/4 C)p/3 D)p/2 E)p 
RESOLUCIÓN: 

* Graficando el sector circular : 


B 
* Se sabe que : ы. о 


* Por condición : 2p = 2r + L 

= L = 2p - 2r....(II) 
*Reemplazando (II)en(1):S-r(p- r) 
* Para maximizar S, completamos 


аа ОРДА 
cuadrados : S= 2--(r =) 
* 515 esmáximo:r- 5-0 r- 5 


CLAVE: "D" 


Se tiene una malla de longitud L 
con la que se desea cercar un 
terreno que tiene la forma de un 
trapecio circular. Calcule el área 
máxima del terreno que se puede 
cercar con dicha malla. 


12 
2 

АЛ? B) 2 
RESOLUCION: 


12 


aL? х1? 
а Зек ае 


* Del gráfico mostrado,el área está 
dada por: S= (E) 


* Como el perímetro del terreno es: 
2btatc-L-atc-L-2b 
* Reemplazando en (1) is 12% 


* Efectuando y completando el 


cuadrado para maximizar: 
12 1, 2 
Tm (5-4) 


* Para que S sea máximo (ь- Ду 


debe ser mínimo es decir, igual а 


E 
cero. Luego: 18.16 
ЕРТА:“Е” 
PROBLEMA 14: 
Dadas dos circunferencias 


concéntricas , de centro común О , 
se trazan los rayos ох y oy que 
cortan a las circunferencias menor 
y mayor, respectivamente , en А, 

ByD, С formándose un trapecio 
circular ; cuyo perímetro siempre 
semantiene constante e igual a 2p. 
Si la diferencia de los radios de 
ambas circunferencias coincide 
numéricamente con el valor del 
ángulo central formado por los 
rayos , determine dicho ángulo en 
radianes para que el área del 
trapecio sea máxima. 

P P 


P P 
DAS AS моје == Ду 


P. 
із "s 5 в 3 


RESOLUCIÓN: 


* Graficando el problema : 


*Dato:R-r=0 =2p=20+ 0R+0r 
* Sea S el área del trapecio circular 
ABCD: =s- PR 


* Luego 8 en términos de q ур es: 
S-(p-q)q 
* Completando cuadrados : 


CLAVE : “E” 


PROBLEMA 15: 

En la figura se tiene un ángulo 
central de medida ¿radianes y arcos 
de longitudes b у с 
respectivamente. Entonces el área 
de la región sombreada mide. 


RESOLUCIÓN: 
*En un sector circular se sabe que: 


D 
* Por lo tanto , para el problema , 


APROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO ^ 


E 


laregión sombreada se expresa así. 


RPTA : “A” 


PROBLEMA 16: * 
La figura representa una 
transmisión dentada de radios r, y 
r, como se indica. Si el punto P 
sobre la rueda de mayor radio, gira 
un ángulo 8, entonces el punto Q 
correspondiente sobre la otra rueda 
girará un ángulo igual a. 

Ae 


ЛЕУ 
E) |gPJe 
RESOLUCIÓN: 


Como la correa de transmisión que 
conecta a las dos ruedas determina 
queel desplazamiento longitudinal 
de cualquiera de sus puntos es 
constante a lo largo toda su 
extensión . 

* Supongamos que a es el ángulo 
girado por el punto Q en la rueda 
de radio r, . 


* Vemos que las ruedas están dias 
poruna cadena , entonces se cumple 


2) 
Та 


| RPTA : "B^ 


que: ££, => бгітат; => а -( 


PROBLEMA 17: 
La figura muestra un montacarga 
con un tambor de 60 cm ДЕ 
diámetro ,siel montacarga gira 2 = 
8, entonces la carga se eleva 


RESOLUCIÓN: 


* Реја figura se observa que altura 
a la que se eleva la carga es igual a 
la longitud del arco г que recorre el 
punto P al pasar de P a P”. 
7x3,1416x30 
а ет 
=> 6 = 164,9 ст = 1,65 т 


ВРТА : 


є=7Ёхабет= 


“р” 
PROBLEMA 18; 

El sistema adjunto sostiene una 
varilla PG de longitud 15 ғ Se sabe 
que para poner la varilla en forma 
horizontal , se ha girado la polea 
pequeña un ángulo de 4 radianes , 
sin que haya resbalamiento. 
Entonces , cosa vale: 


7 1 1 
А); B4 Oz 
RESOLUCION: 


“ВРТА: “Е” 


EDITORIAL RUBISOS 


PROBLEMA 19: 

En la figura mostrada , se tiene 
az. Se sabe que una rueda de 0,2 
em de radio da 45 vueltas para ir 
de A hacia B. Calcule el área 
(епст?) del sector circular АОВ. 
D)486z 


E)488 5 LS 


RESOLUCIÓN: 


А)366л 
B)388 л 
С)468л 


* Considerando el sector circular 
AOB como una superficie sobre la 
cual se desplaza la rueda en forma 
perpendicular, 

* Se observa del gráfico que la rueda 
se desplaza desde А hasta В. 


* Además el centro de la rueda 


recorre una longitud. 757 ЗЕ 


* Por dato : № vueltas= 
LE 

45= 3 =R=54cm 
2x(0,2) 


* Finalmente el área del sector 


2265823 
2x(0,2) 


circulares: 4геа=хЕ(бет = 486xcm* 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 20: 
Sean лов,сор у EOF sectores 
circulares. Si la longitud del 
2В-а; ОЕ-а. Halle el área de la 
región AOB si las áreas de las 
regiones EOF, ECDF y ABCD son 
iguales . 


ATRHIGONOMETRIAS 


RESOLUCIÓN: 


*S: Área de las regiones: EOF, ECDF, 
ABDC 


* Piden 3S 
* Se sabe: drea Orte T 
а? 
ни 
= 1 2 
5= 3 DA? — (п) 


* Luego де dividir (1) + (11) resulta 
que: 


* Finalmente en (1) se obtiene: 


S134; = 38=9 set 


ЖҰТА 2D” 


PROBLEMA 21 : 
Sea : (cos17+5sen7F)sec1 T =4tga , 0 <a <90. 


Hallar el valor de : у = епа + бсоза. 


48.13 B)3418 C) 2/18 р)4 i3 ENTE 
RESOLUCIÓN : 

De la condición: 

(cos 17 + 5 зеп 73°) sec 17 = 4їап а 
Por razones trigonométricas de 
ángulos complementarios: 

(cos17 + 500817") вес17°=4ап а 
Por razones trigonométricas 


recíprocas: 
6 cos I7 sec I7 = 4 tan a 
зе Ричи" 


6=4tana 


3 
tana== 
апа= = 


como: 0° < а<90° 


ФУ pr 


2K 
Reemplazando en: 


ЗК = 
М ЗЕ +5[ вк) э М=ПЗ 
ЕРТА : “E” 


PROBLEMA 22 : 
Enel nd de h figura adjunta 
„ве tiene que MP.3 Hallar el valor 


; PN 4 
numérico de tga+16tgf . 


D)17/5 
Е) 17 


RESOLUCIÓN: 


Por condición del ви E 
МЕ 3, maMNP=3 


МР 4 
ISMPN(notable): MP=45 у 


MN=75 


DAHN (notable): AH=48 y 
HN=36 
* Luego: 
MH-MN —HN > MH=39 
BM-PB- MP > ВМ=15 


* Se pide calcular. 


60 39 
К= и К=-- +16] — |>К=17 
вата + I6tanf =>. жщ? 49 = 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 23 : 


Se tiene un triángulo rectángulo 
PQR recto en Q. Si se cumple que 
cscPcscR = 2, calcular el valor de 


K=JcotR+2 


А2-/2 B/5 01+ БЫЗ #2+]5 
RESOLUCIÓN 65: в 


T 
Del dato: escP cscR-2 


г LA ENCICLOPEDI 2012 


Reemplazando Lts aL >= 


Del teorema de Pitágoras: 
р? +r? = Эрг 
Luego: (р - г) = 0 > р = 
Finalmente: 
Р=й=45* = K=,[cot 15+2=/3 


RPTA : “D” 


PROBLEMA 24 : 
En la figura , AB = AC, Hallar el 
área del triángulo: A 


27 
аза 
В) ви? 

25 2 
Озун 


29) 10и* BL с 


E) 6u* а ——=м 
RESOLUCIÓN: 


AABC isósceles Si trazamos altura: 
AQ=h 


BQ-QC-7 
АВЕС ^notable(37* ‚ 53°) 
AAQC Anotable(37? ,53* ) 
4t 7k 10 
> лысы біз? >h= 3 


Por lo tanto. Ayo =5%0x х10- zp 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 25 : 

En la figura , АВ=4ст yDC=BD. 

Hallar tg a 


A B 
A) УЗ в)з С) YE D) ҚЫ Е) s 
9 5 6 4 
RESOLUCIÓN : 


DPHOBLEMAS RESUELTOS DE REFASO ^ 
De los datos , se tiene. 
|» .AH-4cemyDC-BD » 


* En el АРВ: notable 30° y 60°. 
* Si AB-4 => BD-2-DC 


* Enel AAPC tana= È 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 26: 


En la брига: tga = 2,4. El valor de 


Del dato: mE 
tiene: 


En la figura se 


17 

Donde observamos que en el ~ внс 
, por el teorema de Pitágoras se 
cumple: 10? 4942-5? Del Б вис: 
at= 24! 47! => а=25 

5 RPTA : “В” 
PROBLEMA 27 : 
Enun triángulo ABC, AB = 4cm. 
А =30° y 6-45.Elárea de dicho 


triángulo es: 
d В+? СВ ат 


даай: 


[толо] 


RESOLUCIÓN : 


Asno ien 


* En el triángulo ABC: 
т = conso e 45У = 2/8 


* En el triángulo ВОС: 
пећи sni = 4 1= 2 
* Luego: 


Auso = 5 (984 2)2 7 2(/8 деті! 


ВРТА : “А” 


PROBLEMA 28: 
En la siguiente figura, calcule el 
valor dea 


y e а 
x x x x 5x 
Ans B Cn D, Ea 
RESOLUCION : 


*Del gráfico se tiene: Agyp 
(Notable 30? у 60°) 5 о = во" 

* Dado que: 58 = NS 5 в = 30° 
Aygw (Isósceles) :m« MNR = а 


+ авир<> 
за rige a- SEP 


. га== 

Entonces: а 3 
ЕРТА : “A” 

PROBLEMA 29: 


En la брига , QM у MR están еп 
razón de 3 a 4. Hallar £g0,, 


EDITORIAL, RUBINOS. 


En el triángulo rectángulo isóceles 
PQR se traza MH LPR- 
55 RHM: isóceles 
HR=HM=4a > МЕ =4 a y como еп 
SPQR 
PR=(7,/2 « a AVZ} ма 


=PH =10а 


Luego: tano = HM . 42. 


PH T 100° 5 
ВРТА : 


i tano -= 
“с” 
PROBLEMA 80: 

En la беша, de inis ABC es 
equilátero Nu 4м. . Calcular 


сяса- сір а. 
B 
A с 
Уз Уз 48 Уз Уз 
Элу Par О а, АДАМ 
RESOLUCIÓN: 


El AABC es T 


* Enel МНС : 


Por el teorema de Pitágoras A 
МС=14п т. Entonces 


* Racionalizamos: _? 
УЗ 


окса 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 81: 
Enla figura, AD = бсту BC =2 
em . Hallar гр a+ctg а. 
А) 3/2 
B) 2413 
ст 
D) JIS 
E) 2/5 DLE 


RESOLUCIÓN: c 


c 


Az c 
к — 6— ———-2tana iB 
Enel АВС 
cota= бт, соја lanas 


Por identidad de Lengendre 
(сойа ала)! — (cota - (ала)! -4cotatana 
ја сүр 


> cotartana = ҮЗ — А 
ЕРТА : “р” 

PROBLEMA 32 : 

Еп la figura, ¿cuál де las relaciones 


satisface x ?. 


A) x 50x +49=4(х? – 49) 
B)3x* + 106х? + 147 - 0 


e*t e49) (7) 


ар 3 
MENE 16 
ГРЕГ Маз Кы 
(х? +10(х* +49) 167 
RESOLUCIÓN : 
Por el Teorema de Pitágoras y 
considerando el área del triángulo: 


|| 
7 


[1041 | 


Elevando al 
transponiendo: 


cuadrado y 


Ғы 5ч 
(х* +40052 +1) 167 
ВРТА : “Е” 
PROBLEMA 33: 
En la figura АВ=ВС y además AN 
y BM son bisectrices de los ángulos 
BAC y ABC respectivamente. 
Si tg(a«8)-/3, entonces el valor de 
x es: ^ 


A 150° 
В) 120" 
Су 135% 
D) 105" 
E) 127 е? M с 
RESOLUCIÓN : 
N 

с 
Dato: АВ = BC > m<ABM = m4 MBN 
En el triángulo sombreado: 


а + В + х = 180° pero del dato se 
tiene: ig (a+ 4)=/3 = а + р=60“ 
шэх-120% 


ЕРТА: “В” 


РКОВГЕМА 84: 

Еп la figura , haciendo centro еп О 
ве ha trazado el arco AB, Si М es 
punto medio de ОВ y al a 
halle соға. 


„за -3 
pas: -2 pE- 1 
RESOLUCIÓN: 

De los datos tenemos que 


ВМ = МО = За 
МО = 2(АМ) = 4a 
АМ = Za 


Enel РМО observamos 
РМ -3а/3 


Trazamos MH PN Entonces 
HN = 4а, PH 23a43-4a y MH = За 
Luego, en el 5 РИМ tenemos : 


PH _ Sad 3 - 4a 
cota = УН SRS- EU 
=> софа = Же 
ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 35: 


La figura muestra una disposición 
de equilibrio. Determine la 
distancia en metros entre el bloque 
y el punto fijo. 


To 


A) 10,2 В) 12,4 C) 14,2 D) 16,9 E) 18,7 
RESOLUCIÓN: 


* Se traza PH і МФ, entonces en el 
D PAQ se obtiene: 


sF HSF 0/52 8 oett 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 36 : 
En un triángulo rectángulo ABC 
recto en C se cumple secA = £2 , 


све" A- 2sec B 1 
Calcular: ena жей 


А8 BM с)2 0)6-4/2 Е 


(КРИОВЉЕНА5 RESUELTOS DE REPASO ~ 1048) 


Sea el triángulo: 


Del dato: seca = 222 — tan = 2secA 


Baco 2m ай =200 (1) 
Reemplazando en la expresión: 


Ls -P= 
-»secB- „ср =2 = (весв. 1? =2 


Reemplazando: N=2 

ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 37: 
La siguiente figura es un cuadrado 
,donde Q es el punto medio del lado 
AB , determine rud 


с D 
* Se observa del gráfico que: 
9-53" сс 52725 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 38: . 

En la figura adjunta: а =5/8 , 
NB=x+2 , AN=2x. Entonces 


4/54 В) 58 с D) 45 FT 
RESOLUCIÓN 2 

е 5 
РОВ 


En la брига , tenemos: 


6 
а= гу нсана aD 


De (I) y (1I): 


Pe 
Resolviendo la ecuación , se tiene: 


x=2Del Ex mac, definimos: 105 


Reemplazando el valor de “х” 
> б=т 


ВРТА : “А” 


PROBLEMA 39: 

En un triángulo isósceles , las 
medianas trazadas de sus vértices 
de ángulo iguales se intersecan 
perpendicularmente. Entonces el 
coseno de uno de los ángulo iguales 
1 Уз 1 1 
As Ву ON D Ems 
RESOLUCIÓN: 

* Piden: coso. В 


A H с 
--а----4-. 
* Como: б es baricentro 
* Sea: GH=a 
* Por tanto: BG=2a 
* Si: GH es mediana del 2АСС , 
entonces АН=НС=а 
* Del AHB, resulta: AB=a/10 moet 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 40: 


En la figura, EF=2cm. Hallar BC. 
A) 2seca cm B) 2ctga cm C) 2sena ст 


D)2tga ст E) 2сова ст 


EDITORIAL RUBIOS 


2 


RESOLUCIÓN: 


En el gráfico | | ў 


ѕе аға ЕРІСР. 
= ЕР=х = АС//ЕР = т«РЕҒ-а 
ХЕРЕ = х-2соға 


RPTA “E” 
PROBLEMA 41 : 
En la figura mostrada se tiene un 
cuadrado ABCD con uno de sus 
vértices en el origen de coordenadas 
y cuyo lado tiene longitud a 
unidades. Бі el segmento pi divide 
al cuadrado en un triángulo y en un 
trapecio cuyas áreas están en la 
relación de 1 : 4. Calcule la tangente 
del ángulo MDC. 


B 
M 

D 
L pjg 


3 
7 B. QUE 
RESOLUCIÓN: 


* Al plantear condiciones en el 
gráfico, se observa lo siguiente: 
Y 


* Del gráfico, se tiene: ad 


también 56S=a?. LANA 


“ТІ 50. VO PLE 
PROBLEMA 42: 
En la figura , hallar x. 


АЈ К sec* 9 sen 9 B) K tan 0 cos*g 
С) К sec* 0 tan y 
D) К гесі 0 cos 
RESOLUCIÓN : 


Por resolución de triángulos 


rectángulos tenemos: 


E) К cot 9 вес? 9 


En el triángulo sombreado 


хсоз”0 


definimos: н? 
K 


= х= Kandi => x=Ksec0 бапо 
cos 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 43 : 


En la figura, la longitud del 
segmento PSyRT es L y la del 
segmento TS es K. El valor de K 
está dado por: p 
A) L(senf - sena) Ё 
B)L(sena + senp) 
C) L(sena x senp) 
D) L(sena — зе) Р. 
E)Lsena + senf 


RESOLUCIÓN : T 


* En la figura, si: 50 =у, TQ-x 
* Entonces: sena=x/L; senf= y/L 
* Luego: sena – зепр= x – у, = КЇЇ, 
* De donde: KzL(sena - seng) 
2 ЕРТА : “р” 
PROBLEMA 44 : 


En ип triángulo ABC , rectoen В, 
la mediana CM y el cateto BA 
forman un ángulo agudo y, entonces 
igo es: 


АЈА || ВОВА ^  C)StgÓ 
DitgA+tg€ — E)2(tgC *ctgÁ) 
RESOLUCIÓN: 


* Del enunciado se tiene la figura: 


Эт, 


А 
* Sea: AB=2m. 
* EnEXABC:BC-2mtanA 


* Luego en el Б.СВМ: 


2mtan A 
m 


tanó= > tanó=2tanA 


ВРТА : “A” 
PROBLEMA 45 : 


En la figura , halle AB en términos. 


deR yo. € 


A)Rig0ícosecó+1) В)Есой6(совес 0+1) 
С) Е 0 (вес 9+1) 

D)Root0(sec0+1) Е) Вів 0(совесд 1) 
RESOLUCIÓN : 

48-100 AB=ACIgO 

=(АО+ОСИк 0 =(R+0C)tg0 


* Por otro lado: A 


Е 
СИДА в 


+ Luego : AB = (R^ Е совееб) 10 
=RIg0(1+cosec0) 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 46: 
En la figura se tienen dos 
rectángulos ABCD y ABMN que 
forman un ángulo diedro cuyo 
ángulo plano mide a. P es un punto 
del plano ABCD, tal que la recta 
AP forma un ángulo в con Ар y un 
ángulo д con el plano del 
rectángulo ABMN. 


¿Cuál de las siguientes relaciones 
es verdadera? 


Ajtanf= tana 


+ secta - tan? 6 
fana. 


ie secfa «ton? 8 


sena = 
СиаляЙ- WESS Djtanf = 


RESOLUCIÓN: 
*Si: TH-a Ж 


Влапр = 


cosa 
1+ sen 


* Del esquema , se tiene que: 


PH Капа. 
tai == m 
is AH k? +k? вес? atan? Ө 
Б fana 
1+ вес? atan? 0 
RPTA:B 
PROBLEMA 47: 


En un prisma hexagonal regular 
ABCDE- A'B'C'D'E'P. la longitud de la 
diagonal mayor del prisma es d y la 
medida de ángulo А'рР es 0. Halle 
el volumen del prisma. 


A 3 adosado E 
n Sd li au imma 
Od retento || 
DS Sd I tument 

E) Зва Плн? sao 
RESOLUCIÓN: 


A 
* Nos piden: V prisma volumen del 
prisma 
* Dato; el prisma es regular 

5 (A'B'C'D'E : hexágono 
regular) 
* Asumiendo que А es el área de la 
base: 


КЕНЕ Vise а 


* Рот el teorema de los tres 

perpendiculares : 

— "amaA'F'D = 90° 

* En el AA'F'D: R=d sen 0 

“Еп el AA'D'D: 

BEHAD)? = а... (L) 

* En la base : A'D'-21—2d вепд 

* En (II) resulta: s-a1-4sen?6 

* Finalmente en (I) se obtiene: 

әуе B нен? sento 
RPTA : “А” 

PROBLEMA 48: 


En la circunferencia de radio R se 
ha inserito el triángulo ABC con 
АВ = АС. Бі la medida de ángulo 
BAC es 9, entonces la longitud del 


lado BC es: 
Nope AE 


А) Езепе В) Езеп0/2  C)2Hcos8 
D) Есоя0/2 E) 2Кзеп0 


RESOLUCIÓN: 


А 


e 
* Como ABC es un triángulo 


isósceles , AH es altura del 
triángulo y bisectríz del ángulo 
BAC. x 


* El triángulo ACP es rectángulo 
con ángulo recto еп Су AP = 2R 
* Se tiene: 

ө AC. AC ө 


EY TIT ле ARS, 


* En el triángulo rectángulo АНС: 
HC, HC 
2 АС ?Ксов0/2 
S HC = ЭВ сов уве 2 = R seno 
10: ВС=2НС = 28 send 
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RPTA : “Е” 


PROBLEMA 49: 


Una diagonal de un paralelepípedo 
rectángulo forma con las tres 
aristas concurrentes a un mismo 
vértice los ángulos a,2y 0. El valor 
de sen*a+sen* freen*O ев: 
А)3/2 82  C)/2 Оз ЕМ 
RESOLUCION: „ 


*Enla 
se tiene un 


rectángular 
ABCD- 
EDGH 


* Se conoce : d = Ја +57 +e? 


la? + ако? 
а Eee 


* Análogamente : 
ABRE: sen! pa — ++ 
x а? +5 c 
6+0? 
PUTET: 
Р 3 25. 2(a! «b! +e") 
=> зеп?а + sen? f + sen e 


АВСН: sena =, 


ABAH: веп?0 = 


> senta + sen? f + sen*0 = 2 

ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 50: 
En la figura mostrada , si ABCD 
es un cuadrado , ADC un sector 
circular y M es el punto medio de 
AC , entonces la tangente del 


ángulo MAB es ^ ~ 
с 


1-і? 
`В) 1+ 4/2 
©) -1+ уз 
Diis 43 
E)- 34448 


RESOLUCIÓN: 


* Dela gráfica se aprecia que:DN=a 
* Por tanto: DM = Ар=а/2 
*Del triángulo rectángulo 


sombreado APM tenemos: 
fanü- а/2-а 


* Al simplificar, resulta: (ал0-/2-1 


ЕРТА: “A” 


> 


PROBLEMA 51 : 3 
En la figura mostrada, halle el valor 
де: g = ABsen( - y) 

сову 


АЈ ВО iD 
B) AC 
© CD 
D, BC с 
Е) АБ 


RESOLUCIÓN: 


A с 
* Nos piden: 
ва Bony) | а) 
сову. а 
* Зе aprecia: Es AHB: sen(x-y)= 4% 
ES. рив: сову = яр 
* Entonces reemplazando en (I) 
obtenemos: 


p 
AB 
Е- га => Е=вр 
BD 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 52 : 


Determine tan(a) en la figura 
mostrada si AB=BC y M_ punto 
medio de AB, donde MD// BC. 


с 
уз J 2/3 эй У 
Эзу a Ван 
RESOLUCIÓN: 


ж гаса MOR la altura | 
entonces el SDHC es n 


АВ=ВС = та ВСА=т МР 


([STRIGONOMETRIA2 — 7 — 10x85] 


* Entonces elt РНР es: notable 
DH-PH-|3 
`МРИВС P es punto medio de АС. 
АР=РС=\/3+1 
ЈЕ 


* Enel EAHD : :tana= 2 т 


ЕРТА : “А” 


PROBLEMA 53: 


En la siguiente figura, М es punto 
de tangencia. Si FM=4u, entonces 
la longitud de la circunferencia es. 
c 


aŠ āu 
3 
B) gru 


C)2/5xu 
DI2J5u 
Е)зғи 


RESOLUCIÓN: 


* Enel Um те? ee DD) 
* Dela figura: 
в 


~ eie 


E ME 
* La longitud de la circunferencia 
Será: г = 2x(2sec0) S = 2я/би 


ЕРТА : "C" 
PROBLEMA 54: 

En la figura mostrada , РА ев 
perpendicular al plano del AABC y 
AB es perpendicular a BC. Si BC 
та, m<ABP= ^ т<ВСР-а, halle el 
volumen de la pirámide Р-АВС. 


E 
a з 
D) па 0n" озеп 


RESOLUCIÓN : 


*Enla figura; PH 1 ВС, por teorema 
de las tres perpendiculares. 


PBC por resolución de triángulos 
rectángulos PR-atan a 


РАВ por resolución de triángulos 
rectángulos AB=atan a cos y 
PAzatan asen y 
* El volumen del sólido será: 
Ve anc" San) (AP) 


2 
> V anc (E tanacoso (алата) 


* Luego agrupando, resulta: 


Pp. —— ma у, 


ВРТА: “А” 
PROBLEMA 55: 
Determine la altura en km de la 
superficie terrestre а la que gira un 
satélite, cuya visión cubre un arco 
de 120" en la superficie de la tierra. 
Tomar: R=6400 km como radio 
de la tierra. 
4)12800 — В)6 400 
Dj1 600 E)800 
RESOLUCIÓN: 


С)3 200 


* Del gráfico : 
Lg = 120 
= M«SORB - 60" 

smell SBO 

= А+ -Вьесво" 
= h+R=2R 
> һ+б400=2(6400) 
> леваооћа 


ВРТА: “В” 


PROBLEMA 56 : 

Desde lo alto de una cima se 
observan los puntos A у В, con 
ángulos de depresión а ул, 
respectivamente , los cuales 
satisfacen la condición siguiente 
tga=tgp + 0.3.51 los puntos A y В 
están distantes 20 m у 60 т, 
respectivamente, del pie de la cima 
y hallar la longitud de la altura de 
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А)10т B)30m С)20т D)70m Е)50т 
RESOLUCIÓN: 


De los datos 


INS 


30 һ-- 
Nos MEER. Condición. 
lana -tan $=0,8 
À hk. 3 hh. = 
20-50=10 > т-в”ЗР*“10" 
DU 


RPTA : 


línea 


A horizontal 


= 


CA 


PROBLEMA 57: 

Una persona localizada en А 
observa directamente al este y ve 
un OVNI con un ángulo de 
elevación de 45°. En el mismo 
instante otra persona localizada en 
B „а Ikm directamente al oeste de 
А ve el mismo OVNI con un ángulo 
de elevación de 30”, Determine la 
distancia en km de la persona 


localizada en B al OVNI. 

A) 1,89 B)2,22 С)2,73 
D)2,91 E) 3,01 
RESOLUCIÓN: 


* Del enunciado se obtiene : 
o 


Incógnita BO. 
* Luego : во= (58 „Теле ) 
= во» [8 „ 2.(,, узу] > во-ала ки 


КРТА : “С” 
PROBLEMA 58: 

Dos puntos están ubicados еп un 
mismo nivel del suelo. Desde uno 
de ellos se observa el extremo 
superior de un poste con un ángulo 
deelevación ау desde el otro punto 
se observa el punto medio del poste 
con un ángulo de elevación 2. Si la 
suma de las distancias del poste a 
cada uno de los puntos es d, calcule 
la altura del poste. 
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A 
соға + со! д 
га 
2tana* tanf 


а+241апв В) 
С) га соіа + doot D) 
E) айап a+2c0t8) 


RESOLUCIÓN: 
* Sea h la altura del poste: 


I heota—i— јео“ 
* Se observa del gráfico: 
ћеоја сов = PQ => hcota + cot p =d 
* Luego despejando : ^ = 


соба + cot 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 59 : 


En un triángulo rectángulo ABC, 
recto en C, se tiene: 


Үгеп Aysen A 4 sen А = (cos В)“ 


Hallar: esc(A). 


8 12 5 3 5 
А); Bn € D; E 
RESOLUCIÓN: 

Del dato: A--B-90^— cosB-senA 
Reemplazando en la expresión. 
вепА | вепА ЈвепА. 
= (senA""^ (sena = sen A*A 
T8 Ар 8 
а тт А => 
ВРТА : “А” 


PROBLEMA 60: 


En un triángulo rectángulo, el 
cuadrado de la hipotenusa es igual 


a 5 del producto: de sus catetos. 
Calcular la cotangente del ángulo 
mayor. ў: 

1 
Ал B3 


0 D)? E) 


RESOL UCIÓN: 
Dado el triángulo ABC: 4 


Por dato: b? - ac 

Pero: 

а? «c? - b? a! ee бас 

2а? + 2c? = Бас => 2а? – Бас + 26" =0 
(2a-c)(a-2c)-0 => c-2a o e=5 
Sia: medida del mayor ángulo 


agudo 


а 1 
=> е>а > с=2а => сх=—= 


ZI] 
“в” 


ЕРТА: 
PROBLEMA 61: 


La expresión trigonométrica 
arc cosu=z significa cos z=u , 
suponiendo 2 c |, z|. 


Hallar 2 зеп [are cos i 


rc yy 2/3 „УЗ 
А); BT сыз D)^- E 
RESOLUCIÓN : 


Dela expresión trigonométrica: 


donare oos 1]=9зелба 52D [ 
ЕЕ 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 62: 


Si (5а), ¿cuál es el valor 


бл 
ае Е - 


7 3 
А В)-— ož D)-g Е) 
Es 
Desarrollando y transformando 
convenientemente: 


eme 
=- охна: 5%). соня x)) 


z- (1— 2sen? (1/7+x) 
Trabajando con el dato del 
problema: sen(x/7+x)=1/3 


Reemplazando: 
z-(1-2.(/8)*) =-7/9 
ВРТА : “р” 
PROBLEMA 63: 


Hallar el valor де la expresión : 


tanta | tan? 5x tan? 7я fan? Пл 


х= 


12 12 12 12 
А)28 B)32 C)1 р) 26 Е) 6х 
RESOLUCIÓN : 


* Se tiene la expresión: 
x= tg? = tg? A tg? =. ez шк 


ж Я A 7л — mig —— 
Como: 18157 815 eta 
* Entonces la expresión puede 

expresarse como: 


= zum 

13 ял яя 
ES ze! G- je E A 
* Luego: 


x=2[(2+/3)%+(2-/3)*]=28 


ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 64: 


El valor numérico aproximado de 
Pan) sen( Z z је. 
4 12 12 
A)1,06 B)1,56 C)2,11 D)2,19 E)2,56 
RESOLUCIÓN: 
* Sabemos por triángulo rectángulo 


5 + 42 
* De donde: 


бл л 
tan, 7243 ^ sem 


y6-42 
4 


* Al sustituir valores se obtiene: 


eec (28) 


> ge 9B -1,06 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 65: 
Hallar el área de la región 
triangular determinada 2:93 las 
rectas: 
L, : 3x-4y+6=0, Ly: ГЕТЕ 0 
y el eje X. 
А)ви? В) 75и? C) 85и? DJ9: 
RESOLUCIÓN: 


ATRIGONOMETHIAS 
Sean las ecuaciones de las rectas: 
Ти: Зх -4у+6=0 
То: 3x+y-9=0 
Graficamos: 


Para calcular la ordenada de 
P(x; y) resolvemos las ecuaciones 
de js y e 
8х-4у%б- Зх+у-9 
y=3 

Nos piden el área de la región 
triangular АРВ: 5 

5х3 


> 5=7,5 и? 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 66 : 
Del gráfico: У 
х 
а 
А 
Determine 
3sen +sen a+sen b 


боо == +cos a cos b 


A)-1/2 В)-113 С)-1/4 D)1/2 Е)1/3 
RESOLUCIÓN: 
* De la figura: b- а =180° 
* Luego: a - b = -180° 
* А] sustituir en la expresión K resulta: 
3 зеп ( - 60^) senatsenb 
6 cos (—30°)+сова-+сов 


S onm жао) 
УЗ 


6 ST +cosa+cos(180°+a) 


= <КЕ= 


m 
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ЕРТА ; "A" 
PROBLEMA 67: 
Si:fana=p/q y 180' са < 270 2] valor 
de sen2a será : 

jipa] ру 2 [рї] 


Муза Dy О рн 
p) 2eld gj ipia 


pug оре 
RESOLUCIÓN 83 : 
Y 


Si 180" < a «270^ 
x entoncesa e HT 
cuadrante. 


* Piden: sen2a=2 sen a.cos a 


* Se sabe que en el Ш cuadrante el 
sena ев (-) yelcosa es (-) 


* De la figura: 


=P 
вепа = ~ 
pa? 
* Finalmente: 
-р 9 
sen 2a=2 ———— — x 
она? реа 
2pq 
=> sen2a- 
2 
pg? 


RPTA : 
PROBLEMA 68: 


El valor del ángulo ө que forman 
las rectas L, y L, del gráfico 
mostrado es : 


“в” 


RESOLUCIÓN: 
* Del gráfico : 


OP=0Q > Q(7;24) 
*De:042x290^ 


Q(7;24) 


=> со = senda 
> соё = ала 
Ietan* а 
X 
* pero : tana ——— 
*Luego : 
598 s 336 
созд е 280 arcos (396) 
ВРТА: “С” 


PROBLEMA 69: 


En la figura mostrada , halle 
tan&*cotó sabiendo que m > 0. 


Y 
Pr 
VA 
y=mx 
х 

а) в.) o (=) 

т т 

-2m m 

Р lem a md ) 
RESOLUCIÓN: 


+ Se observa que en la recta 7 ве 
considera un punto genérico P 
cuyas coordenadas es 


P(x; y) = (a; am) 


* Además P' es punto ortogonal de 
P entonces: 


Р(х; y) = (-am ; a) 


* Luego reemplazando en la 
expresión dada , se obtiene: 


tangscotg S. (яй ч) 
-ат а т 


БРТА : “С” 
PROBLEMA 70: 
БЛ fana-- у а estáen el segundo 
cuadrante , hallar: 


З(сова+бзепа)_ 
2соѓа 


ANO B) RU LI d келі ар 


к= 
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RESOLUCIÓN 64 : 
Deldato tana=- ^ ае Пс 
Considerando 90? < а < 1807, 
tenemos: 

PCS) 


10 


х 


Definiendo las 
trigonométricas en К: 


razones 


Obtenemos: 
A) tana в) епа «tana. cj 2eena -!ала 
2соза 2соза 2соза 
Djina g) netan: 
cosa 
RESOLUCIÓN : 
Sentsta)-Cos[ 5 -а }+Тал(®к+а) 
Na. Ж 
Соз(а – x)- Sen] 2-4 
ES n= епа - Sena+Tana _-2Sena+Tana 
-Соза-Соза -2Сова 
ед. Шы? 
2Cosa. 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 73: 
Simplificar: 
te £5 


patria), co(-x) | (-х) z 


u$ I 
к зема+бита)_ (% *5* Tig ) 
соға 23) 
2 


ПО 


PES = 


/0 
10 
ЕРТА : “В” 

PROBLEMA 71: 
Se tiene un ángulo а en posición 
normal. Si su lado final contiene al 
punto (4 ;-3) , calcule seca.cota . 

3 5 3 
Max B)- 3 C)- = 
RESOLUCIÓN: 


5 5 
р)? Е)-- 
ER 


Del enunciado se tiene 


O 


RPTA : “В” 


н а ае) 


А)-1 B)1-cig?x С)сәс?х Djetg?x—1 ЕЛ 
RESOLUCIÓN: 
Transformando el ejercicio: 
PERA A) 
вет ро (іш gr 
Entonces por simple inspección: 
Р--1%1-Іжсініх >P=ctg*x-1 


ВРТА : “D” 
PROBLEMA 74: 


Determine el valor de: 
М = cos40” + соз80° + cos 160° 


ANS B с)1 DIJZ Ејо 


RESOLUCIÓN; 
М =соз40° + созво" + cos160* 
=200#60"с0«20" + 08160" 


м=(1) 0820? +соа160" =00820"+c08 167 
M=cox20" +(соз180" – 20) =c0820"+- cos20* =0 
ЕРТА : “E” 
PROBLEMA75: 
Al simplificar la expresión 
соз(450°+а ) со» (630" — а) – зет( 900" – а) зет( 1080" – а) 
se obtiene 
A)2sen?a В) зеп? а 
D)-2 senta E) -2 cos" a 
RESOLUCIÓN: 
Sea 
М =сов(450°+а)сов(630° —a) — 
sen(900* — a)sen(1 080" – а) 


C) cos? а 


EDITORIAL KUEUINOS 
por reducción al primer cuadrante 
* cos d SU «a poros (3607+907 а }=со» (90 ha jasena 
=> cos [4607 Фа | = — вета. EA 
* сож(630" – а cos (360" +270" - а | соз (270 -а)ж- sena. 


Га 
-эғоғ/637-а)--тпа ciel). 


% sen (900 а) ет (2.360 180" — c) oem (180* — а = вет 
[3 


ш) 


* senil 080" - а ово ж 360" п) seni -а)=- зета 
= мет (1 0807 – а] = - menor vi 


* Reemplazando : (I), (II), (III) y 
(IV) en M. 
М=( - sena)( – sena) - (sena)( – sena) 
=> М=вепїа+вепѓа => М = 2sen*a 
ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 76: 
Sean «y ángulos en posición 
normal Д>а, cuyos lados 
terminales pasan por los puntos de 
intersección de las curvas у-=2%, 
х=2. Entonces seca — cscf es 


А)3/2 Y | 
B) 42 
С) 242 
D) 248 
E) 43 


тэ өеп (90T -a jasena 


RESOLUCIÓN: 
De la figura: 


PROBLEMA 77: 
Enla figura mostrada , halle el área 
de la región triangular DES 


Е)-зепбсов0 


* Enel 40QP: 
ЕУ! zd 
A=5 (веп an = 
* Dado que: 


0€ IVC|senó| =- зепд 
|созд) = совд => A=-¿sendcos0 


ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 78 : 
En la figura siguiente , calcule el 


área de la región sombreada. 


А-сод? Воже? C) ожа? 
Ром Юон? 
RESOLUCIÓN: 


* Nos piden: Área de la región 
sombreada 


* Se aprecia que en la figura se 
indica el ángulo 4 con doble sentido 
, por tanto, se debe entender que: в 
es positivo, 


Eos 2 

= on =7 у 0080 u 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 79: 
¿Cuáles de. las- siguientes 


afirmaciones son verdaderas (V) o 
falsas (Е). 


D Tan (1237) - -1 
II) sen(nz)* зес(пл) = (-1)",УЕ 2 
Ш) Si Ysend x Лап 0 <0 , entonces 


pertenece al tercer cuadrante. 


AJFFV ВЕУУ  OVVV 
D)VFF Е)УУЕ 


RESOLUCIÓN: 
1) VERDADERO : 


Тап (12895 )=-1 puesto que 

Tan (12892 )-Tan (soe 2%) 
Зя _ m 

оТап- = (z z) 1 


П) VERDADERO : 


зеп(п я )+зесп я=(-—1)" 
* Es decir: зеспл=(-1) VneZ 
Ш) VERDADERO : 


YVsendx JT an «0,0 e ШС 


* Dado que : КЕ 272 an мапе “0. 


* Бе дедисе : ЕЙ ^ d 
* Entonces : бе ПІС 


ВРТА : "C" 


PROBLEMA 80: 
Simplifique: 


шаан 


Si 0=33". 
a Hed 


D 154348 Е) TA 


6 6 
RESOLUCIÓN: 
Belen 205 | ап 20 2 Че зге) 
= Echend ид semet 
=> E=|sen 330| +|tan390|+lcsc330°| 


FERO 2> ж 


154248 
6 


Mena 


B) с) 


ЕРТА : "C" 


PROBLEMA 81 : 
Simplifique: 


Во 5а) enmt ,пе2 


А)-1 вс" C)0 D)1 E)2 
RESOLUCIÓN: 

* Analizando tenemos: 

I) sin es par: 

R=c08 (‹ 441) Era) +sen(nxra) 
= R=-sena+sena => R=0 

П) sin es impar: 

R-cos (aei за emn) 


= Е=зепа -sena > Е-0 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 82 : 


Si а es la medida de un ángulo 
águdo tal que cos 1996^—-sen a. 
Calcule el valor de : 


E=xcscl5 а-веп1ба 
А)1 В)1,5 C)2 р)2,5 E)3 
RESOLUCIÓN 
* Nos piden: Е=езс15а - зеп1ба..(1) 
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« Рог datos: а medida del ángulo 
agudo; cos 1996"=sen а 


. * Entonces por reducción al primer 
cuadrante; 


сов( 18005:-196%)-- sena 
с08(180°+16° ) = – sena — cos 16"=- sena 
m 


> cos 16"=вепа => а=74° 

* Luego: 
веп150=веп1110° 
=> веп15а=зеп(360°(3)+30°) 
=> ѕзеп15а=ѕепЗ0° 
=senlóa=> лезс15а=2 


* Por lo tanto , al reemplazar en 
(I) resulta que: 


1 
EKE=2-—= 
3 1,5 
RPTA : “В” 
РКОВГЕМА 83: 
Sabiendo que : 


M-tan| ke 7a |ње 2 


Месве[пл+( - D"al;n ez 
Calcule : 
M*-N* 
MN 
Ajtanasenz В)-іппазепа C)cotacosa. 
D)-cotacosa E)-1 
RESOLUCION: 
* Sabemos que : 
tan(kx+x)=tanx;VkeZ 
* Dato : 
M (ба) М =-соіа 


Е= 


* Dato : N =еве[пл * (-1)' a] 

* Sin es par :N = евса ;5і п es 
impar: = N = езса 

* Luego: N esca, Vn eZ 

* Reemplazando en E , se tiene : 


= {апазева 
а 


ВРТА : “А” 


PROBLEMA 84: 


PERS ре m DWS5 EJ3J5 
RESOLUCIÓN: 


* Por reducción al primer cuadrante 
resulta del dato: 


ee(o- 26-2)=- 38 


я \_У5 _ уб. 
> 0se(5-0)= 2 => зесд= 3 


* Por tanto: 9 e ICóIVC 
* De donde resulta: 


1 
зепд=+ 
УБ 
* Haciendo la misma operación 
para М : 


e aa d 


* Luego de eliminar námero entero 
de vueltas: 


* Finalmente reemplazando valores 
obtenemos: 


M= RUE Ms 


RPTA : 
PROBLEMA 85 : 


Hallar el valor de: 


u 


“А” 


іал20- 3 tan 160? 
M M —— |'* seco? send? све135" 
eot 7t Jima 


А) $48 85 -/8 02- 2026 


RESOL CIÓN: + 


Por identidades de reducción al 
primer cuadrante tenemos que: 


tan160” =- tan 20° 
с08120° = - cos 60° 
с8с135° = – све 60° 
Sustituyendo en la expresión М , 
entonces: 
cena) 


_ esto aciendo] 
(tenir cano == |+аесбо“ senso" сэс45° 


Además 
со 70“ = іап20° ; зес50° = с8с40° 


‚_[ 4tan20* 
--М-/4-/2->М-2-/2 
ЕРТА : 
PROBLEMA 86 : 
Para el círculo trigonométrico que 
se muestra en la figura , calcule 


1/2 
) +csc 40 sen 40" [2 
1 


“g” 


* De la figura о 


ATRIGONOMETRIAO 


PROBLEMA 87 : 
Бі cosü < 0 ^ зепб «tano. 


А)-3 B)-2 C)-1 D)! E)2 

RESOLUCIÓN : 

* Por datos: 

• соввед 0cIIC v бе ШС 

• зепд «tan 

* Entonces analizando tenemos: 

I) 8 e ПС=> зеп0>0 ліап0<0 
Entonces, зепд> tan 

П) 0 € HIC = senü <0 ^tan0»0 
Entonces, senü « tan 

* Por lo tanto: бе ШС 

* Al simplificar se tiene: 

send Капа Јожа —en8 | tan | cot 


seno tang" о40 sen *tanó у“ 
=-1+1+1=1 


ЕРТА : “р” 
PROBLEMA 88: 
En la figura , halle el área de la 
región sombreada. 
z Circulo 
trigonom: 


A) -Z (sen9+cos0+tanð) 
B) — 1 (вепд –сов0 + гапд) 
о - = (ветд 4 сов –!апд) 
р) — d (вепд + сов – сод) 
E) -Ż (send сов0+со!0) 


RESOLUCIÓN: 
* Nos piden: 5, +S; 


вепс 
* |сов0|= – созд * |ап0|--іап0 
* Analizando el gráfico tenemos: 


Јата (1 сова) 
2 2 2 


lxemü ож0 


*5=' а *S- 


(tan0)(1+000) -tan0- sen? 
о ана жалан EE D 


* Entonces : 
S, +8, == S (зепд 4 cost +tano) 


ЕРТА: “А” 
PROBLEMA 89: 
En la figura , O es centro del círculo 
cuyo radio mide Jem. Hallar el área 
de la región sombreada. 
Y 


А) 1 sena сона јеле ВУ (сва sena Ien” 
© фетоз+ажа-1тё ный 
ES 1- enda jer 


RESOLUCIÓN: 
En el gráfico: Y 


LA ENCICLOPEDI 2012 


Алвс“Амов +Азсво - Aoc 
я „1хзепа |1х(-соға) 1x1 
БАТУУ ЖА, 2 2 


=» Алвс= Hsena - casa - 1) 


5 Anc” 5 (sena - саза – 1em? 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 90: 
Sia, =b,=nx, п e Z, determine el 
valor simplificado de В. 
cosíay+k јеовја thy josla +, )--сова +) 
сову ћу —by Jcostk, — by eos, -by «сову, ~b) 
donde i = 1 326. 
А)-2 В)-1 СО р)1 E)2 
RESOLUCIÓN: 
* Por dato: 
a, +b, =nx,neZz 
> atk, =nx+(Rk, —b,) 
* Luego tomando el coseno: 
> cos(a,+k, )=(-1)" xcos(k, 
cos(a, *k, ) 
cos(k, — b, ) 
* Nos piden: 


porta, th) сойаҙ%8,) соға +з) 
Пе и) Ъ,) coal hg bz) costas Вузы) 
DRAMA MA x (199 
LI 
RAY? 


Ra 


-b,) 
z(-1)'; nez 


>R=(1/*" = Ru-1 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 91 : 


8- = 10x-2 


4” 
donde a y O son ángulos 
complementarios. Entonces el valor 


de K= ЕБІ ев: 
A2 (124/193) gm ies oms LA 


Si tan(a)=> 


ЕУ tan(0)= 


12- /198 -12- 4198 
DT я 
RESOLUCIÓN: 


* Siendo a y 0 ángulos complemen- 


tarios se tiene que tan(a) = =tan(0) 


мора И 3-2х _ 4х+1 
> 7—5» | 


13 
ве obtiene: ~ т 
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3:26 
* Así : шта=— = 


11 


* Por lo tanto : 
кемеден ңа 
ЕРТА: “С” 


PROBLEMA 92 : 

Еп ип círculo de radio г = 3 seubica 
el radio vector en la posición (x;y) 
en el instante #=0. 

Después de cinco unidades de 
tiempo de giro constante, el radio 
vector está en una posición tal que 
los valores del seno y del coseno son 
opuestos e intercambiados con 
respecto a la posición inicial . Si al 
inicio y>0 y «el ángulo de la 
posición final es: 


АЕ pt gy 
6 3 6 


RESOLUCION : 


P, : opuesto de Р 
Py: el intercambiado de P, 
* En la posición inicial : 

x- 3 3y>0 
*Como el radio es 3, entonces Ë 
luego, consideramos en la posición 
inicial el ángulo z 


* Cuando el seno y el coseno son 


opuestos, el ángulo en la posición 


TER 
*Finalmente, en la posición final el 
ángulo es м 
RPTA : “E” 


PROBLEMA 93: 

Si sen*a *cos^a es igual a la 
expresión А+Всоз4а +Ссоз8а 
para cualquier valor real de a , halle 
A+B+C. 

1 1 1 
Ag Pug Og 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando identidades auxiliares 
tenemos: 


т 


2 Е 


(costa + sena)? = (+ Leosta) 00 


44 
(cos*a – senta) =сов? 2a ............... (TI) 
* Luego sumando (I) + (II) se 
obtiene: 

2n atonta) 24 oo da coda tens 2a 
E 


14+cos4a 
tat 4 


* Simplificando: 


а. 38. 95,7 1 
жу,  созда+ — 
sen а+сов а 164% созба 


* Por las condiciones: 
PLU CES 


* Resulta: Аза Bel. ict 
> УЕЛ, 
* Observación: 
sen*a-&cos*a =А+Всозёа * Ccos*a....... (I) 
como es una identidad рагаа=0 en 
(1) 0+1=А+В+С => А+В+С=1 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 94 : 
Si: 
ftan?x + сох) =весіх+свсёх 
Halle f(2) + f(3) 
4)20 B)21 С)22 D)23 Е) 24 
RESOLUCIÓN : 
C а aec хаса“ х 
Кыыл n rm жеме х)? —2 sec" x cac? x 


[AL lan! с+1+ео!* x)! — 2 (scc! x4 esc” ж) 


Пићан ito! eco! х) Beton Gt col Ex) 


* Asumiendo que : 
1ап?х + соРх = a , entonces: 
Га, = (2 + a) 2(2 + a) = fa, =0*2a 
* Finalmente resulta: 

fa = 8у Га, =15 = fa +tfg=23 


ЕРТА: “D” 
PROBLEMA 95: 


Si :escatana=3 ; halle : 


y=c0s(a+secta—tan*a—senta 


7 9 9 м „146 
Аа Pg Ош Uy DG 
RESOLUCION: 


* 2 еюа*”®ьз 2. 
Del dato : соға 37000074 
* Reduciendo y tenemos : 
y = cos “а — senta + seca — tanto 
+ у (бое 2а — зато (сов? а + sena) + с 
1 


+ бета — tan? о)(гзео®а + tan? о) 
1 


=> у = сов?а — sen?a + sec a + tan a 


= у = 20080 — 1+ 2веста —1 
= у = 2cos*o + 2вес*о —2 
* Reemplazando: 
2 
уза (1) +2(8)? -2 = y 


RPTA : “Е” 
PROBLEMA 96 : 


ж ь 2/2 
Si сойх) = (2) , encuentre el valor 


de la siguiente expresión : 
E= b 
bsenx  acosx 


siendo x un arco del primer 
cuadrante. 


Lf 
484 ада Өр 

ы а? 
RESOLUCIÓN; 
*Como : corse A]! > Li 
а a 


* Reemplazando en E: | 
g= 1 |вепх | 1 jos 


соз x coes Vaen?x 
*Simplificando y dando una forma 
adecuada , se obtendrá $ 


= (tgx + ctg) 


PROBLEMA 97: 


Calcular el valor de k para que la 
siguiente expresión sea una 
identidad: 


4: Ls 2% 7 

зес 0 sec” 6 
AJ1 8В)3 С)? D)-1 E)1/2 
RESOLUCIÓN : 


* Expresando la igualdad en 
términos de cos0se tiene: 
cos“ 0 — sen“W=2kcos*0 —1 
* Luego aplicando diferencia de 
cuadrados: 
(сов? 0+вет?0 )(cos" 8 — sen*0J=2kcos*0 — 1 
1 
=> сов? 0— веп?0 -2kcos*0 —1 
Icod 
сов? 6cos*6 =2heos*0 + 2 cos? ui 2hcos* 0 
== 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 98 : 
Siesex = 4 senx , el valor absoluto 
de cos x es 
AJ1/2 B)-43/2 
D)-2/3/3 Е)2/8/3 
RESOLUCIÓN: 
* Del dato del problema : 


0)/3/2 


A 4вепх > зеп*х = ш 
зепх 4 


* Se sabe por identidades que: 


RPTA : 
PROBLEMA 99: 
En la siguiente expresión: 
соз А .€08A | cosA- cosA 2 
1-senA 1+зепА x 
el valor de x es: 


АјзепАа В) сов А 
О) зета Е) сов А 
RESOLUCIÓN : 


* Simplificando la expresión dada 


“с” 


C) cos* A 


RPTA : 
PROBLEMA 100: 


Hallar Z en la siguiente expresión: 
tg'x – зеп?х = Zsen?x 


“Е” 


А) 2 sen? х B) 0 С) tgx 
D) 4х Е) Ззес?х 
RESOLUCIÓN: 


i1g'x – sen!x = Zsen?x 
Pasando la expresión en términos 
de senos y cosenos 


e — већа x — Z већа х. 


AD 1= => sec! x- 122 => Z-tg?x 
ЕРТА : “р” 
PROBLEMA 101 : 


Sea a un ángulo del tercer 
cuadrante. Indicar la alternativa 
correcta al simplificar: 


Е = 1+(\1- sen?a )соза 
А)2+ еп?» Bj-senta С)1+ сов? а 


Djuentu ^ Е)соя* а 
RESOLUCIÓN 67: 


Е=1+ (Vi=sen?a) cosa 
Por identidades trigonométricas : 
1- sen*a-cos?a 
Reemplazando en E : 


Е=1+ (со? а )сова 


=> Е = 1 +leosalcosa 


Сото: 

ae ШС; cosa<0 > |cosa| =— сова 

Reemplazando : 

E = 1 + ( — сова) сова 

=> Е =1 – cos*« => Е = веп*а. 
RPTA : “D” 

PROBLEMA 102: 

Hallar el mínimo valor que puede 

tomar “а” en la siguiente igualdad: 

tan x – ба cot х=10 


А)-48 В5 C) 5 Ej-5 


RESOLUCIÓN : 

A partir де: ѓапх – басогх = 10 
despejamos a: tanx -10 = ба сох 
> ба = tan*x -10tanx 

* Completando cuadrados; 
ба + 25 = tan'x -I0tanx +25 
=5a + 25 = (tanx -5)* 

пуан бини 85 
а será mínimo si (tanx —5)* = 0 
=-5 


> A minimo 


ЕРТА : 
PROBLEMA 103: 


«gn 


Cosa 
1— Sena 


es equivalente a: 


La expresión 


A) Tan(a-7) B) 69) с)гтол[а+®) 


рутав (+ 5) Ej Tan(3-5) 


RESOLUCIÓN : 
Trabajando con el dato y realizando 
las transformaciones adecuadas 
tenemos: se(* =! a) 
Cosa Є 2 
1- Соз 5 - а) 


1-Sena 
* Trabajando con cotangentes: 


ен (E )-вы(5-5) 


“Aplicando ángulos complementarios: 


cn (*-$-T (2*2) 


RPTA : 
PROBLEMA 104: 
те 
Bm. —— E а 
Тапх+ — d 


Тапх+ 2 
алх Тапх+1 


«p» 


mto 


donde хе (0,2) 

Determine qué valor debe tomar x. 
я я т т 

A) 4 в) 5 с)- Е D 

RESOLUCIÓN : 


Trabajando con el dato del 
problema: 


x 
5-3 
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< Талх 3 
E, 
Tanz — — 1. 1 5 

Tanx+1 


сро un valor а: Тапх=у 


Resolviendo: 27° - 27" – у –3=0 
Realizando factorizaciones: 


(у= 12" +4у+8)=0 
Entonces: у-1=0 => у=1 


Con: 27° –4у+3=0 
(como д< O, raíces complejas) 


Finalmente para Tanx=1 (un solo 
valor) 


Entonces, deducimos que: х=7 


ЕРТА: 
PROBLEMA 105: 


2 

1+соза х сзса 

Expresar А=| 70082 Хсэса 
( sena+cosa ) 


en función de tana. 
Айнала 


“А” 


BUu-—L. Cj-tanta 


tana 


a 
RESOLUCIÓN : 


istana Y т 
Totana) (1звеп2а 


С)1 


* Desarrollando la expresión: 
==( I+tana y (iena) 
1-tana) \1+зе п 2а 
* Бе sabe: 
Тапа = ла 


1% 2Sen2a =(Sena + Cosa)" 
* Reemplazando: 


ТЕ шеші 


= 


sales) 


ВРТА : 
PROBLEMA 107 : 


Determinar para qué valor de К, 
la expresión: 


Е=вепбх+с08°х+К( зеп*х+с08*х) 
es independiente де х. 


А) 3/2 B) 1/2 C) -5/3 D) -3/2 E) 0 
RESOLUCIÓN : 


*Segün las identidades 
trigonométricas: 

sen" x + cos" x = 1-3 sen? x сов? x 
sen'x cos х = 1 Б>. 1 
= R-ICh-(342k)sen*x cos*x 


Палић de a^ 
* Entonces: 8+2. -05#--5 
RPTA : "D" 


PROBLEMA 108: 
Si tg! + ctg?x = 2 y x pertenece 
al 2? cuadrante; hallar el valor de 
la expresión : 
ig?! x + cig? x +4 
ctg?! x «tg x + ctg?x 
A)4 B)4 C)2 D)-2 Е)-6 
RESOLUCIÓN : 
De: 
tan*x + сох = 2 
tan*x + mie 22- ола. 
fanB tan?x 
=> tan! x -2tan*x «1-0 
(tan*x - y =0 
T 
Reemplazando en: 
(DAA (-1)9! +4 


TT 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 109: 
Si cos x = 4/6, el valor de 


E= Ә(сіңіх + сасіх) es 

А)27 B) 41 С) 81/41 

D) 9/41 E) 41/9 

RESOLUCIÓN : 

* Reduciendo la expresión 

obtendremos 

>> E * t 1 Jim 
sen?x sen?x)  sen?x 
2 

взој рите ) 

1- соз? х 


* Luego reemplazando valores en 
la expresión: 


2 
(1) 
E-9| 52 
4 
1-(5) 
RPTA 
PROBLEMA 120 : 
Si :sectx+esctx=7, 


halle: E=(sec*x+tan”x)(csc*x+cot*x) 

А) 13 В) 14 C) 22 D)16 E) 15 

RESOLUCIÓN: 

* Por condición: весіх  csc*x =7 

* Luego de la expresión pedida 

tenemos: 

Е = (sec x + fan*x )(csc* x + сох) 
вес? х-1 ens] 

=> E = (2sec* x – 1)(2csc? x - 1) 


41 


чв" 


* Al efectuar resulta: 
E=4sec* xcsc*x—2(sec*x+esc*x)+1 
* Sabemos que : 
звес? xesc? x = вес? x + ese! x 
* Entonces: 
E 4 (sec? x + cac? x) - 2(sec* x ese? x) 1 
* Finalmente sustituyendo valores 
se obtiene: 
Е=4(7)- 2(7)+1 => Е=15 А 
RPTA T "E" 

A nuce 121: ^ ЖА 

: У ғалб-У2веса-1 | 

Ми ie 
halle el valor de : M = 


1 
АПЛ вы?» C)2442 
INET зд 


2+J2 (3+/2 
212+) a 
RESOLUCIÓN: 
* Del enunciado tenemos: 
V2tan0=J2 seca - 1... 
V2 tana = 43 sec0 – 1... 


* Sumando (1)? y (П)? miembro а 
miembro, tenemos : 


(атап) +(2tana)? = (веса - 1)" 
+{/$весе— 1l => 2tan*6s2tan*a-2sec!a 
-2/2seco142sec* à — 2 [20009 +1 


* Agrupando : 


3/3 (ма nac) = 2 [noc 9 — tan? 0) +Asecta бан? 2) 2 
Е 


* Luego : : 


ик. 


эм-ү8е2 


0089 + cos _ 52 
совосевд 2 


ВРТА : “В” 
PROBLEMA 122 : 


Si tanx + cotx-2 , iren 
P 
Mo 
tan" x4cof"x 
siendo z potencia de 2, entonces el 
valor de E* es. 


А)2 ВЈ C)8 D)16 E)32 

RESOLUCIÓN 

“Бі: tan x+cot=2 <> Гап =1 А cotx=1 
>tan"x + cot^x = 2 

* Luego , reemplazando еп la 

relación: 


qo 
E=J2 = Е=2 => Е*=4 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 123 : 
; 1-2cos'0 1 
Si TE entonces el valor 
de E=sen9cos 0 ев: 
3 


1 1 3 
A 4 B 3 о 8 р) 4 E) 
RESOLUCIÓN: 


* Transformando adecuadamente : 

1-cos'0-cos'ó 1 келі0-соғ0 1 
зеп + созд 2 T etu sud 2 

=> sem — союз === 


ы 


AA de) 


=> gen 8cos 6 — ээелдеовд= 1 — sendcosó = 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 124 : 


Determina el valor де 
cot(x+y)eoty , si se cumple que : 


sec(x+y)= = 


А)-1 B)1 C)+ 0) 45 EJJ3 


RESOLUCIÓN : 
*Del dato : 
жое есі === 
*ordenando : 
LE „рее У] 2 
cos(x+y)cosy cos(x+y)cosy 
*Por identidad auxiliar : 


1I+tan(x+y)tany=2 
эѓап(х+у)іапу=1 
— сої(х+у)соѓу=1 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 125: 


Si вал: - n, donde[-2x;x]-[-x;1], 
entonces ¿cuál de las siguientes 


alternativas es la correcta? 
Aja = 1206 сов x 2: 
Itn?’ Itn? 
2x 
Bj - 4 
) sen x 3 re 
1-n* 
С)вепх= —— ys а 
2x 1-x* 
р, , 
а) 1+5? 
RESOLUCIÓN: 
*Si: 
{ап ® = п => вепх = R xi 
2 ltn? 1+п? 


se cumple а хе КЕ -(2п+ 1)x;n 2. 
Como se considera un dominio 
particular [-2z;x]- [-z;2] 

la respuesta sería C. 


RPTA : 
PROBLEMA 186: 


Podemos afirmar que sen*x + сов'х 
es igual a: 

A Sc 2x) 1 Sen) О 1-5) 
n Gora a ыы 
RESOLUCIÓN : 

* Nos piden reducir la expresión por 
identidades trigonométricas : 


“с” 


* Por identidades auxiliares: 
=> веће x & cos" x =1 — (дави? con! =) 


э sens + со x = 1 sen (22) 


КРТА : 
MÉTODO PRÁCTICO : 
Para: x=5/4 
6 6 
1 1 1 
М- == 
(35) (2-4 
Evaluamos еп las claves tenemos: 
N= 4 


“в” 


PROBLEMA 126 : 
Е 


valor де 
М = senx + cos х ев: 


entonces el 


RESOLUCIÓN: 
* Бе pide : M = »senx «cosx 


* Dato: sens -oons = 9 


*Sabemos que : 
[т п) + (т а) = 2(m* +»? 
* Luego : 
(вељ + cosx) + (senx—cosx)" = 2(sen*x + сома) 
а 
эм? 2-1) =21)>M= Ex 


RPTA : “р” 
PROBLEMA 127: 
Sean b > 1, senx > 0, cosx > 0 y 
log,(senx) = a. Hallar log, (cos x). 


AH og, (1+) ПЈЕТРА „| 
св, (6-1) Dyzio, (1-0™) 
E) tog, (1-0) 
RESOLUCIÓN: 

Por dato: 


5 > 1; зепх > 0; созх > 0 
también: log,(senx) = a 
de aquí senx = b" 
Recordar que: 


(1) 


'sen'x + сов*х = 1 
reemplazando(1) en (2) 
за cos! x1 => совже(1-52е 
Tomando logaritmo en base b 

tenemos 
log, (cos x)=1og,(1-0*)) 
> logy(c0sx)= овы") 
ЕРТА : “Е” 
PROBLEMA 128 : 
Si senx+cosx=a halle el valor de 


а? 
T *sen'x4cos'x 


-“(2) 


5 
ye уты o. руба" рузае" 


азбан 
Sea : 

вепх + созх = a ....- (I) 
De lo que piden 


X? 
Ne tsen icon! 

2 
Nu Hens свак (sen! n. — senxcoes сов?) 


2 
Ne hall спаек). — 0777) 


De (1) elevando al cuadrado: 


Reemplazando (ПІ) en (П): 


ке а) 


Reduciendo меЗа 

ВРТА: “A” 
PROBLEMA 129 ; 
Simplifique la expresión: 


па x ttam 231005 fane Р) -sen неке) 


ES 
RESOLUCIÓN: 
Piden simplificar la expresión 


Mettre! доме, censemus!) 


| (mmy 


`* Del dato tenemos 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 130 : 


Si x , y > 0, determine el valor de 
1+созу HE 
1- cos y 2x 


«Ds 


х-1 1 92x41 ytl ga ded 
A gt E pe ge 
RESOLUCIÓN: 

De la condición: tan(2)-/2% 


Se pide el valor de . 


, sabiendo que 


2 КРТА : "D" 

PROBLEMA 181: 
La expresión: 

R-1-4 (sen"x«cos"x) ев 
equivalente a : 
A) -3 sen?2x B) - 3 сов?2х C) - 3cos 2x 
р) 3 sen 2х Е) -3sec'2x 
RESOLUCIÓN: 


* Del enunciado ; 
Е-1-4(вепбх сов”) 
Рог identidad auxiliar. 
sen“x+cos'x=1-3sen*xcos*x 
Reemplazamos 
R= 1-4(1-3sen*xco8*x) 
R= 1—4+12веп?хсов?х 
R=-3+3(4sen*xcos*x) 
R= -343(2senxcosx)* 
В=-8(. 1-веп?х); 
además, 1=sen*2x+c0s*2x 
=>R=-3c08* 2x 


RPTA : 
PROBLEMA 132 : 


Consideramos : 
а=(Ме+у+воју p=(Jz-y+10P 
que en el primer cuadrante , de 
modo que  senaxsecg-1-0. 
Hallar x. 


Aj49 В/64 C)8I 
RESOLUCIÓN: 


“в” 


Dj100 Е) 36 


-que 


sena x sec f-1=0 
* Entonces, sena = соед | 
* Luego , а + р = 90* 


* Reemplazando expresiones 
equivalentes а y д, tenemos 


(Ух + y+ 60) (Vx -у+10}*= 90° 
Resolvemos = x = 100 


RPTA : "D" 

PROBLEMA 133 : 
Hallar el valor де “№” tal que 

В: h=2tg*p 

сов? а + сов? В = Зсоз? a x sen? p 

A23 таз Са р? 
RESOLUCIÓN: 
* En el sistema 

tan* atk = 2tan* 8 a) 

| А -Sco'asen'B. (П) 


* De (II) : 


соз? a-- cos" В а 


соза зеп? f 


_ ora | 

сов”а веп*р 

cso” В + вес acot’ 8-3 
1+ со!" В + вес? acot’ 8-8 
со!" В(1+ зес*а)=2 


2+ ап? а = ап? В 


* De (I) y (ПІ) > њ== 

ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 134: 
Si созбе 80 + 2sen0 = 3, entonces el 
valor де sen*g + сөс" 9 eS 


Ап Bis С/5 р; 
RESOLUCIÓN : 


* Enla ¡e tenemos. 
cos0x 2226 тб 3 
„еб и 
BRE, e: { 
* Elevamos al сиадгадо | 
esc! 0 + 2esc 0x зепд + вет" 0 
ат Lr 


ап) 


ET 


——————————Ó————À————— —P'———————— 


PROBLEMA 135 : 
Si А=3" +5 ; тег”, entonces el 
equivalente de: 


МЕЗ 


Ај в1 Chu 
RESOLUCIÓN : 


*Por dato : k=3"+5/m c z* 
.Simz2 ~ k-8 
*Reemplazando en la expresión : 


(nn entia сзса=1 


.біт-2  Е=14 
*Reemplazando en la expresión : 


sen (1 eet aree temi ese 1 


*Luego asignando valores para т 
se concluye que : 


sen (E а eset +1 


RPTA: 
PROBLEMA 136 : 
9 ж x 1 1 
Si 0<г<2,0<0<2./ала-2, mE 


entonces el valor de a + грев. 


“с” 


я ж ж ж ж 
А) 3 B) 8 €) % D) 2 Е) 7 
RESOLUCIÓN: 

* Por dato: mb. =1 
senp 76: tana 7 


* Dado que: а y д son agudos 
ааа 
3 7 
* Se deduce que aproximadamente: 
E ; а=8 
* Entonces: 22-37 


* Por lo 


radianes 2 


tanto, 28+a=45 еп 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 137 : 


Simplifique la siguiente expresión: 


Dj venta E) свела 


Anen (Srt 


0) 


жеңе) Е 


жағ) 
12 


18 


RESOLUCIÓN 
* Para simplificar la expresión , 


' degradamos: 


* Aplicando identidad : 


сов? A — sen? B=cos(A + H)cos(A – B) 


EN x 
ға)" 2712 G = 
> 


ВРТА: “D” 
PROBLEMA 138: 
Si а es un ángulo agudo , halle el 
valor de M , donde. 
мо Нам) - tan(al4) 


esca + соға 
міз? BJS С)? 025 Е)4 
RESOLUCIÓN: 


* Se sabe por indentidad del arco 
doble: ага тепаа лән] 


* Luego reemplazando еп М 
resulta: 


cotlais - taníal4) _2cot(a/2) 
јан 2де 
* esca *cota. eot(aí2) ES 


RPTA : “С” 
PROBLEMA 139 : 
Sabiendo que : sense co УЕ =) 
3 
determine: tgx + ctgx 


AJ2/3 B)? Сл РЗ EJ4+243 
RESOLUCIÓN: 


De la condición : sons=000( +) 
Desarrolando el 240. miembro, 
tenemos: 


х 
зепхтсовх cos. — senx sen 


8 
Sustituyendo valores: 
> метан opes PR ка 
2 2 
Agrupando: 
E > 243-595 
=> etgx = 2+] (1) 
Luego: {х= 2 - 43. (2) 


Sumando : (1) у (2) 
= Igr+ctgr=4 
RPTA : "C" 
PROBLEMA 140 : 
Si simplificamos: 

Е = esc 2a - tan a, tendremos: 
Ajian2a  Bjclg2a С)2зепа 
D)2cos2a. E)seca 
RESOLUCIÓN : 

* Simplificando la expresión dada , 

tenemos : 

Ro i o ind ХР 
тепЗа сова 


1-2sen'a  cos?a 
ТУ “к. 4,4226 
senda sen?a 


PROBLEMA 141: 
Бі sen4x=0,6 , siendo ux $ 


hallar £g x. 

АЛ в) JIO CIID +3 
р) уто +3 в) Ло - 
RESOLUCIÓN: 


* Se observa que лепак =0,6=5 


* Como cos? 4x — 1- sen* 4x entonces , 


9 16 


сш =1- =ош де допде , 


4 
еов4х => (notar que 0<4х<® , en- 


2 
consecuencia cos 4x es positivo) 


cos 2x 
ЈЕ +сов2х 


Ircodx _ |1+45 _ 3 
y como ох» [Ht “зш 


* Luego: 


а а 


* Finalmente: tgx- /10 -3 


* Ahora bien: tgx= 


ВРТА : “E” 
PROBLEMA 142 : 
Si ($)-=, el valor de 
MM „возд ев: 
Bj? слу D4 Ез 
RESOLUCIÓN: 
П-созд 1-сов8 
Si Lr из ас E | 
Lr 
n TET 


GPHOBLEMAS RESUELTOS DE REPASO ^ 


„Зов сов) _ 1-604 _ 
ый | nes 4| 


Неке; jedoch ju 


RPTA ; “A” 
PROBLEMA 143 : 
¿Cuál de las. siguientes 
proposiciones es verdadera? 


AJSi tanc {З у а < Š entonces a = 5. 

BJE! punto ( – 1; 2) está en la gráfica de la 
función [їх)=\к+1\+ 2. 

С] El conjunto solución de (s є R/lx – 21=0) 
es el conjunto vacío. 


1ү* 1 
э; = 
ENA eR 
RESOLUCIÓN: 
Analizando cada proposición: 
A) Falsa: 

lanas {3 > а=йя+т :(keZ) 


Pero а<2 э k-0;-1:-2;. 


B) Verdadera: 

Reemplazando (-1;2) en la función 
y evaluando: 

fixi-i«n«2 > 2=|-1+4+2 > 2-2 
C) Falsa: al resolver la ecuación 

-2]=0 > х-2=0 > х=2 
D гү* 
) Falsa: (2) = (2 -64 

E) Falsa: 4-4 - 2: ; pertenece al 
conjunto de los nümeros complejos. 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 144 : 


513 зепх+4 cosx—5, hallar cos x. 
4)-45 В)35 Су-25 D)4is. Е) 25 
|o ipei d “ 


Recordar: й 
*Si PUMA: y pu 


entonces: sena=a/c ^ сова-Б/с 
En el problema 

o 3senx+4cosx=5 
* Бе observa que verifica 37-47-57 
* Entonces созх=4/5 
х ВРТА : “D” 


а AD у рг es altura де! 
paralelogramo АВСР. Si AL=a , 
determine el área del triángulo 


BEC. 
D c 


Юа? cot2a 


a? A 
L B 
E весла Е 


RESOLUCIÓN: 


ISALD „ЪЪ ВТО => 
AL=BT=A 
EXBTC >CT=acota 
EXBTE >TE=atan a 
Área ABEC-S 
* Luego : 
5=5(atanatacota) 


2 


2 
a 6-5 а 
2 (соза sena 2sena соза 


RPTA : 
PROBLEMA 146 : 
Simplificar la expresión : 
cosy+cosl y - 2х) 
cof соғу? 1 sens епу 
Ajcosx В)1 C)cos(y-x) Пу? Ej-coax 
RESOLUCIÓN: 
Nos piden simplificar 
As созу+сов(у – 2х) 
сов? х сову+ 1 sen2s seny 
Y 2сов(у — х)совх 
cos! хсову + 2.2 wen x conx seny 
2008 (y – x)cosx 
cos x (сову совх + sen y sen x) 
д= 2008 — х)совх _ А о 


cos x cos(y – x) 


“в” 


А= 


RPTA:*"D" - 


PROBLEMA 147 : 


Al simplificar la expresión 
веп17°+с0817° , ge obtiene 
sen31" сов81" 
Is 
APT mus сут рий DE 


RESOLUCIÓN: 
* Piden simplificar E= EMP +01? 


senS1cos31* 


Por ángulos complementarios 
зеп17' = cos73^ 


Reemplazando en E 
Е= c0873^*cos17* 
веп31%со831% 


Transformando a producto 


42 
deomDtosam _ Ey 5926 
E T EE => E=2/2 
БЕТТІ MA 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 148: 


Sit gom a<0 y sena= => ¡entonces 


эс es cierto que. 
A)J-b<x<-a Bjb«x«-a*b 
Cja+b<x D)x<a+b 
Ејх>а-ђ 

RESOLUCIÓN: 

* Del dato: 


IT аси: а<0 


Analizamos еп la circunferencia 
trigonométrica. 


х-6 <a ; уа диеа < 
х<а+ђ 
> е cumple que х<а + 
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PROBLEMA 149: 
Si: 8-а =60°, el valor de la 
expresión: 
А = (cosa — cosp)” (sena — вепр)? 
es: 
А2 в/34 сл 
RESOLUCIÓN: 
Operando: 

A=cos*a- 2 cosacosfi + соз? f| + senta 

– 2 sena senf +веп? В 
= А-созіа + зеп?а +сов? B^ sen* B 
1 


DO Еј 12 


T 
– 2 (соза cosp + sena sen) 
соза - B) 
> A-2-2cos(a - B) 


-2-2e60-2-2(2)-1 


5 RPTA : “С” 

PROBLEMA 150; 
Si 3senx + cosx = 5. Calcular el 
valor de: 1 
E=tgx+7 

4 
ANZ в)з C)! DJ2/3 E)? 
RESOLUCIÓN 115: 
*Dividiendo lo dado entre 5 : 
3 


Ecos oa 1 
5 5 


=> зеп37°зеп x + cos37'cos x = 1 
=> cos(37? – х) = cos 0° = х = 37° 


*Se рїйе:Е= 543-1 

ВРТА : “С” 
PROBLEMA 151: 
Si (А-4) = 5—., hallar sen 24. 


За 
1+а* 


vía 
RESOLUCIÓN: 


Por fórmula de ángulos compuestos 
tenemos: 


tan A - tan 45° 
1+{ап Аќап 45° 


reemplazando valores: 


fanA-1  a-1 


1*ftanA(1) а+1 


De otro lado sabemos por fórmula 


auxiliar de arco doble que: 
2tan 


A SE Xx 


tan( A - 46") = 


Reemplazando valores: 


PROBLEMA 152: 

Si fg(x+3y)=5 y 18(2у+х)=4, 
entonces el valor de etg y es: 

А)20 B)21 С)18 0)14 E)15 
RESOLUCIÓN: 

Por datos del problema tenemos: 


tan(x+3y)=5>tana=5 


tan(2y+x)=4>tan0=4 
0 

Entonces como: 

#+3Зу=а 

2y+x=0 

атт, 
Trabajando con tangente : 

tany =ап(а-0) 

reemplazando en la ecuación 
tenemos: 


deducimos : 


tana—tand Jf» 
fan? a аљатава, 71%5х4 21 


Finalmente convirtiendo a cot: 

соју =21 

ВРТА : “В” 

PROBLEMA 153: 
Бі fg(2a+b)=8 у tg(a*2b)-2, 
entonces tg(a-b) ев: 
A) 12/17 B) 4/1 
D) 617 E) 10 
RESOLUCIÓN: 
* Formando la incónita, según los 
datos: 
tg(a - b) = tg[(2a + b)-(a + 2b)] 
* Aplicando la identidad de arcos 


compuestos: 
py 4820 b) - tg(a2b) 
(а-ы тағына (аз2Ы) 
% Sustituyendo los datos se tiene: 


8-2 6 
tgla—b) 1«8xg > 86-У-1; 


stany 


c) в 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 154: 
Si tga y tgp son raíces de: 
Эх? +x-1=0, hallar ағд). 


1 


2 1 
4) B)-1 С)-— 2-5 


RESOLUCIÓN: 


1 
E)-3 


Del problema podemos decir que 
tga y tgp son las raíces entonces: 


Ша+ іш -- i (suma de raíces) 


шахшр--і (suma de raíces) 


Ahora, para encontrar tg(a+B8): 
por fórmula: talar) EE 
Reemplazando los valores 
correspondientes: 

-1/2 
1-(-1/2) 


> tgla+p)= 1197782 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 155: 


En la figura, hallar : зепд+совд 


| 


| 


^ pumx. 

2 3 4 4 2 
АБУ в) суз D) 2 Eds 
RESOLUCIÓN : 

Ex asp: notable де 45° 


tgla+B)= 


=-1/3 


luego: mo ACD=45-0 


АС 
=> cos( 45" — та 


Desarrollando el compuesto: 
cosdt'cosó s send seng- 4 
1 4 
+. 
погуби emo) 
> d 


RPTA : "D" 
PROBLEMA 156 : 


Еп la figura, ABCD es un cuadrado 


_RESUELTOS DE REPASO 2 


cuyo ado mide 8cm. Si tan8” ев 
aproximadamento 7 , determine el 


valor де х, 


ЕЗ 


* Del triángulo rectángulo 
sombreado se tiene: 
ғ 1 х 


х 
гапв"=——— => -—z—— 
8-x 7 8х 


* Finalmente resolviendo tenemos 
que: *=1ст 


ВРТА : “A” 
PROBLEMA 157: 
En la figura mostrada calcule Tan + 
А) 1/2 I 
B)2 
C) 3/2 
р) 5/2 
E) 6 
RESOLUCIÓN: д 
41 
j 
1 
Ze | di 
а — —À4€ 
“>” 


аа 
oido RM (1) y (П) 


* Entonces sustituyendo en (1) 
obtenemos: tanp=L 
RPTA zA” 
PROBLEMA 158: 
Sisena=2snf ^ cosp=30sa, Halle 
el valor de cos(a- 2) 
д A AE A 
7 7 7 7 7 
RESOLUCION : 
* Por datos: 
зепа= 2вепр => senf = 
соз -ӛсова....... — 
* Luego desarrollamos el compuesto en 
la incógnita: 


соз(а – B) = сова cos B + зепазеп В 


* Ahora expresamos sólo en 
términos de a: 


cos(a— feces noa rena епа) 


-эсов(а- В) = cos a+ seda 
lema 2 
=>совја– )-3- sema с ШП) 


* Al calcular sen*a ве sabe que: 
зеп? f--cos* 8-1 
* Reemplazando sen/ y cos p de (1) y (П): 
2 
(2а) +(3cosa)*=1 
нета E = 1=> веп?а = = 
• Finalmente reemplazando en Ш 
tenemos: Е 
eosta-pie3- (2% 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 159: 
En un triángulo rectángulo ABC 
recto en С , calcular el valor de M. 


neret) 


Ao Bi С)? EJ4 


RESOLUCIÓN: 
* Efectuando los dos primeros 


factores, se tiene: 


adi anh +n”. stanno... 


D)3 


2 


* Se sabe ; 
A,B A B 
А.В ap 10m 42 oran as 


* Al desarrollar resulta: 


fan tian” тап Азот В, 


=Г 


3, ђе 
* Reemplazando en (1): 
М-(1%1)2-М-4 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 160: 
En la siguiente figura E 
y MC-MD. Calcule tanx 
D, c 
A B 
13 22 8 24 17 
ACT B о DIG Е). 
RESOLUCION : 
* Según los datos tenemos: 


* De acuerdo al gráfico se tiene: 
=p 
tana+ianf 
tane=tan(a+P) >tans= nan 
el ADCB: 
fuse E 
ӨК 3 | keemplasando en (1) 
4K 4 
tan ВБ 
Del SAHM: 
2,4 
tanx=5,5, > Lana 
13% 5 Е 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 161:  . 
En la figura adjunta , la longitud 
del segmento АВ es УС, 
А) 2/3 
B) 3/3 
С) 4/8 
D) 5/3 
Е) 63 4 


ATHIGONOMETHRIA^ 
RESOLUCIÓN: c 
* Piden: АВ=х Т 

| 
H 
Е х------ІВ 


* Dela figura propuesta se deduce: 
tana tange y tan(9 а= 


* Reemplazando los valores 
obtenidos de la figura , obtiene: 


=84=29é 108 x^ -108—x -AB- 6/3 
RPTA : “Е” 
PROBLEMA 168: 
Si 
сона erc = | она (e) 
Halle: E=cotAcotBcotC 


AJ1 В)12 C)2 D)32 Ем 
RESOLUCIÓN: 


я 
~ „еп (с + =) 
= 
* Haciendo proporciones se tiéne: 


«жА-В)+ож(А+В) Eris =(с-%) 


com А-В) -cos( A B) Po anl = (с) 
4 


рог 


* . сов(А B) 
База соз(А + В) 


* Luego reduciendo 
transformaciones: 


ЕРТА : “A” 
PROBLEMA 163: 
Si вепх + cosx = а , hallar: 

М = cos'2x - sen2x - 1 
А) a*(1 - а?) B) a*(1 + a*) 
C)a*- D) аза“ 1) 
E) 2" (a* -1) 
RESOLUCIÓN: 
Con el dato del problema: 

зепх + cosx = а 

Elevando al cuadrado: 


(senx + cosx)? = а? 
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aen! x + 2вепхсовс + cos! x «a? => 14+ 2зепхсовкх ca? 
= 2вепхеовена? -1 => вп?х=а? -1 
Elevando nuevamente al cuadrado: 
веп?2х =(а* -1P 
1- сов? 2x = (а? 1) => соз?2= = (а7– 18 -1 
Reemplazando estos dos valores еп М: 
M=cos!2x -эепдх—1 22 М=1- (а? -1P -а? 


= М=(1-а*)-(а?-1 => М=1-а?}-(1-а* F 
=M=(1-a*MI-11-a*)> М=1-а* -J+ 2*1 


= М=(1-а* На?) 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 164: 


En la identidad trigonométrica: 
2вепх+ Зсовх= Коов(х – a.) 

determine гапа. 

s P Oj D$ Е 
RESOLUCIÓN: 

* Nos piden: tana 


ЇЗ 
3 


*Aplicando la identidad 
trigonométrica de arcos compuestos , 
en el segundo miembro se tiene: 
Звепх + Scosx = К [cos roosa + senxsena] 
2senx + Зсовх= Kcosa cosx + Ksena вепх 
* Identificando tenemos: 
А ividiengo; Жала _2 
Luego dividiendo: ÉS 
“Рог tanto:tana=2 
3 ВРТА: “В” 
PROBLEMA 165: 
Dada la siguiente identidad 
trigonométrica : 


о» 


с) 2 
cos ^x -sen^x 


El valor de AB es: 
А)-2 B)-1 С)0 D)1 E)2 
RESOLUCIÓN: 
* Nos piden: AB. 
cos? (85 -sent 
e eer)» 
* Sabemos por la identidad: 
cos(x + y)cos(x — у)=сов?х - sen?y 
* Luego se obtiene: 
* ж 
E ы (Ево cota! (5) +В 
* Aplicando arco doble tenemos: 
2соз* = -1=Асоз? жан 


+ Identiticando: А=2;В=-1 


* Se deduce finalmente : AB = -2 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 166: 

En un triángulo ABC se tiene 

m«B-2m«C y ТАН) = 4(BC) 

donde AH es la altura relativa al 

lado ВС(н=вс) ; calcule la 

cotangente del ángulo С. 

439-7 49747 


A HUS 9-7 


E9747 
RESOLUCIÓN : 

*Por condición del problema: 
=4К  BC-7K 


Á h Zh 
m om — — 
* De donde: 

4hcot2a+ 4kcota =7k 
(= a-tan 2) 


B 


> 4 +4cota=7 
* Multiplicando cota resulta: 
6cot* a -7cota- 2-0 

* Finalmente resolviendo se obtiene 

lo que nos S, 
1 RPTA “в” 

PROBLEMA 167: 

Si:a+PB+y=xr,entonces: 

вепа + senf + вепу св: 


S eos сое? СР 5067. 

А) cor. ере оов. a ЫЫТ 

oos 4 coe oat 

Соасона ID) 400404 ¿6005 

AA 

20 densos Зак 

RESOLUCIÓN: 

Como а+Д+у=л, se tiene : 
sena=sen(P+y), 
senf=sen(a+y), 
seny =веп(а + В). 


Sumando estas igualdades у 
aplicando las fórmulas de 
transformación de sumas (о 
diferencias) de senos o cosenos en 
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producto se tiene: 
А=зепа+ зепр + seny 


(eem 


C5) 


(5 a ух 
ВЕ ^s јуко 5 - В) 
Y utilizando nuevamente las 


fórmulas de transformaciones 
resulta : 


2 2 2 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 168: 
En la figura mostrada : 
AD=x;EC=y; АВ=ВС 
x, 
с 
А 
Ent senta -0) 
nionce$ 95,6 со» 0 sen(a*6) 
toma el valor. 
д ЊУ og ys p 
жу ху ху ху У 
RESOLUCIÓN: 
* gea w la expresión pedida : 
S sen(a—0) 
2 соз а cos – sen(a+0) 
desarro! 


= sena cos 0 – cos asenó 
2008 а сов0 – (senacos 6+ сов asen) 
simplificando y dividiendo entre 
сова созд. 


wu fana - tan& 
2- (tana--tan0) 


* Hallando : tana - tano 
* Del dato, haciendo АВ=ВС=т 


2% 


с 


ВРТА : “С” 

PROBLEMA 169: 
Calcule E-tan* (5+=) términos de 
а ,ѕі зесх=а+іапх. 

1 1 1 1 4 
С) = D) Ер Е) = 
RESOLUCIÓN : 
* Transformando el dato resulta: 


sec х —{ап х=а => мехманхе1 


* Nos piden: СЕ = (2 


* Empleando el arco mitad se tiene: 


= Z px |- cot| E 
Бајан (5+ж) (х=) 
* Por último hacemos reducción al 
primer cuadrante: 
Е=[зепх – (гап х)] 
* Finalmente reemplazando зе 
obtiene: 
¡2 
ЕНЕ 
а а 

ЕРТА: 
PROBLEMA 170: 
Enel triángulo de la figura, halle el 
ángulo а, para que а sea el doble 


“с” 


3 2 1 3 
оогоо Bjarg Е Рјагсс 7 
RESOLUCIÓN: 


sombreado : 


"Зе sabe que : [ооваЗх =совх 


(2os2x- 


эзома-1-і зама - аштан 
2 37.13 4 


ЕРТА ; "D" 
PROBLEMA 171: | 
La expresión K=2/3(c08* 19 – совы) 
es equivalente a: 

А) 4соз 372  B)3cos3f С)3зеп 3Ғ 


D) J3cos3f Е) N3 sen3f 


RESOLUCIÓN: 
К =2/3(c0s* 13 – cos* 47) 

Obs. cos(x--y)cos(x-y) - cos" x — sen? y 

К =2,8 (сов? 13 — sen? 43) 

= К 2243 cos(13" 43 )eos(13" — 43°) 

=> Kz243 соз56° cos( – 30°) 

= К=2./3 sen34*( 3/2) => К=Звеп34° 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 172: 

Simplifique: —5еп°® cx, 1 

зеп3х cos3s 2 


AjZenfrceür В)- Зит 2х eseis Смт cie 


р)у-Ёэет®кезсбх E )- sen x себе 


RESOLUCIÓN : 
* Al multiplicar la expresión por 4 
se tiene; 
"E _ 408“ s 

senSx сов3х 
=> .. Ssenx — senSx Seoastcossis | 

веп3х совЗх 
* Operando resulta : 
с = — E 
sen$x сов3х 
* Finalmente multiplicando por 2: 
_M2jsen(-2x) _ oy -Звеп2х 
LUE E sen6x I 
=>K=- s sen2x csc 6x 
5 ЕРТА : “D” 


PROBLEMA 173: 


Si я<2а < E у tg2a-242, 
entonces el valor de {га es 


A) $8 B) -J3 © 2/2-2 


р) {3-1 Е) sz 
RESOLUCI da №: 
Por condición 


tan2a- 2421—55 Шала 


= 
Ordenamos: 
V2tanta + tana - 2=0 
EI 
Js 


tana = 


tana = T v fana E 


ATRIGONOMETRIA S 
Como 


я я 
ae(5:97)=>tana<0 
tana =-J2 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 174 : 


Del gráfico, calcule (2) 


Bs-J2 { 

URS Раа 
DJJ3 + 2 

E)24 43 

RESOLUCIÓN: 


* En DABM: 
Aplicando Teorema de Pitágoras: 
к=? 
2 
Nos piden calcular: 
(4) = csc + сой0 
y y 
> cot(2) z43 +2 
ЕРТА : “р” 


PROBLEMA 175 : 
Бе а = ángulo diedro inferior 
(ABC, BCD} , entonces , tana €s igual 


D 
A' 
AN2 В)2/2 суз/2 р)4/2 Ejo 
RESOLUCIÓN: | 


* Se aprecia еп la figura: 
“¿ABC y ABCD son isósceles, luego 


(AP у DP perpendiculares а BC). 
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* Entonces: а = m«APD 


* Del plano AEFD se tiene : 
a _амг 2 
vec lw ME А 

* En baer se obtiene: 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 178 : 
En el gráfico , el triángulo PQR es 
equilátero y QR=3QM. Halle 
вес20. 


A) -14/13 м 
B) -12/11 

С)-1615 

D) -13/12 

E) -15/14 p. 


RESOLUCIÓN: 
En el triángulo equilátero PQR . 
Q 


Si 9М =2а > QR-6a 


Trazamos la altura PH 
= HR=3a y РН=3а\/8 


Por identidad de arco doble 
1+#ап?0 _1+(3/3)% 
вес20= — — ——-— 
1-ian'8 1-(3/3) 
14 


= sec20=-— 
13 RPTA : “A” 
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PROBLEMA 177 : 
Halle cos(2x-y) , six, y satisfacen 


las cuatro condiciones siguientes: 
0<х-у<х/2 : O<x+ysx/2 


жеге МЕ 
eot(x)*tan(y) 2 


А)1 BJO o£ 


RESOLUCIÓN: 


Dato 
Чвепх x сову = З... 


dsen(x)cos(y)=3 ; 


р)? E) 2 


вепх x соз у УЗ. 
соз х соз y+senxseny 2 


cos(a – ђ)=еова x cosb + sena x senb 
3 
G) s 5 


Sc. вое АЕ ЈЕ 


como 
0 cs y «90 у cose 


29 ж-у=80° на (I) 
De (1) : 


2вепхоову= s 
[2вепА x cos Bzsen(A +В) +веп(А — B)| 
Luego : 
sen(s-& y) sen(s -у)=5 
= sen(s & y) & senso 3 
=> веп(х + )у)=1 
сото : 


0°<х+у< 90° у веп90°=1 
х+у=90° 

De (III) у (ТУ): 

х=60° л у=30° 

=> с08(2х – у)=сов90°=0 


RPTA : “В” 
PROBLEMA 178: 


El valor de E-cos80*cos20*cos40* es : 
өз Bi O4 Di Bi 
RESOLUCIÓN: 


Desarrollando la expresión, se 


жегі Чеов20°сов(б0° - 90*)cos(60" +20) 
3 Propiedad 

1 ж. 1 1 Э 
20810083120) Қ »а- 


С) 2tan40* 
RESOLUCIÓN: 


* Al multiplicar por 2 cos20? у 
desarrollando el enunciado se 
obtiene: 


E= 2sen20^cos20^ 
2с0820° – /3(2sen20'cos20* ) 
веп40° 


7 3cos20* - /3зеп40° 

E sendo 
2(cos20* — зеп60%веп40%) 

к sendo 
2cos20* – (cos 20° – cos 100%) 

sen40* ~ sento” 

cos 20° + сов 100" 2cos 60" cos 40° 

sento? 


25 Jeos eo- 
* Por tanto: E = tan40° 
RPTA : "B" 
PROBLEMA 180: 


Elvalor de e iguala: 


> 


Ajex10 — Bini?  C)cot20 апд 
RESOLUCIÓN: 
* Factorizando la expresión x : 

2 
=p Іздеме) desdoblando 
х= Ae 60°+с0820°+с0820°) 
* transformando : 

2 
40°+сов2?0°+сов20°, 

теі 360 ) 

2 0 1 
Ро он t Dems х. 


Dr d 
* Finalmente : x=cot20" 
ое ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 181: 

El valor de: 


ИЕ 


G= сог24"со1 57 cot24*col33* es: 
А)2 ВЗ С)-2 D)-1 ЕЛ 
RESOLUCION: 
* Factorizando: 
G = cot24* [cot57" — сог 337] 
= 6 = cot24*[tan33* – соё33°] 
=> G =-cot24'[cot33” - tan33*] 
* Luego sabemos que: 
cot 0 — tan0 = 2cot 20 
=> С = -cot24'(2cot66*) 
= б = -tan66*(2cot66*) 
* Entonces : G=-2 


ВРТА : “С” 
PROBLEMA 182 : 


Si senC+ senD= x. ¿Cuál es el 
valor de: 


[ке Ла 


A24 в ox әз Е)1-3? 
RESOLUCIÓN : 


(e(t 
es 


- 1) 


2 
* А] elevar al cuadrado resulta: 
ивы] 


2 
(еден tt 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 183: 
Al calcular el valor де : 
1 Уз 


-—% obtenemos. 
веп10° cosl0* 


А1 B)2 С/3 р)5 Е) 4 
RESOLUCIÓN: 
* Al efectuar la expresión se 
obtiene: E 

son _|Звен10" р 2 
p Senicos z FTIT 
y po ŽENIO соз - совдо%ет 10°) 

pem 

* Al identificar la identidad de arco 
compuesto resulta: 


_ OIO - 10°) _ | son2U* 
F йа? 


Е= 


Цізю- smir 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 184: 


Calcule el valor aproximado de la 


SPROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO ~ ]106%] EDITORIAL RUBISOS) 


expresión: S = c0s27*-5ec27* ` 
A)3-J5  BW33-45) л 


р)3+45 Е)5+ 5 
RESOLUCIÓN 
*Llevando la expresión dada a senos 
y cosenos + 

S = cso? T — вес27 => S = 


+ Transformando : 


* Reemplazando :5 = 


* Racionalizando : s = /2(8–/5) 
ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 185: 
Si ғал(7х) = 2 cot(3x) , el valor de 
САРА 
зес(10х) 
AN2-s в)2/%-з 
D)?/2«3 Е)/2%6 
RESOLUCIÓN: 
* Tenemos por dato: 
tan7x = 42 cot3x => tan7xtan3x = 2 
• Luego expresando еп senos у 
созепов: 
зеп7. x 
AIME = 

* Al ordenar у multiplicarpor 2, ве 
tiene: 

2sen7 xsen3x = /2(2c087x совЗх) 

cos 4x – cos 0x = [2 cos 10x 2 cos dx 
cos 4x(1- /2)-cost0x(42 +1) 
* De nuevo ordenando, resulta: 


secdx (42-1 
> ze (5) 42300 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 186: 


Si x es un ángulo agudo tal que 
зесхевсх= 242, hallar el valor de 


bete 


Xf gl y» 


С) +з 


Ауа” © уе, y) 
2 2 3 + 
RESOLUCIÓN: ~ 
Del dato: 
1 :5. 
2вепхсовх 2e E 


Е JUAA 


* porloque t conss = 8. 


Piden: 

у=еп*х-сов* x| 

rts sen x- = 

-соз2х 

у=|сов2х| => sl = ›-22 
ЕРТА : “А” 

PROBLEMA 187: 

Si: 

вет? С - Dee (es eaa tnn 

Determine M = а – ЗЬ. 


А)1,5 B)2 С) 2,5 
D) 3,0 E) 3,5 
RESOLUCIÓN: 


* En la identidad dada se trata de 
“degradar” el primer miembro, es 
decir de tener el sen y el cos con 
exponente 3 debe obtenerse una 
expresión donde el sen y el cos 
tengan exponente 1. 

* Transformando la primera parte 
del problema: 


т? (е- a (o + =) 
4e 0) 
eme nt 


sen (se * з) 


3x 
4 


—sen38 + Seen [o4 7)- 


=з Zend cos - 2en30cos E 
+Звепд — POSE 
a /2oen0+/ZaenS0+3wen0 -sen 30] 


* Entonces: 


[ые (i 1) sen 30 нален uno 


* Luego: 
ae) даз) 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 188: 

Si: sen 1°+веп 3°+зеп 5°+...+зеп 50-0 
calcule el valor де k : 
А) вес 1° В) совес 1% 
0) зеп 1% E) tan 1° 


С) cos 1* 
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RESOLUCIÓN: 


* Aplicando identidades de 
sumatoria se tiene: 


sen( 77 ) 
=.— 2 (230). e 41) 


*Dedonde: n=30 г=2 
Р=Г И = 59 


*Finalmente еп (1) resulta: 
E ж веп30° => К=сзс1° 
4 senil” 

RPTA : 
PROBLEMA 189: 


El mayor valor que toma la función 
f(x)-cos2x43sen2x42 ев: 


“в” 


А)2-Л0 В)6 Cj-/10 

D) 1-00 Е)5 

RESOLUCIÓN: 

* Nos piden: ах. 
f(x)=c082x+3sen2x +2 


* Se sabe por Teorema: 
а? +? < asenó+beos0 < [a+b губ € R 
má VDH +22 Г 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 190 : 


El valor máximo que toma la 
función fíx)-3sen?x 4соз х, хе R 
es: 
А)3 B)j4 C)5 D)6 E)7 
RESOLUCIÓN: 
Fx)= Ssen?x + 4cos?x 
> flx)=3(1-cos*x)+ 4cos?x 
> flx)=3+c08*x 
* Dado que хех, entonces: 
15 совх 51 
= 0 < соз®х <1=>8<8+с05'х «4 
= 85 Пх)54 = Грах =4 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 191: 
Halle el rango де la función f, si 
вепх-2 


feo cst R 


А3) 953 ЕЕЕ 
RESOLUCIÓN: 

*Como : 

senx— 2<0 > |вепх – 2 = 2 – вепх 
* Reemplazando en f(x): 


зепх -2 _—13—sensl+1_ 
2-вепх+1 3-senx 
1 
S-senx 
*ComoxeR:-Issenx «1 


Nx) = 


-H 


1 1 1 
2<3- 42 = 
> вера <4— 5 53 


-1< 


A1_3 1 
Еде њи | 


4 3-senx 2 


ЕРТА : 
PROBLEMA 192: 
Si P=(x; 1-a) es un punto que 
pertenece a la gráfica de la función 
seno , halle : 

А = (senx)(1— senx)(cosecx) 
A-a BS о ра Еја-1 
RESOLUCIÓN: 

* Dato: 

El punto P = (x; 1-a) pertenece a 
la gráfica de la función y=senx , 
entonces verifica su ecuación , es 
decir 1-а-зепх 


«А» 


* Nos piden: 
А =зепх(1-зепх)сзех 
* Al ordenar se tiene: 
А=зепх сзсх (1 - senx) 
1 
* Entonces , al reemplazar resulta: 
А=1-(1-а)=а 


БЕРТА : 
PROBLEMA 193 : 


La diferencia entre el valor máximo 
y el valor mínimo de la función 


«p» 


ог) =|вепх]+ |совх | 
aproximadamente igual а. 

A) 0,41 В) 0,42 C)0,44 
D) 0,46 E)0,91 
RESOLUCIÓN: 

* Бе sabe que: у(х) =|вепа| + |совх| 
* Hallando el rango де la función , 
por suma de funciones 


PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO ^ 


Я саза 2-1-0,41 
* Por lo tanto: 

Е ЕРТА : 
PROBLEMA 194; 

Halle el rango de la función 
f definida рог: 


f(x) = x!senx ; 0<х<% 


лей во: =] слога Dfo:=*] alo E] 
RESOLUCIÓN: 


“А” 


*Cuando 05х55, las funciones 


y=x?, y = senxson unilaterales y 
crecientes como se muestra en la 


*Entonces podemos efectuar la 
multiplicación de la ecuaciones 
dadas : 


2 
225 
0<х sz (х) 
0 < зеп <1 


2 2 
0<х%велх< S 0s f(x) «^ 


RPTA ; “E” 
PROBLEMA 195 : 
Halle el rango de //)- соғ хјхзепх 
AJ(-1:1) В-141]` CHO 
D)[-1;1) j 
RESOLUCIÓN: 
* Transformando f, resulta: 
f= em зепх 


* Además: Df eR-1kx);keZ 
* Luego analizando por intervalos, 


* Entonces graficando, se aprecia: 


Que el período de f es 2x , 
finalmente se deduce del gráfico 
que: Rf e (-1;1) 

ВРТА : 
PROBLEMA 196 : 


Dada la función f,definida por 
f(x)-tan x+cot х+.]зеп x cos. 
Halle el dominio de f. 

A) (Rx;hx+x/2),Vk e Z 

B) (Ел; 2kx+x/2), Vk c Z 

С) (2Ел%л;2Ел%3л|2),УЕ € Z 

D) (2Ел-л|2;2Ел),УЕ e Z 

E) [kx;kx+x/2],VR e Z 
RESOLUCIÓN: 


* Expresando en términos de senos 
y cosenos: 


f(x) - 2925 208 реп х--/сов 


cosx seny 


“А” 


* Se aprecia que: зепх #0 ^cosx «0 
* Además senx y el cosx resultan 
no negativos es 
decirsenx>0Acosx>0; y esto se 
dá en el primer cuadrante. 


*Por tanto: 


xe (гвє;2вх+ рі eZ 
КРТА : 
PROBLEMA 197: 


Si  f(x)=1-senlxl, indique 
verdadero (V) o falso (F) para las 
siguientes proposiciones. 


“в” 


х Зл 
1) f(x) es creciente еп (5: 2 z) 


II) f(x) es decreciente en 


(2-5 
SU 


Ш) f(x) tiene como rango [0;2] 


A) VFF B) VFV С) VVF 
D)VVV — Е) ЕҰУ 


RESOLUCIÓN: 

* Se aprecia que y = вел es una 
función par; por lo tanto, su gráfico 
es simétrico respecto aleje Yos 


* Luego a partir de la gráfica 
anterior obtenemos 


la gráfica de f: 
Y 


* Entonces , analizando en la 


gráfica деў, resulta que: 


Dis jen recentem; = VERDADERO 


MEUSE 2 VERDADERO 

II f (x) tiene como rango|0; 2] VERDADERO 
ВРТА : “р” 

PROBLEMA 198 : 


Halle el valor de E-f,,;, -fmin Si 
f(x)=2coex(cosx — senx)— 1, БЕН 
2 в 


A)-242 B)-1 C)2 D)2/2 E) 
RESOLUCIÓN: 

f(x)= 2 совх(совх — senx)-1 

> fíx)7 2cos*x – 2 cos x senx – 1 


= f(x)- cos2x – sen2x 


> По) -/2 cos( 2x + z) 


* Sabemos por dato: 


a 5 eos (2++5)<0 


* Luego por: У? 51 fa)s 0, 0 


fmin fads 
* Entonces: 
Бир Fay 2 0- (1) =1 
БЕРТА : “E” 


PROBLEMA 199: 
Hallar el máximo valor de: 


fix) = cos 2х+зепх; xe R 


19 17 17 
A B) т с) э 
RESOLUCIÓN: 
* Piden el máximo valor de : 

f 3 cos2x+senx 


ты-Та- 2веп*х)+зепх 


12 3 
[= EC - зч) 


Completando cuadrados se obtiene 


20 
Para que f, sea máximo , entonces 


(2) es Ж, а сего. 


17_2 
о=17 
e 


= El máximo valor de |, es 17/24 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 200: 
Determine el rango de la función 
definida por : 
Зх 


Е реал сано РД” 
Al-4r3) © BK1:9) 0021) 
D)(-3;2) Е)(2;3) 
RESOLUCIÓN: 

*Six «0: 


> - Searctan x «0 ^ care col x «x 


* Luego: 


laretan хіс-ағсбапх ^ |агесо! xi=arccotx 


además , el denominador es 
diferente de cero. 


* Entonces: 
Sx 3x 
fajo ——— == 
у Cardanx-S(arecox) ^. ardanx-x 


* 
2 


* Como : - carctan x«0 


cante 


* Finalmente formando la función 
resulta: 


= Зя 
arctan xx 
AS 
то 


<-2 = Ranf=(-3;-2) 


ЕРТА : 
PROBLEMA 201 : 
Determine el punto de intersección 
del par de curvas, 
х?=12(у-1) ^ 12у=хух?+28 
А)(-6;4) В)(6;—4) С)(-6;-4) 
D)(6; 4) Е)(4; 6) 
RESOLUCIÓN: 
* Por la regla de correspondencia , 
tenemos: 


“р” 


Pay yi AA A (1) 
12y x [a 28... e (т 


* Reemplazando (I) еп (П) , se 
obtiene: 


(2 а) ss x +12= аа 
* Luego elevando al cuadrado , 
resulta: 

x' 424 х? + 144 = x! (x +28) 

= х*+ 24x? + 144=х* +287 

= 4Х"=144 > |=6 
"Еп(р:у=4 

* En (II), como y>0>x>0 


* Por lo tanto, el único punto de 
intersección es: (6 ; 4) 

RPTA : “D” 
PROBLEMA 202 : 


Silalsz 5 determine el mayor valor 


que e tomarE(a)- зепавал гај 
cos; * 12 
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y AE E Уб ERO +6 
MET 


я Е) 3-6 
RESOLUCIÓN: 
* Dado: 
ж 
E,,,7 веп а {ап жже(ға + ) 
Па) fata 7 
(еа) 
* De dond: LEot<ast 
londe: ја 45 5 HE 
* Graficamos: 
-я Ж 
ГЕТЕ para ae; =] 


Гы 


* Se observa de las gráficas que f, ; 
fa y f, son crecientes en: [oz 


* Podemos decir que £,, toma el 
mayor valor cuando el numerador 
toma su mayor valor y el 
denominador su menor valor para 
un mismo valor de a, entonces 


adquiere ви Е až 
Elanas I yr "Ee dz ys Ll 6448) 
6, 


= вец. -E 

ЕРТА : 
PROBLEMA 203 : 
Halle el número de cortes de la 
gráfica de |(х) =ехвесх , con la gráfica 
de ших)=соаж en el intervalo 
[-20x; 20x]. 
NOTA: exsecx=secx-1 
дуго  BJ30 С)407 уво Е)80 
RESOLUCIÓN : 


* f(x )=ex sec x =secx - 1=> el periodo de [е52л 
* g(x=)=c0ux => el periodo deg es 2х 


“к” 


* En el intervalo [0 ; 2л] hay 2 
puntos de corte. 
“Еп el intervalo [0 ; 47] hay 4 
puntos de corte. 
* Entonces , en la extensión del 
período hay 2 puntos de corte. 
* Por tanto, еп [-20х;20я] tenemos 
40 puntos de corte. 

RPTA : ** 
PROBLEMA 204 : 
Sea la función f definida рог: 


Зя 
= (=) 
Halle el rango de f . 
AJ[1:0) в)(1;0] с) (1:0) 0)[-1;0] EX(-1;1) 
RESOLUCIÓN: 


* Por dato: ES 


exc. 
4 


fix) - cols (вос? x св? х — 4) 1x 


= Из) =- col x & (sec* x x све? х —4)* 

= Пя) =- cot x + (вес? x + enc? х — 4) 

= fixie - собе &( I-tan?x + I*cot*x - 4)* 
= f(x)e — cot x «(tan x - cot x )* )* 

== fix) cot +Џап x — cot xls 4T) 


* Luego analizando en la С.Т. , el 
signo de 
tanx-cotx. y, 


* Se observa del gráfico: 
tanx < соёх = tanx -cotx «0 
* Entonces: 
2 Man- cot xj - (tan x — cot x) 
* Reeplazando en (1) se obtiene : 
Их) == cot х +– (tan x – cot x) 
=> fix)-- tanx 


* Finalmente , si: 


BLEMAS RESUELTOS DE REPASO ^ 


-я<х< E => O<tanx<l 


=> -I«- tan x«0 > Ran(f)- (-1;0) 
ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 205: 


Halle el mínimo valor де: 
Е=зес“х+езе“х;х єй 


4/6 В) 4 C) 8 D} 10 
RESOLUCIÓN: 


* Por identidades : 
E-(1tan*x)* «(1-cot*x)* 

* Efectuando : 
E=(tan*x+cot'x+1)*-1 


Чан? х+соё?. 
* Бе sabe que: > 


Е) 12 


E 
* Luego : 


(вал? х+сох+1) > (2401 
54 
= (tan*zscot*x&1) -129-1 
E 


БРТА : “С” 
PROBLEMA 206: 


Е máximo valor que puede tomar 
la función f(x) =зеп (ж) 4-cos(x) es: 
АЕ B CNE СА 
RESOLUCIÓN: 

* El dominio de la función dada: 


f(x) = вепх + cosx ; Domf(x) = R 


р)? 


* Би гапро зе ехргева сото: 
—1$зеп?х<1;\УхєЁ 

+ Transformando obtenemos : 

-1 <  кепхсовх < 1 

=> 0 <1+2ветхсозх < 2 => 0 «(senxcosx)! < 2 

=> lsenx + cosx| < VŽ => —/ < senx coax < VÈ 
* Entonces el valor máximo de f 
ев: /2. 

RPTA : 
PROBLEMA 207: 
En el siguiente gráfico , determine 
las abscisas de los puntos A y B. 
Y 


“с” 


к.к Sr, зе a E 
Mz в)-35,86 qj. Se, 
Зя Зк Зх 3x 
D- DFF 
RESOLUCIÓN : 


-І 
* Analizando el gráfico tiene: 
* Para f su período es: 


2=> Tr =M=1 


*Рага g su período es: =. 


* Los puntos de corte ве obtienen 
igualando. 
Пед-и(е) => вепх=вепЗх 
= =0 
о 
а) Para: sen=0 >x=kx;keZ 


Б) Para: cos2x=0> ИЕ ez 


> х= (3+1) = 
% ја abscisas de 


B lo hallamos para k=1 , entonces 


será: БЕ 
" Por simetria gráfica Aserá:x4= 37 
RPTA : “D” 


PROBLEMA 208 : 
Simplifique la función f definida 
рог. 


fi) - sec? x + esc? x; gm 


А) 2sec(2x) В)- 2sec(2x) С) 2csc(2x) 


D) secx + сасх E)-2cac(2x) 
RESOLUCIÓN: 

* Se cumple : 
secta+escr=sectxcsctx 

* Además se tiene: 


Ботен s Pod 2 1 
* También se sabe que: > - 


E E a 


> |sen2x| =-—sen2x 


LA ENCICLOPEDI 3012 


> Finalmente reemplazando en E 
se obtiene: 


2 


2 -- 2. 
—a Ft = F=-2cs02x 


—sen2x 
RPTA : “Е” 
PROBLEMA 209 : 


Sea /х)=1-|2- /3tgx| 


ино) (zs) 


Determine el conjunto А donde. 


F= 


A={x e Р(х) > 0] 


ЫН ечен 
ол, s eM = puta PEE = 


RESOLUCIÓN: 


* Por la condición 
obtiene: 


1-|2- J8tanlz 0-5 |2- 8 tan| « 1 
э-1<з- йол «155 sion s [3 


fíx)20,8e 


*Luego analizando еп la 
circunferencia trigonométrica se 


х х 
tiene: ов Е] о 


де] (ви 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 210: 
Si R es el rango de la función f y 
зеп7х 
2зепх 


entonces podemos afirmar. 
AJR<(0:1)  B)Rc(-L0)  C)Rc[o:1/2] 
D)c-G1)cR Е)(0;1)с R 


RESOLUCION: 
* Al definir los valores dex se tiene: 


f(x) =созбх + cosdx + cos2x — 


sen7x 


Йх)=еозбх+соз4х + cos2x — 
2зепх 


вепх # 0> х # Ел 
= рот = К—ћлће Z 
* Simplificando la expresión se 
obtiene: 


fam 2006 + cons сов 0175 
Seoséx contr 


* Al factorizar cosx , resulta: 
fio =0004x(2 сова +1) — 01. 


аны 
2сов4 xsenx( 2 cos2x + 1) –веп7х 


fiy" р 


* Transformando de producto a 
diferencia , tenemos: 


> а зе. о в= НІ ве(-0) 
ЕРТА: “В” 

PROBLEMA 211: 
El dominio de la función senx, para 
que exista la función inversa 
correspondiente, debe ser : 
4)-я<х<0 B) — exc. С)0<х<ж 
D) 0<x<8x/2 Ej0<x<2x 
RESOLUCIÓN: 
* Радо: 
f(x) = зепх м 
* Graficando : 


* Para que una función tenga 
inversa debe ser univalente , para 
ello se restringe el dominio de la 


función seno de Esz 


* Рог lo tanto de acuerdo a las 
alternativas; ж, 
2:7-g 
ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 212 : 
Halle el máximo valor de : 
EE paraxe i] 
Lad B1 Со D Ер? 
RESOLUCIÓN: 


* Hallando el equivalente de E ; 


dividiendo entre cosx : 


= _fanx-1 tanx-tan”, 


x 
а 
= нах IHtanxtan ^. 


*Por arcos compuestos : 


Ezti -5) E ESPE 
ЗЕЕ 


S 


2 tan(x- 5 ) 


* Se observa : 


tan(x - HE (-=;0] = tan(x - 2. -0 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 213: 
Sim y M son los valores mínimo у 
máximo respectivamente de la 
función fíx)=sentx+cos'x , 
sn т+М es. 
ан = В)1 oz 
RESOLUCIÓN: 
* Luego por relación trigonométrica 
del arco doble, se obtiene: 


в 
D)2 Е) 


25,3 
fis)- gta A 


* Se sabe que: -1<соғ4х<1 


Ж Entonces formando 


3.3 3 
fih s eode s. 


más (5) resulta: 


1. 5 3 
беби е1 


= 4 < Лә) 51 mM inis 
"Па 
RPTA : “E” 
PROBLEMA 214: 


Halle la suma de los valores de a y 
$ que satisfacen la siguiente 
identidad. 


sec? K0coc* KO: E o nop E cota 


Ejs 


жемек явки 
Ey 30 8 

re hös met pom М), омы Set в 
* Entonces, para que la igualdad 
anterior, sea una identidad se debe 
verificar: 


* Luego al resolver (I) y (II), se 
obtiene: 


a=4;b=26a=2;b=4 
* Por lo tanto, la suma de valores 
en ambos casos es: 6 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 215 : 


Bea la función trigonométrica : 


ЕЈ ЕЈ 
поен 
su período у rango serán 
respectivamente. 
Axe moria Ož [28] 
Di »[143] E e»[1:42] 
RESOLUCIÓN : 
* De f , se tiene: 
fix) 3 + 
“) 


сі 
2 
а) 


* Al graficar g y h , зе obtiene por 
suma de funciones la gráfica де f. 


|... Período: T=x ^ Ran(f)e[1;J2] 
E RPTA : “E” 


([SPROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO ^ |1070) 


PROBLEMA 218 : 
Dada la función /, definida рог: 


һе (sen x+ cos x) 


1-вепх+ cos х 


Si k es un entero по negativo , 
entonces los puntos de 
discontinuidad de f son. 
a Ferna) вул) }о ле) 
Дое} о (rae 1) D)(20h] Exe) 
RESOLUCIÓN 
* Los puntos de discontinuidad de 
la función f se presentan para los 
valores de x tales que: 

2с: [cos - sen 
* Luego: 


х * T 

2 5 о 
D cor =0> Ž=(2k+1) => x=(2k+1)x 
т cos - en =0 => tan =1 
> > ee ht) ы 


* Entonces / es discontinua si: 


(eo [ren] 
ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 217 : 
Halle los valores de x en el 
intervalo (0;x) para los cuales existe 
fsi: 3 


Е 
Ара јаја ов) 


RESOLUCIÓN 
* Nos piden los valores de x 
* Por datos: хе (өз) 
fix) 
I*senx — 2087 х 
* Entonces , se debe cumplir que: 


l*senx-2cos x>0 
D 


I 
=> 2sen? х+вепх — 1> 0 
=> (2зепх — 1)(вепх +1)>0 
+ 


=> 2зепх-1>0=> Эвепх> 3 


* Luego analizando еп la 
circunferencia trigonométrica se 
observa: 


* Por lo tanto: ací а) 
А “D” 


PROBLEMA 218 : 

Si ЕШ en cuántos puntos 
interseca fíx)=1+|senx|-|cotx| al eje 
Xx. 

A3  Bj4 С) 
RESOLUCIÓN: 
* Para determinar los puntos de 
intersección de la gráfica de f con el 
eje X, sobre el intervalo dado, deben 
determinarse los valores de x tales que 
f(x) =0. En este caso se pide 
especificar únicamente el número de 
estos puntos de intersección . 


* De la función tenemos: 


рый cota Dom( «| 5:30) --(a:201 


Dj6 E)7 


* Luego del enunciado, se tiene: 
Йх)=0 

1+|вепх|-[соёх| = 0 

1+ |senx| = |cotx| 

fis) fois) 

* Entonces, graficando f, y fz, 
resulta: 
Y 


[ү 


оке} 


* Finalmente де la figura, se deduce 


de correspondencia f(x) =x" праг 
SY кд? , R constante. Si P. 
yQ и — Лав 


gráficas de f y g siendo ay 2 los ángulos en posición 
normal determinados por P y Q respectivamente , 
entonces : 


tana+tanf+cota+cotf es iguala : 


1 1 1 
AJO B^ С) DIG 


1 
Pug 
RESOLUCIÓN: 


* Graficando f y 6, podemos determinar los puntos de 
corte P y Q, que resultan ser simétricas respecto del 


ejey. Y 


Q(-a,b) (a,b) 


g(x)-N R- 


* Dado que P y Q pertenecen a los lados finales de los 
ángulos en posición normal суд, entonces, рог 
definición : 


anus ндар И cotf=- а 
а а b b 


* Por lo tanto: 


tana + tanf + cota +cotf = 0 
ВРТА : “A” 
PROBLEMA 220 : 


¿Cuál es el valor de? 
Fzarcsec |sec* ( 1/12) — 16sec? (7/12) + 20 


Ајж/12 В)я!8 C)xr/6 D)r/4 Е)л/3 
RESOLUCIÓN: 
* Agrupando adecuadamente, se tiene: 


2 

= a g]— 
Е=агсвес || sec' 18 в) 44 
* También ве sabe que: 
жету l8 2 = sect T =8-4/3 


* Luego reemplazando en F: 


F-arcsec( 443)? – 44 => Е=агсвес(2) > F- 7. 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 221 : 
El valor de la expresión : 
1 1 1 1 

Barcia Сани Си Син 2) 

я я я я ж 
A) 3 в) 4 с) 5 D) 7 E) в 
RESOLUCIÓN: 


* Al agrupar convenientemente la expresión se obtiene: 
1 1 1 1 
= tan= Lt e p 
E (are an 3 *arctan 1) (arctan 5 +arctan 3) 


* Finalmente aplicando la propiedad de las funciones 
trigonométricas inversas resulta. 


E Tat 
Ecarctan| -3—7. *arctan B 
тоя n 
37 4 5 8 
1,1 
E-arctan —arctan- => E-arctan| 2 i 
75-54. 
2"s 
=> Е=ағсіапі >Е-- 
ЕРТА : “В” 


PROBLEMA 222 : 


Calcular el valor de m , para que se cumpla la siguiente 
igualdad: 


sen(arctan т) = tan(arcsen m) 
Al Bo Cj-1 Гу? Е)-? 
RESOLUCIÓN: 


* Haciendo: arctanm= а =>m=tan a 
aresenm=0=m=sen 0 
+ Se sabe que: -Isms1 
* Además: sena tan д mms (1) 
SEN 9 EÉN ионная вы ( 
* Luego multiplicando (1) х (II) resulta: 
зепазеп о ап otan a -senasen 0-0 


= sena=0 vseno=0 

* Por lo tanto , para que se cumpla la igualdad т es: 0 
RPTA : “B” 

PROBLEMA 223 : 

Six=are cot/sec Ө – arc tan/sec Ө y cosx>0, 

el valor de senx es. 

А tant? B) tan? o 

RESOLUCIÓN : 

х=атс со! Јзесб - агс со! \/весб ^ соях>0 

* Observamos que: ar tan J/secd + are со! \/весб= $ 

* Luego reemplazando en la condición: 


x=5-2arotan Jsecó 
*Nos piden; senx 
== sena=en (= = Загс (ап ЕС) 


9-5 D) tan? 0 юе 


* Al expresar el coseno de arco doble , en términos де 
tangentes, resultará: 


2 
EZ ПЕРИ 
1+tan? (arctan вес0) | 1*5ec8 


een 


ВРТА : “С” 


Las soluciones de la ecuación: 


ноен ose 180 


puer 8) 30:60° 
paren 2. D) 150% 60°; 30° 

Е) 607; 140% 

RESOLUCI Ме 

Sea la ecuación: 


(a)... senfx costo 2. 20<х<180 


Sabemos que: sen*x + соз*х = 1 
=> (sen*x 4cos! x! e r* 
sen “у Ssen х cos? x + Звеп? х cos x+ cos" x-1 
sen x-&cos! х=1 – Ssen* x cos? х (sen*x-4cos" x) 
sen'x cos ssl-Sen'rcosy — ! 
* Reemplazando en (а), se obtiene: 
1- Sen" усов? x= 5 э sent сове Z = 1y- з 
2 1). з УЗ 
=> sen xooa! х= 2 => senmoosx=+ 
RN ЕВА зеп?х=ї XE 
emm НЕЕ П 
Luego: 2х = 60%; 120° ; 2407 ; ...) 
pero: ,е<0;180> 
=> ж = {30% 60% 120% 150%) 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 225: 
Halle el valor de ж en la ecuación 
біх- 1961459 – (s — 4феве(30°)= S tan3(60) 


Ау10: В)215 С)15 рум 
а 


(х – 1)сов (45) - (x — 4)cso(30)== tan” (607) 


EJ 14. 


Reemplazando en la ecuación: 
2 
ө-4( 2) -(«- dit BAJE? 


ai as 
ЕРТА: “А” 


PROBLEMA 226: i 
La suma de las soluciones de la 
ecuación trigonométrica 
cos 31-801) para ángulos 
menores de 360", es: 

А) 300° В) 285" С) 225% 

р) 270° Е) 255° 


RESUELTOS ОЕ REPASO 


RESOLUCIÓN : 
* Se tiene la ecuación: 
cos? x. S1 senx) 

2 
*Efectuando operaciones y 
trasponiendo al primer miembro , 
se tiene la siguiente ecuación 
cuadrática : 

2зеп?х - 3senx + 1 = 0 
* Resolviendo: 

(senx – 1 )(2senx + 1) = 0 

* De donde: 

sen x = 1 ó sen x = 1/2 
* Si: senx = 1, entonces x = 90° 
* Si зепх = 1/2 , entonces: x = 30° 
‚® = 150° 
* Luego la suma de las soluciones 
de la ecuación dada es: 


90°+30°+150°=270° 
ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 227: 
La menor solución positiva de la 
ecuación trigonométrica 


sen х+2 соз х-1 es: 


«t. Bi ct et 
7 7 5 
RESOLUCIÓN: 


Desarrollando sena + 2cosx = 1 
2cosx = 1-вепх 
=> 408" x = 1+веп?х — 2зепх 
=> 4(1- зеп? x) = 1+ sen x – 2зепх 


De donde: 5sen*x-2senx-3=0 
вепх = 1 v зепх = i 
La menor solución se da en: 
senx-1-x- = 

ЕРТА : “В” 
PROBLEMA 228: 
Dada la ecuación trigonométrica 
2 /2Cos! x 1 (12 2)Cosx, ¿cuál de los 
siguientes ángulos no. БАр а 
dicha ecuación? - 


АЈ295° B)30 С) 135° 
RESOLUCIÓN: 


* Sea la ecuación trigonométrica: 
2/2Cos*x=1+(/2 – 2)Совх 
2,/2Cos*x - (42 – 2)Cosx — 1-0 


2/2С0вх 1 
> солур, 


D) 60% Ej 300 


EDITORIAL RUBIÑOS 


1218 
A та 2 (1) 


> Совк= i (2) 


2 
* En (1):x = (1355225) 
* En (2): x = (160% 300°} 
* No satisface la ecuación: 30" 


ЕРТА : “В” 
РКОВГЕМА 229: 


Los valores де los ángulos 
comprendidos entre 0? y 180%, que 


2 [ss 
satisfacen la ecuación === nus 
son: у 
А) H y = 

E 
DE 873 
po зета 
Con el problema, хє «0'; 180> 


2 _|8/2 
Cos2x \1//2 


вуху 55 


Ay 25 
"M 6 


epEy Бе 


Entonces: 


Resolviendo nos queda: 
=4 = Cos2x- 1/2 


2 
Cos2x 

De donde: 
2к=я/3 v 52/3 => x=x/6 м 6x/6 
ЕРТА : “A” 

PROBLEMA 230 : 

Si х ез un ángulo en el primer 
cuadrante que satisface la ecuación : 


Jaen +3 олер 


Entonces el valor de senx es : 


1 42 1 Уз vz 
яз BT Сә DR ES 
RESOLUCIÓN: 

* Del enunciado : 
1 1 

РАВАН 
= lan*x 3 2 2/3 tanx 

tan? x- 2/3 lanx +3 =0 = (tanx (2) =0 
> tanz = [Sc e IC ле =È 

RPTA : “р” 
PROBLEMA 231 : 


Hallar la suma de los » 
dexe[0;2x] que satisfacen la 


ecuación: sen(2x) csc(x) -1- 0 

Aj$«  Бјби  C)éx О)2я- 555 
RESOLUCIÓN: 

De la ecuación: 5 


sen(2x)esc(x)-1=0 


Ssenxcosx.—— 120 
senx 


=> 2совх =1 => cose = i 


вепх #0 => x*0; я; 2x 


PROBLEMA 232 : 


Hallar los valores де: x, 0 < x « л 
»que satisfacen la ecuación: 

^ ветех -lanx С 
Alxidi3eld В) х/4:ж18 С) ж/3;ж16. 
D)Ssid;xi3 Е) x/6;x/4 
RESOLUCIÓN 116 : 
* Сото: 


sen2x = 2зеп хсовх ^ щх m nE 


cosx 


* Luego: 25enxcosx = 88 
cosx 

=> 2sen x cos? х= зеп х 

=> sen x(2cos! х-1)=0 


* Si: senx = 0 => 2cos! х-1=0 
de donde 


1 1 
ex! x luego сое» = р 


“Бі cor 
* Si: ——— 
* Además: х=х 
RPTA : “А” 
PROBLEMA 233: 


_ €j325 ET EJ215 

RESOLUCIÓN : : 

Realizando transformaciones 

adecuadas: 
Беса+Свса= – /2SecaCsca 


э Ena, ni a 
1 


Buscando la menor solución 
positiva tendremos que: 
V2Senta+45')=-/2 => Senfar45)=-1 
Según el problema, tendríamos que 
la menor solución positiva debe 
cumplir: 
а+45°=270° => а-270%-45%-225" 

-»La menor solución positiva es 


225". 


ЕРТА : “С” 
PROBLEMA 234: 
La suma de 108 valores 
Чех [0;2«] ие verifican 1а 
ecuación: 


2ТапхСовх - 2Созх+Тапх - 1-0 
es; 3 


7х 2r бт 4х 74 
А) 6 в) rr D a 


RESOLUCIÓN: 

Con el problema tenemos que: 
2TanxCoss - 2Cosx+Tanx- 1-0 
Realizando las transformaciones 
adecuadas en la ecuación, por 

conveniencia tenemos: 
2Cosx(Tanx - 1)+(Тапх – 1)=0 
-э(Тапх-1//2 cosx+1)=0 

Dando valores: x e (0: 2] 

1) Тапх-1=0 

Тапх=1; los valores de х estarán 


; x бх 
en el intervalo {> 7 ] 


II) Созх+1= 05 2Cosx--1 


Cose - i los valores de x estarán en 
el intervalo 2, ^ 

Como nos piden la suma de los 
valores de -(««[oz.], entonces 
obtenemos 75 como respuesta. 


2 RPTA : “E” 
PROBLEMA 235 : 
Sabiendo que a es un! agudo, 
и 
со а + coseca = 


dibecsibegl valor а 


[1078 __________Бд ENCICLOPEDI 2012) 


D)5/12 E) 5/13 
RESOLUCIÓN : 
De la condición: 

сі а+свса= 5. (1) 
Se sabe que: све" а=1+еф а 
= све" а -с{щ?а=1 
=> (esca – сва (сасазсіраз1.. 
Reemplazando (1) en (2): 


esca — ctga- 600) 


„(2) 


Sumando (1) у (3): 


escala > sena 
Restando (1) y (3): 


etga- 38 = а= 2. 


Se pide: P=24tga + 6зепа 
Reemplazando valores: 


р-а(< ЕЗІ Р-10%10-> Р-20 


ЕРТА: “В” 
PROBLEMA 236: 
Hallar la menor solución positiva де 
la ecuación: cos3x + cos11x = 0. 
атча. тесі ogma DE rad юу 
Е 
En la ecuación : 
cos Зх + cos11x = 0 
Transformando а producto : 
2соз7х cos 4х =0 
* cos 7х =0 
Como поз pide la menor solución 
positiva: 7155 = х= = 
ВУЗ A 
* cosáx-0 | ке 
ка > == 
La menor solución positiva es =- Ж A 


RPTA : “A” 
PROBLEMA 237 : 


Dadas las ecuaciones * E © 
веп(х-45 )веп(х+45`)= р. 
cos( x—60' )cos( х+60° )=4 

Calcule el valor de: PH 

с): р)1 в 


APROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO 2 |107%) EDITORIAL RUBIVOS 


*Por transformaciones trigonométricas : 
сов90“ — cos2x = 2p. 
cos2x + cos120* = 24 

03120" = 2(р + 4) 
1 


+ 


2 
* Рог lo tanto : piq--i 
RPTA : “A” 
PROBLEMA 238 : 
El número de elementos de 
conjuntos 
Fe(x є [0;2x]/cos2x sec x+sec+1=0) 
es: 
МІ ва Сз 
RESOLUCIÓN 
зесх(1+соз2х)+1=0 
=> secx(2c08* х)+1=0 => 2созх+1=0 
* Luego: 
sean i = Valor principal- = 
* Luego , si: 
7e (22), h-0 => хе 5. 


Dj4 BiS 


їх 
К=]=>х=— 
3 


* Para: 
soluciones. 


xc[0;24] Е tiene 2 


ЕРТА : “В” 

PROBLEMA 239 : 
El ángulo ə, en grados , que 
satisface ^ Ја ,ecuación 
342 cos( 0/2) + [1 совд= - Уб 

есеп al intervalo | 
A) 8 (180 ; 240) B) 6 e (120; 135) 
С) 8 (280 ; 480) Di 6 = (90 ; 120) 
Е) Ө є (240; 270) 
RESOLUCIÓN: 
* Eyaluando la ecuación tenemos: 


зне, 29 83009-60 
* Luego analizando se tiene : 
-Para que el primer miembro de la 
ecuación sea negativo , 
necesariamente cos% es negativo. 
* Evaluando en (1) resulta: 

зоа + (<=) =-/6 


* De donde: eub 8. 
5=20002100: kez 
=> = 720° + 300° 


* Luego: 

Para k=0 > в = -300* ; 

Рага Ё=1 = 0 = 420%; 1020* 
ВРТА : “С” 


300" 


PROBLEMA 240 : 

Halle la suma de las soluciones 
positivas menores de 2х де la 
siguiente ecuación: 

. зап х+весх+1=0 
4% вх C) Dh 
RESOLUCION: 

* Por identidades : tan?x = зес2х -1 
* En la ecuación: 
(вес? х – 1) + зесх +1= 0 
> (2secx — 1)(зесх +1) = 0 
* Factorizando : 
(2secx – 1)(secx +1) = 0 
* Se tiene : 


1) зесх = 


Ej2x 


3 „(Мо hay solución) 


П) зесх = -1 => x = я еп (0; 2х) 
* Рог lo tanto , la suma де 
soluciones es л 

ЕРТА : "D" 
PROBLEMA 241 : 
Resuelva la siguiente ecuación 
trigonométrica : 


col sen eot х 


A lee Biel. CILA DA 
Dites кучат 
RESOLUCIÓN 
* Para resolver la ecuación 
trigonométrica: 

cot =зепх+со!х 
* Pasamos de arco mitad a arco 
doble: 


tool een + cof x 
> LL menr > вет? > cos 'x=0> cosr=0 
snx 


* Finalmente por circunferencia 
trigonométrica: 


хеб ez 
А. ЕРТА : “А” 


PROBLEMA 242: 

Resuelva е indique el número de 

soluciones en (0; 2x) dela ecuación: 

cosx = (2 -tanx)(1+senx) 
ва Си 


А)2 
D 


RESOLUCIÓN: 
* Se sabe de la ecuación que: 
хи 


222 
* Efectuando: 


cosx 
Tè тя 


Ры. ие 
x 


wsx Un 
Trone (1— wma) 


-3-/апх-. 


Ја 2 - воли 


* Descomponiendo en el primer 
miembro : 
neon latin 2- lain rm no вунени т} 


“Сото x e (Ba) ix e| 


* Finalmente la ecuación tiene 2 
soluciones entre (9; 2x) 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 243: 


Indique una solución e para 
la ecuación ; 


_4еовх cos2x cos3 х = 
Ar туре 2 B)ho 2 пауке Сы а УНС 


СЛОВА ОСТРА ИЗ 
RESOLUCIÓN: 
* Se tiene: 

2(2соз 2x cosx)cos 8x = 1 
*Ahora por transformaciones 
tenemos: 


2 (сов Зх+сояхсов у = 1 => 200s" 35+ Soos $ xeos х= 1 
=> 1+оовбх +сов4х +с0а =1 


* Luego agrupando se tiene: 
созб x  cos2 х -cosd x - 0 
=> 2608 dxcos 2x + со х=0 
* Factorizando: соз4= (2095 +1)=0 
* Luego , conjunto solución lo 
hallamos de uno de los factores : 


200025412075 соғ2х--1 


=> 2х=2Ая+ arccos|- 2) 2 


21-207 hr ket 
* Si cosdx = 0: 


уйкелк Fine о = +5 


* Si hacemos n par , ж. =2k, 
obtenemos: 


alt 

ВРТА: “E' 
PROBLEMA 244 : 1 
&Para qué valores de же(ога) ве 
cumple? 


ATHIGONOMETHRIAA 


в (0:5) 

оз (0:25) * AU (e) 

RESOLUCION : 
cor! 5 < сов E 

* Sabemos que; 

зон? 5 1 200071 сом < део 31 

* Aplicando identidad del arco triple 


A) (035) 


E 


ЕРТА : “D” 

PROBLEMA 245: р 
Si 0€[0; x], la sumas де los valores 
que satisfacen la ecuación. 
Mosen rsen ti tun iin МЕ AA 
Saa: и А 

‚З= к = 3х 
мо B ot De B 
RESOLUCIÓN: 
* Dada la ecuación: 


зеп"д + cos 0 + sec* (1 – 2веп?0)+ 
+tan*0(tan* ө + 2cos*0) = 1%-соғ0 
* Tenemos por restricción: 
9+ (21+) ineZ 07 


* Luego simplificando, se obtiene: 
1- 2sen'6cos! 9 &-sec  – 2sen'0sec 0+ tano 


tan! goost Ө = 1+ соб 
poar 
вес“'0- ®зеп!бзес“ 0 + lan* 
тыр» 


* Además: 
(sec! 0 — гап? 0)” = совд => 1= созд 
1 


* Por tanto, еп el intervalo де 


[0:3] 20-0 
RPTA : “A” 

PROBLEMA 246 : 

Dado el sistema de ecuaciones 
[e 25°) = ещ(р- 30°) 
2й-а= 35° 
donde а y 8 son agudos , hallar 
ве SM 

1*cosf - 
A38 в 5 9-28 ов. 528 

RESOLUCIÓN: 

De las condiciones 
tanta – 25" J=cot( B — 30°. 
ETET 

De (I) 


Ta - 25°)+ (p – 30") =90" 
=> а+р=145 


Пе(П): 28-a=35 
Sumando se obtiene: 2=60" 


Se pide: __гат(а+р – 25°) 
С 1*cosf 
Reemplazamos: 

tan( 145" — 25%) SS JS 
Ma амино М = 35 


К :“с” 
PROBLEMA 247 : 


Halle todos los valores de K para 
que la ecuación (senxj/senx +cotx)-K=0 
tenga solución. 
Eta] а) 
CV -1: 351] D) 
El[1- ЈЕ; 1+42 ] 
RESOLUCIÓN : 


* Al efectuar al ecuación , se 
obtiene: зеп? х зепхсозх = К 


* Multiplicando por 2 todos los 
términos y aplicando identidad de 
arco doble tenemos: 


1-cos2x *sen2x-2K 
= sen2x-cos2x = 2K-1 
* Sabemos por Propiedad: 
VĒ < sen2x - cosx < /2 
*Luego reemplazando , se tiene: 
Es 2K-15 JE 
* Despejando K resulta : 
Ex sKs Lis эл‹[1-# 45] 


ВРТА : “D” 


PROBLEMA 248: 
Resuelva la ecuación : 
arcsen2x+arcsenx = 


ме me Ha Cize Hd Diea- tA е 4B 
RESOLUCIÓN: 
‘Dado елин} t gremis = 1 


mat fiu ээ sena = дуге = x => con i-a? 
=> sena = Фен 

*Entonces : СЕ -2) 

* Reemplazando en términos de x : 


E EN 


* sabemos que: 


1 [3 


КРТА : "A" 
PROBLEMA 249 : 1 
Resuelva la ecuación : T 


sen(4x) + Ssen(2s) tante). 


Aen Bi2heskez скине 


Dez БУуњећ 


RESOLUCIÓN: 
* transformando el problema 
tenemos: 


sendx + Ssen2x - 77 jy » (24+1) E 
cosx 2 


*Multiplicando miembro a 


miembro рог 2совх: 

Zsendxcoax-H3 X2sen2xcosx —2senx 
* Ahora agrupando adecuadamente: 
seniix+sen3x+3(sendx+senx)=2benx 
* Luego reduciendo la ecuación: 

senbx + 4зепӛх + зепх=0 
2вепЗхсоз2х +4гет 3х =0 — 2зеп3х(соа2х+2)=0 
1) sen3520 => х= ы 


1) сов2х=-2; no admite soluciones 
reales 


ВРТА: “A” 


===, (keZ) 


EDITORIAL RUB] 


Ат? т? =р? — B)m"*p?en" С)п?+р?= 
DAmi+n*=2n Ета en? =p 
RESOLUCIÓN: 

* De lo dado se tiene : 


* Efectuando : 
(p—n)tan* Ž+2mtan*+(p+n)=0 
tan% es único, si discriminante es 
igual a cero. 

= (гт) -4( p- n) p*n)-0 > [m*+n*=p*| 
RPTA : “A” 


PROBLEMA 251: 

Resuelva la ecuación ; 
sen(2=) + баеп(х) + ео: +1=0 
^X АЕ. n) + 2h; he kez 


O-F+2kr;k eZ D)-Theskez 
RESOLUCIÓN: 


* Agrupando adecuadamente la 
ecuación, se tiene: 


2зепхсозх+5(вепх+созх)+1=0 
* Analizando tenemos: 
1 +2вепхсовх + 5(senx + совх)=0 
== 
зеп?х+ cos? x 


=> (вепх + cosx)2  B(senx + совх)=0 
(вепх + совх)(зепх + cosx + 6)=0 


I) senx+cosx+5=0 
эзепх+с08х=-5 
(по admite soluciones reales) 
П) senx+co8x=0 
>fanx=-1 
* Luego el valor principal: 
arctan(-1)7 T 


* Resulta entonces: 


+= +( XO kez 
ЕРТА : “D” 
PROBLEMA 252: 


Determine el número de soluciones 
que tiene la ecuación : 


АМА FO еп el 


4/8 Bj4 C) 
RESOLUCIÓN: 


* Restringiendo : 
Ак АН ке (De D keZ 
* Como: 


x x ж 
атаа 


4 
ЕГІ + В) 
tan A+tanB= = 


smn sen3x 
созхсоз2х  cosx(2c0s2x -1) 


інге) 


* El número де soluciones que tiene 
la ecuación es 3. 


Di1 Е)? 


*Sabemos que : 


зепзх=0 => жеке: 
cos2x=1 =x=ahixeZz 


ЕРТА : “А” 
PROBLEMA 253: 
Halle el menor ángulo en el 
intervalo E que satisfaga a 
ecuación 2+ 8весх =0 
au 


RESOLUCIÓN: 


2x ія nsr 
= LI 0 — 
B) 3 с) 3 D) E) 3 


«Dado: - 15 < х < 118 > 2tan? x + 3secx=0 


2 
=> 2(вес?х — |) + Звесх = 0 => 2sec^ x + Звесх-2=0 


ия 
2 


* Factorizando : 
(Zseex —1)(зеех + 2) = 0 => secx =} v seex = -2 


incompatible 


чесх=-2 5 com 
2 


ЕСЕГІН 


* Hallando los valores de x еп: 


7z | lir], 8x 10я 
DE FE LEX M 
*Entonces la menor solución será : 
8r 
3 


ЕРТА : “E” 
PROBLEMA 254 : 


$ ест 
El sistema пера 8 -tiene 
solución si б pertenece al intervalo. 


* Del enunciado: 
senxcosy —b? ....(I) 


senycosx —b .... (II) 
*Sumando (1) * (II): 


senxcosy +senycosx=b*+b 


* Por arcos compuestos (suma): | 
sen(x+y)=b*+b 

* Luego (1)-(П): 

senxcosy-senycosx=b*-b 

* Esta vez aplicando arcos 

compuestos (diferencia): 
sen(x-y)=b*-b 

* Analizando las expresiones: 


-1<веп(х%у)<1л —1 5 ветх- у) <1 
=э-1<89+Ь<1 л -152-Ь51 


2 
EC iss ^ os(»-1) «5 
Bpl E n 1.06 
ти 2 SEE E 
-1- 8 48-1 | 1-48 „Уб+1 
a5 . 2 E d 


* Finalmente intersectando resulta: 
1-/5 ., 46-1 18,44] 
Ef 583---- [s mv rd 


ВРТА : “Р” 
PROBLEMA 255: 
Hallar el conjunto solución de: 
senla- них ia 


А) <—1;1>—{0} B<- 1» OL- 11] -(0) 
D)R-() ва 
RESOLUCIÓN : 


De las identidades de reducción al 


а 
ОЙ Gee =. 


зеп(2ж -х)=- 


Reemplazando еп la desigualdad 
dada: вепх -sens 
* 


+x*<1 


> =7<1: +0 
= -1<х<1; х + 0 
> хе(-1;1)–(0) 


ЕРТА: 


“А» 
PROBLEMA 256 y 

Sea 0 «x <«) 20 < у < xs 
el intervalo en el que » 


DJ0<x<x/6 E) «x 

RESOLUCIÓN: 

* Nos piden el intervalo des 
* Del dato: * 
tany=2 senx .. 
* Además: 0«y«*. : 
* Hallamos la variación detany 


(1) 


* Del gráfico : 0<tany<1 
* En (I): 


0 < 2senx «1-20 s ех « 7 


* Del gráfico se cumple: 0<х<2 


* Рего сото 0<х<5 entonces 
я 

0<=< 
5 


ВРТА : “D” 
PROBLEMA 257 : 


Si K es un número entero, las 


vs ов) ваза Ся + E 

RESOLUCIÓN: 

* Por restricción: x = (2k+ D$ ¡hez 

* De la expresión tenemos: 
senx+cosx=senx(1+tan'x) 


* Dividiendo a ambos miembros 
рог: созх 

I+tanz =tanzx(1+tan*x) 

214 fans ={о& Нат? x ат? х =1 

tan? x — 170 =>Џалх - D (вт? x +4апх +1) =0 
эйлкеі әле іе ihe Z 
*tan*x+tanz+1=0 ПО existen solución 


ЕРТА : 


“в” 


RESOLUCIÓN: 
* Al agrupar se tiene: 
зепх(1%совх)-(1%совх) «cos! x 
Landa 
>- :)(1+совх} < (1+вепх) 
cum 5 
* Рего: 


I-senx # 0 > вепх #1 


= с -1008x<1+senx 


1077 


* Entonces: 
2+зепх+созх>0 >хеК 
* Por lo tanto se cumple la ecuación 


parai = e (orak) 8 


ЕРТА: “В” 


РЕОВГЕМА 259: 
Бі оО<ац<а;<..<а,<ж/2; i ВИ 


A)tana¡>M>tan a, виа сина, 

C)M<tana, tana, D «Mel 
a, ~ 

RESOLUCION: s 


* Consideremos : 
A, В,>0(1 = 1253; n) 


* Бе cumple: | 


А,+А,+...+А„ As ~ 
ај па сщ стони 
В,“В,+В,+.-+В, B, 

* Luego en el problema ; | 
О<ау<аҙ<аҙ<..<а,<Г 
> ѓапа,<ѓапаз<іапаз;<...<іапа, 


» 20101 ¿NOS FONOS ¿BEBO 
сова) . соваҙ соваҙ сова, 


* Como: 
| sena;; cosa,» 0; (1 = 1;2;3;..;т), 
* aplicamos(1) + 
Sena; + зепа + ... + sena, = 
соза, + соза» + ...+ соза, 


1апа< М «tana, 


RPTA : 


-< 


“в” 


РЕОВГЕМА 260: 
Determine para qué val re 
xe[0;27] se cumple 5 


A alo ls 
83/7 Sr 
ал de 
olz E VÉ ry 


RETE 

* Elevando al cuadrado: 

[2/3 -3tanx|e/3 => -/3< 2/3 -3tanx «48 
=-3/3<-3lanx<-/3 => 3S onze В 

* Luego graficando en la С.Т. 
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Ни 3) 


RPTA : “D” 


RESOLUCIÓN: 


* Del gráfico: y 
lAci-b x 
IBC|=a 7 
A = в 

* De la condición: 

bcosB = acosA............... (I) 
* Ley de senos : 

a=2RsenA ; b=: 

* Donde: Е circunra: del 


triángulo ABC 

* Reemplazando en (1), se tiene: 
2RsenBcosB =2НзепАсовА => sen2B-sen2A 
=> sen2A-sen?B=0 

* Luego transformando a producto, 
resulta: ssen(A-B)cos(A4B)-0 

* Entonces , resulta : 
веп(А-В)-0 -А-В-0, es un el 
triángulo es isósceles. 


соз(А+В)=0 => А+В=5, es el 
triángulo es rectángulo. 


* Entonces, se cumple para 


triángulos isósceles o rectángulos 
sin restricción alguna. 
RPTA : “А” 


PROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO ^ |1078 


PROJ Меза: x * Multiplicamos * Luego: 
En el triángulo ABC de la figura , i A ог. ; 
el ángulo en А es agudo y se cumple (BC) (AB) (АС)? 24 пена“ АР INEO LG, 28r 
que: a^ - b* + cf = га" (b! + с?) (ВС)(АВ)(АС)=24 sissen. (ТУ) ct 
Hallar la: medida del ánguloen А. *Reemplazamos Г, Пу ПТев ТУ: , en (1): AF _ 6,287 _ 
ta я 
pr AB-2; BC-4; AC=3 бы 
g в: 2 $ * Aplicamos el teorema де cosenos. PROBLEMA 265 : 
Y 
Es с «cosa 2133! - 4* vd En la figura „АС = 8u ; 
RESOLUCIÓN: ven 4 ВЕ = ВО =2иу СЕ = = 10 и. 
B +4? -3 1 
na Рв Hallar e: ERES 
2 3442-27 21 A)3u 5 
у $ 3 > OTA 
T B)43u 
A 5 с еп: M=3c0sa+4c08fP+6cosy с ) МЕ: 
Reemplazamos: ? i 
а“ + bí + c' = 2а?(Ъ? + с?) n D)2u 
M-23|-— E 
Tenemos: ley de cosenos з( 2) 5) - 4 Ејли | 
A жес ВРТА : “В” RESOLUCIÓN: 
A ДЕА PROBLEMA 264 : Ley desenos en el ДАВС : 
Фђосова b! «c* -a* » пне РЯ Sen2a 12 з 
=> 46! c! cos'a = «c! фа? LS Ja figura , ap FE ien ña ШЕ 
sb ac* +a 43b!c! — 265201 – 20ta? la circunferencia de centro O, por з 
5 E А se traza la recta tangente < que Lo 


=2a*b*+ 2a*c* - 2b%a* — 20%a*+ 2532" 
=> db об cos! az 2b! c* 


cos! ad = co => а cag 


RPTA : “В” 


PROBLEMA 263 : 
En el triángulo de la figura, se tiene 


que — (BCNAC)=12u* (BCIAB)=8u?, 
(АСНАВ) =ви". Hallar el valor de M=3 
cos a+4cos p+6c08 y _ 


27 29 22 25 
А BT от DF 
RESOLUCIÓN: 


( C) (AB) S8. (LT) 


contiene a los puntos B, 


CAP. siaB= Er pun , АЕ=ОВ 


У OG/EF . Determine == Е A: donde 


АВ: longitud del arco AD. 
Considere: я=3,14. 


3 L 
ал в oce 
A 2 

С)? Dis 


EJ3 Е 
RESOLUCIÓN: 
* Piden: 


10 


с 
* Ley де совепов en el ABDE : 
x*22* 42* – 2(2)(2)( Сова) 
=> х°=8- az ase 
RPTA : “С” 
PROBLEMA 266 : 
Dos circunferencias de radios 2и y 
Зи, tienen sus centros y em 
una PERDU iguala 4 и: 


tangentes a ambas circunferencias 
en зру de corte, es igual 2 


* Aplicando Ley de cosenos, se 
tiene: с 


(4)*=(2)*+(3)*-2/2)(3)co8 (904 а). 


> 16=44+9-12(-sen а) > sena = 


* Piden: 1 
cos(90” — а) «sena = cos(90" –а) =7 
RPTA: “Е” 
PROBLEMA 267: 
Dosautos parten simultáneamente 
desde un punto P en direcciones 
que forman un ángulog uno a 5 
Етіһоға y el otro a 12 km/hora. 
Calcule el cos e sabiendo que al cabo 
de 1 hora la distancia desde el punto 
Pal punto medio del segmento que 
separa: ambos autos es де 7 km. 
D ap С 
RESOLUCION: 
* Después de 1 hora: 
A 


az э к 


12, 


в 


* Рог la Ley de Mediana relativa al 
lado AB . 
4m3 m= AP & PB" e 2(АР)(РВ)совд 
4(7) =57+12" + 2(5)(12)еов0 
* Al desarrollar se obtiene: 
созд = [us 
40 
RPTA : “D 


* Enel З е 
anm m" (2) (58) әжет 
* Por teorema de cosenos еп 
el AABD se tiene: 
8*=т? +5? — 2(m)(5)c09a 
* Se sabe: т=7 
> 64=49+25- 2(7)(5)соза 


= сова = 1 
7 


* Finalmente nos piden: 


> 
mota = (3 | == 
OP 


ВРТА : 


“в” 


РЕОВГЕМА 269 : 
En la siguiente figura : 


=> = те: === је 
la relación ПЫ es equivalente а 


421-002)  тугйнсма) С) вета) 


DE EJ9(1— сова) 1 sena) 


* Por el teorema de Poncelet , se 
tiene : 
2ғ%с ==епа + с сова => Эғ-с sena + с сова - c 
әт = (вепа “сова — 1) 
% Elevando а! cuadrado ambos 
miembros: 

2 

(=) = (вела +сова – 1)" 
с 


zy =з(1-›ена)}{1-еоев) 
= 


ВРТА : “E” 
PROBLEMA 270 : 


LA ENCICLOPEDI 2012 
RESOLUCIÓN: 


*Graficando 

y aplicando 

Ley de 

cosenos en 

el ДАВС: А 
ви 

(/8+1)' =(2):+(/2). - 2г2)(/б)совд. 

16-2 

4 


2 y 


a 


> созд = 


* Pero : е0з75° = 6-75 


46 -J2 
4 


=> ДАВМ isósceles: ВМ=АВ= 
RPTA : “В” 
PROBLEMA 271: 
En un triángulo de lados 7; 8 y 9 m 
se traza la mediana relativa al lado 
de 8 m. Determine el coseno del 
ángulo comprendido entre el lado 
7m yla mediana trazada. | 
а) 9% © Е. 
RESOLUCIÓN: 
* Aplicando el Teorema de la 
mediana: 


ta E AM=7 


в 


А Г] с 
* Por Teorema de совепов en el 
ААВМ : 
47 =7*+(АМЯ – 2(7)(AM)cosa 
* Como: AM=7 
47=7747? – 2(7)(7)cosa > сова= 31. 


49 
RPTA : 


НИВА 2 ms 


ESPROBLEMAS RESUELTOS DE REPASO ^ 


12 13 14 18 ¡16 
PERSAS GO AS 
RESOLUCIÓN: 


A 
*En A DBC : BD=9K tan 38 


"En AABC stango - S OK tont 


lan 46 -tan38 = 5... (I) 
* Piden : 
Dr сое) ок. 


нне - 99) 
uir pr № 


> ЕЁ «(ап -tanS +1 


* Пе (1): tandO-tans0= 5 =>Б = 14 
ВРТА : “С” 
PROBLEMA 273 : 
En la figura se muestra un 
triángulo en el que se cumple : 
созА+совВ= 4 зе С 


luego el valor de a + b es. 


А D 
зе в)35 C) р) 
RESOLUCIÓN: 
* Por la condición: 
сова cos doen! С 


гем 42 Pes 4-8) doen? H ELS а) 


2 
* Dado que: E $- 90% 
* En la expresión (1): RSS 
* 
ИГЫ (252) 
ж Luego: (2-8) 2С 
* Nos piden calcular: 
a+b = 2КвепА + 2RpenB = 2R (sena + sen B) 
тазь- п АВ ты 
Beth eon қама С 
[а+&=4К млС = 2 (2RsenC)-» a +b = 2e 
Ser cs ВРТА: “С” 


PROBLEMA 274 : 

En la figura , el triángulo NST es 
isósceles de base 6; si KH es el radio 
de la circunferencia circunscrita а 
un triángulo equilátero de lado 6, 
halle el radio R. 


D 


RESOLUCIÓN: 
* Para calcular el Ё, procedemos 


* Por dato: KH=R ¡:cireunradio de 
una 4 equilátero de lado ¿=6 


* Aplicando el teorema de senos: 
£* 4 m 
ШЕ” 7 Г => KH=R,=2/3 
(2) 


• Del gráfico se observa: KH=LS 


28e nen (5%) =>R=2/3 (5-4) 


ЕРТА: “В” 
РКОВІ.ЕМА 275 : 
Еп la siguiente figura : 
e 


Ее Е 
ве conoce a,5,«A^ «В, Sic» 
entonces se cumple que: : 
Ale+ey=2a сов Ву) В) су -052b com A). 
С) eytez=2a сома) __Рјеј-сузда сом Bj) 
RESOLUCIÓN: 


EDITORIAL RUBIVOS 
с Е 4 


“Еп  ela4cn(Teorema de 
ргоуессіопев) : 

С, = bcosA + асозВ, н). 
“Еп el Asca (Teorema de 
ргоуессіопев) : 

Саз ЬсовА *acos(180^ - В|) 
p 
— са = bcosA — acosB, слем (IT) 


“Пе las condiciones (1) y (П), al 
restar se obtiene: е,-с,=2асозВ, 
RPTA : "D" 
PROBLEMA 276 : 
En un triángulo ABC , cuyo 
perímetro es 12, se sabe que la 
suma de los productos de sus lados 
, tomados de dos en dos, es 47 y 
que el radio de la cireunferencia 
circunscrita al triángulo tiene 
radio de Js. r$ 


Halle el valor de la siguiente 
expresión : 


К=зепА +зеп"В+веп С. 
5/7 S 
A2 BS С) = ЈЕ ЕЛ 
RESOLUCIÓN: B 
* Se sabe por la 


ley de senos que: A S ~ 

TS 

* Por dato tenemos: A 
а+ђ+с= 12; В = (Вгађ + ас bes 47 

“бе pide: Kesen* A+ sen? В+ вет? С 

ay a ey 2, ы. 

к) * ЕЗ "(ај Б ае, 

* Además зе sabe que: 72 

авео? eb c3 e Sabe be eae). у 


ер 


*Reemplazando datos: 
1207457414247} PARRA 


ATRIGONOMETRIAS 


* Finalmente (1): к-20.2 


ЕРТА: “С” 
PROBLEMA 277: 

En un triángulo ABC , el área es 
numéricamente igual a seis veces 
el circunradio. Determine: 


K=acosA +bcosB + ссозС siendo а, b y 
с los lados del triángulo y А,В,С 
los - ángulos opuestos , 
respectivamente. 
А) 18 B) 16 
D)12 E) 10 
RESOLUCIÓN: 

* Sea: S=6R 
K=acosÁ +Њсоаћ + ссовС. 
=> Ke 2RsenAcosA + 2HcosBsenB + 2Нзеп CoosC 


= K=(R)(sen2A+sen2B+sen2C) 
К =4Е senA вепВвепС............../ (1) 
т._.—— 


С) 14 


S=2R* senA senB senC 
= ве = 2R' senA senB senC 
= 3= RsenA sen B зепС....................... 1) 
* Епќопсев геетрјагатов (П) еп 
(1) resulta: K=12 

КРТА : “р” 
PROBLEMA 278 : 
En la figura mostrada el triángulo 
ABC es recto en B y además 


=CQ. 
Halle el valor del ángulo о. 


E) 1830 
RESOLUCIÓN: " 
* Para calcular а procedemos así: 


*Aplicando ley de senos 
enel 
m „mind 
7] 
Ее: =. 

wea панда 
Stem За cons = Pand: sen 
== следи сова = ажа -cow 5s 
mda cm 


A 
А 


*Sabemos que: Залба ángulos 
suplementarios 
> ва=180' => а =22'30' 
ВРТА : “В” 
PROBLEMA 279: 
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puntos medios de AB y GH- 
respectivamente, hallar соза. 


E 
En args Ley de Cosenos 
(20/24 =(а J3P +(а 3 -2(a У8 Ја V3 Joosa 


— A 
3 


RPTA : 
PROBLEMA 280 : 
En la figura mostrada, el triángulo 
ABC está inscrito en una 
circunferencia de radio R. Si se 
cumple que c*-a*=2R* y la medida 
del ángulo В es 30°, los valores de 
los ángulos A y С son 
respectivamente. 


«p» 


A) 45 y 105° 
B) 35 y 115° 
C) 00 y 907 
р)зоу А lo 
өші 7 
RESOLUCIÓN: y 

* Aplicando la ley de senos en el 


triángulo авс, tenemos: 


а = 2RsenA P c=2RsenC 
* Reemplazando en la condición: 
cat s2R* 
se obtiene: 4 R (sentC – sen? А) = 286 
>n20-enza= 3 S en(C s Ayen(C -А) = 
* Como: maB = 30 => maC +таА=150° 


* Luego : 
szen(C - A) - 1-5 т4С - тад = 90° 


=> т<А = 80° л тС = 120° 


ВРТА : “D” 


РКОВГЕМА 281 : 

En la figura siguiente ВА=с; ВС-а; 
AC=b;A=74;CE=20-b. D es punto 
medio de AB. Entonces, el valor del 
ángulo v es. y 

am - 


* Del A ADE: 
Aplicamos ley de senos 
e 


E > de 
enx sen[180 - (74 +] 


* Luego Бр arcos compuestos : 


2 
+ E caenxdsenx > 24 cos x=93senx 


= ап х= 24 — tan S > xcorctan( £) 
93 з 


31 
RPTA : “В” 


PROBLEMA 282: 


Еп un triángulo ABC , con lados a 
‚ b y e respectivamente , se tiene. 


B)16 
Dj? ____Е025 
RESOLUCION: 


*Por Ley de tangentes : 


1- 
ми ан ВЕ: PE DEN L1 De 
2 2 4 a- 


PROBLEMA 283 : 

Después de haber sido rotado el 
Реза ХУ чп ángulo а tal que 
fana=2, ве obtuvo los puntos. 
A'(-4; 6), B'(2; 4). Si Р'ег punto 
medio de леп el sistema ХУ’, 
determine las coordenadas de Р' en 
elsistema XY. 


ТЕЛЕН 


% Al graficar según enunciado 


tenemos: 


= 
А'(-4;6) РЦБ 


* Nos piden las coordenadas де 
сгв) en el sistema XY. 


* Se sabe : 
[ron ужина] =-1(4)-2(5)- 2-1 
Eu gri 


= Р'=(х; эн > 


RPTA : “D” 
PROBLEMA 284 : 

Determine la ecuación de la 
circunferencia +*+y*=/en un nuevo 
sistema trasladado X’ Y',cuyo 
origen está en el punto (—1—1) 
Arni (+2). -: ВИ 


йаг AS њу сле 
CIÓN: 
* Graficando la ecuación $ 


* En el nuevo sistema el centro 
tiene como coordenadas (1; 1). 
* Luego, en el nuevo sistema la 
ecuación de la circunferencia es : 
(= D*+ (y- =1 

ЕРТА: “D” 
PROBLEMA 285 : 
bo Баба аак (нент) 


A1 B)-1 ©- 
RESOLUCIÓN: 


* » сов 7.0; sen =. 
Se sabe que: cos,70; sen. 1 


* Entonces reemplazando , resultará: 


Dji вам 


у пољу тата виа 
% 7% RPTA : “D” 


PROBLEMA 286 : 


Halle el módulo del complejo 
irl del 


T us. Че 


donde 2=c0s0 + iseng зубе a 


Алап 9 В; согд Ci2lan Q Dj2oot 9 E)4 lan 
RESOLUCIÓN: 


* Бе sabe que: 
2+1. #-1 liz+ D? +021 
"aia? a-es 


2 +1) _ 21-47) 
ао 


+ Como: = = совд + гвепд 
—2(1- cos20 - ізеп20) 
1+ cos20 + isen20 
-2(2зеп?0 -iZ sen0cos0) 
22080 + iZsenü cos? 
-SeenG(senü - icosQ) 
cosdícos + isen20) 


[send - i coso) 
»Wi= эман ЗГ" 


* Luego рага: olas 54); :tan0>0 


leen – 1совб\=1;|совб+1 sen0|=1 => [|= tan 0 
RPTA : "C" 


=>W= 


AW 


== 


>W. A 


PROBLEMA 287: 

Та suma de las soluciones de la 
ecuación (2-iN=1es: —— 
A) B Ci Пи Ез 
RESOLUCIÓN: 

"Oro : (z-i) =1>|(2-17 cresce len 
* Por De moivre : 


s- сіз eon EE p ioen ŽRE ды 


К [joo 


*Luego las жена „serán : 


k=0>2x=1+i # 
1 43 
kal> n= ets 

УЗ 


А-2әк--іі-ізі 
*Entonces lo deseado será : 
Z; +z; +z, =3i 


RPTA : “E” 
PROBLEMA 288: 


Sien la ecuación: cos"x&sen?x-1 
hacemos 3-2. y luego 2=c08y, 
¿btenemos ила ecuación bolinomial 
en la variable z. determine dicha 
ecuación polinomial. ORA 

A3: 324. Lo EEEE tuo 

уа Фы-а РАЙ: +1-0 


22507 


ENS: 
RESOLUCIÓN: 


* Por condición del problema 
tenemos: 


=> сову - coni x – я}4) => сезе (си + men, 
=> coar + зет -У2сову......... — И) 


* Luego elevando al cuadrado: 
cos! y- 1/2 (1+ 2senxcosx), de donde 


2cos! —1 
2 


* De (I) tenemos: 

(cos x + senx ) (cos x — cos хзепх+зеп?х )=1 
* Finalmente al reemplazar (III) y 
(ТУ) se tiene: 


(ежу) к=? 
* Dado que: z-cosy 


ai (e) е) 
* Resolviendo se obtiene: 


dae 41-0. 
2 — ВРТА: “E” 
PROBLEMA 289: ам 
Determine la región 52,224 108 
números complejos z: 
los cuales se cumple 
Logia је ПТ ова ји 


(av) 


= 


ГУЛ: «АЙЫЫ TES 


D EX 

RESOLUCIÓN: 

* Por propiedad : 
2-44 = 2 (2; 0) ла (00) 


> Је: 2) у! < fx tay? 


ә х? -4хе4жуісхіз у? 
> 4<4х > 1<х 


* Graficando : 


ЕРТА : “B” 
PROBLEMA 290 : 


Еп ип triángulo esférico rectángulo 
ABC, pecto en В „reduzca la 
expresión 2. : 


Е =cosb fana cscA - cosb tana cotA 
Nota; a,b y с son los lados del 
triángulo esférico. 

А) cosíb-c) В) соғ/(Ь%с) С) соме) 


D) sen(b-c) Е) 2cos(b-c) 
RESOLUCIÓN: 


* Aplicando las Reglas de Neper : 
cosb-—cosa cosc 


sene=tana cotA 
sena=senb senA 


| eS 


* Reemplazando: 
пение (stt nen). sorb rene 
=> Е=зепђсовс - cosb senc 
> 
RPTA : “D” 
PROBLEMA 291: 
una rotación de un ángulo de 
d es e] 


la ecuación original. ы 
А) 5х? + 5у:- 25ху + 70 = 0 
В) 5х: + 5y* – 25xy + 50 = 0 
С) 5х? + бу? - 26ху +72 = 0 
D) бх? + бу? - 26ху + 90 = 0 
E) 5х? + 5y*-52xy+72=0 
RESOLUCIÓN: 

Tenemos: 4(x")* -9(y")* = 36. 
Conocemos: 


х! (азу) o: у= (су) 

Asi: , v (х;у).(Совд; Senb) 
х'= xCosü + убепд 

toy's(x;y).(-Sen0; Cos0) 
y'=-xSen0 + уСозб 


Ahora, para 0 = 45% 


E) or 

2 2 
Reemplazamos: 

(8) 4 y- а. 2-7-5 
Ca - 26ху +72 =0 RPTA : “С” 


PROBLEMA 292: 

L ecuación polar de la parábola 
es:r=2[vers(0)]*, calcule la 
longitud del lado recto. 3 


АП ва C4 88 
RESOLUCIÓN: 


Ecuación polar de la parábola: 


© кв 


=———__ г – гсовд = 2 > Г = гсов0 + 2 
1-cos0 


Cambiamos: 


г= үх? ну? arcos=x 
así: 


үа2+у? 2012 Day dr dx 


Ecuación rectangular de la 

parábola. y*=4(x+1) 

De aqui: 4p=4 = Lado recto =4 
RPTA : “С” 

PROBLEMA 293: 

Determine la ecuación polar de la 

шоо edet] 

de coordenadas, y su directríz es 

recta reos(0)=-4. — 


RESOLUCIÓN: үү 


* Del gráfico: 
vertice:(-2 ; 0) 
Ecuación rectangular de la parábola 
Р:у? = 4(2)(х+2) 
Determinar la ecuación polar а 


partir del gráfico: 
AL 


2р=4 => p=2 


Por definición: 
dpi = dip, > Г = 4 + гсов0 


= 4 зесд. 
зесд —1 
RPTA : “D” 

ORIGEN DE LA TRIGONOMETRIA 


Originalmente, la trigonometría es la ciencia cuyo 
objeto es la resolución numérica (algebraica) de 
los triángulos. Los seis elementos principales en 
todo triángulo son sus tres lados y sus tres 
ángulos. Cuando se conocen tres de estos 
elementos. con tal que al menos uno de ellos sea 
un lado, la trigonometria enseña a solucionar el 
triángulo, esto es. a encontrar los otros tres 
elementos. En este estado de la trigonometria se 
definen las funciones trigonométricas (seno. 
coseno, tangente, etc.). de un ángulo agudo en 
un triángulo rectángulo, como las razones entre 
dos de los lados del triángulo: el dominio de 
definición de estas funciones es el conjunto de 
los valores que puede tomar el ángulo [0";180"]. 


Sin embargo, el estudio de la trigonometría no 
limita sua aplicaciones a los triángulos: geometría. 
navegación. agrimensura . astronomía: sino 
tambien. para el tratamiento matemático en el 
estudio del movimiento ondulatorio, las 
vibraciones, el sonido. la corriente alterna, 
termodinámica, investigación atómica. etc. Para 
lograr esto. se debe ampliar el concepto de 
función trigonométrica a una función de una 
variable real, en vez de limitarse a una función 
de ángulos. 


>r= 


1-сов0 


PROBLEMA 1: 


SiSy C representan los valores de un ángulo en 
grados | 5 exagesimales y centesimales, 


С? *4S'C— S*-25C 


RESOLUCIÓN : L 

Siendo: 

5=# de grados sexagesimales 
С=> de grados centesimales 


= S-9K^C-IOK 


Del dato С?+5?=2С? – 55C?+48*C — S° 
Ordenamos: 
С° + 28C + S* 


-28С 


= 2(c*)-5S(c2)* 4S* (C) - S* .... (1) 


о) 
Р(С) es un polinomio que se anula para С=5. 
Factorizamos P(C) por divisores binómicos 
2 -58+48*; – S? 


25—35? : 5° 


Luego: 
P(C)-(C- S)(C - 5)(2С-5) 
*En (I) (C*S) -(G- S (2С — S) 


sc-s.[€* 8 pS Е] _ 361 
=>2С-5 (5+ S = 2( 10K)-9K (E >K ТЇ 
Como: C-10K - c = 3610. 

11 APTA : “C” 
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EDICIONES RUBIÑOS 


profundidad де 8 ст. 
2л бл. бл - 4л 8л 
AE pe — == 225, 
ү] 8 в) в с) 5 Di: 3 5 5 
RESOLUCIÓN: 


Dado un sector circular, generamos un cono de 
altura de 8 cm. 


P 
10 cm 
L 0 (< 
10 ст 
Q 
Al desarrollar el cono L=2 т (6 ст). 
L=12r ст 
Del primer gráfico :L=0 x10 ст 
Reemplazando obtenemos 


12r o - 0x 1000 =>0 = 57. 
=> La medida del ángulo expresado en radianes 
es E. 
5 

ВРТА г "с" 
РНОВЕЕМА 3: 
En la semicircunferencia de centro O del gráfico 
mostrado, тАВ = 164° у AC= 2450 ст. 
Calcule el área de la región sombreada (en cm?). 


С б pu 
А) 58,5 B)60,5 C)62,5 D)64,5 Е) 66,50 


RESOLUCIÓN : PIS 
Cálculo del área de un sector circular |. — 


EXAMENES DE ADMISION 2012 [1085] UNI 
Se sabe lo siguiente: 

S : área del sector circular 

0: nümero de radianes 

А r : radio del sector circular 

$ : representa el área del sector circular <: longitud del arco de circunferencia 

Piden таАОВ 


0: número de radianes 

r: radio del sector circular 

Piden calcular el área de la región sombreada. 
Sea S el área de la región sombreada. 


Dato 
Lao а/8,0С=Ь 


BEN 1 
m<AOB=0rad => S53 8b? (T) 
Del gráfico, se establece lo siguiente: 


as- ау sed, x) 
s ак oy уй; 55050 Sen16t => s= 1595 2. Reemplazamos (I) en (И) 
Sesabe que: ni = 5=64,5 ст“ de NUN ad 
ВРТА : “D” Z) go b? 
PROBLEMA 4 : Debido 0>0 


En los sectores circulares АОВ y СОР. Si  Sededuce que o=% 


upg” 
Lan = ay3u, OC =b , calcule mg AOB RPTA: “B 


PROBLEMA 5 : 


А)— La figura muestra una esferita de acero 
suspendida por la cuerda flexible ОН. Se impulsa 
B) = la esferita en el sentido indicado de tal forma que 
b manteniéndose siempre tensa la cuerda, la 
C)a esferita llega a ММ. Calcule la longitud recorrida 
D)b por la esferita, si ММ=МР=РО=9 cm. 
E)ab 


RESOLUCIÓN : 
Cálculo del área de un sgo circular 


А)12лст В)бяст С)10лст D)9xem E)8xcm 
RESOLUCIÓN : 
* Por teoría sabemos que: 
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R 
£-0R 


Z0 rad 


R 
* Se nos pide hallar la longitud que recorre la 
esferita. 


9хн= 5 (3) =х 


дхв= = (21)= * 


* Finalmente, la longitud recorrida por la esfera es: 
7х%2л%л-10л 

ИРТА : “E” 
PROBLEMA 6 
En el triángulo rectángulo ABC (recto en B) con 
BC=h y тчСАВ=8, se liene inscrita una 
semicircuferencia según se muestra en la figura. 
Exprese el radio de la circunferencia en función de 


hy 8. c 
A B 
ҺСозд h h 
2 1+беп@ D Бепд e Соз0 
АСов0 hSenó 
D) Seno Cost. n Зепд + Cos. 


RESOLUCIÓN : 
Resolución de triángulos rectángulos 


nCscó 


nCotú 


EDICIONES RUBIÑOS 
Созб 5 


Identidad por cociente: Согд=——— 
E Seno 


Identidad recíproca: ЅепӨСзсӨ = 1 


A rCscó ОВ 

En el triángulo rectángulo OMA (recto еп М) se 
cumple que OA=rCsc0 : 
En el triángulo rectángulo ABC observamos: 

гСвед+г _ Соз@ _ r(cscÓ + 1) 
Со = h > Send = h 
=> ћСозд = r(Sen0Csc0 + Зепд) 

hCos8 


=> hCos0=r(1+Sen0) > Жесс. 


НРТА: “А” 
PROBLEMA 7 : 
Еп la figura, O es el centro del círculo 
trigonométrico. Si OA=1u y tange ‚сасше 


el área de la región sombreada (en из). 


RESOLUCIÓN : 


: Ө 


Además: 


EXAMENES DE ADMISION 2012 UNI 
PROBLEMA 9 : 


Sir es el radio de € , según el gráfico se tiene: 
38r=i=>r=1 

3 
Por lo tanto : 


РЕ. 
АИ A As orar n1] -% 
ВРТА г “E” 


PHOBLEMA 8: 


RESOLUCIÓN: 
* Consideramos el siguiente caso; 


* En el triángulo AFP, mediante el teorema de 
senos tenemos : 

Е 20 os 20веп 60“ 

senG(0^ зеп45° веп45? 

== 24,5т 


=La longitud del poste es 24,5m. 
5 ВРТА : "c" 
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6): área dela región triangular OA'M 
> p E 
5з: área де Ја región triangular ОА'Т 


де (1)(–Тапд) 


5: área де la región sombreada 
S=S,-S, 
sg: )(-Tan0) (1)(8еп0 ) 
TEE ағалы RM 


2$ = (Tan0 + Seno) 


ВРТА : “Б” 


PROBLEMA 10 : 
En la circunferencia tr 


кек онаи 22 -donde R es punto medio 


RESOLUCIÓN : 
*Representación geométrica del seno de un arco. 
*Representación geométrica del coseno de un arco. 


EDICIONES RUBIÑOS 


=> n+Cosa=2nSena = PS seal 
Q(-n;0) = бе 

ВРТА: “А” 
PROBLEMA 71 : 
En la circunferencia trigonométrica de la figura 


mostrada, el arco де (єх) , Calcule el área de 


la región sombreada АМ =, 


м (20е) 2 (е) oa ou) 
ns) + es) 
RESOLUCIÓN : 

Se pide Área, двс 

Del gráfico: 5 
АВНО - ACPO a 
22. x Ls 1-Cos0= i Sya m 


EXAMENES DE ик “т 2012 


E ЕЕ 1 Rid БЕС ds) 
2 1- Cos0 1- Cos0 


ВРТА : 


“с” 
PROSLEMA 12 ғ 


аг г 

* 2зепіх-1- Cos2x 

• 4Зепіх-З5епх - Sen3x 

• 2SenaCosb=Sen(a+b)+Sen(a — b) 

Piden A+2B+C. 

Dato :16Sen*x=ASenx+BSen3x+CSen3x... (1) 

Entonces : 

16Sen*x=2 (2Sen*x)(4Sen*x) 

=2(1- Cos2x)(3Senx - Sen3x) 

=6Sen х – 6Sen хСоз2х – 2Sen3x+ 
+2Sen3xCos2x 

Aplicamos transformaciones : 

16sen*x=6senx – 3(sen3x – senx) – 2sen3x+ 
+(senSx+senx) 

16зепіх-10зепх- 5sen3x *sen5x.............(II) 

Comparamos (1) y (И) 

= A-10; B=. 5; С=1 


= А+2В+С=10+2(- за 
РТА: “С” 


PROBLEMA 13 : 


1089 


RESOLUCIÓN : 


six+y+z=x, entonces 
Тапх +Tany + Tanz = TanxTanyTanz 


Piden 1+TanaTanfTany 


Datos: 
“Тапа + Тапр + Тапу = 2007 
* а,В,у son los ángulos de un triángulo 
Entonces, a+PB+y=x. 
Luego :Тапа + Tanf + Тапу- ТапаТапрТапу 
Reemplazando tenemos Tana Tang Тапу = 2007 . 
Por lo tanto :1+Tana Tan f Тапу =2008 

RPTA: “А” 
pl ~ 14: 


RESOLUCIÓN : 


Se sabe que: 


Piden simplicar la expresión E. 


E=(1-a*b*)Tan(x Ө) 


Е-(1- ERR Tan( $2, 34), an (5-2) 


=(1-atb* a+b a-b 
тен нь 8) 


(а? -b*) 
E-(1- ба), L-2>E=a*-b* 
[297771 i 
ВРТА : “В” 


PROBLEMA 15; 
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ЕЯ AM: x Es 2 “ж 
RESOLUCIÓN : 
Transformaciones trigonométricas 

е 25еп0 Sena=Cos(0-a)-Cos(0+a) 
• a+0=90 — Sena = Cos 


1 1- 2(2Sen70*Sen10") 
E ane 29070 Ec Án 


1- 2(Cos 60^ - Cos 80)” 
2Sen10* 


Е = = ФЕ= 


>E= E= 


PROBLEMA 16 : 

Simplificando la expresión siguiente 
-Tan343* - Тап107" 

76 к-[ "Tan197* + Tan73* Ја 


_вустаг С)ТапзФ 

I E) Cot 34" 
RESOLUCIÓN: 
Piden 

—an343* — tan 1077 
кој Тап1974ат73° |47165 
—tan(360" — 17°) — tan(180^ — 73°) 

fan(180 + 17°) + гап 73° 

Јат 17" + ёат73° ^ 
E (а Чат zd 
= K--tan17* 
Simplificando la expresión К se obtiene —tan17?. 
RPTA : “А” 


к-| x (tan(180* — 17")) 


PROBLEMA 17: 
En la figura se muestra un paralelepípedo recto 
de lados а, Б, с. Calcule el seno verso del ángulo 
Vas > 

IET I = 
Уа ыы +с 8 


EDICIONES RUBIÑOS 

1 1 1 Blog cup: 
А В); o0 Drs: ЕІ . 
RESOLUCIÓN : 


Teorema de cosenos 
B 
а? = b? + с? — 2bcCosA 


Seno verso de un ángulo : 


Piden seno verso del ángulo 7. 
Dato 


Vb! же“ 1 


Баг - A B 
Jarro е? З 3 
Tenemos 
j ; 
с 


Del paralelepípedo recto mostrado, analizamos 
el triángulo ABC А-а В 


Vb? +e? 


с 


Por teorema де cosenos 
2 2 
а?=(/д#+ь#+е*) "(ыға с?) 
– 2 /а*+Ь?+с* x Vb? + с? cosy 


Орегапдо 


Por referencia del dato, Cos; = 


versy=1- Cosy => versy = 1-2 56: 


1 
> versy = = 
3 RP: 


EXAMENES DE ADMISION 2012 
Ma 18: 


área БОША de la a región ОША; Or el 
арр све (< «ши 2 E 


_ В) 2/3Cos15'+2Sen15* 
_- D) 3/2Сов15%-28еп15% 
2 еі 
HESOLUCIÓN : 
* Teorema de senos 


A 
5: Área de la región triangular ABC 


=> 5 = 5 зета 


* Enel problema dado : 
* Identidades trigonométricas del ángulo doble; B 
Sen20 — 2Sen0Cos0 26:30 
* Segün el enunciado, tenemos: 
B cos 26° 
sen 27” 
A с 
1 
с y. талау” cos26* sen 26° 30! 

* Por teorema де senos, resulta: 1 


CA AB BC > СА _ 8еп135° 8-4 (2веп27” xcos26) sen 26" 30 
Sen135* = Senis = Sens ^ AB Беп15° 


_ АВ _ 5еп15° —— Seni 5-і (sen5 e еп зет 2630 
ВС Sen30^ беп16%Сов15% 
Sumando : Dato: sen1* =_7_ 
CA, АВ. V2 1 
АВ BC 2Sen15 2Сов15° 4-14 КАРЕ 827 |5 
.,CA, АВ _ 2/2С0в15 + 2Sen15" $15 0 5500 


АВ ВС 2(2$еп15°Соз15°) 


., CA , AB _ 242Cos16" + 25еп15° 
2 Ав* ВС 


=> El área aproximada es 227 5 5 


2Sen30* ВРТА : "B" 
PROBLEMA 20 : 


= 2 /2С0815" + 28en15* 
ВРТА : “В” 


eae 
AB ВС 
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A)2/8 O3 ns48- 
RESOLUCIÓN : 
* Recordando las identidades de Legendre: 


(a-*b)* (a – b -2(a? b? ) 
(a+b)? — (a – b)? -4ab 


* Se tiene: 
Tga+Ctga=4; qa 
Nos piden hallar: W=Tga-— Сша 
Aplicando las identidades de Legendre, tenemos: 
(Tga+Ctga)? - (Tga — Ctga)" -4Tga Сша 
->16-о?-4(1)-ә о=+ 2/8 
* ya que 354<%» entonces Tga > Сва 
*Se concluye que: Tga— Ctga> 0 => W-243 
ВРТА : “А” 


PROBLEMA 21 : 
El triángulo ABC de la figura tiene perímetro igual 
em. Si АВ=ВС, halle а+0. 

B 


AC 
3(2 -43) 


4)120* 
В)135° 
С)140% 
0)150° 
E)130* А e 
RESOLUCIÓN : 

Recordando el teorema de senos: 

B 


А Ђ с 
y el ángulo doble : бел2а-25елаСоза 
B 


EDICIONES RUBIÑOS 
Según enunciado: a+ b+ c= Jam 


3(2-\3) 
Como а=с 
= 22+b>2% pU 
(2-4) АЕ УЗ) 
SenA 2443 | „5епА 2 
TEST па вв тв 
De la imagen: А=С=а; В=0=180° – 2a 
Reemplazando: 
= Sena АЛ, 22 Зепа = Е 
Sen2a J3 25епаСоза J3 


> Cosa = 2 = а= 30 => а+0 = 150 
APTA 1 “D” 
PROBLEMA 22 4 


Бі 0«5«7.,simpliique la А а : 
17 ©0820 + веп20 
1 + cos20 + sen20 > 
A) сів B) send Otga ~ 
D)cosü  E)tg20 
RESOLUCIÓN : 
De acuerdo a las condiciones del problema, para 
su resolución vamos a aplicar las identidades 
trigonométricas del ángulo doble, tales como: 
* 2sen? 9 =1- cos20 * 2608? 0 =1+сов2 0 
* sen2 0 =2 sen ӨсозӨ 
* Se nos pide simplificar: 
_ 1- ©0820 + sen20 
_ 1+ 00820 + sen20 
* Aplicamos las identidades del ángulo doble : 
_ 2sen*0 + 2зепб cos _ 2вепв[вепб + cos 
. 2сов?0 + Звепбсов0 2cos0(cosO + зепд) 
Haciendo las simplificaciones del caso, tenemos; 


APTA 1 "с" 
PROBLEMA 23 452 - 
Halle la expresión irigonométrica. e 
E-2sen'x-1, Vx € R 
А) e x-sen'x 


EXAMENES DE AUMISION 2012 


RESOLUCIÓN : 


* Para resolver el presente problema vamos a 
utilizar las relaciones trigonométricas del ángulo 
doble, tales como: 
+ 25еп?0 = 1- Cos20 
„+ Cos*9 – Ѕеп?0 = Cos20 
+ Sen*0 + Соз*0 = 1 
Según el enunciado: 
E-2sen'x — 1=> E-(1- cos2x) -І 
=> Е=- cos2x => E=- (cos*x — sen*x) 
=> E=(sen*x – соз*х) (1) 
E-(sen*x — cos*x)(sen*x+cos*x) 
* Reemplazando nos queda: 
E = sen*x — соз*х 
НРТА : “E” 


PROBLEMA 24 


= É 
RESOLUCIÓN : 


* Vemos que el triángulo АСВМ es notable de la 


UMi 
* Ahora en el ABCA aplicamos el Teorema de 
Pitágoras: ы ог шг 

— 43044 /33+4=16 


=> +1 /3 -3=0 
* Aquí operamos según la fórmula general de las 
ecuaciónes de segundo grado: 


15 – 43 
а= 
APTA : “Б” 


PROBLEMA 25 : 


Ecuación de la circunferencia: 


€ :(x—h)?+(y-k)i=r? 
Por dato 
I) (h; k) L:y+x=0 > k=-h 
Por lo tanto 
€: (x-I)?+(y+h)?=r? 
II) (84) (325 M7 ) e € entonces 
(8- hf (4h) =r" 
(842 - hf «(47 +В =r" 
Igualando, tenemos que й =0, entonces Е=0. 
Luego € г х?+у?=г? 
Como (3; 4)e € 
>344=r* > г?=25 
= € : х"љу:=25 
ИРТА : "E" 
PROBLEMA 26 : 


TRIGONOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 


47 B8 С)9 010 Е) 11 
RESOLUCIÓN : 
Graficamos la circunferencia: 

Yi 


дел RIA 


Determinamos el centro de la circunferencia: 


potato => pt 25240 


2 
_Ул+Ув_7 240%” 
= == 90 => (11) 


Determinamos el radio: 


2r=d>2r = Мв – 27 (5 – 23 


5 
ни 6119] 


De (1); (11) y (Ш) obtenemos: 


— 


>r= 


kr 2 (5) ki? 
SA Ga рта 5 
ВРТА: “B” 


ната ЕМА 22: 


RESOLUCIÓN : 
Recuerde que del gráfico: 


EDICIONES RUBIÑOS 
Nos piden determinar: (Tana)(Cotf) + M 


(73:4) 
Observamos que: 


• Cot(90* 49 == 
=> - Тапд === Тапб--% 


* Tan( -90+8 z% 


=> -Tan(90* – В )= Í>- -Cotfp -4-сор- -$ 
= (5) E 
= (Tano сор) = ( Ji У 9 


РНОВЕЕМА 28 : Е 
Si A, By С son los ángulos de un tri z 


до B 02  D4. вв 
RESOLUCIÓN: 


•зепд + sena = зен Фа), 4454 


*с080 — соза = –азеп Фа ға е 


*зеп20 = 2sen0 созб 

*Si A+B+C = 180° 

=> зеп(А + В) = senC у 

соз(А + В) = —cosC 

Piden: 

F= sen2A +sen2B + sen2C 
senA senB senC 

2зеп(А+В)соз(А — В)+зеп2С 
senAsenBsenC 

2senC cos(A — B)--2sen CcosC 
зепА senB sen C 


p 


F- 


EXAMENES DE ADMISION 2012 UNI 
Factorizando obtenernos : 


F= 2вепС |соз(А – B) + соз С] 
senAsenBsenC 


Por reducción al primer cuadrante se tiene 


p — 2senC|eos( A — B) — cos( A + BJ] 


senAsenBsenC 
Transformamos : 
p _ 25enC[-2senA sen(—B)] 
x зепА senB senC De la circunferencia trigonométrica, se observa lo 
_ 4senA senB senC == vue Les x 1 5 
E ABE: ==Е=4 siguiente: <= < 


Por lo tanto, el valor de F es 4. 


БРТА : 90" Porio tanto, «с (1,5). 
НРТА: “В” 


PROBLEMA 31 : 
TN A 
Determin 


RESOLUCIÓN : 
Se nos pide: 


1 
E--Sec80" 4 8Cos" 80% 
с 7 Сов80° 


+8Соз* 80° 
* Aplicando ángulos complementarios : 


5 
* 


Cos80^ =8еп 10" y 
7 RESOLUCIÓN: 
* Reemplazando : soLució 
ж H ” 

1 3 1 E 4Sen*10*) Factorizamos la ecuación: 
Е = сор 10 = Sen10 2sen?x + sen"x — 2senx — 1 = 0; 0 < x € 2x 
* Tenga en cuenta que : % sen?x(2senx + 1) — (2вепх + 1) = 0 

жез р 
4Sen*x=3Senx – Sen3x => (2senx + 1)(sen?x—1)=0 
o асы j 1 7r ли 
в 13 2(88еп109 -Sen30°) _ + 6 5еп10° – 1 | Пвепх = в 
Sen10? БЕСТЕ 


ВРТА : “B” Ш)вепх =1 == 
PROBLEMA 
ы ~ = Шаљи 15у 97. 
El сопјш Entonces, x, + х: + Ху x, = бт. 


=> La suma de soluciones es ӛт. 
ИРТА : "A" 


PRO) 
RESOLUCIÓN : 
Datos Sen(xx)-Cos(1x)>0; x e [0; 2] 


Беп(лх) >Cos(rx);0<x<2 
05ях5 2л 
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* Se aplicará la propiedad : 
vo e |- О 


>El valor de E es 2 


PROBLEMA 33: 


ÉS 


5-43 22 ©: 

RESOLUCIÓN : 

* Recordando que: 
ArcSenx + + ArcCoss = 5; e[-1; 1] 


* Según la condición, tenemos: 


=> -ArcCotx < ArcCosx 
* Graficando ambas funciones en su dominio de 
definición , tenemos: 
Y 


*Segúnel gráfico, tenemos: 
Мхе [-1; 1] verifica- ArcCotx «ArcCosx 
* comparamos con x e [а; b] 
5 = а?+Ь?=2 


ВРТА ; “р” 


EDICIONES RUBIÑOS 
PROBLEMA 34 : а 3 


Sive icis ^ = 


А) ый 
D) (08) 


RESOLUCIÓN : 
Piden el Ran(f). 


fi, = VI+ 2|Sen x|Cos х; леже 
fi = VI+ 2(-Sen x)Cos x 
f. = У1- Sen 2x; 2r<2x< 7 


Analizamos en una С.Т. 


E 
бт/2 


X 
Del gráfico: 
0 < Sen2x < 1= 0 > - Sen2x >-1 
—1»1-Sen2x >0->1> /1-Sen2x > 0 
=>1 >f >05 Ran(f)-(0; 1) 
RPTA : "B" 


PROBLEMA 35 : 


RESOLUCIÓN +  — 23 
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arcSenx+arcCos x=% <> —1< х<1 
Piden el rango de f. 2 


Dato 


fx) =arcSen(x) +arcCos(x) жағлан —— | L 1) ћ 


Их)=агсветх) *arcCos(x) ғағсТап Ө 


Entonces 


fts)» EsarcTan( 27 14) 


Сото 
-1<x<1 > 0<|х|<1 
->1<|х|%1<2 
1 1 
2= 
ld +1 2 


arcTan(1) 2 атап 7 T 1) > атстап (1) 


512 


52 areTan( т > ағетан(1) 


Зло л 
di багтан 1.7) 5 +агетал[ 2) 


л 1 
> Z> fix) > 2 + EG 


RESOLUCIÓN : 
* Se nos pide hallar el valor de М. 
* De los datos: г, ArcCosx &ArcCotx; 
R,-[m; M] 
* Determinamos el rango de f;,. 
* Ya que АгсСозх y ArcCotx son funciones 
decrecientes, al analizar f, зе define en un 
dominio de f- 1; 1]. Р 
* Luego se establece que: 
05 АғсСовх Sz... I 
Z < AreCots < na) 


UNI 
* Sumando (1) y (П), tenemos : 


Z < AreCosx+AreCote 5 75 >= Befas E 


Га) 


RESOLUC 
* arccot(x)=arctan (2) ; 
x 
- 2 - 
“ ay +ьс+е=0 xs У ве 
Реја condición: 


9-5) 


== РАБ 
х ЈМ-—х x 


бвеп (2х) — 8созх+9вепх —6=0 

=> 12зепхсозх – Bcosx+9senx— 6-0 
* Factorizando: 
4cosx(3senx – 2) +3(Звепх - 2)-0 
=> (Ssenx — 2)(4c08x+3)=0 


TRIGONOMETRIA LA ENCICLOPEDIA 2012 


*Como: PA (б) 


Se concluye que existe un único valor para х. 
ВРТА : “A” 


ЕЕЕ Ez 


BESOLUCIÓN ғ 
* Desarrollando los numeradores , resulta : 


согАсогВ + senAsenB. | соаВсовС + senB x senC 
senAsenB senBsenC 

cosAcosC + зепАзепС 
senAsenC 

=> E = cot Acot В + 1cot BcotC+1+cot AcotC+1 

“Рог propiedad se sabe que si: А+В+С=180°, 

* Luego: 

cot Асо! B+cot Bcot C+cot Асо? С=1 > Е=4 

АРТА г “Б” 


Е= 


+ 


PROBLEMA 40: 


En un triángulo ABC recto en A, el valor de la 


donde a, Бус son los lados del triángulo, es 
igual a: 

-2:.B)-1 С)1 
RESOLUCIÓN : 
Teniendo en cuenta que : 


. * [со =Свеб»Согд 


* Según Чаю, tenemos: В 


D)2 Е) 4 


с 


* бе nos pide calcular: ^ b a 


xe ву stats (S) (a by «auf ва (С) 
ЕТО 


EDICIONES RUBIÑOS 
_ (a- bY *2ab(1- CosC) 
(а +b)” – 2bc(CscC + CotC) 


| (a- by sab 1-5 
^ +b) - -200[ + D ae 
ИРТА : “С” 


PROBLEMA 41: 


Sea: = 
А={(х;у)є К° / x-cos^t; y=sen' 
Entonces podemos afirmar que: ` 
А) Aes una semicircunferencia ( 
B)Aesun segmento de recta : 


E) Aes un segmento de parábola 
RESOLUCIÓN : 

Se tiene: 

x—Cos't. mi 
yzSen't. n (IE) 
dedonde 0 <х<1 ^ 0<у<1 

* Al sumar(I) y (II) ,resulta : х+у=1 

Yaque x e y están acotados, tenernos la ecuación 
de un segmento de recta. 


ВРТА : “Б” 
PROBLEMA 42 : 


Si A, By С sonlos ángulos de un triá 
y 3 son las longitudes de sus lados « 


RESOLUCIÓN : 


Teorema de senos: PY “беп В Бело 

Teorema de proyecciones 
a=bcos С+ссоѕ В 
b=acos С+ссоз А 
с=асоз B+bcos А 


с, 
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Se pide calcular: 


2522 mm де 
Беп(А + B) + 5еп(А+С)+ Зеп(В + C) 
53Cos А + 42СовВ + 35CosC 
SenC + SenB + SenA а 
= B3CosA + 42CosB + 35CosC 


D- 


23 с. 
Por el teorema de senos tenemos: 


љ2+88+3 _ 12 
БепА +SenB+SenC БепА 
өб 12 
2 5епА + SenB+SenC L 
> Sena +SenB + SenC = e. O 


Por el teorema de proyección tenemos: 
1,2-3Сов В + 2,3Cos С 
3=1,2С03 В + 2,3Cos А 
2,3 =3С0$ А + 1,2Cos С 
Sumando las tres relaciones 
6,5=5,3C05 А + 4,2Cos В + 3,5cosC. 
65=53C0s А + 42Cos В + 35CosC...... 
Al reemplazar (1) y (II) en (а) se tiene que: 
L 


D-— 
12 


an 


ЯРТА : "E" 


2445 


atb 


Е АН 


BESOLUCIÓN : 
Cálculo de la bisectriz interior de un triángulo. 


A 


с, а 
А с 
E—————É——— 


UNI 


“ы Representa la bisectriz interior relativa al lado AC. 
* Piden la longitud de la bisectriz interna B. 


< 
с, 60 b 
A F с 
Datos: АВ=а; ВС=Ь у ma АВС- 120°. 
Sea: BF=x > (EU Xcos60^ 
a+b 

жаа» 
a+b 


АРТА: “A” 
PROBLEMA 44: 
Después de una rotación de ejes , la ecuación 
5х7-8ху+5у:-9=0 representa una elipse cuyos 
focos tienen como coordenadas F ((а;6), F. (c; а). 
Calcule ac+bd. 
А)-2 В)-3 
RESOLUCIÓN: 
Cálculo del ángulo de girog : 


C)-4 . D)-6 E)-8 


Si Ar?*+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0 


Е 


* Ecuaciones de rotación de ejes: 
[#=х6080 — узепд | [y=x'sen0 + усозб | 
* Datos: 
5х?- 8ху+5у?-9=0....................... (1) 
* Focos: F,(a; b); F,(c;d) 
De la ecuación tenemos :A=5; B=-8 y С=5 
Calculamos el ángulo de giro (в ): 


Establecemos que : 20=90° — 0=45° 
Aplicamos las ecuaciones de rotación 


x=x'xc080— y'senü > x = (и Y). (II) 
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У caeno y e ЕН ER uy).(n) Luego: desi 
Log, (tan 0)* Log, (tan 0+6) = > Log, 


.  Reemplazando (II) y (III) en (1) obtenemos : 
(x (Y у 


Log, (tan 0)(tan 0+ 6) =Тюв, 9 


(x + 90у)? =95— ея tan?0+6 tan 0=3 
* Se tiene que: a'=3 y b'=1 > tan?0 + 6tan8 - 3-0 
debido: (a')* -(b')*-(c')? > с'= 2/2 ЕЕЕ 765 436 - 40)(- 3) 
icarnos la eli 
Sap ES > tan 0 =-3 + 243 
(xr y л 
аа 1 Como 0 € (0:5), entonces алд > 0. 
Los focos se denotan tan 0=-3 + 243 > fan*0= 21-1243 
F,(-c;0) y F,(c; 0) > sect9-1 =21-12/3 > зес*0= 22 – 12/8 


ЯРТА : "B" 


LA TRIGONOMETRIA EN LOS 
TIEMPOS MODERNOS 


En el s. XVII, Isaac Newton (1642 - 1727) inventó el 
cálculo diferencial e integral. Uno de los 
fundamentos del trabajo de Newton fue la 
representación de muchas funciones matemáticas 
utilizando series infinitas de potencias de la variable 
x. Newton encontró la serie para el sen x y series 
similares para el cos x y la tg x. Con la invención del 
cálculo las funciones trigonométricas fueron 
incorporadas al análisis, donde todavía hoy 


* Se observa que : дезетрећап un importante papel tanto en las 
F,(a; b)=F,( — с; 0)  a2—c; b=0 matemáticas puras como en las aplicadas. 

Fale; 4)-Е,( с; 0) + с=— с; 4=0 
* Piden : ac+bd. 

acbdz —(—242 (242) --(0)x (0) 

z»ac- bd = — 

=> El valor de ac+bd es- 8 

RPTA : "Е" 
PROBL ЕМА 45: Por último, en el siglo XVIII, el matemático suizo 


Leonhard Euler fue el que fundó verdaderamente la 
ка tal B i trigonometría moderna y definió las funciones 
0<0<5 que - қ trigonométricas utilizando expresiones con 

E exponenciales de números complejos. Esto convirtió 
табадан. S Luogo a la trigonometría en sólo una de las muchas 


Determine el valor de sec? 2 aplicaciones de los números complejos. 
A) 24-12 J3 B)22-12 43 С)20-12/2 También se le debe a este matemático el uso de las 
D) 18-12 43. E) 12 - J minúsculas latinas a, b, c para los lados de un 


triángulo plano o esférico y el de las mayúsculas 
RESOLUCIÓN : correspondientes A, B, C para los ángulos opuestos. 
* Recordando i Además, Euler demostró que las propiedades 
“sec 0=1+tan*0 básicas de la trigonometría eran simplemente 


Ход А + Log,B=Log,(A'B) —*nLog,A= log, A" producto de la aritmética de los números complejos. 
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